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SUR LE BARYCENTRE
D’UNE PROBABILITE DANS UNE VARIETE

par M. Emery et G. Mokobodzki

La géométrie a beau étre, selon Pas-
cal, la science la plus parfaite pour
nous autres hommes, elle n’en prend
pas moins, du point de vue méme de la
démonstration, des aspects fort variés,
jusque dans les travaux mathématiques
de cet auteur : on ne démontre pas,
méme lorsqu’on est entré dans le style
géométrique, un probléme de proba-
bilité comme un probleéme de centre de
gravité.

J.-P. Cléro,
Epistémologie des mathématiques.

Nous remercions les organisateurs du Colloque en I’honneur de Maurice Sion & Vancouver, &
l’occasion duquel ce travail a vu le jour.

Dans une variété, les martingales continues ont été définies par Duncan [5],
Meyer [15] et Darling [2]. Meyer et Darling ont mis en évidence la structure
géométrique qui permet cette définition : ce sont les connexions. Il est plus difficile
de définir les martingales discontinues, ou méme simplement les martingales &
temps discret, parce qu’en I’absence de structure linéaire (ou affine), il n’est
pas possible d’attribuer aux mesures de probabilité un barycentre ni aux v. a.
une espérance. Si la variété est riemannienne, on peut chercher & construire
le barycentre en minimisant la moyenne du carré de la distance; ce procédé,
déja employé par Cartan pour trouver le point fixe d’un groupe d’isométries
([1] page 267), a été efficacement utilisé par Kendall [12] et Picard [17] pour la
construction approchée d’une martingale continue par discrétisation du temps.

Cette définition se généralise sans peine aux variétés munies d’une connexion
(c’est le “barycentre exponentiel” que nous verrons plus loin), mais souffre d’un
grave défaut : les barycentres ainsi construits n’ont pas la propriété d’associa-
tivité; en d’autres termes, si on les utilise pour définir des martingales & temps
discret (My), ¢y dans une variété, la définition M,, = IE[M,+1|F,] n’entraine
en général pas M,, = IE[Mp4x|Fy] pour k > 1. Ce défaut est partagé par toute
définition raisonnable du barycentre, méme celle de Lobry ([14] page 217).
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Il est cependant un cas ou la définition du barycentre d’une probabilité ne pose
pas de probléme. Dans une variété munie d’une connexion et telle que deux points
quelconques sont joints par une géodésique et une seule, on peut définir de fagon
évidente le barycentre de toute probabilité p portée par au plus deux points : si
p = (1 — t)e; + tey, son barycentre est bien sir y(t) ol v est la géodésique telle
que 7(0) = z et y(1) = y. Dans une telle variété, on peut définir des martingales
a temps discret (M;), pourvu que la filtration soit dyadique : chaque tribu
Fn est essentiellement finie, et chaque atome de F,, contient au plus deux atomes
de F,4+1. Bien entendu, ce qui rend possible cette construction, c’est la grande
pauvreté de I’ensemble des mesures de ce type, ou de ’ensemble des changements
de temps qui préservent le caractére dyadique d’une filtration.

Revenons a des mesures générales. Puisque la définition des barycentres est
inévitablement imparfaite, nous proposons de troquer un défaut pour un autre,
et, pour restaurer ’associativité, d’abandonner 1’unicité : au lieu de munir chaque
mesure d’un barycentre, nous allons lui en associer plusieurs, et ce que nous
appellerons le barycentre d’une probabilité ne sera pas un point, mais tout un
ensemble de points.

La non-unicité de I’espérance d’une v. a. dans espace métrique n’est pas une
idée nouvelle; voir Fréchet [8] page 502, Doss [3], Herer [9], [10], [11]. Nous
n’avons pas connaissance de travaux analogues dans le cadre, non métrique, d’une
variété pourvue d’une connexion.

Dans toute la suite, nous travaillerons dans une variété connexe V réelle,
sans bord, C*, de dimension finie; nous la supposerons munie d’une connexion
C®°. Comme nous n’utiliserons cette connexion que pour parler des géodésiques,
des fonctions convexes et des martingales continues, on ne change rien en la
détordant, et le lecteur peut la supposer sans torsion. Rappelons qu’une fonction
réelle sur V est dite convexe si sa restriction a toute géodésique est convexe
(considérée comme fonction d’une variable réelle), et que les fonctions convexes
sont continues, forment un céne stable par sup et transforment les martingales
continues dans V' en sous-martingales locales continues [7].

DEFINITION. — Soit u une probabilité sur V. Le barycentre de p est I’ensemble
b(u) des points = de V tels que f(z) < u(f) pour toute fonction f convexe bornée
sur V.

Puisque les fonctions convexes sont continues, b(u) est fermé. Il possede aussi
une propriété de convexité faible : son intersection avec toute géodésique est un
intervalle (fermé) de celle-ci. Dualement, pour z fixé, I’ensemble des lois p telles
que z € b(p) est convexe et étroitement fermé.

Cette définition se traduit immédiatement en termes probabilistes. Si une
v. a. X, définie sur un espace (2, F,IP), prend ses valeurs dans V, on appellera
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espérance de X, et on notera IE[X], le barycentre de la loi de X, c’est-a-dire
Pensemble de tous les points x de V tels que f(z) < IE[foX] pour toute f
convexe bornée. Si de plus G est une sous-tribu de F, on appellera espérance
conditionnelle de X sachant G, et on notera IE[X|G], Pensemble de toutes les
v. a. Y mesurables pour G et a valeurs dans V telles que foY < IE[foX|G] pour
toute f convexe bornée.

EXEMPLES. — a) Si V' est un ouvert convexe borné d’un espace affine (muni de
la connexion plate), alors le barycentre b(u) est égal & {bs(1)}, ot by (1) désigne
le barycentre de p pour la structure affine. En effet, pour f affine, I'inégalité
s’applique & f et & —f et est donc une égalité, d’ott b(p) C {bs(1)}; l'inclusion
inverse, qui n’est autre que ’inégalité de Jensen, vient de ce que toute fonction
convexe est un supremum de fonctions affines. En revanche, si V' est un ouvert
borné non convexe d’un espace affine, on a encore b(u) C {bs(x)}, mais nous
laissons le lecteur vérifier que b(u) peut étre vide méme si by(u) € V et V est
connexe.

b) Si V est compacte, ou si V est un espace vectoriel muni de la connexion
plate, b(u) = V quelle que soit p car toutes les fonctions convexes bornées sont
constantes.

c) Si V est la demi-droite 10, 00[ munie de la connexion plate, b(u) est
I'intervalle [g,00[, ol g = [z u(dz) < oo est le barycentre de y au sens usuel.

d) Si p est portée par deux points, donc de la forme (1 — t)e, + tey, et si 7y est
une géodésique telle que y(0) = z et y(1) = y, le point y(t) est dans b(u).

PROPOSITION 1 (Associativité des barycentres). — Soient (A, A, n) un espace
probabilisé, (Ka)qe 4 une famille de probabilités sur V, dépendant mesurablement
de a et (Ta)yeq une v. a. dans V telle que x4 € b(pa) pour chaque o. Alors

b([ez, m(da)) C b([pa w(de)) .

En langage clair : tout point du barycentre d’une famille de barycentres de
p = [ pio m(de) est lui-méme dans le barycentre de p.

DEMONSTRATION. La définition étant faite pour ¢a, c’est trivial : si f est convexe,
bornée et si z € b([ €z, 7(da)),

f(z) < ff(xa) m(da) < f/l'a(f) m(da) = ffdl" . |

La réciproque de cette propriété d’associativité est fausse. Etant donnés
p = [pam(de) et = € b(u), il peut ne pas exister de points zo € b(pa)
tels que =z € b( J ez, m(da)). Par exemple, en géométrie sphérique, si A’, B’
et C’ sont les milieux des cotés d’un triangle ABC, le milieu M du segment
géodésique AA’ n’est pas sur la géodésique B'C’. On a donc B’ € b(3¢4 + 3¢¢)
et C' € b(%eA + %83), mais M, bien que dans le barycentre de la mesure
lea+ tep+ ec, n'est cependant pas dans celui de lep + 1ecr. Cet exemple
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montre bien ol se situe le probléme : l’ensemble b(u) prend en compte les
barycentres obtenus en regroupant entre eux de toutes les maniéres possibles les
points chargés par ; imposer une décomposition p = [ pq 7(da) revient 3 faire
un choix parmi ces regroupements, d’ott moins de latitude dans la construction
du barycentre.

Il est agréable de traduire ’associativité en termes d’espérance conditionnelle :
Si Y est dans IE[X|G] et si H est une sous-tribu de G, alors toute v. a. Z
qui appartient & IE[Y[H] est aussi dans IE[X|H]. La fausseté de la réciproque
s’énonce ainsi : étant données une v. a. X dans V, des sous-tribus H C G et
une v. a. Z € IE[X|H], il n’existe pas nécessairement Y dans IE[X|G] telle que
Z € E[Y|H].

Si Pon définit dans V une martingale a temps discret (My) e par la
propriété M, € IE[M,4+1|F,] pour tout n, on a aussi grace a l’associativité
M, € IE[M,4+i|F,] pour tout k& > 1. Il devient donc raisonnable de définir
les martingales & temps continu par M, € IE[M;|F,] pour tous s et ¢ tels que
s < t. Comme le montre ’exemple b) ci-dessus, cette définition peut méme dans
certains cas étre trop générale! Mais il est toujours vrai que, si (My),¢ est une
martingale continue dans V au sens usuel, elle vérifie aussi cette définition puisque
foM est une sous-martingale pour f convexe bornée (voir [7]). Réciproquement,
si la variété est assez petite, le théoréme de Darling (proposition (4.41) de [6])
affirme que, pour les processus continus, la définition des martingales ici proposée
équivaut & la définition usuelle. Dans ce cas, imposer la condition de martingale
M, € E[M;|F] pour tous les couples (s,t) a donc restauré I’unicité. Dans la
suite, nous désignerons simplement par “martingales continues” les martingales
au sens habituel.

Revenons aux barycentres, pour expliciter leur lien avec la procédure d’inter-
polation géodésique, qui consiste & remplacer deux points par leur barycentre
pris sur la géodésique qui les joint, procédure que l’on itére en remontant un
arbre dyadique depuis les extrémités des branches vers la racine; ceci permet
de définir le barycentre de 2" points de V, pas nécessairement tous distincts,
affectés de poids dont la somme est égale & 1, et pris dans un certain ordre.
Plutdt que d’indexer les points par les extrémités des branches d’un arbre, nous
utiliserons, en bons probabilistes, 1'espace canonique W™ = {0,1}", sur lequel le
processus des coordonnées sera noté (Wi)1<i<cn; Si p est une probabilité sur wn,
pour € € {0,1} on notera p, la probabilité sur W™~ égale 4 la loi conditionnelle
de (wa,...,ws) sachant que w; = €; si y est une v. a. définie sur W™, on définit
des v. a. yo et y; sur W™~ par y.(e1,...,6n-1) = y(e €150 Enz1).

DEFINITION. — Sur l’espace fini W™, soient p une probabilité et y une v. a. &
valeurs dans V. On définit inductivement le barycentre géodésique itéré B(y,p)
(ou B.(y,p) si on veut préciser le nombre d’itérations) par
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pour n = 0, Bo(y;1) est le singleton {z}, ot € V est la valeur de la
V. a. constante y;

pour n > 0, B,(y,p) est ensemble des points de V de la forme
y(p{w1=1}), ot 7 : [0,1] — V est une géodésique telle que v(0) soit dans
Br—1(Yo,po) et (1) dans Bn_1(y1,p1)-

Si la loi de w; sous p est dégénérée, 'une des probabilités conditionnelles pg
ou p; n’est pas définie; mais c’est sans importance puisque le barycentre partiel
correspondant intervient avec un poids nul dans l'interpolation géodésique qui
suit.

11 est clair, par récurrence sur n, que 3(y,p) est inclus dans le barycentre de
la mesure image y(p) = poy~! (c’est-a-dire la loi de la v. a. y sous p).

THEOREME 1. — Soit z € V. Dans l’ensemble des probabilités p telles que
z € b(u), celles qui sont de la forme y(p) o le couple (y,p), défini sur un W7,
est tel que = € B(y, p), forment un sous-ensemble dense pour la topologie étroite.

Plus précisément, si x € b(u), il existe une suite de couples (yk,pk), chacun
défini sur un W™K telle que z soit dans chaque ,B(yk,pk) et yr(pk) tende
étroitement vers u.

Avant de démontrer ce théoréme, il nous faut introduire quelques notations,
que nous utiliserons pour construire I’enveloppe convexe inférieure d’une fonction
(sa plus grande minorante convexe).

Pour z € V et n > 1, désignons par ;' (z) 'ensemble des paires (y,p) telles
que z € B,(y,p). Cet ensemble n’est pas vide : il contient déja toutes les (y,p)
tels que y(w) = = pour tout w € W™.

Si f est une fonction réelle minorée sur V, définissons pour n > 1

G"f(z) = inf / foydp
(v:p)€B7  (2) Jwn

(l'intégrale est en fait une somme finie). Il est clair que G™f < G"g si f < g, que

infy f < G™f et que G™f < f puisque (y,p) € B;'(z) pour y = z. En outre, la

définition de (,+1 entraine que

GNG"f)= inf  [p(0)G"f(yo) + p(1) G"f(11))]
(y,p)EBT ' ()

= it [0 [ fomdm+n(t) [ fordy]
(v,2)€B;7 () wn wn
(20,90)€B  (v0)

(21,91)€85 (1)

= inf / fozdgq = G™*f(z),
(500€B5L, (=) Jwnts

et G™ n’est autre que la n'®™® puissance de G!.
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Comme G!f < f, ceci implique que la suite G™ f est décroissante; puisqu’elle
est minorée par infy f, il est loisible de poser

G“f:hT{an"f.

LEMME 1. — Soit f une fonction réelle minorée sur V. Elle est conveze si et
seulement si G1f = f. La fonction G*™f est la plus grande fonction conveze
magjorée par f; elle est bornée si f lest.

DEMONSTRATION DU LEMME. Pour que f = G!f, il faut et il suffit que pour
chaque z on ait

f(z)=_ inf (A=) f(v(0)) +tF(v(1))] ;

~ géodésique
t€[0,1],7(t)==
autrement dit, f(z) < (1—t)f(y(0)) +t f(7(1)) pour toute géodésique ~ vérifiant
v(t) = z pour un t € [0,1]; et ceci exprime la convexité de f.
Si f, est une suite décroissante de limite fo,

G!fow(z)=  inf foo0y dp
(v,p) €87 (=) Jw

= inf inf frnoydp
(v,p)€BT (=) ™ Jw

=inf  inf froydp =lim | G! () .
" (y,p)€By(z) Jw n
Appliquant ceci a le suite décroissante f, = G™ f de limite fo, = G f, on obtient
GlG*™f = lim, G"*1f = G®°f, donc la fonction G™f est convexe.
Enfin, si g est convexe est majorée par f, on a g = G"g < G™f pour tout n, et
a la limite g < G®°f. L’inégalité infy f < G f < f montre que G™ f est bornée
avec f. |

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Le point z € V est fixé; quand n, y et
p varient de maniére telle que z reste dans (,(y,p), la mesure y(p) décrit un
ensemble C(x) non vide (il contient ¢;), dont nous devons établir qu’il est dense
dans ’ensemble des probabilités dont le barycentre contient z. Or cet ensemble
est convexe. En effet, si Ao et A\; sont dans C(z), on a = € Bn,(yo,po) avec
Yo(po) = Ao et = € Bn, (y1,p1) avec y1(p1) = A;. Comme l’ensemble des lois y(p)
ou (y,p) € B;(x) croit avec n, on peut supposer ng = n;; soit n ce nombre.
Si maintenant 7 est une probabilité sur {0,1}, en définissant y et p sur W"+!
par Y(wi,-.-,Wn) = Yu, (W2,...,wn) et p(wy,...,wn) = T(w1) Pu, (W2, - - . ,ws),
on a £ € Bny1(y,p) par définition des barycentres géodésiques itérés, et il en
résulte que y(p) € C(z). Comme y(p) = 7(0)Ao + 7(1)A1, la convexité de C(z)
est établie.

Pour établir le théoréme, considérons une mesure de probabilité u qui n’est
pas dans ’adhérence de C(z) pour la topologie étroite; nous devons montrer que
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x n’est pas dans le barycentre de p. Grace a la convexité de C(z), le théoréme de
Hahn-Banach appliqué aux mesures finies en dualité avec Cy fournit une fonction
f continue, bornée, et telle que u(f) < infyec(z) A(f). On a donc

WG=N) < u(f) < inf Nf)

=inf  inf /foy dp =inf G" f(z) = G™f(z) .
" (y.p)€B7 (2) n
Comme la fonction G f est convexe et bornée, cette inégalité stricte interdit & z
d’appartenir & b(u); la premiére partie du théoréme est démontrée.
Le reste s’en déduit immédiatement puisque les mesures positives, et a fortiori
les probabilités, forment un ensemble métrisable pour la convergence étoite. I
Rappelons qu’une semima.rtingale continue X a valeurs dans V est appelée
une martlngale continue si, pour toute fonction f de classe C? sur V, le processus
foX — 5 [(Vdf)(dX,dX) est une martingale locale. Dans cette formule, Vdf est
la dénvee covariante seconde (la hessienne) de la fonction f, s’écrivant dans un
systéme de coordonnées locales (“’i)1<i< d

Vdf = (Di;f - Dk f) dz*@dz?

(ou 1",-';- sont les symboles de Christoffel de la connexion; ici comme dans toute
la suite, la convention de sommation d’Einstein est en vigueur); et, toujours en
coordonnées locales, [(Vdf)(dX,dX) est le processus v. f. continu de différentielle
(Dij f = TEDyf)oX d[z'oX,z70X].

Une martingale continue dans V est transformée par toute fonction convexe
en une sous-martingale locale. Il en résulte que si X est une martingale continue
dans V telle que Xo = z p. s., pour tout temps d’arrét fini T le point z est
dans le barycentre IE[X7] de la loi de Xr. En effet, toute fonction convexe
bornée f transforme X en une sous-martingale locale bornée, donc en une vraie
sous-martingale; d’ott f(z) < IE[foX7]. Dans le cas ou la variété n’est pas trop
grande et vérifie une condition de convexité, nous allons déduire du théoréme 1
une réciproque a cette propriété.

THEOREME 2. — On suppose que V est (affinement! difféomorphe ) un ouvert
relativement compact d’une variété W, et qu’il existe sur W une fonction de
classe C? strictement conveze. Si p est une probabilité sur V et si un point
z de V est dans le barycentre de p (relativement a V), il exziste, sur un
(4, F, P, (Fi)ocic1) convenable®, une martingale continue (Xi)ocicy & valeurs
dans V, telle que Xo =z et que X1 ait pour loi p.

Si de plus il eziste sur W une fonction conveze ¢ telle que V soit ’ensemble
{z € W : ¢(z) < 0}, la martingale X est & valeurs dans V.

1. W est également munie d’une connexion, qui coincide sur V avec celle de V.
2. 11 est clair que I’on peut toujours prendre pour Q I’espace canonique C([0,1], W) muni du
processus X des coordonnées.
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REMARQUE. — La méme méthode permettrait d’établir, plus généralement, que
si p et v sont deux probabilités sur V telles que p soit une balayée de v (c’est-a-
dire v(f) < u(f) pour toute f convexe bornée), il existe une martingale continue
de loi initiale v et de loi finale p. Ceci peut aussi se déduire du théoréme 2 par
I'intermédiaire du théoréme de Strassen (XI-53 de [16]).

DEMONSTRATION. Par récurrence sur k, il est facile de voir que, pour = € Bk (y, p),
il existe une martingale continue (X;)g<;<; telle que Xo = z et que X a pour loi
y(p). En effet, si 'on sait faire cette construction pour k, et si z € Br+1(y, p), soit y
une géodésique telle que y(p{ws = 1}) = z, 7(0) € Bi(yo, Po) et ¥(1) € Br(y1,p1)-
On peut construire des martingales indépendantes (X7); <;<x41 €6 (X$)1<i<kir
telles que pour ¢ € {0,1} X§ = () et X{ ait pour loi y.(p), et une martingale
continue réelle (¥;),<,<; indépendante de (X°, X!) telle que Yo = p{w; = 1} et
Y; ait pour loi (1 — ¥)eo + Yoei. Et il suffit de poser X; = yoY; pour 0<¢ <1
et Xy = X?]l{yl=0} + thn{y1=1} pour 1 <t < k+1.

La variété de référence étant V, ceci établit la premiere partie du théoreme 2
lorsque p est de la forme y(p), ot z € B(y, p). Dans le cas général, nous savons
par le théoréme 1 que p est limite étroite d’une suite pu, de telles probabilités,
d’ol Dexistence de martingales X™; et nous allons construire X comme valeur
d’adhérence des X™, convenablement changées de temps.

On sait qu'il existe, pour un entier p, un plongement propre (f2,...,f?) de
W dans R? par p fonctions C*. Une semimartingale continue (X;),s, dans W
est une martingale ssi floX — 1 [(Vdf*)(dX,dX) est une martingale Jocale pour
chaque indice ¢ (voir [6], (4,14)).

11 existe p fonctions a}k de classe C® sur W telles que Vdf; = a}k dfi@df*,
ainsi que p? fonctions b, ‘sur R? telles que aj, = bjo(f',... f?). Les processus
continus

1
M = floXP — fiz) - § /0 (Vdfi)(dX™,dXD)

sont des martingales locales, de crochet® [M™ M™], = [fioX", floX"],.
Posons A} = Y F_, [fioX™, floX™],; le changement de temps associé & A"
permet de se ramener au cas ot X" est défini sur [0,00] au lieu de [0,1], et
o Y, [floX™, floX"], = t A AZ,. Le théoréme de tension de Rebolledo [18]
entraine que la suite des lois des martingales (M™), ¢, est une suite tendue de
probabilités sur I'espace C([0,00[,R?) muni de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact. Aprés extraction éventuelle d’une sous-suite, le
théoréme de Skorokhod (voir Dudley [4]) affirme ’existence, sur un certain espace
probabilisé, d’une suite N™ de v. a. dans C([0,00[,IR?), ayant chacune méme
loi que M™, et qui converge p. s. vers une limite N*°. Considéré comme un
processus, N est une martingale pour sa filtration naturelle; la matrice de ses
crochets [N°J, N°°F] est la limite des [N, N"¥]. Les processus p-dimensionnels

3. Par convention, les crochets et les intégrales stochastiques sont tous nuls en zéro.
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X™ = fioX™, qui sont solution de équation différentielle
X" = fiz) + M™ + } / bi(X™) d[M™, M™¥]
ont méme loi que les solutions Y™ de
= £ N [ N

en passant & la limite dans cette équation différentielle ordinaire, on voit que les
Y™ convergent uniformément sur tout compact p. s. vers une limite Y°°* qui
vérifie

o0 __ fi(:r)+N°°i+ %/l)]zk(yw) d[NOOj,Nook] .

Ceci entraine que ’on peut définir des processus Y dans V par fioY™ = Y™
et, I'image de V dans IR? par (f',...,fP) étant fermée, qu’ils convergent,
uniformément sur tout compact de [0,00[ presque slirement, vers une limite
continue Y *°. Pour la filtration naturelle de N*°, Y°° est une semimartingale
continue vérifiant fioY > = fi(z) + N**° + 3 [(Vdf*) (dY>°,dY ), donc une
martingale continue dans V. Il nous reste & montrer que Y;* a quand ¢ tend
vers l'infini une limite Y2°, dont la loi est la limite x des lois p, des Y2 ; un
changement de temps ramenant oo en 1 permettra alors de conclure. Ceci résulte
immédiatement du lemme 2 ci-dessous appliqué aux Y™ ; ’hypothése de tension
dans ce lemme est vérifiée grice au lemme 3 qui suit, selon lequel les v. a. T, (ce
sont ici les A% ) ont leur espérance majorée par C.

LEMME 2. — Soit (X"), v une suite de processus mesurables séparables définis
sur Q x Ry et & valeurs dans un espace métrique (ou un espace uniforme), qui
converge uniformément sur tout compact en probabilité vers un processus X. On
suppose qu’il existe une suite tendue (Ty), v de v. a. positives telles que Uon ait,
pour tous n et t, X' = X7 \,. Il existe alors une v. a. presque sirement finie
T telle que Xy = Xrnat, et X5, = X} converge en probabilité vers X, = Xr.
DEMONSTRATION DU LEMME 2. L’hypothése de tension dit que pour tout € > 0
il existe t, > 0 tel que IP[T,, > t.] < € pour tout n. Pour établir I’existence de T,
en nous restreignant grace au procédé diagonal a une sous-suite, nous pouvons
supposer que X" tend vers X uniformément sur tout compact presque stirement.
Notons Vi(X) et Vi(X™) les événements “X .n’est pas constant sur I'intervalle
I” et “X™ n’est pas constant sur I”. Pour ¢ > %,

P[V (X)) < Pliminf Vi (X")]
< Plliminf{T, > t}] < liminf P[{T, > tc}] <¢;

faisant tendre ¢ vers l'infini, on en tire IP[V[;, o [(X)] < €, et la probabilité pour
que X soit constant sur un voisinage de l'infini est arbitrairement voisine de 1,
donc égale a 1. La premiére conclusion s’en déduit en prenant pour T le plus
petit entier n tel que X soit constant sur [n,oco[.
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Puisque X tend en probabilité vers X, et que les probabilités IP[ X2, # X} ]
et IP[Xo # Xi, ] sont majorées par ¢, X2 tend en probabilité vers Xo. 1

LEMME 3. — Sous les hypothéses du théoréme 2, il existe une constante C telle
que, pour toute martingale continue (Xi),5, & valeurs dans V,

P . .
]E[;l [fioX, floX],,| < C.

DEMONSTRATION DU LEMME 3. Soit 9 une fonction C? strictement convexe
sur W. On peut définir sur W deux structures riemanniennes par les tenseurs
métriques g1 = Y b, df'Qdft et go = sym(1Vdy) : le premier est défini
positif car en chaque point les formes df* engendrent tout ’espace cotangent, le
second, égal a la partie symétrique du tenseur %Vdgb, est défini positif car i est
strictement convexe. Sur ’ensemble relativement compact V', ces deux métriques
sont nécessairement équivalentes; il existe donc une constante ¢ > 0 telle que
cg2 — g1 soit de type positif sur V. Il en résulte que, pour toute semimartingale
continue X dans V,

P .
Y [floX, floX] < c L [(Vdy)(dX,dX) .
i=1
Si maintenant X est une martingale continue dans V, 1oX est une sous-
martingale bornée de compensateur 1 [(Vdy)(dX,dX); ceci entraine que

E[L [y Vdp(dX,dX)] = E[poX, — poXe] < supt) — infy) .
14

Donc ]E[E, [fioX, fioX]t] < c(supy ¥ —infy 9), et il ne reste qu’a faire tendre
t vers 'infini. |

Ainsi, la martingale continue X; = Y;;;_; & valeurs dans V satisfait 3 la
premiere conclusion du théoréme 2. Pour achever de démontrer celui-ci, nous
n’avons plus qu’a vérifier que P’existence d’une fonction convexe ¢ telle que
V ={x € W: ¢(z) < 0} contraint X A rester dans V. La fonction continue
¢ étant bornée sur le compact V, le processus ¢oX est une sous-martingale sur
[0,1]; X3, de loi p, étant p. s. dans V, on a, pour tout temps d’arrét T' < 1,
¢oXr < IE[¢poX;|Fr] <0, dotu X7 € V, et X reste dans V. (]

Le corollaire de la proposition 4, plus loin, utilisera ce théoréme pour fournir
une condition suffisante d’existence d’une martingale continue de loi finale
donnée. Kendall [12] et Picard [17] ont construit dans les variétés riemanniennes
des martingales continues de v. a. finale donnée, sur un espace filtré donné &
I'avance (un espace de Wiener); notre but ici est plus modeste (seule la loi finale
est donnée), mais nous subissons une contrainte supplémentaire, la donnée de la
valeur initiale.
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Dans les bons cas, ’ensemble b(x) contient un point remarquable, le barycentre
exponentiel de u, que Pon peut définir a l'aide d’une carte normale, ou de
P’application exponentielle.

Dans toute la suite, nous supposerons V conveze au sens trés fort suivant :
Deuz points quelcongues sont joints par une géodésique et une seule, qui dépend de
fagon C*® des deuz points. Pour z € V, si on désigne par T,V I'espace vectoriel
tangent en z & V et par U, Pouvert étoilé de T,V formé des vitesses initiales
4(0) des géodésiques y telles que (1) soit défini, I'application exponentielle
exp, : Uz — V qui envoie ¥(0) sur (1) est un difféomorphisme de Uy sur V.

DEFINITION. — Si p est une probabilité sur V, on appelle barycentres ezponentiels
de p les points z de V tels que la probabilité ji, sur TV, image de p par exp;l,
soit centrée dans I’espace vectoriel T,V (c’est-d-dire que toutes les formes linéaires
sur T,V sont intégrables pour ji, et d’intégrale nulle).

En d’autres termes, z est un barycentre exponentiel de p si et seulement si
I'intégrale vectorielle |, €T,V ? fiz(dz) existe dans TV et est nulle; lorsqu’elle
existe, nous noterons v#(z) cette intégrale.

Contrairement au barycentre de u, qui est une partie de V, les barycentres
exponentiels sont des points de V. Cette différence de notations est justifiée par
la proposition 5 plus bas : si V n’est pas trop grande, le barycentre exponentiel
est unique.

PROPOSITION 2. — Soit u une probabilité sur V. Tout barycentre exponentiel
de u est dans b(p).

DEMONSTRATION. Soient z un barycentre exponentiel de p et f une fonction
convexe bornée. Par le corollaire 1 de [7], il existe une fonction linéaire h sur
T,V telle que, pour tout y € V, on ait f(y) — f(z) > ho exp; (). Intégrons par
rapport & p : u(f) — f(z) > [ hoexp;'(y) u(dy). Puisque par hypothése z est un
barycentre exponentiel de g, 'intégrale est nulle, d’ott la proposition. I

PROPOSITION 3. — On suppose V riemannienne (munie de la connezion cano-
nique); soit p une probabilité telle que, pour un (donc pour tout) point x de V,
Vintégrale f(x) = [, dist(z, y)? u(dy) soit finie. Les barycentres ezponentiels de
u sont alors les points critiques de la fonction f.

DEMONSTRATION. Soit ¢ une fonction C* sur V. Sa différentielle dg(z) est une
forme linéaire sur T, V. Sur un voisinage U de zo, la majoration

|de(z)o expz|(v) < lld(@)|l Il expz* (W)l
= [|dé(a)ll dist(z, y) < sup[|d¢]] (diam U + dist(zo0,))

établit existence, et, par convergence dominée, la continuité par rapport a x de
I'intégrale p(dg(z)o exp;!) = v*(z)¢; donc le champ de vecteurs v existe et est
continu (il n’est pas difficile de voir qu'il est en fait C*).
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Pour y fixé, le gradient au point = de la fonction dist(:l:,y)2 est —2expz1(y);
intégrant en y, on trouve

grad f(z) = -2 /eV exp;* (y) p(dy) = =2 v*(z)

(la dérivation sous le signe somme étant justifiée par la méme majoration que
ci-dessus). Ainsi, f est de classe C!, de gradient —2v* et ses points critiques sont
ceux ou v* s’annule, d’ou la proposition. 1

Voici pour terminer des critéres d’existence et d’unicité du barycentre expo-
nentiel, empruntés & Kendall [12].

ProrosITION 4 (Existence du barycentre exponentiel). — Toute probabilité
sur V portée par un ensemble relativement compact de la forme {¢ < 0}, ot ¢ est
une fonction conveze de classe C?, admet (au moins) un barycentre ezponentiel.

DEMONSTRATION. Choisissons sur V' ume structure riemannienne arbitraire
(indépendamment de la connexion). Soit f une fonction C*. Pour z et y dans le
compact K = {¢ < 0}, la majoration

|dfoexp;t(y)| = |(df (z), expz *(1)}| < lldf (@)l | expz " (W)II < e(XK)

montre, aprés intégration en y, que la fonction v* f(z) = ,u(dfo expy ) est bien
définie et continue sur K. Pour z € 9K et y € K, on a ¢(z) = 0 et ¢(y) < 0, donc
¢ est négative sur l'arc géodésique v joignant z a y; en différentiant au point z,
on obtient d
(exp7 (1), dd(x)) = = | (¢o7)(t) <0,
t=0

et en intégrant en y, on trouve vF¢(z) < 0, ce qui montre que le champ de
vecteurs continu v* est rentrant au bord de K. Mais il existe un dlﬁ'eomorphlsme
transformant K et K en une boule de IR¢ et son intérieur (passer par exp}!, ol
z est intérieur a K, puis par un difféomorphisme entre U, et IRd) Donc le champ
de vecteurs v* s’annule en au moins un point de K (et méme de I, en raison de
la convexité de ¢). ]

COROLLAIRE. — Toute probabilité vérifiant I’hypothése de la proposition 4 a un
barycentre non vide et est la loi de X; pour une martingale continue (At)0<t<1
dans V.

Cela résulte des propositions 4 et 2 et du théoréme 2 appliqués & la variété
{¢ < €}, ot € est choisi tel que 'ensemble {¢ < e} soit compact.

PROPOSITION 5 (Unicité du barycentre exponentiel). — S’ eziste sur V x V
une fonction conveze, bornée, nulle sur la diagonale A et strictement positive
hors de A, toute probabilité sur V a au plus un barycentre exponentiel.
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La connexion dont est munie V x V dans cet énoncé est bien entendu la
connexion produit, caractérisée (& la torsion prés, mais peu importe) par ses
géodésiques, qui sont les courbes (y1(t),72(t)) ot chaque 7; est une géodésique
de V'; la sous-variété A de V x V est totalement géodésique pour cette connexion
(cette condition est évidemment nécessaire 3 1’existence de la fonction convexe
sus-mentionnée).

LEMME 4. — Si p est une probabilité sur V x V ayant pour marges v et w, et
stz (respectivement y) est un barycentre exponentiel de v (respectivement w )
dans V, alors (z,y) est un barycentre exponentiel de p dans V x V.

DEMONSTRATION DU LEMME. Soient ¢ et 1) dans V';illeur correspond des vecteurs
X eT,VetY €T,V tels que exp, X = et exp, Y =17. La courbe dans V x V
définie par y(t) = (exp, tX, exp, tY') est une géodésique telle que v(1) = (&,7m) et
4(0) = (X,Y); donc exp(_;’y)(f, n) =(X,Y).

Mais toute forme linéaire h sur T(, ,)(V x V) vérifie h(X,Y) = f(X) + g(Y)
pour des formes linéaires f et g sur T,V et T,V respectivement; on en tire I’égalité

hoexp(l,)(6,m) = h(X,Y) = (X) + g(¥) = foexp; (€) + go expy™ (1)

qui, puisque v et 7 sont les marges de p, s’intégre en

/ ho exp(_xl’y) du =/ foexp;?! d1/+/ go exp;1 drm ;
VxV v 14

ceci est nul car z et y sont des barycentres exponentiels de v et . |

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5. Soient z et y deux barycentres expo-
nentiels de la méme probabilité p sur V, et soit ji la probabilité sur A dont
les deux projections sur V' sont égales & u. Le lemme qui précéde entraine que
(z,y) est un barycentre exponentiel de ji, donc, par la proposition 2, un point du
barycentre de fi dans V x V. On a donc ¢(z,y) < ji(¢), out ¢ est une fonction
convexe bornée sur V' x V nulle sur A et positive ailleurs (une telle fonction
existe par hypotheése). Puisque fi est portée par A, ceci implique ¢(z,y) < 0,
donc z = y. |

Voici, en guise de conclusion, deux questions ouvertes soulevées par ce qui
précede.

Certains des énoncés ci-dessus sont vrais sous une hypothese d’existence d’une
fonction convexe convenable. Dans le cas riemannien, Kendall ([12]; voir aussi
[13]) a construit ces fonctions convexes en supposant que V est incluse dans une
boule B(p, R) ne rencontrant pas le cut-locus de p, et sur laquelle la courbure
sectionnelle est majorée par une constante plus petite que (/2R)?. Dans le cas
général (non nécessairement riemannien), de telles fonctions convexes existent
localement (tout point de V' a un voisinage sur lequel c’est vrai; voir [6], (4.59)).
Nous conjecturons que ces fonctions convexes existent nécessairement deés lors
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que la variété ambiante est un ouvert convexe et relativement compact dans une
variété elle-méme convexe (au sens fort oit deux points sont toujours liés par une
géodésique et une seule).

Si (Xt)g<i<1 ©st une martingale continue sur (Q,F,P, (.7-])099), a valeurs
dans une variété raisonnablement convexe (voir ci-dessus) et en particulier telle
que toute probabilité a un barycentre non vide, on peut construire, pour chaque
subdivision dyadique o, de [0,1], une martingale discréte (Y;*, F1),¢,, telle que
Y® = X (définir les Y;* par récurrence décroissante sur ¢ € oy ; ils sont loin d’étre
uniques en général). Si la filtration est brownienne, et si 'on choisit a chaque étape
le barycentre exponentiel, les processus X;* = Sﬁp( [0,¢]n0m) convergent vers X

uniformément en probabilité (Kendall [12]; voir aussi Picard [17]). Qu’en est-il
pour une filtration générale et des barycentres arbitraires?
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