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TEMPS LOCAL ET SUPERCHAMP

Y. 1E g

L'objet de ce travail est de tenter de clarifier les relations qui apparais-
sent entre les temps locaux des processus de Markov symétriques, certains
champs gaussiens markoviens, et les méthodes de supersymétrie. (On pourra
notamment ccensulter [p], [S], [L]l, [CK] et [MS]).

Je tiens a remercier A.S. Sznitman pour de nombreuses discussions auxquelles

ce travail doit beaucoup.

1° - Formes différentielles sur un espace de Hilbert :

ieme

. . n . P
Soit H un espace réel. Notons A'H lan puissance extérieure

de H, complétée pour la norime hilbertienne ainsi définie :

> i,j £n).

2
lluy A vy «een un” = det(<ui,uJ

Notons AH 1la somme algébrique @ A"H  (non complétée)
0

* * .
Notons u + u 1'isomorphisme entre H et son dual H Nous conviendrons

* %
de poser (u) =u,
* * * *
On étend » 2 A"H en posant (u1 AUy oooA un) = U A..Au et a (\"m)
en posant (u;k Ao A ur*l)* =U AU Notons F 1le produit ‘tensoriel

algébrique AH® AH*. On a les isomorphismes a image dense

QD) 3'/C—> Kﬁ@(m*e—>;’[)1(m)
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(otr &I(K) désigne les opérateurs a trace sur K).
Définissons une forme linéaire t sur ¥ en posant :

0 si m=n

r(u.I AUy oeA un®v;l YN V;)

det(<ui,vj>) si m=n

T se prolonge de maniére unique en une forme linéaire continue sur
5= Lum qui est un-espace de Banach séparable.

- *
En effet, si j (j*) est 1'opérateur borné sur AH (iH ), tel que

n(n-1)/2 a

j@) = (-1) si a € Mgt

On vérifie que t(@®b’) = Tr HE®5 ) = <a,b>

Ainsi, pour tout o G_‘:P/, 1(a) = Tr(aoj) (on utilise ici 1'isomorphisme (1)).

Ainsi |t(a)| =lall ;M5 sllafl .
L' am Llam:
On peut mmir ‘J:«/ d'une structure d'algébre de Grassman (cf. [B]) involutive
en posant :
i) a®b Aa'@®B) = (D™ @Aa) @b A b

si a' € A"H et be a™.
.. * * *
ii) (a®b) =b®a.
En particulier compte tenu de 1'identification naturelle a =a® 1 et

* * * *
b =1®b, ona a®b =aab.
. * *
-sl1 uetveH,ona uav =-v aAu.

- la vérification de 1'associativité est laissée au lecteur (elle procede
de 1'associativité du produit extérieur).

- vérifions 1'identité (a A 8) =8 Ao dans le cas ol o et g
* *
sont de la forme a® (b) et a'® (b') , avec a' € A"H et b € ™.

arAB=@®b)A@®®B)) = (D™ ana@d ab)
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*

* ' ’ * * nm *
B Aa =(b'®@@I)ABO®a)=(C1)" B'Ab)®(@aa).
Lemme 1 : Vu1,u2,...,un, VisVgseessVy €EH, Vet

.. n z;’k n Ak
det(Gij *+o<ug,vi> 1, sn) = (1 +'k>=:1 T (? u AV

o k n
1+ 5 B u v,

k=1 k! 1

En effet, d'aprés les définitions de 1 et de A, le deuxiéme terme égale
1+ £ ¢ z det(<ui WV >a,B8 £ k).
= 1 1 1 B
k=1 fpedyeeee 4y a
La premiére égalité se trouve ainsi ramenée a un résultat d'algébre linéaire

élémentaire.
La deuxieme s'obtient en remarquant que tous les termes de degrés supérieur

a n de 1'"exponentielle" sont nuls.
Soient 4y €t ¥, deux copies indépendantes du champ gaussien canonique

indexé par H, définies sur un espace de probabilités (2,a,P)

E(¢u \uv) = E(q,u q,v) = <u,v>.

Notons A 1'espace de Banach L' (p,AJP). Tout élément de A se réprésente
N

comme une classe de fonctions définies sur @ 2 valeurs dans NS
W e, lol = [ Nl P,
De plus, [E(t(¢(w))| sE(|t(¢(w))]) S]EQ|_¢((") I f)

et donc E(t(¢(w))) s "‘b"A-

En dimension finie, si e; est une base orthonormée de H et si a tout
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* * 3 .
. Aee.A €. A€. A...A€: 3 coefficients C

élément ¢ =X FI,J(¢i’Wi) e11 i, i
bornés on associe la forme différentielle sur (R® )2 :
da, dq; dp, dp,
Vv=2F .(q:p:) 11.‘. A 'n A 1 AonA —-JLn
LI e 77w W v
2 2
- 2(q;/, *+ p5/,) +Z da. A do.
EG(w) =fVe 12 "1z exp, (e 1 1m)

(1a série exp, s'arréte évidemment 2 1l'ordre n).

2° - Superchamp :
Pour tout u € H posons Z (w) = L (¢ (w) + iv (w)) et
u \/2 u u
*
).u(m) = IZu(m) I2 - u Au. Nous dirons que )‘u est le "superchamo'' associé
a H. Pour tout systéme UpsUp,.ee,u € H et T €C, avec Re(t) 20,
2

n - leuil n o
notons epr(-c z Au ) 1'élément e T oz u; A ui)

1 i m=0

ot -Zm Am
=X )T (Z A ) .
IEp" e,

On définit F(Au ’“"}‘u ) pour F € FRY par transformation de Fourier.
1 n

Lemme 2 : Pour tout polyndme trigonométrique ou fonction de SEY ,

ROXy,e-0,X ),

- 2 2
R(Aul,.“’\'h) = R([Zu1| ...lzu [¥)

n
.5 (G DL > _ 5%— 3_)8(—R(|Zu |2,...,|zu 1%
p=1 Jq<dgeee< iy T4 j 1 n

I1 suffit d'appliquer les r&gles de calcul dans 1'algebre de-
Grassmann et les définitions.
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Proposition 1, : Pour tout ¢ € €, avec Re(z) 2 O,

n
- E(c exp, (~¢ ‘12 AN =1
1

- Pour tout ViseeesVis WiseeosW oy € H
_ _ n
]E(a.v ZV Zw Zw T(epr (-¢ = Au-)))
1 m 1 m' 1 1
m m n * -1
=6 I r_I C(Vi’wo(i))’ ou C(a,b) = <a,[I+¢ L ui®ui] b>
o€, i=1 1

Démonstration : On se raméne immédiatement au cas ou H est de dimension

finie. En effet, VH' < H, avec u; € H' pour tout i, on vérifie aisément

que CH(a,b) = CH' (a,b) dés que aet be B'.

n n
Par ailleurs rH(exp (-¢ % Aui)) = rH,(epr (-¢ )1: Aui). 11 suffit donc

de prendre H' de dimension finie, avec Vj ,wj su; € H'. La proposition

résulte alors d'un calcul €lémentaire d'intégrale gaussienne et du lemme 1

pourvu qu'on ait :

*N o N = &)
det;&(ﬂ.)(l +cTZu;@uy) =detM) ot M =63+ Teuy,u>.

*
Or il est clair que le premier déterminant égal det :90/) I +gxu ®ui)

oiu V est l'espace engendré par les u; . D'autre part, M est la matrice

de I +¢ Zui&Z)u;t dans la base u;.

Corollaire 1 : -IE(T(J\U () Aeeen Ay (wWh=0
1 n

- E(2,(0) Z,(w) TOy, @) Aeendy (W)

= 023 <v,uc(1)> <u0(1),u0(2)> <u0(n),w>.
n

Plus généralement E(Z_ ...2_ Z. ...
8¢ v VoW Wi u u
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= § pN T <V,,u > <u ,u e oUW >
o€f  Jytigeredgm | O oD@ Gy ()

1€ d)m

mm'

x <v2,u0(j1+1)>...<uoj1+j2,w°(2)>.. . <Vn’uo(j1+j2-..+jm_]+1)>"'<uo(n) ,wT(n)>,

On obtient ce résultat en remplacant u; par \/mi ug, o > 0 et donc

A par a; A, , puis en exprimant la dérivée n™,
i .
n
au—aa—des deux membres des identités de la proposition en (a1,...,an)=(0...03
172 %

(Notons que pour |laf assez petit, C(a,b) s'exprime par la série

<a,b> + ¥ (-1)m T cm Q. ee.0; <@,U. > <U. M. >...<u. ,b>)
T met R e e I
nzimzi

n
* *
Proposition 1 bis : -lE(-r(v1 A VgeeoA Vi A Wor oA Wy A Wy eXD, (-t }1: Au.))

1

m
=6 I, c(@ T Clviu ).

o&fm i=1

Démonstration : Le cas m = m' est évident. Si m = m', choisissons H' de

dimension finie, contenant les vecteurs ui,vj ,wj.

D'aprés les résultats précédents (démonstration de la proposition 1) et un
calcul d'intégrale gaussienne élémentaire :

yeewa. > 0, E VoA W -
Vaq a > (w(epr(z o vJ,\wJ c}:ixui)

n . .
det (I .V, -
( +}%GJVJ®WJ+Czui®ui)

n *
det(I + ¢ E u; @ ui)

n

N n
det(I + . Lv. . N = Rl
( b o5 VJ® (wJ) ot L=(I+¢ % u; ® ui) .



182

En écrivant la matrice de tette transformation dans la base L, , on
j

. *
obtient : E(r(epr (+xz o5 ViAW -zxu.)) = det(aij *ay C(vi,wj))-
J

eéme an

aa.' .o .8an

On obtient le résultat cherché en prenant la dérivée nt

des deux membres en (u,.l...an) = (0,0,...,0).

On obtient de la méme facon un :

Corollaire 1 bis :

E(t(v a W A }‘u.(“’)""‘ Ay W) = = ViU (1) Y1) ()7 Vo)W
i n
n

* *
]E(-r(v1 AcerA VO AW colA WAL A A )) =

m 1 ) n
m'
“n og_tfm E(T)j1+.}.:.+j o] Mo (1)” Yo (10 ()7 "o (5 ) M)
m
tG:Pn

<V2,u°(j1+1)>.. .<u0(n) 'w'[‘(n)>.

3° - Le temps local jusqu'en ¢

Considérons, 2 titre d'exemple, le cas ot H est 1l'espace de
Dirichlet du mouvement brownien sur R, tué 2 un temps exponentiel de

paramétre o > O, noté z.

e(f) = %— ji¢3 (X))2 dx + o ffz(x)dx = ¢(f) définit le carré de la

norme.
o Vo lxyl

La fonction de Green associée est g(x,y) = —

Vo

C'est une fonction de covariance et H est 1'espace auto-reproduisant
associé : Notons kx la fonction y - g(x,y) qui appartient bien sGr a H.

Notons Z, =12 A = A_-
kx X kx X
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Zx est alors un processus d'Omstein Uhlenbeck complexe.

Notons ]Pa b la loi du processus issu de a associé au semi-groupe
’

k ()
de noyau Qt(x,y) = F:—(H Pt (x,y), ol Pt(x,y) est le noyau du semi-

groupe du processus initial :

2
_ -(x-y)
R / 2t
\/Znt

Ce processus se trouve €tre identique au mouvement brownien issu de a,
tué a un temps exponentiel de paramétre o et 'tonditionnéa mourir en b'.

N
Posons Ea b

g(a,b) ]Ea b Pour le processus ainsi construit, notons
)

1 [C
Lx(w) = ‘1:_.113 T fo X[x,x+d(xo(“’))ds le temps local de x €R.

On a g(a,b) =Ea(Lb).

Le deuxime exemple est fourni par 1'espace de Dirichlet étendu (cf. [F1)
associé au mouvement brownien sur R® tué au temps d'atteinte de 0. H est

la complétion de 1'espace CII((]R+ - {0}) pour la norme IIfIIH = J\EHf' Il2

La fonction de Green associée est g(x,y) =2 xa Y.

H est 1'espace auto-reproduisant associé. Zx est alors un mouvement

brownien (multiplié par un facteur v2).

On peut reprendre la construction précédente pour Qt et ]Pa b* Notons
b
toutefois que le '""h processus' de loi IPa b n'est pas obtenu par condi-
bl

tionnement du point de mort du processus initial (ce dernier meurt toujours
en O0).

Plus généralement, on peut considérer le cas ou H est 1l'espace
auto-reprodumsant associé a la fonction de Green d'un processus de Markov
transient m symétrique défini sur un espace l.c.d. E dont les points sont

d'énergie finie. H est aussi 1l'espace Dirichlet étendu associé (cf. [F]).

Nous nous placerons dorénavant dans cette situation générale.
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Proposition 2 : VXq5eee,X € E et pour tout polyndme, polyndme trigono-
métrique au fonction de FPRY R(X1,...,Xn) ,

N
]Ea,b(R(Lx1""’an)) =1E(za Zb T(R()\x1 ,...,A)%))).

Plus généralement, va, ,b1...am,bm € E, ]E(Za1 Za1 . ..Zam Zam T(R()\x1 ...Axn)))

m m N N
=z fRCz L, (wi),e.., T L (w;)) IP dw))... P (dw_)
P, j=1 Xy 3 ’ 3=1 X, ) a br(1) 1 a br(m) m

Démonstration : I1 suffit d'appliquer la proposition 1 et le corollaire 1.

a N g g
Par exemple, E_,(L_ L ) =1lim E (f 88 (X)) -( 65(X )du ds)
a,b X, X 40 a,b o X1 5 s X

]%'(CEX)CE
*E b fo S, s Is Sx, (X )ds du)

= g(a,k1) g(x,,xz) g(xz,b) + g(a,xz) g(x1,x2) g(x,b).

Corollaire 2 : Pour tout polyndme, polyndme trigonométrique, ou fonction

n .
de  J®Y, RO ,Xpe X))

Ea,b(R(Lx1”'Lx ) =E(Z, Zb[R(l,zX | ""’lzx K}
n 1 n
n
- 2
crx g e e Rz DT
p=1 jqy<ip -+ JP i Jp 1 n

det(g(x. ,x. ) a,8<p)l)
3o g

I1 suffit d'appliquer la proposition précédente et le lemme 2, puis d'expliciter

T.

Remarques :
1) Le corollaire 2 permet de calculer la densité de la loi de
L ,.-.5L, par intégration par partie, a partir de la loi des |in| 2.

X n

2) On obtient de méme une proposition 2 bis & partir de la proposition
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1 bis et du corollaire 1 bis. En particulier

* n .
]E(ka A kb A )‘X1"'A ).xn) =]Ea,b(Lx1 LXZH.L)S])-

On en déduit un corollaire 2 bis :

~ | 2
E, p(R(L, ,sz...LXn) = g(a,b)IE(R(Iin| )

1

M

2
I (8@b) glx; x;) - gla,x;) glx;,b)) % R(IZX1|2,...|ZXn| ) +ee0)

4° - Le temps local jusqu'a un temps fixe :

Prenons pour simplifier le cas ou E = {x1...xn} est fini et ol m

est la mesure de comptage sur E.

Pour tout ¢ € fGR), F € oD(]P.n), a,b€ E, ona:

Y

E, p(0() F(LD) =E(r(k, A k 60 FO))

ou L =(_ ...L J,g=3L_ , X=X D W O WS W I
X X1 )(n Xi Xi X X] )(n

N Y ° N
Par ailleurs, lEa,b(¢(c) F(Lx))= IO o(u) ]Ea,b(F(LxN{; ¢ du})‘

Or ]Pa,b(C € du) = - d]ga’,b(c zu) = -g(a,b) dQu 1(a)

dPu(kb) (@) = -d fu Ps(a,b) = Pu(a,b)du

= IPa()(u = b)du.

Plus généralement :

nN
- - P u
Lemme 3 : ]Ea,b(F(Lx) 1{C € duy’ =E, (F(L) 1{Xu=b})du

= E, (FILY X, =b) P (a,b)du
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u
u_ Lu. u _
avec Lx = (Lx,l =1...n) et Lx. —J 1x.(Xs)ds.
i 0 i
-Zv.L
e

I1 suffit de considérer le cas ol F(Lx) =e avec v; 20,

et d'identifier les termes du développement en série des deux membres, qui

se trouvent étre égaux a Pz(a,b)du. (P:’1 est le semi-groupe de générateur

A-V si A est le générateur de P ).

Le premier terme donne Pu(a,b)du dans les deux membres ; le deuxieme

o u " .
- IEa’b(IO V(Xt) let,b(C + t € du)) dans le premier membre, et

u
E ([ V(Xt)dt 1 - b})du dans le deuxiéme membre.

2o {Xu
u

Ces deux expressions sont €gales a pX f Pt(a,y)V(y) Pu_t(y,b)du etc...

y€E ‘0

On en déduit 1'identité fondamentale suivante :

t . * €
]Ea(F(Lx)lxt =b) P (a,b) = 3:3 E(t(k, A ky F(1,)6 M)

€

*
ou &  est une approximation de 1'unité dans d’ ®).

Ces formules s'étendent sans difficulté au cas général envisagé dans le
paragraphe précédent, pourvu que la mesure de dualité m soit d'énergie
finie

q={ kA k; m(dx) définit bien un opérateur a trace positif et

lall = [ g(x,x) m(dx).

RAG)

N
; & 5 : AN
11 en est de méme des puissances q"n associées aux opérateurs J o q

N
(ou A désigne le produit tensoriel des opérateurs). De plus,

llg™® = |1q™] s [lalf® . On peut donc définir
' 2w NG £ 'an
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A= |le2 m(dx) - q € A et montrer que les expressions considérées ont

bien un sens dans A .

Une formule de ce type est donnée dans [L]. Ilen procéde une dérivation

formelle d'asymptotique du type '‘grandes déviations" pour des fonctionnelles

du temps local. Ces résultats nous paraissent encore difficiles a établir

rigoureusement. On va par contre en déduire un calcul de la loi de Lx dans

un cas particuliérement simple.

Notons tout d'abord que dans le cas ol 1'on considére un processus récurrent

symétrique, les résultats précédents s'appliquent au processus tué a un temps

exponentiel de parameétre o > O (dont la loi est notée ]Pfu)). On obtient :
t
Py (@,b) B (FUL X, = b) =E) (R e = w P(a,b)

OlE(a)( (a)(k(a) (a) Ge(x(a))F()‘)((a)))
e¥

ol A(“) , r(u) désigne le super champ, la trace etc... associés au noyau
potentiel g%(a,b) du processus tué.
A titre d'exemple, nous allons calculer la loi de L)t( dans le cas du processus

défini sur E = {0,1} de générateur Af(x) = £f(y) - £f(x).

Mma  g%0,00 = g*(1,1 = Tos, 0,1 = (1,0 = 1

11 - e 20,00 = P.(1,1) = 3 (1 + ™25,

P,(0,1)

Le champ gaussien complexe associé 2 g a pour loi

2 2 2
¢ -IZ-ZI -a(lz_|©+ 12,19
) JCO (a(a+2)) o1 ° 1 d¢, déq dy, dy,.

k *(a) F(x(a) (a) )\1(01))))

_ _at (a) (a)
On a, E(F(L)1{x _]})-e“ 11m113°‘((1<°‘ 8¢ O

e+0
pour Fe€ PR

= 11mg (o, 1)1E(°‘)(F(|z [%) 6 (|Z ! + 1241 %))
e+0
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d'aprés le corollaire 2 bis

1 2 2 2
=mf F(|Z,1%) Gi(lzol 117 e

2 2 2
12,72, P-all 2] 2412, 120

d¢o d¢1 dq;o d“’I'

Posons Zo = peg Z1 = (u + iv)e®. L'expression précédente s'écrit alors :

2_2
2— Lin fff Fo%) 55 G ruvdre” G ®-v"-atusp -t

=1
n

u2+v25t

2,2
{sz}pdp du dv

2
( (t—u -V )"u) -V F(t—uz-vz)du dv m

Posons u = ya cos @ v =ya sin @

2n
=et1 ZVa\/E cos(BF(t a)da de
o 0

0

t
et f I, (2@ vE=a) F(t-a)da

t
et f IO(Z\/E Vvt-a) F(a)da noté dans la suite It(F).
0

Vérification : La transformée de Laplace en t de la densité s'écrit

e~ (P*a (p+1)'1 e2/P*1 1a double transformée de Laplace en (t,a) s'écrit

donc L —
p +2p+(p+1)q

de (-A+p + Qe v =

De la méme facon,

Elle coincide bien avec la valeur en O de la solution

ot —qu
€y, Ssoit E(J e Pte e, (X, )dt).
o 0 17t

t s ot (a) *
E (F(L,) 1(Xt=0)) = iigl e E (x(k Ak JF(A )65 0 +21)))

“(rin g,0,00 E@ r(lz | DS (2, |2 12,1%)
e+0
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' (2 2
- (g,0,0) g,(1,1) - £,0,1) E@ F(Uz,|Heg (751 + 12119)

d'aprés le corollaire 2 bis.

n

at 2
(1 + I (F) + —?—Y%E(F(lzolz) s§(|20|2 + |21| ))

(200 + @

at
(e LM+ -5 @ 1L,E) = [P « § L,®

-etd ft I (2vi-a va) F(a)da
=€ I ig ©

t
F(t) et + [ VE_ 11 (263 VB) Fla)da.
0 Vt-a

. t -t
On est satisfait de constater que PO(Lo =t) =e !
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