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SUR L'EXISTENCE DE L'OPERATEUR CARRE DU CHAMP
par P.A. Meyer

1. Soit (Pt) un semi-groupe de Markov droit sur un espace d'états B .,

Nous introduisons sa réalisation continue & droite canonique

(o, X, P, (), 7, ..., D

toute la litanie habituelle : seule la durée de vie ¢ n'y est pas, car on
ne perd aucune généralité & supposer tout de suite le semi-groupe markovien.

On se propose de trouver une condition analytique entrainant la proprié-
té suivante, de nature probabiliste :

Pour toute 1loi p, toute martingale (Mt) de carré intégrable sur 1'espace
probabilisd (o,(s«*}t*),P“) - qui satisfait aux conditions habituelles - le
crochet oblique d<M’M>t est absolument continu par rapport & dt .

Ce probléme est étudié dans le Sém. Prob. X, IN in M. 511, p.143-146
et 162-163. Le résultat fondamental, di pour l'essentiel & Kunita, nous

dit que la propriété ci-dessus a lieu si et seulement si le domaine étendu

du générateur L de (Pt) est une algébre, ce qui permet de définir un opéra-

teur carré du champ pour le semi-groupe ( I'(f,g) = L(fg)-fLg-gLf ).

Le domaine étendu étant inaccessible dans sa totalité, cette condition
analytique est inutilisable : il faut la remplacer par l'existence d'une
algdbre suffisamment riche A contenue dans le domaine. Et c'est ici que la
réponse donnée par le Sém. Prob. X p. 163 est insuffisante : il est exigé
que 1l'algdbre & soit gtable par la résolvante, condition trés génante.

Nous nous proposons dans cette note de lever cette restriction.

2. Soit f une fonction bornée, universellement mesurable sur E. Nous disons
que f appartient au domaine étendu du générateur L, et que Lf=g , si

. . ® —ps
i) pour tout p>0 la fonction Up(]g]) est finie ( Up:/ e P ds )
0]
ii) om a f:Up(pf—g) pour tout p>0 ( on pose alors Lf=g ).

Le processus

t
(1) Gy = £(;) - £(Xg) = [ g(X,)as

est alor% une martingale cadldg., sous toute loi P=. L'intégrale stochas-
tique [ e—deCg s'écrit .
0
f -pt i .—Ps
(2) c;’F=e Pre(x,) - £(%) - é e (g-pf)oX, ds .

Voici le lemme principal de Kunita ( Sém. Prob. X, p. 144 ; nous ne don-
nerons pas de démonstration, celle-ci étant 3 peu prés classique )
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THEOREME 1. Soit f appartenant au domaine étendu de L. Pour gque f2 appar-

tienne au domaine étendu de L, il faut et il sufrfit que le crochet d<0f,0f>

t
soit absolument continu par rapport & dt .

3. Soit A une partie du domaine-L° de I : autrement dit, pour toute feA,

f appartient au domaine étendu, et de plus g=Lf est bornée ( cette hy-
pothése sera discutée 4 la fin de la note ). Nous dirons que A est pleine
si
(3) 1la seule mesure signée bornde A, ne chargeant pas les ensembles de

potentiel nul, orthogonale aux (pI-L)f ( féA, p>0 ) est la mesure O,

L'orthogonalité & (pI-L)f pour tous les p signifie que A est orthogonale

& f etLf : la condition est donc une sorte de propriété de densité-faible
de AULA dans 1% . En pratique, on vérifiera la propriété pour A, et en
omettant la condition sur les ensembles de potentiel nul. Si A est une al-
gébre engendrant la tribu borélienne, par exemple, le tour est joué.

4, Voici le résultat essentiel de cette note : c'est une extension du thé-

oréme fondamental de Kunita-Watanabe sur les espaces stables de fonction-
nelles additives dtun processus de Markov. Il est tout & fait satisfaisant
que la démonstration repose sur 1l'équivalence ( représentation prévisible )
<=> ( extrémalité ) due & Jacod-Yor ( cf. Yor, Sém. Prob. XII, IN 649, p.
264-309 ), 1'un des plus jolis résultats de la théorie.

THEOREME 2, Soit A une partie pleine du domaine de L ., Le sous—espace sta-

ble engendré, sous la loi PX, par les martingales Cf pour feA, contient

toutes les martingales locales nulles en O.

Démonstration. Le théoréme de Jacod-Yor nous raméne & la vérification de
1l'extrémalité de la loi P* dans 1'ensemble des lois de probabilité pour
lesquelles Xb:x P.S., et les processus (Cf), f€A - processus qui sont uni-
formément bornés sur tout intervalle fini [0,t] - sont des martingales.
Mieux : on se raméne trivialement & vérifier 1'extrémalité dans 1'ensemble
des lois satisfaisant & cette condition, et absolument continues par rapport
3 P* Nous allons prouver

La seule loi Q<<PX, sous laquelle les Cf sont des martingales pour
feA, est égale 3 PX,

Pour la clarté de la démonstration, nous commengons par oublier dans (3)
le membre de phrase << ne chargeant pas les ensembles de potentiel nul >>,
Soient &0, Ae?s. Nous voulons établir que sous la loi Q, on a pour tout

t et toute fonction continue bornée j sur E

(4) E[IA j(Xs+t)] = E[IA Pt(Xs’j) ( espérances sous la loi Q )

Cela entrainera en effet que le processus X est markovien sous la 1loi Q,
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avec le méme semi-groupe et la méme loi initiale €, que sous la loi Px,
d'ol 1'identité des deux lois.
Comme d'habitude, il suffit d'établir 1'égalité des transformées de
Laplace : ®
. -pu -DSqr .
E[IA(é (X )e™Pau - e Ui(X)1 = 0.

Désignons par hs(j) cette expression : As est une mesure signée bornée,
et pour vérifier qu'elle est nulle, il suffit de vérifier ( d'aprés (3))
que Ks(pf-Lf):O gi feA. Or ceci exprime précisément que cfP est une mar-

tingale sous la loi Q - et Cf’p est une intégrale stochastique par rapport

a Cf, bornée sur tout intervalle fini,

Lorsqu'on utilise 1l'hypothése (3) sous la forme un peu plus faible indi-
quée, on procéde ainsi : la loi Q étant absolument continue par rapport a
PX, le processus Upj(XS) est continu & droite sous la loi Q . Le raisonne-
ment précédent ne démontre plus, que la mesure As est nulle, mais il le dé-
montre encore pour la mesure / ks+udu , qui ne charge pas les ensembles de
potentiel nul. D'autre part, 08 a

h

s 1 . _
(D) = dim o g ] A ()aw =0
5. Nous appliquons ce résultat & l'existence de 1l'opérateur carré du champ.

THEOREME 3, Supposons gqu'il existe dans le domaine-L%® une partie pleine

A, telle que pour tout feA le crochet d<Cf,Cf>t soit absolument continu
par rapport 3 dt . Alors le semi-groupe admet un opérateur carré du champ.

Démonstration. Nous nous plagons d'abord sous une loi PX. L'ensemble ¢

des martingales locales M telles que H.M=0 pour tout processus prévisi-
ble H, borné et négligeable pour la mesure dPxxdt, est évidemment un sous-
espace stable. Les éléments de £ qui sont localement de carré intégrable
sont eXactement ceux dont le crochet est absolument continu.

D'aprés le théoréme précédent, 1'existence d'une partie pleine satisfai-
sant 3 1'énoncé entraine que £ contient toutes les martingales locales. En
particulier, il contient toutes les martingales Cf, Cf’p , £ appartenant
au domaine étendu. Appliquant le théoréme 1, on voit que le domaine étendu
est une algdbre, et 1'on est ramené au théoréme de Kunita. Il serait d'ail-
leurs assez facile de démontrer le théoréme de Kunita lui méme & partir du

théoréme 2, sans avoir & se rattacher & une théorie préalable.

6. Nous terminons par quelques remarques.

a) L'hypothése de continuité absolue n'a pas été utilisée - en particu-
lier, lorsque nous avons parlé du domaine-Lqi la classe d'ensembles négli-
geables utilisée était celle des ensembles de potentiel nul.

b) I1 est parfois nécessaire d'établir le théoréme 2 ou 3 sans supposer
les fonctions f ou Lf bornées pour feA. Sans vouloir donner d'énoncé
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formel, indiquons les modifications & apporter, aux hypothéses et 3 la
démonstration,
- Les éléments de A sont maintenant assujettis aux conditions U _|f|<c0,

Up(]Lf|) < o, £=U_(pf-Lf). Il en résulte que les processus Cf, cfsp
appartiennent 3 la classe (D) sur tout intervalle fini, sous les lois P*.
-~ Dans la démonstration du théoréme 2, ce qu'on cherche 3 établir est une

propriété d'extrémalité, donc on peut supposer, non seulement que Q<<PX,
mais que Q est majorée par un multiple de PX. Donc les processus Cf, Cf’p
sont des martingales de la classe (D) sous la loi Q, sur tout intervalle
fini, n

La mesure é As+udu de la fin de la démonstration est majorée par un
multiple de la mesure sXUp , donc elle intégre |f|+|Lf|. On peut donc éta-
blir qu'elle est nulle en ajoutant dans 1l'hypothése (3) que pf-Lf soit
A-intégrable pour tout p>0, feA. Le passage a la limite & la fin ne fait
plus intervenir feA, mais J continue bornée, et ne pose aucun probléme
nouveau.
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