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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1976/77

GROSSISSEMENT D!'UNE FILTRATION ET SEMI-MARTINGALES :
THEOREMES GENERAUX
par Marc Yor

1. Soit (Q,E,P) un espace probabilisé complet, (Et)t>0 une filtration

croissante de sous-tribus de F , vérifiant le? gonditions habituelles,
" 1

et soit L : Q—<>B: une variable E—mesurable .

Récemment, P.A, Meyer a posé la question suivante : gi l'on grossit

( convenablement ) la filtration (Et), de fagon que L devienne un temps

d'arrét pour la nouvelle filtration (gt), est ce que toute semi-martin-

gale X par rapport & (E,), est encore une semi-martingale pour (84) ?

I1 suffit évidemment de traiter le cas ol X est une martingale pour
(gt). D'autre part, le probléme se décompose en deux, relatifs aux pro-
cessus XtI{t<L§ et XtI{tzLi . Nous montrerons que pour le premier proces-
sus la réponse est toujours affirmative, tandis que pour le second il
nous faut faire une hypothése, par ailleurs tout & fait naturelle : L
est supposée étre la fin d'un ensemble optionnel.

Connaissant ces résultats, une autre question est de se demander,
(Xt) étant une (Et) semi-martingale spéciale ( par exemple, une (Et) mar-
tingale locale ), quelle est la décomposition canonique de (Xt)’ considé-
rée maintenant comme (gt) semi-martingale spéciale ? Ce second aspect de
la question a été traité, sous des hypothéses un peu plus restrictives,
par M. Barlow [5].

2, Un grossissement de la filtration (Zt), "paigonnable" pour 1'étude
du processus XtI{t<L}’ est fait explicitement en [1] : on note ga)la
tribu engendrée par Ea: et L, et pour teR_, on pose

G, = {Ae@ | 34 eF,, Anft<L} = A N{t<L} |

Remarquons que - pour tout t, gt < gt
- (gt) satisfait aux conditions habituelles

- L est un temps d'arrét de (St)'

De plus, en rapprochant, dans l'article [1], 1le lemme 1 (p. 187) de son
corollaire (p. 188), on obtient aisément que si T est un (gt)-temps ar
arrét ( et donc un (gt)-temps dtarrét ), on a

(1) Gp=1{ AeG | 3 Ap e By, AN{t<L} = Apn{r<L} |}

(1) I1 faudrait prendre I & valeurs dans B, ; nous avons exclu les va-
leurs O et +00 pour simplifier la discussion.
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3. Dans tout ce travail, la surmartingale cadlag Zt ( pour (gt)) qui est

(gt) projection optionnelle de 1 I>t} Joue un rdle fondamental. Si
1l'on note R=inf{t |Z =0}, on a P{I>R|Fp 1{qu | =2 {R<©o} =0, d'ol 1'
on déduit que L<R P.S. — mais on peut avoir avec probabilité positive
L=R<oo, autrement dit Z;=0 , comme le montre le cas ol L est un temps
d'arrét. On a cependant en toute généralité

Lemme 0 : P{z; >0} =

Démonstration : Considérons le processus 1Z défini par

4y _ 4
On déduit aisément de 1l'expression explicite de 1la filtration (gt) que

1Z est une (gt)-surmartingale. Elle est continue & droite par construc-
tion, D'autre part, elle est intégrable, car on a

1
sL0%,] = 50 L0l 11 - izbo) < 0

Donc, elle admet presque siirement des limites 3 gauche finies en tout
teR_, et en particulier en L, d'od le lemme,

I1 est intéressant de rappeler ([1], par exemple ) que l'on a %y =
si, et seulement si, L est la fin d 'un ensemble (gt)-prévisible.

Nous répondons maintenant & la premiére question posée :

Théoréme 1 : Si X est une semi-martingale relative A (F ), alors les
processus {t<L§ et XtAL sont des semi-martingaleg relatives a (G )e

Démonstration :
- I1 suffit de se restreindre 3 étudier X I{t<L¥’ car XtAL =

- On peut encore se restreindre i prendre pour X une (zt)-martin—
gale uniformément intégrable ; celle-ci étant différence de deux martin-
gales uniformément intégrables positives, on peut se ramener au cas ol X
est positive.

- D'autre part, si X est une surmartingale positive ( en parti-
culier, une martlngale positive ) relative & (F ), le processus

(x%), = 'Z‘I{t<L}
est une (G )-surmartlngale positlve ( c'est aussi simple que pour 12 ).
De plus, d'apres le lemme O, xZ est cddldg sur tout R s ainsi XZ st
une (g )-semi-martingale.
- Pour montrer que X elle méme est une (G )-semi-martingale,
nous remarquons que XZ est une semi-martingale spe01ale pour (F ), car
(X2)* < X*, et X* est localement intégrable ; soit alors XZ=M+A sa
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décomposition canonique pour (F ) ( MeM’loc ’ Ae ) . Ecrivons

X
Tigaa} = '1;ai‘ Tigar} = "“551"I{t<1§ = Mt + A7

D'aprés ce qui précéde, MZ est une (G )-semi—martingale. Quant a A“,
clest le produit des deux (G )-semi—martingales A et 1 , et c'est donc
encore une (g )-seml-martlngale.

Z

Nota-Bene : La méthode utilisée est trés étroitement inspirée de [2] .

4, Nous allons maintenant donner ( entre autres choses ) une seconde
démonstration du théoréme 1,

On a déjd remarqué précédemment qu'il suffisait de démontrer ce théo-
réme en se restreignant aux (gt)-martingales uniformément intégrables X,
Or, une martingale ( locale ) est la somme d'une martingale localement
de carré intégrable, et d'une martingale & variation localement intégra-
ble ( [3], pages 294-295 ). Par localisation, il suffit donc de démon-
trer le théoréme 1 pour X, (gt)—martingale de carré intégrable.

En fait, on a le résultat plus fort suivant ( dont nous ne nous ser-
virons pas immédiatement )

Proposition : Soient (zt) et (gt) deux filtrations vérifiant les condi-
tiong habituelles, telles que l'on ait Et < gt pour tout t. Alors les
assertiong suivantes sont équivalentes

1) Toute (Et)—semi—martingale est une (gt)-semi—martingale.

2) Toute (gt)—gggtingale locale est une (gt)—semi-martingale.

3) Toute (gt)-martingale bornée est une (gt)—semi-martingale.

Démonstration : Il est évident que 1)<=>2)=>3). Il reste & montrer que
3)=>2) , et il suffit évidemment de prouver que toute (F )-martingale

M eppartenant a H1 est une (Gt)-semi—martingale. Nous pouvons supposer
que My=0 . Posons T= inf{t | [M|>n } ; le saut AMTn étant intégrable,

nous pouvons considérer le processus & variation intégrable At=AMTnI{tZTn},

sa projection duale prévisible Zt , et écrire

M" =z + (AKp) ;

At est un processus a variation intégrable (F )-adapté, donc (G )=
adapté, c'est donc une (G )-semi-martingale. D'autre part (Z ) est une
(F,)-martingale majorée par M, -A |+|A | < n+|A | 3 & étant prévisible,
est localement borné, donc z” est une martingale localement bornée ( pour
(E,)), donc une (§)-semi-martingale d'aprés 3). Donc M0 egt une (8,)-
semi—martingale, et lorsque n tend vers +m on a le méme résultat pour M.

Remarque : Le raisonnement précédent a une portée un peu plus générale :



64

z2 est 1'intégrale stochastique optionnelle I M . En oubliant la
1 fo,2 [

filtration (G ), nous avons montré qu'il existe, pour toute MeH1 nulle

en O ( et cette derniére hypothése est d'ailleurs sans importance ) des

temps d'arrét Tt +o tels que I[O T [-M soit localement bornée, Dans [3],
'"n

P.294-295, un résultat un peu plus précis est &tabli : pour toute martin-
gale locale M, il existe des T t+m tels que 1[0 p [+M appartienne a BMO.
’ n =

L'intégrale stochastique optionnelle joue donc un peu, pour les martinga-
les cddldg, le rdle de l'arrét pour les martingales continues.
Revenons & notre probléme. Voici le renforcement annoncé du théoréme 1.

Théoréme 2 : Si X est une martingale de carré intégrable relative a (F ),
les processus Y = X I{t<Ll et Yt +tAL sont des quasi-martingales rela—

tives & (gt)‘ Plus précisément, la variation moyenne V(Y) de Y par rapport
2 (G,) satisfait &

(2) V(Y) < 8|%,b

Démonstration : La variation moyenne V(Y) que nous considérons ici est
définie comme
-1
V(Y) = sup_ =, E[ |E[Y, -Y, |&, 1]
T “1i=0 ti+1 ti "'ti

T parcourant 1l'ensemble des subdivisions T=(ti), O=to<t1<...<tn<&oo

de R+ . Cette variation est plus petite que celle considérée par Stri-
cker dans [6], qui en différe par 1l'addition, dans chaque somme, du ter—
me E[IYtnIJ ; mais comme on a E[|Ytn|]§E[|th|]§E[|Xoo|]§HXOOH2, on déduit

de (2) une majoration analogue pour la variation moyenne de Stricker.

-~

D'autre part, 1'étude de Y se raméne immédiatement & celle de Y, car
7 00
Y-Y est le processus 3 variation finie A =X;I ftsL} * et 1'on a E[f laag|]

< E[X ] = ”X "2 2"X "2 .

Pour montrer (2), il nous suffit de montrer que pour toute subdivi-
sion 1 comme ci-dessus, et toute famille de variables ai (i=0y...,n=1)
bornées par 1 et telles que al soit St -mesurable pour tout i, on a

E[8] g8y ||, , oF !

=20 Wi oy )
1=0 ti+1 ti
1 sur {ti<L} 3

Soit a; une variable Et -mesurable bornée par 1, égale a a
Ui

comme Y -Yti est nulle sur {tizL!, on a aussi

i+

s_zn‘ a, (Y, Y. ) =15 a(X 1 X, 1 )
2 Bigq by 1%y {tiﬂd:} By {t3<L}



et par conséquent
E[S] = £, Ela. (X Z X, Z )]
i i ti+1 ti t
Nous partageons cette espérance en trois, dont la derniére est nulle du
fait que X est une martingale :

E[s] = z, Ela, (X -X, )(Z -7, )]
177y T B Yy
+ . Ela.X, (2Z -2, )]
1777098 5 8y
+ &, Bla, (X =X, )z, ] = E,+E +E
i i ti+1 ti ti 273

Pour étudier E2 , on considére la décomposition additive Z=M-A de la
surmartingale Z en un processus croissant prévisible A et la martingale
_E[A |F ] ( Z est un potentiel du fait que I<w p.s. ). Z étant bormée
par 1, on sait que E[A ] < 2(1). Comme M est une martingale on a
E, = B[ =, aiXti(At - ti)] E[(suptIth)Aa)]

+ i+
21X 1o llA Il

A

A

Pour étudier E1 , nous la majorons d'aprés 1l'inégalité de Schwarz
2y1/2 2441/2
E, < (Blz (X, =X )] /“(Blz (2, -2, )°])
1= 17 1 Y

Le premier facteur vaut ”Xa)"2 . Dans le second, nous majorons (Z, -2, )2
2 2 . 2 2 it od
par 2 [(M =M, )°+(A -A, )], puis I, (4 -A, )° par A° ., Le second

by by Sip F T P50 by @
facteur est donc majoré par

v .22 1n1/2 _ 2 y1/2 _
(2BMZ +AS 1)/ = (4BLAZ 1)/° = 2)a L
Regroupant avec le calcul de E1, il nous reste

E[ST < 4% I la ll, < 81X _ I, .

Remarque, La famille (gt) n'est pas la plus petite famille de tribus (Et)

contenant (gt), satisfaisant aux conditions habituelles, et telle que

L soit un temps d'arrét pour (gt) . Cependant, le théoréme 2 est vrai

pour la famille (Et) aussi, car le remplacement de (gt) par (gt) ne

fait que diminuer V(Y) . On en déduit que le théoréme 1 est vrai pour (Et).
Méme si nous n'avions pas établi le théoréme 2, la validité du théoré-

me 1 pour (Et) résulterait du théoréme général de Stricker [6] ( dont la

démonstration utilise d'ailleurs les quasi-martingales, et le méme argu-

ment que ci-dessus sur la variation ).

Remargue . La démonstration donne un peu mieux qu'une inégalité : la varia-

tion moyenne V(Y) pour (gt) est égale &4 la variation V(XZ) pour (Et).

1, Voir par ex. Meyer, Probabilités et potentiel, VII.T24,
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5, Afin d'aborder la segonde question posée dans le paragraphe 1, concer-
nant le processus XtI{L<t! , nous voudrions définir une famille de tribus

se comportant vis & vis de (gt), aprés L, de la méme maniére que (gt)
ci-dessus avant L, I1 est naturel d'essayer :

G = { AeG | 3 AleE, , AN{Igt}=ain{I<t} |}

Considérons aussi les tribus utilisées par M, Barlow [5] pour obtenir les
formules explicites auxquelles on a fait allusion au paragraphe 1 :

{heG | 3A,,A0 e By, A= (A N{tID+(AIN{Lst]) |

On a gt-gtnGt . 831 L est une variable quelconque, les familles (gé) et
(Et) ne sont pas nécessairement croissantes en t ; en ce qui concerne

(Et), les quatre propriétés suivantes sont équivalentes

(a) La famille de tribus (gt) est croissante en t.

(b) Pour tous s<t, il existe un ensemble F 5160 tel que {Lssle n{LSt}.

(c¢) Pour tout t>0, L est égale sur {L<t} & une variable F ,-mesurable.,
(d) L est la £in d'un ensemble optionnel H ( i.e. L(w)—sup{sl(s w)eH})

I1 est immédiat que (a)<=>(b)<=>(c) ; 1l'équivalence entre (c) et (d)
est annoncée, et en partie établie, dans [4], ol les variables L satis-
faisant & (c) sont appelées temps honnétes.

I1 est facile de voir que si la famille (g%) est croissante, L est
un temps honnéte, mais la réciproque ne semble pas vraie. Nous nous in-

téresserons donc uniquement 3 (H,).

6. On suppose désormais que L est un temps honnéte, Remarquons que (gt)
contient (zt), fait de I un temps d'arrét, et que (gt) satisfait aux
conditions habituelles., On peut énoncer le :

Théoréme 4 : 1) Toute semi-martingale par rapport & (Et) est encore une
semi-martingale par rapport & (H,).

2) 3i X est une martingale de carré intégrable relative a (F ), les
processus Yt=XtI{t<L} t XtAL ’ w =X I{t>L}’ "Yt+wt sont des quasi-

martingales par rapport & (gt). Plus précisément, la variation moyenne
V(Y), V(W) par rapport 3 (Et) satisfait &
(3)  V(¥)s 8l » V(g BJX|, + 2]supg|X ||,

Démonstration : L'inégalité relative & Y est déjd connue ( voir le théo-
réme 2 et la remarque qui le suit ) ; nous allons démontrer 1'inégalité
(3) relative & W, qui entrainera par addition que X est une quasi-mar-
tingale relativement & (gt) . Aprés quoi on déduira 1) par la proposition
précédant le théoréme 2.
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Nous reprenons les notations du théoréme 2 : la subdivision T=(ti),

les variables ai bornées par 1, telles que a®t soit Et -mesurable pour

tout i, la somme 1

S = zn—1 1(w

1=0 5, M)

i¢1 O3

et les variables ay bornées par 1 , telles que pour tout i ay soit Et -
mesurable et que ai=al sur {ting. Nous décomposons S en S*+38° ol +

= 2l oW, W, )
1=0 17544 Tty
82= 2271 (atea )W,  -W, )
1=0 R A
E[S*] se calcule exactement comme dans le théoréme 2 : récrivons le
rapidement
E[S' )= E[Z a, (X 1 =X, 1 )]
R L R e
= EB[Z a, (X (1-2 =X, (1-2,_ ))]
175400 " Tt
= B[z a. (X, Z, =X Z )]
1785785 Bieg Biag

que 1'on majore par la variation moyenne de XZ relativement & (gt), com-
me dans le théoréme 2, D'autre part

B[8%] = B[z (ai'ai)xti+11{ti<L§ti+1§]

On majore en valeur absolue al—ai par 2, Xt. par X*= sups|Xs|, et il

* i+
vient que |E[$%]| < 2E[X"].
Remarque : Le calcul précédent n'a pas utilisé le fait que L était hon-

néte. Si L n'est pas honnéte, on a donc tout de méme majoré la "variation
moyenne" de X par rapport 4 la famille de tribus non croissante (Et).

7. Remarque finale. En [7], P.A. Meyer a montré le résultat suivant :

Soit <£t) une filtration vérifiant les conditions habituelles, et soit

P=(Ai)ie:m-une partition de Q) en ensembles F_ -mesurables. On note Et la

tribu engendrée par Et et P ( (Et) est une filtration vérifiant les condi-
tions habituelles ). Alors pour toute (gt)-martingale M appartenant &
BMO, la variation moyenne de M par rapport & (Et) est finie, et

V(M) < clMlgyo (145, P(4;)1log F({? ) .
La démonstration de [7] repose sur le théoréme de Girsanov. Il est natu-
rel de se demander si notre méthode de majoration ( assez rudimentaire )
utilisant les filtrations discrétes permet de retrouver ce résultat de
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maniére élémentaire., Nous verrons que ce n'est pas le cas, mais qu'on
n'en est pas trop loin tout de méme, et que cet exemple illustre bien
la supériorité de la méthode "continue® sur la méthode 'discréte?.

I1 nous faut majorer, pour toute subdivision T=(ti), 1l'espérance

I=E[ £, cad 1, (M, M, )]
i7jeN T Aj i b4

ol les variables a% sont Et -mesurables et bornées par 1 en valeur ab-
i Ui
solue., Introduisant la martingale Z1j;=E[1A IEt], nous pouvons écrire
5=

I-%83 ad (23 -zd Yy, )]
13 78 i ET b by
et par conséquent
11| < =, Blz, |(zd -zd ) M )]
S R FE R S P )
< ez 27|, M| (c=v2 )
J H BMO

d'aprés 1'inégalité de Fefferman discréte, les normes &tant relatives
a4 la filtration discréte (gt ). Mais s'il est facile, en suivant Meyer

. i
[71, de majorer ZJ.”ZJHH1 4 partir de (1+ZiP(Ai)log I%IET) - c'est 1!

inégalité de Doob pour p=1 - nous ne savons pas majorer la norme BMO
discréte & partir de la norme BMO continue : la condition quadratique
reste satisfaite, mais la condition que les sauts soient bornés n'est
pas nécessairement vérifide aprés discrétisation, On ne sait donc con-
clure que lorsque M est bornée, en vertu de 1'inégalité [M|gy, < 2[M| ©*
L'article suivant, de Dellacherie et Meyer, permet de remplacer tous

les arguments de discrétisation présentés dans cet article-ci par des
arguments "continus" donnant de meilleures inégalités, mais il utilise
le caractére local de l'intégrale stochastique, c'est & dire en fin de
compte le théoréme de Girsanov,
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