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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1976/77

SUR LA REPRESENTATION DES SAUTS DES MARTINGALES

par D. LEPINGLE

Récemment, divers auteurs ([3], [4] ) ont cherché 3 représenter
les martingales discontinues comme intégrales stochastiques par rapport 3
une mesure aléatoire 3 valeurs entiéres. Il faut alors intégrer non plus
des fonctions sur 2 xR, mais des fonctions sur @ x R_ x R™, "prévisibles"
au sens oii elles sont mesurables par rapport a & OG(R*), oi®est la tribu
prévisible.‘En fait, ainsi qu'il a &té remarqué dans [5], il s'agit plus
ou moins d'intégrales stochastiques optionnelles au sens de [6].

En utilisant en partie 1'intégration optionnelle, nous allons
reprendre un probléme abordé dans [4] 3 1'aide des mesures aléatoires : si
1'on se donne une martingale locale M et un ensemble D de @ x R optionnel
3 coupes dénombrables, comment peut-on décomposer M en une martingale locale
purement discontinue dont les instants de saut sont contenus dans D et une
martingale locale continue sur D ? En général, le probléme n'admet pas de
solution, mais nous allons décrire ce qui se passe et obtenir ainsi plusieurs

décompositions intéressantes de M.
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1. NOTATIONS ET RAPPELS

Les notations, définitions et propriétés utilisées dans les
paragraphes suivants sont tirées de[Z] et [6] Nous rappelons ici quelques
points particuliers.

Soit (2,4, P) un espace probabilisé complet muni d'une

filtration ()

't £30 satisfaisant aux hypothéses habituelles de continuité
4

3 droite et de complétude. Nous ne distinguerons pas les ensembles
évanescents de la partie vide de Q xIR+. Les martingales locales que nous
rencontrerons seront toutes supposées pour simplifier nulles en t = o, &
trajectoires réelles continues d droite et pourvues de limites & gauche.
Nous poserons

M =0 sit=0o0ut=w

AM =M - M si 0 < t <=,

Nous utiliserons les trois espaces de Banach de martingales

définis par les conditions

MeyM si & [M)%] ) 2w
Med si E [[”Idusl ] <o
men' si E [[M,M]l/Z] <

avec les normes indiquées. Rappelons que M G g', gc.g' , et que toute

martingale locale est localement dans M + H, donc dans _H_].

De la théorie de 1'intégrale stochastique optionnelle nous retiendrons notamment

que BEow | < ek [C[70 alw, M)/ ]
H o
@, m¢ = u,. M
A(H M)T = HT AMT - E {HT AMTI‘FT__] si T est un temps prévisible

A(H, M)T HT AMT si T est un temps totalement inaccessible.
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Nous dirons que deux martingales locales M et N sont orthogonales
si leur produit MN est une martingale locale. Nous dirons que M et N sont

fortement orthogonales si pour tous processus bornés optionnels H et K, nous

avons [H. M, K.N] =0 (voir [7]).

Si X est un processus mesurable positif, il existe un processus

prévisible positif unique, appelé projection prévisible de X et noté i,
tel que pour tout temps d'arrét prévisible T,

E [XT ‘{T<w}] = E [XT ]{T<w}]’

et alors

X Yr<w) = E [XT lr<w} Fpo -

Cette définition s'étend naturellement aux processus mesurables tels que

]Xi soit fini. On vérifie que pour tout processus Y prévisible, si X existe,
-k

par conséquent, pour tout temps d'arrét S,

/'; .
X" =X sur EO,SD.
Enfin, nous dirons qu'une partie D de xR est mince si pour
tout w € 2, 1'ensemble {t : (w,t) € D} est dénombrable. Si D est une partie
mince optionnelle, il existe une partition unique de I en D, et D, telle que

1 2

D, est réunion dénombrable de graphes disjoints de temps d'arrét
totalement inaccessibles;

D, est accessible et contenu dans un ensemble mince prévisible,
ce dernier étant réunion dénombrable de graphes disjoints de
temps d'arr@t prévisibles ; D2 est appelé la partie accessible
de D.

Voici un exemple de partie mince optionnelle : 1'ensemble {X # i}, ot X

est un processus optionnel de projection prévisible X.
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2. LE PROCESSUS DES SAUTS D'UNE MARTINGALE LOCALE

Nous allons pour commencer caractériser les processus qui
représentent les sauts des martingales locales en établissant une proposi-
tion démontrée indépendamment par C.-S. Chou [1]. Comme notre formulation

est un peu différente, nous en donnons la démonstration.

PROPOSITION 1. Soit X un processus mesurabfe. Pour qu'on puisse Lul associen
une mantingale Locale M vérnifiant AM = X, AL faut et &L Suffit que

a/ X 504t optionnel

b/ X=0
2,1/2 , o
e/ (L X 504t Localement intégrable.
set
PREUVE.

i/ Montrons la nécessité. C'est clair pour a/, car M et M- sont optionnels.

Si M est uniformément intégrable et si T est prévisible,

E (oM, lipew} Tl = B (e |5, ] =0,

e . . ~ .
d'od AM = 0, ce qui est encore vrai par arrét pour toute martingale locale.

1/2

Enfin, (Z AMi)l/z est majoré par [M, M]t

s§t

, processus localement intégrable.

ii/ Supposons X optionnel et X = 0. En considérant pour tout A G‘EB

a PR c o ess c . .
le temps d'arrét prévisible T, nul sur A, infini sur A7, il vient

A
Elx, 1,1 = B [%1,] =0,

d'ot Xy = 0. L'ensemble {X # X} = {X # 0} est mince optionnel ; il existe

donc une suite (Sq) de temps d'arrét totalement inaccessibles de graphes

disjoints et une suite (Rp) de temps d'arrét prévisibles de graphes disjoints

telles que

{x # 0} C(g |Isq]]) U (E [[Rp]]).
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Supposons que

E [(z Xi)I/Z] < ;
t

pour tout q > 1, notons M]’q la martingale compensée du processus

X } et pour tout p 2> 1, notons Mz’p la martingale

]
S {s <t
q q°

XR I{R <t} Alors, pour tout n > 1, la somme
p ~

n n
z M]’q + z MZ,P
q=1 p=1

est une martingale 3 variation intégrable, et quand n tend vers 1l'infini
. 1 . . .
ces martingales convergent dans B vers une martingale M purement discontinue

M, somme compensée de ses sauts AM = X. Dans le cas général ol

2,1/2

(1l x) /
st

une martingale locale purement discontinue unique telle que AM = X.

est localement intégrable, nous obtenons par arrét et recollement

3. LES SAUTS D'UNE MARTINGALE SUR UN ENSEMBLE

Donnons-nous maintenant une martingale locale M et un ensemble
mince optionnel D quelconques. Pouvons-nous trouver une décomposition
M =N+ N' qui sépére les sauts de M sur D et les sauts de M en dehors de

D?
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a/ Une condition nécessaire et suffisante

PROPOSITION 2. Solent M une martingale Locale et D un ensemble mince
optionnel de partie accessible D,. Pour qu'il exisite deux martingales
Locales N et N' de somme M, ol N a ses instants de saut contenus dans D

et ol N' est continue sur D, AL faut et Ll suffit que

et alons La décomposition est unique 44 L'on impose & N d'étre purement

discontinue.

PREUVE. Nous devons avoir

]D MM = ]D AN = AN,

d'ol d'aprés la proposition 1 la condition nécessaire et suffisante
.

SipD=D U D2 et si T est prévisible, ]D (T) = 0, par conséquent
1 1

1 MM =0 ; la condition se raméne ainsi 3 ID MM = 0,
1 2

Voici deux cas ol la condition est réalisée :

- D, est prévisible ;

- AM est nul sur D2.
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Nous allons maintenant nous placer dans le cas général oi

-

1. AM =] AM n'est pas nécessairement nul. Nous obtiendrons alors plusieurs
2

décompositions différentes M = N + N' ayant chacune leur intérét.

b/ Premiére décomposition

DEFINITION. On appelle somme compensée des sauts de la martingale locale M

sur 1'ensemble mince optionnel D 1'intégrale stochastique optionnelle

Des propriétés de l'intégration optionnelle il résulte que N
est une martingale locale purement discontinue et que

AN = 1_ aM ="1_ AM
RS ) D

Cette martingale locale est obtenue de fagon trés simple, mais en général
les sauts de M ne sont pas contenus dans D, et de méme N' = M -~ N n'est

pas continue sur D. Essayons cependant de circonscrire 1'ensemble {AN # 0}.

PROPOSITION 3. S{ D est un ensemble mince accessible, £'ensemble

”

D = {ID > 0} est un ensemble mince, et c'est Le plus petit ensemble
prévisible contenant D.

PREUVE. Il existe une suite (Tn) de temps d'arrét prévisibles a graphes
.. . Yo
disjoints tels que DC %’E Tnﬂ . Si, pour tout n, Sn est le temps d'arrét

prévisible défini par Hsnn = [[Tnn n %,

alors

pnp® < Y [s.II-
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De 1'égalité
E iy )] = & [ij ) I{Sn <o) =0
nous tirons D:Sn]] N D=0, donc D cD. Si F est un ensemble prévisible

”~

contenant D et T un temps d'arrét prévisible tel que [[TI] crF® N D,

alors
EL, M 1. 4]l=80,® =0,
d'oii P (T <») = 0, ce qui entraine d'aprés le théoréme de section des

ensembles prévisibles que D est contenu dans F. Enfin, il suffit de choisir

F =';1, HTnH pour voir que D est mince.
Revenant au cas oi D est mince optionnel et D = D1 U D2’ posons
$=p v D,.

2

PROPOSITION 4. Si N est fa somme compensZe des sauts de M sur p, alors
{sN # 0} cD.

PREUVE. Le complémentaire 'ﬁzc de /52 étant prévisible, il en résulte que

donc ]D MM et AN sont nuls surD® € 'ﬁzc.

¢/ Deuxiéme décomposition

Nous avons remarqué que la compensation des sauts de M sur D

est simple si D2 est prévisible. Il est alors tentant de remplacer D, par

2

’32, d'ol une deuxiéme décomposition.
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PROPOSITION 5. Soient M une martingale Locale et D un ensemble mince
optionnel. L'intéghale stochastique opztéonnd(ie N = l5.M

a ses instants de saut contenus dans D , elle est pwiement discontinue
et fontement onthogonale a toutes Les martingales Locales continues suwr
D, ce qui est en panticulien Le cas de N' = M - N.

PREUVE, Comrme‘ﬁ2 est prévisible,

AN = 1_AM
)
AN' = 1 AM.
5

Si H et K sont deux processus optionnels bornés, H.N est purement discontinue
et
A (H.N) = H AN -"HAN

=1 HM-1_ TH M
D

et par conséquent H.N a ses instants de saut contenus dans i} ; de méme,

les instants de saut totalement inaccessibles de K.N' sont contenus dans

les instants de saut totalement inaccessibles de N', donc dans ‘Bc, tandis que
les instants de saut prévisibles de K.N' sont contenus dans 1l'ensemble

révisible D, €, donc dans D = DS \ D.. Cela entraine 1'orthogonalité
P 2

2 1

forte (voir la remarque 3 de [7]).

d/ Troisiéme décomposition

Nous allons maintenant voir une troisiéme décomposition
M =N+ N' ; c'est celle & laquelle parvient Jacod dans [lo] Elle est plus

complexe que les précédentes, mais dotée d'une belle propriété d'orthogonalité.
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PROPOSITION 6. Soient M une manfingale fLocale et D un ensembfe mince
optionnel. La mantingale Locale purement discontinue N déterminZe parn Le

processus de ses sauts

-

1 M

Cc
D
AN = ]D MM+ 1 c

D i .
D

est onthogonale a toutes fLes marntingales Locales Localement bornes
continues sun D , et N' = M - N est continue sur D. Si M est de cawnd
Antégrable, N' est La profection de M sun Le sous-espace stable des

mantingales de cané intégrable continues sur D.

PREUVE. i/ Donnons tout d'abord un sens 3 1'expression AN ci-dessus en

7 .
montrant que 1 AM = 0 sur {1 = 0}.
p¢ p¢

Soit T un temps d'arrét prévisible tel que

QD ¢ ¢ _ = o
P2

Nous avons
E [ID . M1 =o,
2
/—\
done [I1]] €D, et T aM (T) = 0. L'ensemble
D
2

{1 . AM#O}('\{i C=0}
D, D,

ne contient aucun graphe non vide de temps d'arrét prévisible, et le
théoréme de section nous permet de conclure qu'il est vide. On en déduit

le résultat cherché si 1l'on remarque en outre que

D ]D
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ii/ Calculons la projection prévisible de 1'expression donnée AN

. T oM
. — .
AN=1DAM+ICD‘
D 1
pC
= = 0.
iii/ Remarquons que
ICAM=ICAM=] ICAM+I/\CAM=] ]cAM
D D, '52 D, b, B, »

Nous en déduisons que {AN # 0} C 9.

ces 2

iv/ Vérifions que ( Z ANS)I/2
s <t

de probléme pour

est localement intégrable. Il n'y a pas

2,1/2 2,1/2
(I @ ad2 e @ a2,
sst 1 st 1
2,1/2
Pour ( Z 1 (s) ANS » nous savons que M est localement dans M + H.
sst D
2

Si M€ M et si T est prévisible,

2

EQ @ om|F, ]
D

(T)
E[lDC n| %]

2 2
ANp = 1) (T) A + 1DC (1)

Bl g &, ]
D

2
1 (T) aMo+ 1 (T)
b "t p¢ E[1 . (T)ltS«'T_]
D

E [AN; | ¥, <k [AM% | %]

et si‘ﬁé est la réunion disjointe des [IRPI] R

E[l 1 @] = E[fad] <E (] <w
t D, p %
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SiM € Y et si T est prévisible,
B ollonl %] <k (ol 19,

E [{ 1‘62 () |an |]=E [IZD |,ANRp|] S E [E IAMtl] <w

Si M est dans M + H, nous obtenons ainsi que

2.1/2
(E 1 (6) aNy)

2
est intégrable. Nous avons donc prouvé qu'il existe une martingale locale N
purement discontinue dont les sauts sont ceux de la formule donnant AN, et

elle est unique.

v/ 8i N' =M - N, 1'égalité
T
¢
AN' = AM = 1_ AM - 1
D c
D c
D

nous permet de vérifier que N' est continue sur D.

vi/ Soit N" une martingale bornée continue sur D. Vérifions que [N, N"]t =
z ANS AN“s est une martingale locale, ce qui entrafnera l'orthogonalité
st

de N et N". Comme (N, N"] est purement discontinu et a ses instants de

saut prévisibles, il suffit de vérifier que AN AN" représente les sauts

d'une martingale locale. Or
/“_\

. IDC AM —
AN AN" = -——— 1 AN" =0,
i D¢
D
et si N" est bornée par K,
2
(] ong (AN"S)Z)]/Z £2K (]} ANE)]/Z’
st st

ce dernier membre &tant localement intégrable d'aprés iv/.
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vii/ Si M est dans M, la démonstration du iv/ montre que N est aussi dans M,
ainsi que M - N = N', Si N" est dans M et continue sur D, alors comme

s n 1na 3
en vi/ AN AN" = 0, et 1'indgalité

E |'_§ IANt AN't'” s (] ANﬁ')l/z € [} (AN't')z] )'/2 <w
t t

montre que [N, N"] est une martingale 3 variation intégrable ; cela

prouve que N est orthogonale 3 toutes les martingales de M continues

sur D, et en particulier i N',

e/ Deux autres décompositions

Nous avons obtenu les deux derniéres décompositions en &largissant
1'ensemble D 3 D. Nous arrivons i des résultats tout i fait analogues en

restreignant 1'ensemble D, et les démonstrations sont laissdes au lecteur.
’

PROPOSITION 7. S{ D et un ensemble mince accessible, £'ensemble

= {i e = 0} est Le plus grand ensemble prévisible contenu dans D,
D

et 4L est mince.

(=14

Lorsque D est un ensemble mince optionnel, nous posons

PROPOSITION 8. Solent M une mantingale Locale et D un ensemble mince
optionnel. SL N est La somme compensée des sauts de M Aun D et 84 N' = M - N,

alorns {AN' # 0} A D = 9.
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PROPOSITION 9. Sous Les mémes hypotheses, L'intégnale stochasiique optionnelle

N =1, Ma ses instants de saut contenus dans D, elle est punement discontinue
D
et fortement onthogonale & toutes Les martingales Locales continues sur 5,

ce qui est en particulien Le cas de N' = M - N.

PROPOSITION 10. Sous Les memes hypotheses, La martingale Locale purement

discontinue N déterminée par Le processus de ses sauts

est continue en dehons de D, et N' = M - N est ornthogonale a toutes Les
mantingales Locales purement discontinues Localement bornées continues en
dehons de D. S{ M est de cané intégrable, W est La profection de M sun
Le sous-espace stable des martingales de carné intégrable purement

discontinues en dehons de D.

f/ Un cas particulier

I1 est naturel de regarder ce qu'il advient lorsque D = {AM # O}.
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PROPOSITION 11. S{ D = {AM # 0}, Ztoutes Les décompositions précédentes,

a L'exception de cefle oi N = 1, . M,coincident avec £a décomposition

v
D
sulvante :

N =M partie purement discontinue de M

N' = M°  pantie continue de M .

PREUVE. En effet,

/-:\/-'\
1AM = -1 CAM =0,

D
d'ol pour les quatre décompositions

AN = 1 AM = 1 AM = AM.
B

g/ Un exemple
Regardons sur un exemple élémentaire en quoi les trois premiéres

décompositions peuvent différer. Soient

Q= {ml, Wy s w3}
‘Ft=(¢,9) pour 0 g t < 1
qt= S (Q) pour t 3 1

P ({o;)) = P ({u,)) = P (uy}) = %

Mt=0 pour 0 gt < 1

3yt Pl

+c 1 pour t 3 1,
1 } {m3}

2
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avec abc#0, a+b+c=0. Prenons D ={ﬂ»]} b4 {1}. Alors D est

) A
accessible et D =8 x {1}. Nous obtenons pour t 2 1 :

. - ces _2a _a
premiére décomposition Nt =3 ]{wl} 3 l{mz,w3}

- deuxiéme décomposition Nt =0

o as ~ S _ b+ c
troisiéme décomposition Nt = a ]{w } + 5 l{mz,m3}

1
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