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CONVERGENCE FAIBLE DE PROCESSUS, D’APRES MOKOBODZKI

par P.A. Meyer

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1975/76

D’après le théorème de section optionnel, un processus optionnel
borné U est uniquement déterminé par les nombres }] asso-
ciés à tous les temps d’arrêt T. En effet, si V est un second proces-

sus optionnel tel que ~] pour tout T, un rai-
sonnement familier montre que p,s, pour tout T,
et alors UT=VT p.s., et finalement le théorème de section optionnel
montre que U et V sont indistinguables.

Il en résulte que si nous avons des processus optionnels uniformé-

ment bornés Un, et si ] converge pour tout T, il existe au
plus un processus optionnel U tel que limn i~ ~ t~
pour tout T. Une telle situation de convergence se rencontre en théo-

rie des surmartingales - mais il s’agit alors de processus croissants,
et l’existence de U ne pose aucun problème. Plus récemment, A. BENVE-

NISTE, dans un problème de théorie des flots, a eu affaire à une situ-
ation de convergence où l’existence du processus limite U n’était abso-

lument pas évidente. C’est lui qui a posé à MOKOBODZKI le problème
de convergence faible dont voici la solution :

THEOREME 1 . Soit (W,S!,P) un espace probabilisé complet, muni d’une
filtration (G ) satisfaisant aux conditions habituelles. Soit (Un)
une suite de processus optionnels, uniformément bornée, on suppose

que pour tout temps d’arrêt T, ] a une limite. Il existe
alors un processus optionnel U ( unique) tel que limn ]
= i] pour tout temps d’arrêt T.

Nous verrons au dernier paragraphe comment on peut affaiblir la

condition que la suite soit uniformément bornée. Le théorème suivant

se déduit aussitôt du théorème 1, appliqué aux Vn= 

THEOREME 2. Avec les mêmes notations, si la suite (Un) est telle ue

i converge en probabilité pour tout T ( sans restriction de

grandeur ), il existe un processus optionnel U tel que i =

limn 1 pour tout T ,
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Tout le reste de l’exposé va être consacré à la démonstration du thé-

orème 1. , 
’

PREMIERE PARTIE : OU L’ON SE RAMENE A UNE SITUATION CANONIQUE

La démonstration du lemme 1 ci-dessous est importante : elle

servira à nouveau dans la seconde étape .
La tribu optionnelle est engendrée sur par les processus

adaptés à trajectoires càdlàg.. Il existe donc un processus (ft)’
défini sur W et adapté, à valeurs dans le cube 5= ~, et à trajec-
toires càdlàg., tel que chacun des processus Un soit mesurable par
rapport à la tribu engendrée par $ sur Soit M une constante

majorant en module les Un. D’après un théorème classique de DOOB

( cf. PP1. 1.18 ), il existe des fonctions boréliennes un sur II,
bornées par M en module, et telles que

(1) .

Nous désignons par (Ht) la famille de tribus complétée
et rendue continue à droite de la manière habituelle. Nous montrons

alors qu’il suffit de résoudre le problème relativement à 

LEMME 1. Supposons existe un processus V, optionnel par rapport

à (H ), et tel que limn E[UnTI{T~ }] = E[VTI{T~}] pour tout t.d’a.

T de (H ). Alors ( V est optionnel par rapport à Gt) et ) j]
= limn }] pour tout temps d’arrêt S de (Gt ) .
DEMONSTRATION. Le processus croissant admet une projection dua-

le optionnelle (At) sur lafamille (H~), - et l’on a ( les Un étant

optionnels par rapport à (Ht), ainsi que V )

E[UnSI{S~ }] = E[ UnsdA s ] , E[V SI{S~ }] = E[ ~0VsdAs]

Nous pouvons écrire = I c ~ jds], où cs =
inf {t : 1 est un temps d’arrêt de (Ht). Nous intervertissons les
intégrations E et /da : I. S ~ .] converge vers E[Vc sI{cs~ 1],
avec domination par i, dont l’intégrale vaut M .

Ainsi tend vers E[/VsdAs] = j] . []

NOTATION, Q est l’ensemble des applications càdlàg. de R+ dans X, avec
ses applications coordonnées , ses tribus ~t =

st ).

1. Probabilités et potentiel, nouvelle édition des chap.I-IV .
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Nous déménageons sur Q : soit ç l’application de W dans Q qui à
weW associe la trajectoire $ (w)eQ . Elle est G/F-mesurable, et nous
notons B la mesure image ~p(P). 

- -

Nous désignons par (~) la famille obtenue en augmentant la famille
(~.i.) de tous les ensembles ~-négligeables ; elle satisfait aux condi-
tions habituelles. Nous posons

(2) f~) = f~(t~) = 
(f~) est donc un processus défini sur Q~ optionnel par rapport à (p+)~
et tel que f~(~(w))=U.(w). Le lemme suivant, à la fois nous transpor-
te sur l’espace canonique 0~ et nous débarrasse des temps d’arrêt.
Nous notons E, à la fois l’espérance /dP sur W et l’espérance /dX
sur Q .

LEMME 2. a) Pour toute v.a. F-mesurable S sur Q à valeurs dans [0, ce ] ,
E[fnSI{S~ }] converge. On peut même affirmer que fSI{S~ t converge

faiblement dans L (À).
b) Supposons qu’il existe un processus mesurable borné (ft) sur 0

tel que pour toute v.a. S comme ci-dessus, )] converge vers
Soit la projection optionnelle de sur la fa-

mille (F.) . Alors le processus sur W satisfait à l’énon-

cé du théorème 1.

DEMONSTRATION, b) . D’après le lemme 1, il suffit de vérifier que pour

tout de (g+)~ 
Or il est très facile de vérifier qu’il existe un emps d’arrêt T de

(~.) tel que Alors

= (  = et 

= ( déf. de la proj. optionnelle )

Pour prouver a), raisonnons en sens inverse : comme )~!
converge pour tout t.d’a. de (~.), )] converge pour tout

temps d’arrêt T de (~+). Alors )] converge pour toute v.a.
positive S : c’est le raisonnement du lemme 1, car celui-ci n’a pas

utilisé le fait que S était un temps d’arrêt. La convergence faible

dans L s’obtient en remplaçant S par K parcourant ~ .
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Nous allons maintenant oublier la situation de départ.

SECONDE PARTIE : CHOIX DE BONNES TOPOLOGIES

Récapitulons les notations et les hypothèses. 
’

Nous avons un espace mesurable canonique (~,F) , muni d’une mesure
de probabilité 7~ . Soit (X,X) = muni de la tribu produit. Nous

avons une suite uniformément bornée de fonctions mesurables 

sur X. Nous conviendrons de poser f~(+0153 ,(jo)=0 pour éviter les I ) J à

l’avenir. Alors notre hypothèse est

(3) pour toute S : ~ ~~.+ , mesurable, limn 
existe .

et notre problème est : existe t’il f mesurable sur X telle que cette
limite soit égale, p our tout S, â 

Les familles de tribus ont entièrement disparu. Nous adoptons les

notations suivantes :

(4) ÀS est la mesure sur X, image de par l’application

w ~a (S(w),w) de i dans X ,

(5) f S est la classer , limite faible des v.a. fn(S(w),w) sur 0 .

Nous choisissons maintenant des .topologies sur 0 et X.

a) L’espace mesurable (~,F) est lusinien non dénombrable (PP IV,19,

p.147 ), donc isomorphe à l’intervalle [0,1] muni de sa tribu boré-
lienne (PP. III.80, p.249 ). Nous munissons 0 de la topologie de

[0,1J - compacte métrisable - au moyen de cet isomorphisme.

b) En trois étapes, nous munissons X d’une topologie polonaise rendant

continues les applications boréliennes fn , et jouissant de quelques
autres propriétés plaisantes.

- Nous munissons d’abord X de la topologie produit de R+xO .
- Nous considérons l’application X

dans l’espace polonais ~ ~ . Le graphe G de g dans

X est un borélien du produit ( PP I..12, p.15 ), et l’appli-

cation x’-~ (x,g(x)) est une bijection de X sur G, donc un isomorphis-
me borélien entre X et G ( PP III.21, p.77 ). Si nous transportons

sur X la topologie de G par cet isomorphisme, nous avons une topologie

plus fine que la topologie produit, lusinienne, et rendant continues

les applications fn .
- Nous renforçons cette topologie, pour la rendre polonaise .

D’après PP 111,79, p.247, il existe un fermé Y de l’espace 
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et une application continue bijective q de Y sur X . Notons p la.pro-
jection (t,03C9) ~ w de X sur 03A9 ( continue ) et h l’application continue

poq de Y sur 0 . Soit H le graphe de h ; faisons un dessin ( ci-contre).

L’application q(y) est une bijection de H sur
X, dont la bijection réciproque est (t,w)~--> (q~~(t,w),w).
Si nous identifions H à X par ces bijections, la topolo-
gie de H est plus forte que la topologie de X ( seconde

étape ) , donc les fn sont encore continues. D’autre part,
H est fermé dans YxO polonais, donc polonais. Ainsi,

nous avons sur X une topologie définitive, polonaise, et rendant conti-
nues les fn et p.

Nous établissons maintenant un lemme important :

LEMME 3. Soit (Bi)ieI une famille quelconque de boréliens de X, telle

que pour tout la coupe soit fermée dans X. Il existe alors

une partie dénombrable J de I telle que, pour 03BB-presque tout w, on ait

Bi(~) _ nieJ Bi(w) ,
DEMONSTRATION. Nous nous sommes débrouillés plus haut de telle manière,
que les Bi sont simplement des boréliens à coupes fermées dans YxO .
Imaginons pour un instant que Y soit la demi-droite R . Alors un
borélien à coupe fermées B est uniquement déterminé par la connaissance
des "débuts" après r :

Dr(w) = inf { t>r : (t,w)eB ) 1 pour r rationnel ,
et le théorème est alors classique : pour chaque rationnel r on choisit
un ensemble dénombrable Jr tel que (Dr désignant le début après r pour

inf essi~I Dri
et on pose J . Le lemme 4 se démontre alors exactement de la même
manière : il faut seulement remplacer les rationnels par un ensemble

dénombrable dense dans Y, et les débuts par des débuts le xicographique s
dans 

Voici le second lemme fondamental. Nous rappelons que si X est

polonais, une partie de X est polonaise si .et seulement si elle est

intersection d’une suite d’ouverts de X ( Bourbaki, Top.Gén, chap.IX,
g 6, th.1 - cf, aussi PP III.17, P.73, mais c’est la moitié
non démontrée dans PP qui est ici la plus utile).

LEMME 4. Soient F polonais dans X, et A=p(F). Soit K(F) l’ensemble
des mesures sur X de la forme AS , où S est une application borélienne
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de 0 dans 1+ telle que .

S(w)oo => (S(w),w)eF ( le graphe de S passe dans F )
~-p.p. dans A 

.

Alors K(F) est polonais pour la topologie étroite des mesures bornées
sur X .

DEMONSTRATION. Il s’agit d’un résultat déjà ancien de MOKOBODZKI,
démontré pour l’essentiel ( lorsque A=Q==[0,1] et À est la mesure de
Lebesgue ) dans PP IV.42-43, p, 174. L’idée est très simple.

Supposons d’abord que F soit compact métrisable, et soit,~, la
mesure Regardons l’ensemble L’des mesures 6>0 sur F dont l’image
p(Q) sur 0 est égale à 7~IA : c’est pour la topologie étroite sur F

un ensemble convexe compact métrisable, et l’on montre sans peinelque
l’ensemble des mesures ÀS portées par un graphe de v.a. S est l’ensem-

ble des points extrémaux de L , donc un G~ dans L ( PP 1e éd., chap.XI,
T.24 ), donc polonais. On conclut en remarquant que la topologie de L
est bien la topologie étroite sur X : en effet ( PP III.58, p.115 ),
sur un ensemble de mesures positives portées par F, la topologie étroi-
te de F et celle de X coïncident.

Lorsque F est seulement polonais, c’est un peu plus délicat.
Nous nous débrouillons avec des astuces locales, sans chercher une

théorie générale ( possible, mais plus compliquée ). Rappelons que
XcYxO : nous plongeons Y dans un compact métrisable Y , et notons T
l’adhérence de F dans Yxn, qui est compacte. L’ensemble L des mesures
sur F dont la projection est AIA est encore compact métrisable convexe,
pour la topologie étroite sur F ; K(F) est l’intersection de l’ensemble

or des points extrémaux de L avec l’ensemble des mesures sur T portées
par F . Mais F est polonais, donc un G~ dans T , et cet ensemble est
donc un G03B4 dans M+(F) ( cf. PP III.60, p.118 ). Donc K(F) est l’inter-
section de deux G03B4 , il est polonais et on revient comme

ci-dessus de la topologie étroite sur 7 à celle sur F, puis sur X.

TROISIEME PARTIE : DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Rappelons qu’il s’agit de construire une fonction borélienne f sur X

connaissant pour chaque v.a. S la classe fs de la fonction f(S(w),w)
pour la mesure À . La méthode consiste à construire des solutions ap-

prochées dans certaines parties de X, qu’on recollera en une solution

approchée à e près sur tout X, et enfin on fait tendre e vers 0 .

1. Pour les détails, cf. PP p,175 .
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Rappelons une convention faite au début : toute fonction borélienne
sur = X est prolongée en une fonction borélienne sur nulle

sur j+oo En particulier les classes 1S sont nulles sur (S=oo 1,
d’après leur définition comme limites faibles des Nous

notons [S] le graphe d’une v.a. positive S ( finie ou non ) : [S] =
~(t,w) : t t=S(w)ao 1.

DEFINITION. Soient g une fonction borélienne sur X, A une partie boré-
lienne de X. Nous disons que g est une minorante ( majorante ) dans A
si, pour toute v.a. S sur fl à valeurs dans R+ dont le graphe S est

contenu dans A, on a ( ).

On dit que g est une solution à e près dans A si g-eIA est une mino-
rante dans A, g+eI A une majorante dans A .

Il existe toujours des minorantes ( majorantes ) dans A. D’abord
- M et +M, puisque nous sommes dans le cas borné. Mais aussi jA ainsi
définie ( 

~ , ,

inf eas 1S(w) S fini p.p. sur p(A))

qui ne dépend que de w en réalité, et jA , le sup ess analogue.
Le lemme suivant est facile.

LEMME 5 . Si g est une majorante dans A, h une minorante dans A, alors
pour presque tout w on a h(t,w) pour tout t tel gue (t,w)eA.

Si des gn sont des minorantes ( majorantes ) dans des ensembles

~ disjoints, alors est une minorante ( majorante ) dans

Un An .
DEMONSTRATION. Si l’ensemble t(t,oo)eA : n’est pas

À-évanescent, il admet une section par une v,a. S non p.s. égale à

+00 , et l’on obtient une contradiction.

Soit S une v.a. telle que [S]~A , et soit si 

S(w)=+ao sinon. Alors ((o) p.s.. Les ensembles ~Sn® ~ (
étant disjoints, on somme sur n. 

n 
.

DEFINITION. Un borélien est e-adëquat s’il existe dans A une solu-
tion à e près, et si A est un Fa ( réunion dénombrable de fermés ) à
coupes A(w) ouvertes dans X(w) ( pour la topologie définitive de X ).

Nous allons démontrer le lemme crucial suivant :

LEMME 6 . Tout ensemble F polonais d ans X, non évanescent, contient un

ensemble ~-adéquat A non évanescent.
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La démonstration du lemme 6 est une pure merveille. Avant de la

donner, montrons comment le lemme 6 entraîne le théorème 1.
Considérons une famille d’ensembles e-adéquats deux à

deux disjoints non évanescents. D’après le lemme 3, il existe une

partie dénombrable J de I telle que Ai = ensemble

évanescent près. Donc les Ai, ieIBJ sont évanescents, et donc I=J.
Autrement dit, I est dénombrable. On a utilisé ici le fait que les

coupes des ensembles adéquats sont ouvertes. On utilise maintenant

le fait que les ensembles adéquats sont des F , pour dire ceci :
le complémentaire F de U.A. est un donc polonais. S’il n’est pas

évanescent, il contient un ensemble e-adéquat non évanescent ( lemme
6 ) et la famille n’est pas maximale.

Le résultat de dénombrabilité indiqué ci-dessus permet d’appliquer
le théorème de Zorn, et d’en déduire l’existence d’une famille maximale

(A~)~eK , D’après ce qui précède, = X à ensemble évanescent près.

Si gk est solution à e près dans Ak , g~ = 03A3k gkIAk est solution à e
près dans Uk A. , donc dans X . Faisons cela pour tout e . Comme

g -e est une minorante, g ,+e’ une majorante, on a g£-e  à

ensemble évanescent près, d’où en intervertissant e+e’ à

ensemble évanescent près, et lorsque e -~ o convergence uniforme, à

ensemble évanescent près, vers une fonction f qui résout notre problème.

DEMONSTRATION DU LEMME 6 . Nous supposerons que F=X pour simplifier
un peu. Dans le cas général, K(F) a une définition un peu plus compli-
quée ( lemme 4 ), et e/4 doit être remplacé par eÀ(p(F)/4 dans la
formule (6 ) .

Rappelons que l’ensemble K(X) de toutes les mesures Xg , où S est
finie À-p.p., est un G03B4 ( lemme 4 ). Les fn étant continues bornées
sur X , la fonction qui à ÀSeK(X) associe ~(7~S)= limn 
est une limite de fonctions continues sur K(X), donc une fonction de

première classe de Baire. D’après le théorème de Baire, IL EXISTE S
TELLE QUE AS SOIT UN POINT DE CONTINUITE DE L SUR K(X).

Qu’est ce que cela signifie ? Qu’il existe un voisinage de ÀS pour
la topologie étroite, tel que si appartient à ce voisinage, on

ait

(6) ~ ~(~Sj-~(~) j  ~/4
Un tel voisinage peut toujours être pris de la forme
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(7) 1 ~eK(X) : j~(c~)-~(c~)j1, 1=1,2,...,n 1
où c1,...,cn sont des fonctions continues 

bornées sur X. Soit alors

V le"voisinage tubulaire" autour de [S] dans X

(8) V = {(t,w) : i=1,...,n 1 .

Si T est finie p.p., avec un graphe passant dans V p.p., Xfp satisfait
à (7), donc ~~(~S)-~(l~)~  s/4 . Considérons maintenant la fonction

sur 0 N

(9) 7v(w) = sup ess fT(w)( T fini p.p. sur p(V))

et lv qui se définit de manière analogue. On a ’jy ~ fS p.s.. Il existe
une suite de graphes [T ] passant dans V ( avec Tn~ p.p.) tels que
jV = supn fT p.s.. Soit ~ > 0 ; utilisant une section convenable de

n 
.

l’ensemble on construit une v,a. T ( finie p.s., à graphe dans

V ) telle que p.s.. Comme on a ffTdÀ = ~(AS)+e/4
= +8/4 , , et comme ’Î) est arbitraire, on a

+ e/4 et de même 

Donc ~e/2, et l’ensemble où e n’est pas évanescent.

D’après la propriété de Lusin, il contient un compact L non évanescent

sur lequel S est continue, et nous posons C’est l’ensemble

e-adéquat’ cherché. En effet, 
.

est une majorante dans V, donc dans A, et de même

est une minorante dans A , et ces deux fonctions diffè-

rent de moins de e dans A, donc chacune d’elles est solution à e près.

A est un borélien à coupes ouvertes.

A est un F Q : : en effet, V est réunion des ensembles

{(t,w) : |ci(t,03C9)-ci(S(03C9),03C9)|~ 1-1/n, i=1,...,n ) }

dont l’intersection avec p 1(Z) est fermée, du fait que S est continue
sur L compact. 

QUATRIEME PARTIE : SUITES NON UNIFORMEMENT BORNEES

Il nous faut revenir aux hypothèses du début : suite (Un) de proces-

sus optionnels telle que pour tout t.d’a. T, 1 converge fai-

blement dans L1 , et recherche d’un processus optionnel U 
" recollant"

toutes ces limites faibles.

MOKqBODZKI fait une première remarque, qui allège les problèmes 
d’

intégrabilité : les v.a. 1 convergent faiblement, et sont donc
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uniformément intégrables ( PP II.25, p.43 : encore une application du
théorème de Baire 1 ). Donc si nous tronquons chaque Un à n, en le

remplaçant par nous avons encore convergence faible,

vers la même limite, On ne perd donc pas de généralité en supposant

que chaque processus Un ( chaque fonction fn ) est borné.
Maintenant, il s’offre à nous deux possibilités.

a) La première consiste à reprendre toute la démonstration, et d’abord
. 

à établir la convergence de J pour toute v.a. S, à la ma-
nière des lemmes 1 et 2. Soit A la projection duale optionnelle du

processus croissant Nous avons avec les notations du lemme 1

il = {cs~} il 
ds

Nous avons que {cs~} = {A~ >s}, et que savons nous sur A ? Que 
1

 oo pour p1. Ainsi, pour tout p1 il existe une constante

M telle .que 1  Supposons alors qu’il existe un modu-

le d’intégrabilité uniforme pour la famille (Un) : une fonction crois-
sante 03C6 sur R+ , continue et nulle en 0, telle que pour tout n et tout
temps d’arrêt T

J 

Nous supposons aussi que sup J C . Majorant alorsn,T 

J par C sur [0,1 J, par sur [1,00 [, nous

aurons le résultat voulu par convergence dominée si nous savons que

aD

ou, sous une forme plus agréable, dès que

j 1 ~P ( u ) du  o0

C 
cp(u) u 

 00 

Par exemple, dès que est borné par une constante

M pour un r>1, Holder nous dit que ( q étant l’exposant conjugué)

E jl 5 1 ~q

et satisfait à la propriété précédente. On pourrait raffiner

de bien des manières.

1, J  n:. Ce sont des inégalités connues depuis longtemps pour

le cas prévisible (PP le éd., VII.59). Pour le cas optionnel, cf. le

sém.X, cours sur les intégrales stochastiques, chap.V.
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On voit que le passage de la première partie aux hypothèses de la

seconde partie ne s’effectue pas sans restriction. En revanche, le

reste de la démonstration n’exige plus que la suite soit bornée, et

s’étend sans changement.

b) Il est plus intéressant de remarquer que la convergence des

)] , pour S non optionnel, n’est pas une condition indispen-
sable. Supposons par exemple qu’il existe une martingale uniformément

intégrable qui majore tous les (tu~j) - si Y n’appartient pas
à H~ , , Ys n’est pas nécessairement intégrable pour S non optionnel.
Quitte à ajouter e > 0 à la v.a. positive Y, nous pouvons supposer

que la mesure Q=YP est équivalente à P. Appliquant alors le théorème

1 aux processus optionnels bornés et à la mesure Q, nous obte-

nons une réponse positive à notre problème initial, sans savoir qu’il

y a convergence des )] pour S non optionnel.

Avec un peu plus de travail, on peut avoir le même résultat en suppo-

sant simplement que les Un sont majorés en module par une surmartin~ale

positive Y : il y a une localisation et un recollement à faire.
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