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FONCTION BROWNIENNE SUR UNE

VARIETE RIEMANNIENNE

Jacques Faraut

I Introduction
I1 est possible de définir le mouvement brownien
de la fagon suivante : 3 chaque instant t la position de la
particule est une variable aléatoire ‘(t), la famille des
variables aléatoires {E (t)} t eR vérifiant
(@) Vi, s(E®)=o0
(b) Pour t # s la variable f(t) - t(s) est une
variable gaussienne de variance It - sl
(e) si t €t € e ¢ty les variables
¥ - FGyp) (1414
sont indépendantes.
Remarquons que l'application t #--9 F(t) est
une application £ de R dans 1'espace de Hilbert LZ(H,E,P),
espace des variables aléatoires de carré intégrable, vérifiant
§e) - FEUZ = 1 - sl
Si 1l'on suppose que §(o) = 0 la covariance de t(t)
et de g(s) est
o(t,s) = (§(8), E(s)) = § (Peleled -le-sl)
Une application E vérifiant (a), (b) et (c) est

appelée fonction brownienne sur R.
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Dans [6] Lévy définit les fonctions browniennes
dépendant de plusieurs paramétres. La définition peut étre
formulée comme suit : %oit X une variété riemarnienne, nous
noterons r(x,y) la distance géodésique de deux points x et y
de X.

Définition I.1 Une fonction brownienne sur X est une fonction

aléatoire f définie sur X & valeurs réelles telle que
(a) ¥xex, B(¥(x) ) =0

(v) Vx,yex, t(x) - t(y) est une variable

gaussienne de variance r(x,y)

(e) vx1,12,.-.,XN‘X , 14 CysChyenescy€R

la variable

N
,z % g(xi)
=4
est gaussienne.

Remarquons qu'une fonction brownienne ; est une
application de la variété X dans 1l'espace de Hilbert Lz(ﬂ,E,P)
vérifiant

REG) - §O)IZ = =(x,y)

Si X =R il existe une fonction browniemne : la
fonction aléatoire du mouvement brownien. L'objet de cet exposé
est d'étudier 1'existence d'une fonction brownienne pour des
variétés riemanniennes particuliéres. Le probléme est purement
géométrique car pour montrer 1'existence d'une fonction
brownienne sur la variété riemannienne X il suffit de montrer

qu'il existe une application ? dans un espace de Hilbert telle
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que
e - ¥ 11 = =)
(voir Cartier c1] , théoréme 1, d) p.63).

Soit ? une fonction brownienne sur X, et supposons
qu'en un point O de X nous ayons t(O) = 0, La covariance de
?(x) et de g(y) est alors

C(xy) = 3 [2(x,0) + 2(3,0) - =(x,3)]
c'est ce que Gangolli dans [é] appelle noyau de Lévy-Schoenberg.
Pour qu'il existe sur X une fonction brownienne il faut et suffit
que le noyau de Lévy-Schoenberg C(x,y) soit de type positif.

Lévy a démontré dans [6] 1'existence de fonctions
browniennes dans le cas des espaces euclidiens et des sphéres;
dans [é] Gangolli a étudié des fonctions aléatoires plus
générales dans le cadre des espaces riemanniens symétriques.,

Dans cet exposé nous donnerons une nouvelle démons-
tration du résultat de Lévy dans le cas des sphéres. Nous
montrerons qu'une fonction brownienne existe dans le cas des
espaces hyperboliques réels, mais qu'elle n'existe pas dans le
cas des espaces hyperboliques des quaternions. Ces résultats
sont dus & K, Harzallah (Université de Tunis) et & J. Faraut

(Université de Strasbourg).
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II Noyaux de type positif et hoyaux de type négatif

Calcul symbolique

Dans ce paragraphe X désigne un ensemble,nous con-
sidérerons uniquement des noyaux réels sur X, c'est & dire
des fonctions définies sur X x X 4 valeurs réelles.

1) Noyaux de type positif

Définition II.1 Un noyau (P sur X est dit de type positif

si (f est symétrique et si

VX 9Xh9e009X ex’ VC 9ChgeeeyC € R
1772 N 1772 N

N
412.4 (f(xi,xj) e;c; pAY
/

Par exemple, si f est une fonction réelle définie
sur X le noyau (f défini par
¢ (x,y) = £(x) £(y)
est de type positif.

Proposition II.1 Le produit de deux noyaux de type positif

est un noyau de type positif.

I1 suffit de considérer le cas ol X est un ensemble
fini, c'est 4 dire

Lemme Soient (aij) et (bij) deux matrices réelles symétriques

positives (i.e. les formes quadratiques associbes sont positives).

Alors la matrice (aijbi,j) est symétrique positive.

Puisque toute forme quadratique positive est une
somme de carrés de formes linéaires, nous pouvons supposer que
la forme quadratique associée 4 la matrice (bij) est le carré

d'une forme linéaire :

vy = PPy
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et nous avons alors

N N
%4 8y 4b; 50105 = %‘ a;3(fics) (Byep) ¥ 0
I., -

De cette proposition nous déduisons une propriété
de calcul symbolique

Corollaire II,2 Soit f une fonction définie par

Qo
f(u) = Z a.kuk, a %0

k=0

et soit (f un noyau de type positif tel que la série

2 [pen] -

converge pour tout couple (x,y), alors le noyau f((f) est de

type positif.

Dans la suite nous considérerons les exemples

suivants :

fu) = e ad 0

flu) = (1=u)"° , s»0
oo
-1+ 3 s(s+1).1.{:(s+k-1) o
ked :
f(u) = Arcsin u
0o
1.30,..(2k=1) w2k

Keo 2¢4ee0es2k 2k+1

2) Noyaux de type négatif

Définition II,1 Un noyau ‘P sur X est dit de type négatif si

(a) (P est_symétrigue
(®) V xex, W(x,x) =0
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(e) Vx1,x2,...,xNéX, Vc1,02,...,cN€E{
v

tels que ; ci =0
< 4

Z;P(x,x)cc 40

Gz
Si (P est un noyau de type positif le noyau \l/
défini par
W@y) = 3 [P « @Gy - 23]
est un noyau de type négatif. En effet si
L4

S

XX

]
o

nous avons

Zq’(x,x)cc Z?(x,x)ccgo

s,j'-d q.,j"

Proposition II.3 Pour qu'un noyau l]’ soit de type négatif

il faut et suffit qu'il existe une application ? de X dans

un espace de Hilbert ﬂe telle que

I - EOU? - Wy

a) Soit F une application de X dans un espace de

Hilbert % . Posons

Vg = 15 - E@Il?

v
si Z c; = 0 nous avons

[ 1}
> u;<x B g

‘,u-d

- -zme 01§ (xy) ) ooy
- -2 az el ?g
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b) Réciproquement soit VI un noyau de type négatif
et considérons 1l'espace
N Y
? ={r=Zci€x lz s =O}
[t 2] i (=4
c'est & dire 1l'espace vectoriel des mesures discrétes de masse

totale nulle. Considérons sur Tla forme hermitienne positive

] L4
-3 z W(xi,xj) cicj

(SLY]
- % f\y(x,y) aM (x) ap(y)

et soit"‘ 1'espace de Hilbert séparé complété de ?. Pour X

ﬂrﬂz

fixé dans X soit § 1'application de X dans"c définie par

r(x) = Sx - £xo
nous avons

N - FON? = Wix,y)

Proposition II.4 (Théoréme de Schoenberg [7] )  Pour qu'un

noyau W soit de type négatif il faut et suffit que pour tout

4

+% 0 le noyau ¥ ¥ soit de type positif.

14

a) Supposons que pour tout t% O le noyau ‘Pt =e
soit de type positif, alors le noyau ‘Vt défini par
W, () = [P0 + PLG) - 20,60,5)]
1 - o tW(Ey)

est de type négatif, et puisque

lim % [1 - e—t"’(x,y)] =¥ (x,y)

t»o

le noyau Y est de type négatif.
b) Pour démontrer la réciproque montrons d'abord le

lemme suivant
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Lemme Soit X = ‘u un espace de Hilbert réel , pour tout t)O

le noyau ‘ft défini par l2
P () =& Sl

est de type positif.

Le noyau u défini par

u(x,y) = (x,y)

est de type positif, et par suite pour tout a)O le noyau S

est aussi de type positif (corollaire 11.2). Nous avons donc
N

z T
o ¢ i c.c.
tLyed 14J

Y at(x,x) “t Wl 2 [ -t W=, 02
=Z e i’ [e i c] e J c.]
g,u L J
) 0

Terminons maintenant la démonstration du théordme de
Schoenberg. Soit ‘:P un noyau de type négatif, d'aprés la propo-
sition II,3 il existe une application ;‘ de X dans un espace de
Hilbert réel'x tel que

N§G) - oMl 2 -Wix,y)

et par suite

.'4
Z e-tv’(xi'xj) c;c; =

(",34 J
v k >
‘.J.ZH e-t “ (xi)- r(xj)" cicj ) 0

c'est & dire que pour tout t)O le noyau e-t ‘Pest de type
positif,
Nous en déduisons une propriété de calcul symbolique :

Corollaire II,5 Soit f une fonction définie sur [O, ’[par

£(u) =ﬁ(1-e"°“) ap(t)
[ v r
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gl‘_ H est une mesure )/ 0 ﬂ[o,bf telle que

-
— [-" ]
f e dr(t) <
o
alors si |V est un noyau de type négatif il en est de méme

de £(f).

Dans la suite nous considérerons les exemples suivants :

("]
Log(1+u) =f% (1-e—tu) ebat
(4

f(u) =
f(u)=u.‘ , 04e< 1
o0
&« 1 -tuy dt
S e + (1= ) =
l"(1-¢)[t

III Application du calcul symbolique 4 1l'existence de fonctions

browniennes
°
Nous avons au paragraphe I que, pour montrer qu'il
existe une fonction brownienne sur une variété riemannienne X,
il suffit de montrer qu'il existe une application }' dans un
espace de Hilbert telle que

NE - FOI?

D'aprés la proposition II.3 cela revient & montrer que la dis-

r(x,Y)

tance géodésique r, considérée comme noyau sur X, est de type
négatif.

1) Espaces euclidiens

Soit X = En 1'espace euclidien de dimension n.
Le noyau (Y sur X défini par
W xy) = =l ?
est de type négatif (proposition II.3). D'aprés le corollaire II.5

il en est de méme du noyau r =J lP .
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2) Sphéres

Soit X = S, la sphére unité de dimension n, c'est

4 dire l'ensemble des points x de an+1 tels que

2 2 2
X + X, + e00 + X =1
[¢) 1 n

La distance géodésique sur X est définie par

Cos r(x,y) = z X, vy

isq
( 0gr(x,7)¢W)
Le noyau Cos r est donc de type positif. D'aprés le corollaire II,2
le noyau Cf défini par
¢ =~§r— r = Arc sin(Cosr)

est aussi de type positif, et par suite le noyau
1
r(x,y) = ‘5[‘?(5(’35) + ‘P(Y1Y) - 2?(3(’3/']
est de type négatif.

3) Espaces hyperboliques réels

Soit X = Ln 1'espace hyperbolique réel de dimension n,
c'est & dire 1'ensemble des points x = (xo,x1,...,xn) de B
vérifiant
xoz- x12- eee = xn2 =1, x0>0
C'est la nappe supérieure d'un hyperboloide & deux nappes,
de révolution autour de 0x .
Pour deux points x et y de X posons
[xvYJ = XV T T eee X Y
d'aprés 1l'inégalité de Schwarz nous avons
[X’YJ>1

La distance géodésique r est définie par

Ch r(x,y) = [X’YJ
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Pour tout réel t le noyau q’o défini par
-t

. xy) = (xy,)
est de type positif sur X, de méme le noyau ?1 défini par

?ﬁ(x,y) = XYy f Xp¥p +oees + XY
et par suite (proposition II,1) le noyau (f défini par

-1

@ (xy) = (x3,)7 (23 4%, 4e e otx y, )
est aussi de type positif. D'aprés 1'inégalité de Schwarz
nous avons

2 -2 2 2

1P (xy )2 -1 -1 <1

D'aprés le corollaire II.2, pour tout t) 0 le noyau
-t -t -t

Cx0] ™ = ey [ 1- )]
est de type positif, et d'aprés le théoréme de Schoenberg
(proposition II,4) le noyau u défini par

u(x,y) = Log [x,5]
est de type négatif. Or nous avons

el =Chr
d'od

=2u

r = u + Log(1+Y 1-e )
Or d'aprés la proposition II.4 le noyau 1-e—2u est de type
négatif, donc d'aprds le corollaire II.5 le noyau v = ¥ 1-e

aussi, et d'aprés ce méme corollaire Log(1+v) est un noyau de

type négatif. Il en résulte que r est un noyau de type négatif.
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IV Application de 1'analyse harmonique & la non-existence de

fonctions browniennes

Dans ce paragraphe nous allons montrer qu'il existe
des variétés riemanniennes pour lesquelles il n'existe pas de
fonction brownienne. La démonstration repose sur le résultat
suivant du & Kostant [SJ : Dans le cas des espaces hyperbo-
liques sur les quaternions le noyau constant qp = 1 est isolé
dans 1l'ensemble des noyaux sphériques de type positif.

Soit X un espace localement compact, G un groupe tran-
sitif sur X et dx une mesure de Radon invariante par G sur X.
Un noyau f sur X est dit invariant si

V ceG, Vx,ve X, flex,ey) = £(x,5)

Un noyau complexe invariant f sur X est dit inté-

grable si pour tout x l'application

vy b—3£(x,y)
est intégrable, et 1'on pose

el = [t a
(ce nombre ne dépend pas de xﬂ.xLe produit de convolution de
deux noyaux intégrables sur G est défini par

f1i(f2(x,y) = f1(x,z) f2(z,y) dz
Ce produit est associatif et X

ez, WSl Iz
Nous obtenons ainsi une algébre de Banach que nous notons L  (X).
Nous supposerons dans la suite que 1'algébre Ll’ (X) est
commutative (c'est le cas si X est un espace riemannien symé~-
trique et si G est la composante connexe de 1'identité du

groupe des isométries de X, voir Helgason [4] p.408)
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Considérons la transformation de Gelfand de

1'algégre de Banach commutative Lh (X) : le spectre & de Lh (x)
est un espace localement compact. Pour tout ¥ de z il existe
un noyau invariant (’¢ , continu et borné, vérifiant

VXtX, P"(X)x) =1
et tel que pour tout noyau invariant intégrable f

A

t* ¢ =-1a) @
od f désigne la transformée de Gelfand de f (?' est un noyau
sphérique borné, voir Helgason [4} p.410). Posons

n . {féil (PV est un noyau complexe
de type positif }

L'ensemble .Q. est un fermé de & . Le noyau constant &gal & 1
est un élément de £ :

A

21) - [ sy)ay

X

En général nous avons

A

£(e) =) £Gxy) @ (yox) ay

X o

Théoréme de Bochner-Godement [ 3] Soit (’ un noyau invariant

continu de type positif, il existe une mesure positive bornée

unique r sur £l telle que

¢ (x,y) =[n.?w(er) dr (W)

Nous allons en déduire

Théordme IV.1 Supposons gue 1 soit isolé dans ] . Soit $ un

noyau invariant continu sur X. Si \‘/ est de type négatif alors

lPest borné.

D'aprés le théoréme de Schoenberg (proposition II.4)
pour tout tzO le noyau e-tq‘est de type positif, donc d'aprés
le théoréme de Bochner-Godement il existe une mesure positive

rt sur L de masge totale égale & 1 telle que

ot Hxy) =£<pw (x,y) ap(w)



74

Posons
2Q) -{7| re® 0}
L'espace A({)) est une sous-algébre dense de 1'algdbre Co(_Q)
des fonctions continues sur () qui tendent vers O & 1'infini.
Il existe donc un noyau invariant intégrable f tel que
1) =1, [?(U)L(% si we
ol .ﬂ.':ﬂ\b[ On peut méme supposer que f est & "support compact",

c'est 4 dire que pourtout x l'application

y l"‘"" f(x’Y)
est 4 support compact. Posons
rv) ) ——
g =f¥f (f(x9Y) = f(.Vyx) )

Nous avons pour @ dans A2
A A 2
gw) - |T(w)]
(les points de SU correspondent & des caractéres hermitiens), donc

2(1) =1, 0B w)4 % si e L2

‘[e'th’y) g(y,x) dx
=£qux,y) drt(w) g(y,x) dy
=fg(..,> ap @)

Qn

La masse totale de la mesure f‘t est égale a 1 donc

4(1-e—th’y)1 g(y,x) dy

=[a, [1-8(w )J drt(u)
>3 poa)

Nous avons

et puisque
1im 1 - e—t W(x,y) x
P be Jet,x) ay
=f Y(x,y) e(y,x) ay
X
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nous en déduisons qu'il existe une constante positive C telle
que
l‘t(-“'“”

et par suite
% (1_e-t‘l‘(x,y)) - %L'c_‘fw(x,yﬂ dl‘t(“")
{2c

)

I1 en résulte que le noyaustt borné.

Corollaire IV,2 Dans le cas des espaces hyperboligues sur

les quaternions il n'existe pas de fonction brownienne.

Les espaces hyperboliques sur les quaternions

sont les espaces homogénes
Sp(1,n) / sp(1) x Sp(n)

Ce sont des espaces riemanniens symétriques de rang 1.
L'algebre Lk (X) est commutative et le point 1 est isolé
dans L ( [5] P.642). D'aprés le théoréme IV,1 les noyaux
continus invariants de type négatif sont bornés. La distance
géodésique r n'est pas bornée, donc le noyau r ne peut pas
8tre de type négatif, et par suite (proposition II,3) il ne

peut exister une fonction brownienne,

JFaraut

Institut de Recherche
Mathématique Avancée

Laboratoire associé au CNRS
7 rue René Descartes
67-Strasbourg
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