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UNIVERSITE DE STRASBOURG

Séminaire de Probabilités

PSEUDO-QUOTIENT DE DEUX MESURES
APPLICATION A LA DUALITE

G. MOKOBODZKI

Ce texte est la fin de 1'exposé de 1l'an dernier, portant le méme
titre, p. 173-176 du volume VI, qui n'avait pas été insérée dans le volume VI

par suite d'une erreur.

RESULTATS COMPLEMENTAIRES

Si p,,\;em+(aX) , on désignera par D<ﬁ) une fonction numérique
quelconque telle que cPSD(ﬁ) <{y ol ¢et § sont définies comme précédemment.,

En particulier D(ﬁ) est (p+v)-mesurable.

PRINCIPE DE DOMINATION.

Si D(ﬁ)s1 v-presque partout , alors v .

F
Démonstration : On a {@<1} =N F, et v x:v()\p. pour tout A>1.

o1 M

COROLLAIRE.- Si v,v'€7 (3X) et v,v'{ kp , k>0, alors D(T\:) < D(Xp'-)

v-presque partout entralne que vdv' .

POTENTIELS ET MESURES REGULIERES.

On dit que u€ 8 est régulier si pour toute famille filtrante
croissante (ua)CS , telle que u-= sup u, , alors inf R(u-ua) =0 (sauf sur

un ensemble polaire).

THEOREME.- Pour que u€$8 soit régulier, il faut et il suffit que u=3 w ou

n
+
u € 8NC x) .
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a

I1 existe alors un noyau U subordonné & § et un seul tel que Ul=u

(U=23Un ol U~ est associé a uj).

. . +
THEOREME.- Pour \),p.€77z+(ax), il existe une mesure et une seule g €7 (X)

+
telle que < g,Vf>= sup{< v-pu,p>,p €8,p <ve} pour toute f€C x).
On peut alors poser g=R(v-p)= inf[9€7f(+(aX) ; 8Av-p}, enveloppe

inférieure pour 1l'ordre du balayage défini par § .

THEOREME.~ Le couple (W(+(5X),&) est un cdne de potentiels, c'est-—a-dire que si

si wVEM (3X), on a R(v-p) €7 (X) et R{v-p)sv .

DEFINITION.- On dit que VEWZ+(BX) est réguliére si pour toute famille

(va) C7lz+(aX) , filtrante croissante pour l'ordre 4 et telle que v=sup Vy

on a inf R(v=v ) =0 .
ena i3 o

PROPOSITION.- Pour que u,€7/7+(a)() soit réguliére, il faut et il suffit que y

ne charge pas les ensembles semi-polaires de X .

DEFINITION.- On dit que v est dominée par 8 (v€d(9)) si pour toute famille

filtrante décroissante (\Ja) pour l'ordre < , telle que vasv et inf Vo= o,

alors pour tout €>0, il existe o tel que va{e 6.

LEMME.~ Pour toute mesure réguliére v , il existe une mesure réguliére 6 , de

la forme ©=Zv , v Sv telle que V€ a(e) , v,€ d(v) et J‘vdvn<+co

wes .

Propriétés des mesures réguliéres.

1) L'ensemble des mesures réguliéres est un sous—cdne convexe héré-
ditaire de % (3X) que 1'on notera S: .

2) Soit p€ 7 (X) telle que (u€S et fudp,:O) = (u=0) alors
pour toute V€ S: telle que j‘vdv<+ao wWeE §, il existe k>0 tel que
viky .

3) Il existe une suite (p.n) de mesures réguliéres, stable par ad-
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dition, de base V , telle que a) la famille By est filtrante croissante
pour l'ordre J et pour toute mesure réguliére V ona v= sup{u.n; un4 v}
4

b) pour toute My o il existe b, telle que
bn€ )

c) fvdp,n<+m wes .

2 . * * . '3
Désignons par § = {vESr i il existe p, v(un} .

% *
THEOREME.- Pour toute forme linéaire T sur (So- SO) croissante pour 1'ordre {

il existe une fonction excessive et une seule u€$ , telle que

*
<T,v>= j‘udv wWes, .

De ce théoréme, il résulte que 8 est faiblement complet métrisable
*
pour la topologie o(8§, SO) et qu'on peut appliquer le théoréme de représenta-

tion intégrale de Choquet.

PROPOSITION.,- Soit p.OG m+(aX) telle que V soit de base Ho Il existe alors

un ensemble borélien ACQX tel que [,A soit p.o-polaire (donc polaire) et

*
telle que pour toute \JESO , D('ui) soit finement continue en tout point de A,
0

donc bien définie en tout point de A .

On suppose A fixé ainsi que Mo et que Ho est de base V .
*
COROLLAIRE.- Pour toute v€8, , l'application £~ 1A.D(f—;—\3) est_un noyau

compact de base v transformant fonction boréliennes bornées en fonctions boré-

liennes bornées et satisfaisant au principe complet du maximum.

* . *
(Rappelons que toute ves s'écrit v = rzlj vy v E8)) .

COROLLAIRE.~ Il existe u1s By + Mg de base By telle que le noyau

f.u
T :£f = 1A.D(T1) soit compact, satisfasse au principe complet du maximum.
0

On peut donc définir un cdne de fonctions T-excessives [ et dé-
*
finir une frontiére d X , associée & T et portant le noyau T , par la rela-
tion

(ye B*X) e (va,veT inf u,v(y) = [inf(u,v1(y))
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*
PROPOSITION 1.~ 1) L'ensemble 3 X est borélien et porte toute mesure régu-

*
lidre. (On a pris 3 X < 3X).

*
2) Pour tout y€9d X , il existe une fonction excessive extrémale

male et une seule Gy €8 telle que, pour toute fGB+

Te(y) = [ 6 ()E(x)dn,(x) .

*
Si 1'on pose G(x,y) = Gy(x) pour yEJdX , x€X , alors l'application G est
*
mesurable sur 3 XxX .
3) Pour que u€$ soit régulier, il faut et il suffit qu'il

existe une mesure réguliére v sur X ,telle que u(x)= Gv(x) = J G(x,y)av(y).



