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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1968/69

DIFFUSIONS A COEFFICIENTS CONTINUS
D'APRES D,W.STROOCK ET S.R.S,VARADHAN

Nous exposons ci-dessous les résultats essentiels d'un long
mémoire de STROOCK et VARADHAN(;*)qui nous est parvenu sous forme de
" preprint® , et qui porte sur la construction de diffusions ayant
( dans Rd, sans conditions frontidres ) un générateur infinitésimal
donné : un opérateur elliptique & coefficients continus. Plus préci-
sément, nous avons réduit & ce schéma 1l'exposé de STROOCK-VARADHAN,
afin de rendre le ndtre plus compréhensible ; en effet, S-V traitent
complétement le cas ol les coefficients dépendent aussi du temps.

Nous n'apportons pas de résultats nouveaux, mais notre présentation
est assez différente de celle de S-V, Nous nous adressions en effet &
- un public qui connaissait bien la théorie des martingales , Nous n'a-
vons donc pas cherché 3 &tre élémentaires 3 tout prix ( comme S-V ),
mais au contraire & utiliser les moyens mis 3 notre disposition par la
théorie des martingales - en particulier, la notion de martinecale
locale, gui nous semble essentielle dans ce genre de questions.

Comme 1l'article de STROOCK-VARADHAN, les quatre exposés ci-dessous
n'exigent aucune connaissance de la théorie des équations aux dérivées
partielles.,

Nous tenons & remercier M, Giorgio LETTA pour sa collaboration :
c'est 1lui qui a lu, simplifié et exposé la partie du mémoire consacrée
38 1'unicité, la plus difficile de beaucoup.

Catherine DOLEANS-DADE
Claude DELLACHERIE
Paul-André MEYER

(*) Diffusion processes with continuous coefficients . A paraitre
en 1969 dans les Comm. Pure Appl. Math,
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DIFFUSIONS A COEFFICIENTS CONTINUS : LE PROBLEME
d'aprés un exposé de Catherine DOLEANS

S

Le texte qui suit n'est pas identique a celui de 1l'exposé
oral, En effet, celui-ci contenait plusieurs pages de rappels
sur les intégrales stochastiques, qui auraient fait double em-
ploi avec l'exposé de DOLEANS-MEYER contenu dans ce volume, Le
texte a donc été abrégé sur certains points, complété sur d4'au-
tres pour tenir compte de modifications suggérées par C,DELLA-~
CHERIE,

§ 1 . LE PROBLEME GENERAL

Comme nous l'avons dit dans 1l'introduction, notre probléme
est moins général tout de méme que celui que traitent STROOCK
et VARADHAN, dans lequel les coefficients de 1l'opérateur dif-
férentiel dépendent du temps.

Nous nous donnons deux applications définies sur Rd. La
premiérg associe & xeR@ une matrice (d,d) symétrique et positive,
a(x)=(alj(x)). La seconde associe & X un vecteur b(x)e?@r: b(x)=
(b1(x)). Nous supposerons toujours que les fonctions alJ(.),bl(.)
sont boréliennes et bornées sur tout compact de Rd - des hypothé-
ses plus fortes ( continuité, ellipticité uniforme, etc ) seront
introduites par la suite.

On considére alors 1'opérateur différentiel a coefficients

variables défini par
Lf(x) = % Z'aij(x)DiDji’(x) + Toi(x)D, £(x)
i,] i
On désire construire un semi-groupe de Markov (Pt) sur Bd admet-
tant L comme générateur infinitésimal, en un sens & préciser. La
maniére a priori la plus raisonnable d'exprimer cela consiste &
dire que, si feCQ

t
= d =
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Nous construisons ensuite les processus de Markov (Xt) associés a
(Pt) . Comme il est naturel en théorie des diffusions, nous exigerons
que ces processus alent des trajectoires continues . Désignons donc
par 0 1'ensemble de toutes les applications continues de R dans Rd'
par (X ), comme d'habitude, la famille des applications coordonnees ;
par F° la tribu engendrée par les X,y s ( pour se[0,+® ]) ; par PX
la loi sur (Q, g&)) pour laquelle le processus (X ) est markovien, admet
(Pt) comme semi-groupe de transition et e, comme loi initiale, Dans
ces conditions, on voit aussitdt que la condition (1) est équivalente
3 la suivante : pour tout xekd

(2) Quelle que soit fegg), le processus
foX

t
-/ LfoX  ds

- foX

est une martingale par rapport & la famille (gg), lorsque O est muni de

la loi P%,

La propriété (2) me fait plus intervenir explicitement le semi-groupe
(Pt)' Nous allons oublier ce semi-groupe, et nous poser directement le
probléme des martingales suivant :

PROBLEME,- Construire les lois P sur O possédant les propriétés

t
a) Si fegg), foXt-foXo—f LfoX_ ds est une martingale par rapport

3 la femille (F9) , lorsque Cest muni de la loi P.

b) P{X _x} =1
L'ensemble de ces lois de probabilité sera noté TT

Nous verrons plus tard que si les coefficients a 1 (x) de L sont

continus, TT, est non vide, réduit & un seul élément P , et que les

lois Px proviennent d'un bon semi-groupe de Markov (Pt)' C'est 13 1le
résultat essentiel de STROOCK-VARADHAN,

FORMES £QUIVALENTES DU PROBLEME DES MARTINGALES

THEOREME 1 .- Soit P une loi de probabilité sur ((‘2,280):e telle
P{X0=x}=1 . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) PéTT

2) Pour toute fonction feC (R ), le processus

Dans 1'énoncé, et dans toute la suite, <,> désigne le produit scalaire
usuel de Rd
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t
_ ouyf (%)
foX, - £oX, - é LfoX ds = Hp

- . *
est une martingale locale ( par rapport & la famllle...(* ))

3) Pour tout yeﬂd, le processus M{

martingale locale, dont le processus croissant associé Ay est égal &
/ <9, (aoX )y >ds .

]

t
<y,Xt—XO-/ boX_ ds > est une

4) Pour tout yeﬂd le processus suivant est une martingale locale :

Z¥ =exp [ <y, XXy - / boX_ ds > - — / <y, (20X))y > ds ]

DEMONSTRATION,- D'abord, (1) et (2) sont equlvalentes : en effet, (1)
signifie que le processus(H ) est une martingale lorsque feC ; on en
déduit aussitdét que (H ) est une martingale pour feC2 , par convergence
uniforme ; ensuite, par arrét aux temps de sortie de compacts contenant
X, on voit que (H ) est une martingale locale si feC , donc (1)—>(2).
Inversement, si (2) est satisfaite et si feg s le processus (H ) con-
sidéré sur un intervalle compact te[0,A] est une martingale locale bor-
née, donc une martingale ordinaire.

Pour voir que (2)=>(3), nous prenons d'abord pour f la fonction
f(x)= <y,x> , et il vient que M{ est une martingale locale. Ensuite,
nous prenons f(x)= <y,x>2, il vient que le processus

t t
< y,Xt>2 -2é <72 X ><y,boX >ds - é <y, (20X )y> ds
est une martingale 1ocale. Posons
W = <y,Xt>2 - 2/ <X ><y,boX _>ds

Tout revient & montrer que (My) - N{ est une martingale locale. Or

t t
(M) —N{ = 2é <y,boXS>[Mg-M{]ds - 2é ds/ <y,boX ><y,boX >du
S

t
+[/ <y,boX >ds ]2
0 S

t
2/ <y,boXs>[Mg-M¥]ds .
0 t t
Cette expression s'écrit aussi [/ MYdB_ - MYB, = / B dMW ( intégration
o 8 s t7t o 8 s

\ S . .
par parties) ou BS =/ <y,boXu>du s on a donc bien une martingale loca-
0 le.

(*) La présence de foX, ne sert qu'd obtenir des processus nuls pour t=0,
(*¥*) Dans toute la suite, les processus seront adaptés & la famille (g% ),

les notions de temps d'arrét, de martingale, seront relatives & cette
famille .
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Le fait que (3) <=> (4) est important. Nous en faisons un lemme.
LEMME 1.~ Soient (Mt) et (A ) deux processus continus(*) 3 valeurs
réelleg, On suppose que MO-AO—O, et que (At) est un processus crois-
gsant., Les deux assertions suivantes sont alors équivalentes :

1) (Mt) est une martingale locale, et (At) est le processus crois-
sant associé.

2) Pour tout AeR, le processus Z%= exp [ AMt - %A?At] est une martin-
gale locale.
DEMONSTRATION,—- Rappelons la formule du changement de variables dans
les intégrales stochastiques ( pour le cas continu seulement ). Soit
(Y ) un processus réel admettant une décomposition Yt_Nt+Bt , ol (N )
est une martingale locale continue, (B ) un processus continu dont les
trajectoires sont des fonctions a varlatlon bornée ; soit <Y, Y> le
processus croissant continu associé 4 la martingale locale (Nt) - i1
ne dépend en fait que de (Yt) - et soit f une fonction deux fois conti-
niiment dérivable sur % . Alors . %o

fo¥, = fFYo + é DfoY_ a¥  + 3 é DfoY  A<Y,Y>,

ol la premiére intégrale doit étre interprétée comme la somme de deux
intégrales : l'une ( ordinaire ) par rapport 2 dB_ , 1'autre ( intégra-
le stochastique d'Ito ) par rapport & dN .

Appliquons cela & Y, = M, - §A2A ’ f(x)—e , sous l'hypothése 1)
de 1'énoncé, il vient

1,2 t t A2
exp[AMt- A At] =1+ é exp Y AM_ + é exp Y (-5-) dh, +
1% 2 t
+ §é exp Y, A“da, =1+ é A exp Y dMg

et le dernier membre est une martingale locale ; (2) est donc établie,

Inversement, montrons que 2) => 1), En arrétant les processus aux
temps d'arrét T = inf {t s sup (|M |y Ay ) >n }, on voit que 1'on
peut se ramener au cas ou M et A sont des processus continus et bornés.
Mais alors le théoréme de Lebesgue permet de dériver indéfiniment sous
le signe |/ la relation

[zhap= Jz)ap ( s<t, HeF® )
H % H S = =8

(*) Ce lemme peut étre légdrement amélioré., Voir l'appendice. Bien
entendu, tout ceci s'applique & des espaces probabilisés autres que Q !
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Cela donne

JzM (M, - M) aP =/ 2
25 My % 4

A

s ( MS - M_ ) adP

S
/ zﬁ (-At+(Mt—AAt)2) dP = / Zg(—As+(MS-AAS)2) aP .

En faisant A=0 dans la premiére relation un trouve que (M ) est une mar-
tingale ; de méme la seconde montre que(Mt-At) est une martlngale.

Le lemme étant prouvé, achevons de démontrer le théoréme 1 . Le
seul point qui reste est l'implication (4) => (2). Supposons donc que
(Z{) soit une martingale locale pour tout yeﬂd. Le processus

v [ /t A
; =exp [ <, ! boX_ ds > + 3 é < , (acX))y >ds ]

admet des trajectoires & variation bornée. D'aprés la formule d'inté-
gration par parties pour les intégrales stochastiques, le processus
t t
vzl - [ Zav_=[ v_az¥
7% s s s ]
0 0
est une martingale locale. En calculant le premier membre, on voit
qu'il s'agit du processus

foX, = foX

t 0
lorsque f(x)= €Xp <y,x> . La propriété (2) est donc satisfaite lorsque

f est une combinaison linéaire d'exponentielles du type précédent. D'
autre part, comme il s'agit de martingales locales , l'ensemble des

fe02 satisfaisant & (2) est fermé pour la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact des dérivées d'ordre < 2 ( arreter les proces-
sus aux temps de sortie des compacts ). Toute fonction feC étant limite
en ce sens de combinaisons linéaires d'exponentielles, le théoreme est
établi.

t
~ [ LfoX_ ds
0 8

Pour finir , nous aboutissons donc & une forme modifiée du probléme
des martingales : c'est la forme sur laquelle travaillent STROOCK et
VARADHAN ,

PROBLEME , - Déterminer les lois P sur 0 telles que P{X =x}=1, et que,
pour tout yemd, le processus

Z{ = exp [ < y,X~X5> é < ¥,boX > ds - —/ <7, (20X )y> ds ]

soit une martingale locale.
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I1 faut bien noter que cette forme du probléme ne présente aucune
supériorité intrinséque sur les autres formes équivalentes ! En par-
ticulier, il nous arrivera d'avoir recours aux autres formes dans la
suite. Cependant

- la considération des martingales locales (Zﬁ) nous permettra
au paragraphe suivant d'obtenir des majorations indispensables,

- la derniére forme semble bien s'adapter & la construction de
diffusions avec des conditions aux limites ( travaux plus récents
de STROOCK-VARADHAN ),

Nous avons utilisé systématiquement les martingales locales dans
cet exposé, et nous continuerons & les utiliser ; STROOCK et VARADHAN
ne considérent que des martingales véritables. A ce sujet, voir la
remarque suivant le théoréme 4, au paragraphe suivant,
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§ 2 . UNE MAJORATION FONDAMENTALE

La majoration suivante, due & STROOCK-VARADHAN, jouera un grand rdle
dans la suite : '

THEOREME 2,- Soit (Mt) une martineale continue & valeurs réelles,
et _soit (At) le processus croissant associé. On suppose gue M,=0,
et que la variable aléatoire Aa) est majorée par une constante k .

On _a alors pour tout c>0

2
-c
P{oup M| zc)z2e /2K
t>0 - -
+ A A2 A
DEMONSTRATION, Posons M' = sup M, , et Z, = exp [AMt— E—At] ; (Zt)

>0
est une martingale locale, continue, positive, donc aussi une surmar-
tingale positive, et nous avons E[Zé]gE[Zé] = 1 pour tout t. Donc, 4!

aprés 1l'inégalité de Doob , 22
+ A A2 B[Z]] —Actzk
P{M Ecl < Pl sup 7z > exp ()\C- _—k) ! < = 2 = e
= = t = 2 = A
t exp(Ac—-Ek)

Le dernier membre atteint sa valeur minimum pour A= E et il vient

2
-c
P M+§ cl<e /2k

On applique le méme résultat & -M, et on obtient 1'inégalité de 1!
énoncé,

REMARQUE.- Si (M ) est une martingale locale continue & valeurs dans
md, avec My=0, et si tous les processus croissants (A ) associés aux
composantes (M ) satisfont & A < k p.s., on a

2
-c” /2ka?
P{sup M| zc < %;1P{ sup IM%I > g } < 2de .

Le théoréme 2 nous donne la majoration suivante pour 1'espérance
de exp [ s%p lMtl

THEOREME 3.- Conservons les notations du théoréme 2, et posons de plus
M = s%p IMtl . On a ( sous les mémes hypothéses )

* ¥ 2
a) B[ ¥ ] < 5ek ( donc aussi B[ e W ] < 5 ¥ pour tout u )
) [, | eMaP <20 si o> 4k .
{M">c} -

00
DEMONSTRATION,~ Nous partoms de la formule bien connue E[f]=/ P{f>u}du,
0
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vraie pour toute variable aléatoire positive f, et nous 1l'appliquons a
*
M
=e

*
[Mar <1+ / P{e > et} d(e") = 1+ (f)ooP{M*>u§eu

< 1+ 2[ e /2 %ely < 1+ 2)77E /2

m ~
( majoration obtenue en remplagant / par ja) ) . On vérlfie aussitot
que |k ek 2 < e'1 2ek, d'ou la maggratlon par 1+4e < 5e . On peut
d'ailleurs se contenter de majorations plus grossiéres !

Nous avons de méme pour c>0

M*dP / P{e > e} d(e") = / {M*>u}e du

. €
M >c} c

2f e /2keudu

A

Si c>4k , ona u /2k > 2u, et cette intégrale est majorée par 2/ e Yau
= 2¢~C . Le théordme est établi.

Nous utilisons maintenant la majoration de STROOCK-VARADHAN pour
obtenir un résultat sur la continuité uniforme des trajectoires de M.

THEOREME 4 .- Supposons que (At) satisfasse & une condition de Lipschitz

la-All < £ [t-s |
Pour tout entier N>0, soit LN 1'ensemble des we possédant la propriété

suivante : pour tout entier m>N, tout entier p>1 , tout intervalle I de

longueur < 2”P contenu dans [0,m], 1l'oscillation al(w) de M, (w) sur I

est au plus 4}/ - -p , Alors P(Ly) = 1 .
21og2 mpy 2 AZ0ID N N0

DEMONSTRATION.- Soit d'abord I=[s,t] un intervalle . En remplagant
dans le théoreme 2 E& par g?s+u)At ’ Mu par M(s+u)A£' Ms , Au par

A(s+u)At g nous obtenons
61 >2c | < Pf sug |M -M | >c |} < 2 exp (-c /2z(t—s))
Nous appliquons cela au p-iéme découpage dyadique de (o,m] en m. 2P

intervalles de longueur 2 “P, si Ij est le j-iéme intervalle, nous
avons en prenant c= |21og2 mp 4 2-P
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P 6 > 2c < 2,27MP
et par conséquent

P{ sup 8 > 2¢ } < 2moP~MP
J J B

La probabilité pour qu'il existe un m>N et p>1 telsque pour la subdi-

vision correspondante on ait sup ﬁ:>-20 est donc au plus
J J

T T 2meP™ T 4m.2'™

m>N p>1 m>N
qui est arbitrairement petit si N est grand. Il ne reste plus qu'a
remarquer qu'un intervalle I de longueur < 2"P contenu dans [0,m]
empiéte sur deux intervalles Ij'Ij+1 au plus ; si 6I>-4c , on a donc

6+ > 2¢c ou & > 2¢c .
I, °Ij+1

REMARQUE,.~- Revenons & 1l'énoncé du probléme des martingales : nous nous
intéresserons principalement dans la suite au cas ol les coefficients
all et bl sont bornés. Dans ce cas, si les processus (ZX) sont des
martingales locales, le théoréme 2 et la remarque qui le suit nous

t
montrent que le processus Mt = Xt - XO -/ boXS ds satisfait & une iné-
galité de la forme 0

Pisup M| =zc}g
O<r - -

I1 en résulte (th.3) que eAlMtl eL1 pour tout AeB, et on a le méme
résultat pour Xt , puisque b est borné. Il en résulte alors & nouveau
que les processus (Z%) sont non seulement des martingales locales, mais

N e-BcZ/t

de vraies martingales.,

APPENDICE{ . UN COMPLEMENT AU LEMME 1

Revenons aux hypothéses du lemme 1 : nous avons supposé que (Mt)
et (At) étaient deux procgssus continus, le second croissant, tels
que Z% = exp [ AMt - %& At] soit une martingale locale pour tout

AeR . Ici nous allons supposer seulement la continuité & droite de

(Mt)' et en déduire que (Mt) est continue . Cela revient & affaiblir
les hypothéses du lemme {1 ; cela montre aussi que l'existence des
martingales locales (Z%) est vn trait propre au cas continu,
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Supposons d'abord que le processus croissant (At) satisfasse a
une condition de Lipschitz comme plus haut. La démonstration du théo-
réme 2 n'a utilisé ni la continuité de M, ni méme celle de A, mais
seulement l'hypothése suivant laquelle les (Zé) sont des martingales
locales., La majoration de STROOCK-VARADHAN reste donc valable ici. Le
théoréme 4 repose uniquement sur cette majoration, et montre que M est
continue.

Ensuite, supposons que le processus croissant continu (At) satis~
fasse aux conditions suivantes : les trajectoires A, (w) sont p.s.

strictement croissantes, et A = 00 p.S.. Introduisons alors le

changement de temps (Lt) associé a (A ) , et posons N=M , B=t;

T
comme (B ) satisfait & une condition de Lipschitz, et lest processus
(Z ) sont des martingales locales, (N ) est continue d'aprés ce qui

pregede, et en inversant le changement de temps on voit que (M ) est
continue.,

Passons enfin au cas général : nous adjoignons & l'espace Q un
mouvement brownien (W ) independant du processus (M ) , tel que Wy=0.

Nous posons Nt = Mt+eW ’ Bt_ At+e t . On vérifie alors aussitdt que

le processus exp [ ANt + %Ath] , produit de deux martingales locales
indépendentes dont l'une est continue, est une martingale locale .
D'autre part G ) est strictement croissant et B = co. I1 en résulte
que (N ) est un processus continu ; en faisant tendre e vers 0, il
vient que (M ) est continu [ on peut d'ailleurs se passer d'employer
un € tendant vers 0, mais c'est peut €tre plus clair ainsi 1.

APPENDICE 2. UNE MAJORATION DES " RESOLVANTES"

Nous donnons dans cet appendice un résultat auxiliaire, qui ne
nous servira probablement pas dans la suite. Il repose sur la méthode
des changements de temps, qui permet de ramener les martingales conti-
nues réelles ( mais non & valeurs dans R ) & des mouvements browniens.

PROPOSITION .- Soit (M ) une martingale locale reelle( ) telle gue
My=0, dont le processus croissant associé (A ) satisfait 3

(1) |t-s| |A-Ag | < k|t-s| (1)

(*) La condition (1) entraine que (Mt) est une martingale de carré intégrable
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Introduisons la mesure By Suivante sur R :

o -

m(£) = B[ /e "tfoMt at ] ( £ borélienne positive)
0]

Alors p, admet une densité par rapport 4 la mesure de Lebesgue sur R,

au plus égale & k.exp(-|x||/2kX) / Vokn )

DEMONSTRATION,~ Rappelons que v -|x| Vo
oY 1 =\t —12/213 e IX| A
] —— e e dt = ——
0] Vént vg)\

est l'expression de la densité de la " mesure résolvante" Va du mou-
vement brownien issu de O, Introduisons le changement de temps Tt
associé 3 LV

Tt(w) =inf { s : As(w)>t }
et posons B, = MTt . D'aprés la condition (1), T.(w) est une fonction

continue et strictement croissante qui varie de 0 & +m 3 (Bt) est une
martingale locale continue associée au processus croissant AT = t, donc
c'est un mouvement brownien issu de O, Nous avons K

@ AT
py(£) = B[ é et foMy 4Ty ]

t
Or Tt > kt , th/dt < k ; cette intégrale est donc majorée par

B[/Pe ¥ e, Kkat] = kv, , (f)
0

t

d'ol 1'énoncé.
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DIFFUSIONS A COEFFICIENTS CONTINUS : RESULTATS D'EXISTENCE
d'aprés un exposé de C, DELLACHERIE

Dans toute la premiére partie de 1'exposé, nous nous limiterons au
cas ol les coefficients bi sont nuls ( nous rattraperons le cas géné-
ral par la suite ). Nous conserverons les notations de 1'exposé pré-
cédent, en y ajoutant la notation " des physiciens® <x|a|y> pour 1le
produit scalaire < x,a.y >, ol a est une matrice symétrique,

8 1 . POSITION DU PROBLEME , PRELIMINAIRES TOPOLOGIQUES

Nous désignons par S 1l'ensemble des matrices symétriques positives(*)
(d,4) sur R ; (Q,F°) désignant 1'ensemble des fonctions continues sur
R & valeurs dans Rd, x> a(x) une application de gl dans S ,conti-
nue et bornée, nous cherchons 3 prouver l'existence , pour Eout xeﬂd,
d'au moins une loi PeTT& y c'est 4 dire d'une loi P telle que

1) P{xo=x} = 1

2) Pour tout yeﬁd, le Processus réel <y,Xt> est une martingale lo-
cale dont le processus croissant associé est [ < ylaoXS|y> ds ( cf.
0

des formes équivalentes dans l'exposé 1 ),

Nous utiliserons pour cela une méthode de convergence étroite sur
Q : nous construirons des solutions de problémes voisins, qui conver-
geront vers une solution de notre probléme. Pour cela, il convient de
mettre des topologies sur Q et g(o) s c'est de cela qu'on va s'occuper
maintenant.

Nous munirons Q de la topologie de la convergence uniforme sur les
intervalles compacts de R+ . 3i pour tout t > 0 , nous désignons par Qt
l'ensemble des applications continues de [0,t]/, muni de la distance
de la convergence uniforme, il est bien connu que Qt est un espace
métrique séparable et complet . La topologie de Q peut &tre considérée
comme la limite projective des topologies des Q ( n entier ), et Q

(*) Les matrices de S peuvent &tre dégénérées : les conditions d'ellip~
ticité n'interviendront que dans l'exposé III ( unicité).
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est donc un espace polonais - il est d'ailleurs facile d'expliciter
une distance définissant la topologie de Q, pour laquelle Q est sépa-
rable et complet, On vérifie facilement que F° est la tribu borélienne
g(Q) . Nous avons le critére de compacité suivant dans Q , qui est
une forme du théoréme d'ASCOLI :

THEOREME 1.- Soit L une partie de © ; L est relativement compacte si

( et seulement si ), pour tout entier n

1) I1 existe un compact Kn de B@ tel que pour tout wel, la fonction
X (w) appligue [0,n] dans K .

2) Les applications X.(w), pour wel , sont équivontinues sur [0,n].

En fait, nous nous occuperons d'ensembles L tels que Xo(w)=x pour
tout wel ; dans ce cas, la condition 2) entraine 1) . D'autre part,
il suffit évidemment de vérifier 1'équicontinuité pour chaque compo-
sante X% de la trajectoire ( i=1,2...d ).

Nous munirons l'ensemble E(D) des lois de probabilité sur (0,20)
de la topologie de la convergence étroite ( topologie de la conver-

gence simple sur les fonctions continues et borndes sur Q ). Muni de
cette topologie, P(N) est un espace polonais ( en particulier, cette
topologie est métrisable),

Le théoréme suivant , appelé critére de PROKHOROV , caractérise
les parties relativement compactes de g(o) :

THEOREME 2.~ So0it M une partie de E(Q) s M est relativement compacte
8i ( et seulement si )

pour tout &>0, il existe un compact K. de O tel que pour tout
peM on ait p(Q \K,) <e .

Le résultat suivant résulte immédiatement du critére de PROKHOROV

THEOREME 3.,- Soit (Pn) une suite de lois de probabilité convergeant
étroitement vers une loi P, et soit (Fn) une suite uniformément bornée
de fonctions continues sur Q, convergeant uniformément sur tout com-

pact de Q vers une fonction ( continue ) F. Alors /FndP — [ FaP .
=00

Le théoréme 2 va tout de suite nous donner un résultat de compa-
cité étroite, qui sera la clef de la démonstration d'existence .
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THEOREME 4.~ Soit £ une constante >0, et soit H, 1l'ensemble des lois
de probabilité P sur Q possédant les propriétés suivantes :
1) P{X =} =1,

2) Le_processus (X ) sur (Q,F°,P) est une martingale de carré inté-

grable .
d
3) Pour tout yeR tel que |ly]=1, le processus croisgsant (A%) associé

4 la martingale réelle <y,X,> est lipschitzien de rapport £ :
| & - a7 | < 4] t-s |

Alors H, est étroitement compact dans E(Q).

DEMONSTRATION,- Nous avons construit au théoréme 4 de l'exposé I un
ensemble LN tel que P(LN)> 1-¢ pour N assez grand, quelle que soit la
loi PeH, 5 et tel que les applications xt L(w), ol w pargourt LN , soient
équicontinues sur tout compact de B+ « En prenant L = nLN.Pour N assez

grand, nous obtenons un compact qui porte & & prés toutes/lois PeH /.
La condition de PROKHOROV est donc satisfaite, H est donc relativement
compact, et il reste 34 vérifier que H est fermé.

Soit done (P) neN e suite d'elements de Hz qui converge vers Pel .
Le processus (X.) est une martingale pour chaque loi B, de carré in-
tégrable, lLa propriete de martingale peut s'énoncer en disant que pour
tout couple (s,t) avec s<t , toute fonction continue bornée F° - me-

surable ¢, on a / ¢ <, x> ap f ¢ < y,X> aP . Nous lalssons au

lecteur le soin d'effectuer le passage 3 la limite en n, en s'appu-~
yent sur le fait que E[exp ( |X,|)]est borné en n pour tout r ( ex~
posé I, th.3), ce qui permet de justifier tous les passages 4 la limi-
tes sur des polyndmes en les X, . I1 est clair que P{XO—X} =1,
Ensuite, supposons que ¢ soit F° - mesurable, continue, positive,

bornée par 1, Nous avons , en posant <y,Xt> = X{

Bro. (]-1)2) = ECp. (RP-AD)] = 4(t-0).
en passant & la 1imite en n, ce qui est légitime comme ci-dessus,
car Xy—Xy)2 esu un polyndme, il vient que E[(Xy-xy) |F°] < 2 (t=8).
D'autrejpart A —As est limite en probabilité ée sommes de la forme
)N E[(Xy 1-Xy )2|F° ] pour des subdivisions fines de [s,t] « I1 en
Tiv

résulte aussitot que le processus (Ay) associé & (Xy) est lipschitz-
ien de rapport 4.

(%) Voir par ex. Intégrales Stochastiques I, p.92 ( Lecture Notes vol.39).
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§ 2 . LE THEOREME D'EXISTENCE

Nous allons commencer par traiter le cas ol a est une matrice
constante, Voici d'abord un lemme :
LEMME 1,- Soit r une matrice (d,d), et soit (W ) un mouvement brownien
3 valeurs dans B issu de O, Posons Y -r(W ). Le processus Yt est
alors une martingale, et le processus croissant asgocié & la martingale

réelle <y,Y,> est égal d& <ylaly>t , ou a=rr .

DEMONSTRATION.- Immédiate, en s'appuyant sur le fait que le processus
croissant essocié & la martingale <y, W > est |y|2t .

LEMME 2.~ Il existe une application mesurable (a X)'—>-né de Sxm
dans P(Q) ( muni de la topologie étroite, et de la tribu borelienne
associée ) possédant les propriétés suivantes pour tout (a,x) :

2) Pour cette loi, le processus (Xt) est une martingale locale,
et le processus croigsant associé 4 la martingale réelle <y,Xt> est
égal 3 <ylaly>t .

DEMONSTRATION,~ Nous construisons T, x de la maniére suivante : nous

prenons le mouvement brownien du lemme 1, (W ), défini sur un espace
probabilisé fixe W ; nous désignons par r la racine carrée positive
de a ( 1l'application a~—>r est continue ), et par "a,x la loi image
de la loi du mouvement brownien par l'application de W dans Q

W o—> ( tr—> x+ r(wt(w)))
Cette loi satisfait évidemment 4 1 et 2, d'aprés le lemme 1. D'autre
part, si £ est une fonction continue sur Q de la forme f1oXt "'fk°xt ’
ou f1,..,fk sont continues bornées sur Rd, l'application 1 k
(a,x) > [ f(w)d"a,x(w) est évidemment continue ; cela suffit a

entrainer la mesurabilité de cette application pour f borélienne ;O, par

un argument de classes monotones [ on peut montrer en fait que 1!

application (a,x) > Tox est continue pour la topologie étroite, grace
14

aux résultats de compacité obtenus plus haut, mais cela ne nous sera
pas nécessaire J.

Le lemme suivant nous permet maintenant de construire des solutions
approchées de notre probléme .
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LEMME 3,- Soit (at) un _processus sur Q & valeurs dans S, adapté, uni-

formément borné, vérifiant les conditions sulvantes :
1) ( )_ mo.smﬂe/ ( )
agle)=2a OXO, ol a est une application/de E dans 3

2) Le processus est étagé : il existe un entier m tel que
at(w) = ak/m(w) pour tout ke¥ et tout tel % ’ Eﬁl L.

Alors gquel que soit xeR@ il existe une loi P sur Q satisfaisant aux
conditions suivantes : PiX =x}=1 ; pour tout yeﬁd, le processus <y,X,>
est une martlngale de carré intégrable, dont le processus croissant
associé vaut f <y|a |ly> ds .

DEMONSTRATION,~ On se raméne aussitot au cas ou m=1. Nous définissons
par récurrence des mesures P, sur (Q,gﬁ) de la maniére suivante

1) Pour n=1, P, est la restriction de W

1
2) Supposons Pn définie, et construisons d'abord une loi Q sur
(ox0, gﬁxgg) comme suit : si f(w,w') est positive mesurable sur cet

espace,
Blrl = [ B (aw)] 20,0007, (4),x (u)(20")

Soit W le sous-ensemble ( mesurable) de OxQ formé des (w,w') tels que
Xn(w)=Xo(w'), et soit ¢ l'application de W dans Q définie par
Xt(¢(m,w')) = X, (0) si ten

t n(w ) si tzn

On vérifie aussitdt que la loi Q est portée par W, et que ¢ est mesu-
rable lorsque Q est muni de Fn+1‘ Nous désignons alors par Pn+1 la loi
image ¢(Q) sur(Q, =n+1). I1 résulte aussitdt de cette construction que
si £ est £°—mesurab1e pesitive y on a pour la loi P,

O

En prenant par exemple f(w) = exp(\X (w) -Xo(m)l), O<t<1, cette relation
permet de montrer par récurrence que les Xt possédent les propriétés
d'intégrabilité désirables : en effet d'aprés le th.3 de 1'exposé 1 le
second membre de (1) est une variable aléatoire bornée.

Les lois P sur les tribus F° g'induisent bien, et il résulte alors
d'un argument simple de llmltes progectlves qu'il existe une loi P et
une seule sur (Q,F°) qui induit P sur chaque tribu F°. Nous laisserons
au lecteur la patiente justification de 1'énoncé.

(*#) Cela exprime simplement le fait que a, est gg-mesurable :
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Nous pouvons maintenant prouver le théoréme d'existence de STROOCK-
VARADHAN ( pour le cas ou les coefficients pt sont nuls ).

THEOREME 5.- Supposons que y+~3a(y) soit une application continue et
bornée de B@ dans S. Soit xeﬂd » 11 existe au moins une mesure P sur

! possédant les propriétés :

1) P{X0=xl=1

2) Pour tout yeR , le processus réel <y,Xt> est une martingale de
carré intégrable, dont le processus croissant associé est égal a

57
/ <y|a°Xs|y> ds .
0]

DEMONSTRATION,-~ Pour tout entier m, nous définissons un processus

adapté et étage en posant k
at = aoXk pour te[ =,
I1 est clair que a mverlfle les condltlons du lemme 3, Nous pouvons
donec lui associer une loi de probabilité P . Nous savons d'aprés le
théoréme 4 que les lois P forment un ensemble relativement compact
pour la topologie étroite ;mquitte 3 extraire une suite, nous pouvons
donc supposer que les lois P convergent étroitement vers une loi P.
D'aprés le théordme 4 toujours, nous savons que pour la loi P les
processus <y,Xt> sont des martingales de carré intégrable, et il reste

3

4 calculer leur processus croissant associé.

k+1 [

Tout revient & montrer que si s<t, et si ¢ est F°-mesurable , conti-
nue et bornée sur Q, la relatlon ( ou 1'on pose XJc <y,Xt > )

BL ¢, (x¥-2)21 = EL 4. / q'la ly>ds ]
passe 4 la limite pour nous donner

2 t
BLo, (F-x)%] = B[ $./ <y|aoX_|y> a5 ]
I1 n'y a aucun probléme pour le premier membre : les fonctions sous
le signe E[ ] sont continues, non bornées, mais le passage & la limite
étroite est néanmoins justifié par les majorations exponentielles de
1'exposé 1. Le passage 3 la limite au second membre est justifié par
le théoréme 3 : les " sommes de Riemann" / <y|a |y> ds sont en effet

des fonctlons continues de w, qui convergent uniformément vers 1l'inté-
grale / <y|aoX |y> ds sur toute partie équicontinue de QO . Le théoréme

est donc établi,
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ESQUISSE D'UNE AUTRE METHODE

La méthode classique des équations intégrales stochastiques d'ITO
permet de construire ( tré§ facilement ) des solutions du probléme
lorsque les coeffcients aiJ satisfont & une condition de Lipschitz
globale sur R@. Or toute fonction, continue et bornée peut étre appro-
chée uniformément sur tout compact par des fonctions lipschitzien-
nes, Nous sommes doncnamenés 4 nous poser le probléme suivant :

Pour tout n, soit a une application borélien%e bornée de ﬂd dans
g $ supposons que pour tout n il existe une loi P , solution du problé-
me des martingales pour la fonction g et la valeur initiale x. Suppo-
sons aussi que les fonctions g convergent simplement vers une fonction
a, en restant bornées, et que les lois B convergent étroitement vers
une loi P, Peut on affirmer que P est une solution du probléme des
martingales pour la fonction a et la valeur initiale x ?

Soit feggo s pour tout n , le processus foX - EJ: f(alJD D foX ds

n
est une martingale ( pour la loi P )., Autrement dit, si s<t, et si ¢
est une fonction continue bornée F°—mesurable sur Q, on a

(1) ﬁ[ﬁ.(foxt-foxs)] - B b. 3 f(nlJD D f)oX ds ]

Comme les deux membres sont des fonctlons de t continues et bornées ,
on obtient une forme équiz?lentg & (1) en prenant lgs transformées
de Laplace. Désignons par v et K les mesures sur B définies par

< v,g > = B[¢. goX ], < pk,g > = E[¢ / -hu Xs+udu]

alors (1) est équivalente & (2) :
(2) <p.}\,f>-<vf>+<p)\,§z 3DDJf>

Nous sommes donc ramenés & examiner si la relation (2) passe & la li-
mite pour nous donner la relation analogue, ou les gij sont remplacés
par les aij, ol ﬁk’ ¥ sont remplacées par ”A’ v construites de méme
a partlr de P, Or on verlfle augsitot que j, converge étroitement vers
Koo ¥ vers v s comme feC , le seul terme qui fasse difficulté est le
dernier., Comme les fonctlons D Dji sont continues a suppgrt compact,
on peut affirmer que < “A ) 21: 51Jp, iD4f > = < “A’2I:a Jp,D.f >
( et donc répondre affirmativement au probléme posé cl-dessusg dans
chacun des deux cas gg%vants :

1) Les fonctions alJd sont continues, et convergent uniformément
vers ald sur tout compact - on retrouve ainsi le théoréme 5.

b
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n h
2) Les mesures B sont absolument continues par rapport a la mesure

de Lebesgue, et leurs densités EA forment un ensemble borné dans Lfoc

pour un p>1 , Alors 1l'inégalité de H8lder permet de majorer

< ﬁA ,(gij-aiJ)DiD f > ; d'autre part, les ﬁk_convergent vers pu, dans
la topologie faible de Lioc y et < ﬁA = Hyr aljDiDjf > tend donec vers O,
Nous verrons plus tard un exemple de cette situation. Noter qu'i} n'est

. n. i
pas nécessaire dans ce cas que les alj convergent partout vers a j.

§ 3 . LE ROLE DES TERMES DU PREMIER ORDRE

Dans ce paragraphe ( qui suit de trés prés 1l'article de STROOCK-
VARADHAN ) nous supposons que la matrice a(x) est inversible pour tout
X j comme a est une fonction continue, la fonction 51 est continue et

bornée sur tout compact. Nous supposerons que le vecteur b des termes
du premier ordre est une fonction mesurable bornde.

THEOREME 6,- Soit P une loi sur Q, solution du probléme des martingales
bour la valeur intiale x, la matrice a(.), avec un vecteur des termes
du premier ordre égal & 0. Posons

M

]

t -
[ < boXsl a1oXs|dXs > ( intégrale stochastique matricielle,
0 calculée pour la loi P )

A

t =1
+ é <boX |2 oXSIboXS> ds

= 1
Z, = exp [ M, - A, ]

Il existe alors une loi Q sur 0, gui induit sur toute tribu E? (t<m )
la loi Zt.P(?)Cette loi est une solution du probléme des martingales
pour la valeur initiale X, la matrice a(.), le vecteur des termes du
premier ordre b(.).

DEMONSTRATION,~ Nous allons commencer par traiter le cas ol b est
nulle hors d'un compact. Dans ce cas la fonction vectorielle tb.51
est bornée ( % est la matrice ligne transposée de b ), et (Mt) est
une martingale réelle de carrd intégrable. Un calcul facile, mais
fatigant & taper & 1la machine, montre que (At) = (<M’M>t)’ le proces~
sus croissant associé 3 1l1la martingale (Mt) . Ce processus croissant
satisfaisant 4 une condition de Lipschitz, le théoréme 3 de 1'exposé
I entraine que (Zt) est une vraie martingale positive, d'espérance 1.

09 Produit de la. loi P par la fonckion zZ,.
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La mesure Zt.P sur g% est donc une loi de probabilité Qt s la pro-
priété de martingale montre que ces lois s'induisent bien, et un
argument simple de limites projectives entraine l'existence d'une

loi Q sur Q induisant Qt sur E% pour tout t.

Posons maintenant Nt <y,X > , de sorte que <N N>t =

f < ylaoX |y >ds , et posons Zi{= exp [ N, - §<N’N>t] . Un calcul
simple nous donne
t
<M,N>, = [ <y,boX > ds
t 0 s

Ecrivons alors que le processus exp[ (Mt+Nt)--%<M+N,M+N>t ] est une
martingale : il vient que le processus

Zye t.exp[-<M N> ] = Zt.exp[<y, -/ boX ds >

- —/ <y |aoX |y>ds ]

est une martingale pour la loi P, Cela signlfle que le processus

t t
(*) expl <y,Xt-é boX  ds > - % é <y|aoXs|y> dy ]

est une martingale pour la loi Q, autrement dit, Q est une solution
du probléme des martingales, avec b comme vecteur des termes du pre-
mier ordre. Cela, lorsque b est & support compact. Nous allons étendre
maintenant ce résultat au cas g6néral. g etde

Désignons par B la boule fermée delrayon n, par Tn le temps de
rencontre ge B par b la fonction b. I 3 nous construisons les
processus M_, t’ Zt comme ci-dessus, relatlvement aux fonctions b .

On vérifie d'abord que les processus Mt’ At s'induisent bien par

arrét a l'instant T 3 on peut donc définir des processus Mt’A
car T -> +00 avec n. Le processus (Z ) est une martingale locale >0
d'espérance <t ( lemme de Fatou ), donc une surmartingale >0. Nous
allons vérifier que c'est une vraie martingale, ce qui entralnera
comme ci-dessus l'existence d'une loi Q induisant Zt.P sur F? , A
partir de 18 le reste de la démonstration est immédiat : le processus
(*) arrété a T, est une martingale, donc (*) est une martingale locale,
et on conclut par les équivalences de 1l'exposé I.

I1 nous suffit de vérifier que les variables aléatoires Zt sont
uniformément intégrables. Or nous avons
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n n n S
/ Z, 4P = Qf sup |X | >n } < Qf sup |X -/ boX du| > n-gt}
{T <t} s<t s<t 0

ol B est une constante majorant |b|. Pour n assez grand, on a
n-gt > n/2 ; le processus X —/ boX du étant une martingale pour la

loi Q , dont le'"processus croissant"associé est lipschitzien, les
majorations de l'exposé 1 nous donnent pour le dernier événement une
probabilité ( pour la loi 6 ) au plus égale &

~(n=8t)2/2ka?

2de ( exposé 1, remarque suivant le th.2 ;

k= sup <|a(x)|y>)
xeB, |y =1

Le premier membre est donc petit dés que n est assez grand, et il

est a fortiori possible de choisir m assez grand pour que n>m entrai-

ne n
/ Z, 4P < ¢
[ <t} n
I1 nous suffit donc de montrer que les variables aléatoires ZtI{T >t}
n m
sont uniformément intégrables, ou encore mieux que les 2 £ AT le sont ,

m
Mais les processus croissants AsA T agsociés aux martingales M S A T
satisfont a une condition de Llpschltz, puisque b et a sont bornes
sur B . On a donc des majorations du type E[exp[AlMtAT []]gcAgDo in-
dépendamment de n , pour tout A>0 ; ZtAT appartient ™ donc & tout
A , avec une borne uniforme en n pour 18 norme || ”A‘ Le théoréme est
établi,
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DIFFUSIONS A COEFFICIENTS CONTINUS : RESULTATS D'UNICITE

d'aprés un exposé de M, Giorgio LETTA

Cet exposé contient le résultat essentiel d'unicité de STROOCK-
VARADHAN ., C'est un résultat de caractére global, donné sous une
condition d'ellipticité trés forte et extrémement peu maniable - il
se double d'ailleurs d'un résultat d'existence suivant la ligne de
la fin de 1l'exposé II, sous la méme condition, Nous " localiserons"
le résultat dans l'exposé IV,

§ 1 . QUELQUES LEMMES PRELIMINAIRES

RESULTATS ANALYTIQUES
Nous désignons par (B ) un mouvement brownien issu de O dans Rd,
par (VA) la résolvante correspondante :

A(x f) = B[ f e Atf(x+B )y dt ] ( £ borélienne > O )

par v, la mesure VA(O dy) de sorte que Vh(x f)= /f(x+y)vh(dy) Le
premier résultat dont nous aurons besoin est d'ordre purement analy-
tique :

LEMME 1.- Pour tout i et tout j, l'application fh4>DiDjVAfda g dans
gm

est continue pour la norme | Hp,1<p<no :

A(N,p) "f "P

A

(1) Io;D 7,21l

Nous ne démontrerons pas ce lemme ; si d§3, A=0, VAf est le poten-
tiel newtonien de f, et (1) est un résultat célébre sur les intégrales
singulidres ( inégalité de CALDERON-ZYGMUND ). Le cas A>0 est un résul-
tat sur les " potentiels besséliens® qui se raméne & la théorie des
intégrales singulidres : soit pt la mesure gaussienne

p, (f)= E[foB, ] ( £ borélienne pos1tive )

A
sa transformée de Fourier péh): / eiuxpt(dx) vaut e -|ul t/2 , et donc

la transformée de Fourier de v, vaut (M = |u| ) ', La transformée de
Fourier de D;D ka est donc égale au produit de f(u) par la fonction



- 263 -

2
2 1 2
A+%|u| lul Ju|l A+ 3|l

Or ces trois fonctions sont des " multiplicateurs de Q;Lp " pour tout
p>1. Pour les deux premiéres, c'est la théorie des intégrales singu-
liéres qui permet de 1l'affirmer ( opérateurs de Marcel RIESZ ), quant
a4 la troisiéme, on peut montrer qu'elle est transformée de Fourier 4!
une mesure bornée, Voir par ex, le lemme V,3,3 du merveilleux cours
fait 4 Orsay en 1966-67 par Elias STEIN, qui contient aussi toutes les
questions d'intégrales singuliédres -
Nous aurons besoin en fait d'en savoir un tout petit peu plus que
le lemme 1
LEMME 1'.- Si I est un intervalle compact de ]O,m [, on a sup A(A,p)<m .
Nous désignerons cette constante par AI(p). hel
STROOCK et VARADHAN, considérant des équations dont les coefficients
dépendent du temps, ont besoin de majorations analogues pour la résol-
vante du processus de la chaleur, dues i B.F,JONES, et plus délicates.
Nous aurons besoin aussi du lemme suivant

d
LEMME 2.~ 8i p> 5 et si q est l'exposant conjugué de p , la mesure
v, admet une densité appartenant 3 1% . Bn particulier, si feLP, on
a ( inégalité de HBlder )

v, (£ < | VA” "f” (nous poserons || v, [y = B(A,p) )
- 2
Le calcE& est facile : posons g, (x) = (2nt)d /2 e'IX| /2t ; on a
g (x)=t /2g1(t- 1/2 x) , donec HgtH = /2 /2q Hg1ﬂ I1 est alors

facile de montrer que |v,| <o si < 1= 2 , Dar intégration .
Vallg a

il

q
Comme pour le lemme 1, nous aurons besoin de smvoir que sup HvAH

< 0o , Nous désignerons cette constante par B (p) el

Dans ce qui suit, nous allons fixer p>d/2 ( et <+00 ), 81 p est une

mesure, nous poserons | p ” = sup |<p,f>| . Cette quantité est

finie si et seulement si p ”f“ <1
est absolument continue, et

admet une densité dans L%, et alors Hp”q est la norme-L? de la densité.

(*) Publications du Département de Mathématiques d'Orsay.
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UN LEMME SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES

Nous désignons par (Q,E,P) 1l'espace probabilisé ( non nécessaire-
ment canonique ) sur lequel est défini le mouvement brownien (B 1;),
adapté d& une famille de tribus (gt). On désigne par (ms) = (mga) un
processus sur Q) a4 valeurs dans l'espace des matrices réelles (d a,

prévisible ( il sera en général continu !), et on pose b —msms , de
sorte que bs est une matrice symétrique positive, On pose enfin cs =
b "'I .

8

Sous les conditions d'intégrabilité usuelles, que nous supposerons
satisfaites ( en pratique le processus (ms) sera borné ), on peut défi-
nir un processus (Zt) 3 valeurs dans B¢ par intégrales stochastiques :

. t .
i i 1j45d
Zy =I5+ Ij: ([) m_"dBy

(%
On définit la mesure positive bornée M) sur fRd par )

O .
<y s £>=E[ é e "Sfozs ds 1 ( f borélienme positive ).

LEMME 3.- Soit v la loi de %, , et soit fegg" ; on a
o _ e
< Pt > = < vNE >+ L8 cj> e~ M1 ¢}3(DyD,,£)0z ds ]
i,

DEMONSTRATION, -~ Prenons heg%o et appliquons la formule du changement

de variables dans les intégrales stochastiques H

hoZ, = hoZ +)‘_"/Dhoz dZ + E/DDhOZ leds
t 0] 2% 30
9
car d<Zl,Zj ! mlkm:'k d<B ,B >S , et ce dernier crochet vaut
k!
6" ds .

Multiplions par }\e“}‘t , intégrons de 0 & +m, prenons des espérances.,
La martingale du milieu disparait, et il reste
—
Mgt ) / D.D.hoZ_ bid as ]
30 13 s s

o0}
< hyo Ao > = Blnozg] + B0 [ e

t

@O N
<vwh>+3E[ /e T fbljDDhoZ ds ]
2 0 J,j s 17

Ecrivons d'autre part la définition de Byt

1 1 ® -\
< hy s Eg D,D;h > = B[ (/) e Tl D,D;hoZ  ds ]

Retranchons, il vient

(%) Le lecteur vérifiera que les lemmes 3 et 4 restent valables si 1'on
o o0 \
remplace E[S] FME[‘”)’ ou¢est 9570— mesurable, comprise entre O et
© [
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<y M =3t >=<vh>+d E[/ e olip, {Dshoz ds ]
i,
I1 ne reste plus qu'd prendre fegc , et 4 poser h=VAf. On obtient le

lemme en remarquant que Ah - %Ah =f,

Voici la suite du lemme 3 ; nous l'en avons séparée pour des
raisons de clarté.
LEMME 4.- Il existe un nombre e>0 (dépendant seulement de AI(p)) et
un nombre M<ow ( dépendant seulement de AI(p),BI(p)) tels que la rela-
tion

|C;Jl < € guels gue soient s,i,]

entraine || ™ Hq <M.

DEMONSTRATION,.~ Prenons 1l'identité précédente, avec fegg), Hprg 1,
et posons g= %[ D,D.V,f ; nous avons gl 5~%d2AI(p). D'autre
3 b P=

part, |< vV, £ > < BI(p) ( lemme 2) ; la relation |c;j| < € pour tout i, j,
s entraine donc
|< pyot>| < Br(p) + 5% 1(®) iyl

Le sup du premier membre en f est égal 3 || pﬂl . Nous aboutissons donc
4 la conclusion suivante : B (p)

si %d Ar(p) <1 ou bien ”PA"q

A

1- 'S'dZAI(P)

+@

1

ou bi |
en "“ALq

Le reste de la démonstration va étre consacré & éliminer la seconde
possibilité.

a) Lorsque le processus (m ) est constant ( coefficients m;j ne
dépendant ni de s ni de w ) la mesure p, est 1l'image de va par une
application linéaire fixe : s appartient donc 3 Lq ( lemme 2 ),

b) Supposons ensuite que le processus (m ) soit étagé : il existe
des nombres 0—a0<a1...<a =0 tels que sur chaque intervalle ]al,a

]
i+
m_ soit égal 4 une variable aléatoire F -mesurable, ne prenant qu'un

ngmbre fini de valeurs. Alors il est 1mmed1at que “A(Z) est majorée
par une somme finie de mesures “A(Zk) correspondant & des processus
constants, et donc que pA(Z)cL

¢) Revenons au cas d'un processus (m ) prévisivle ( borné par ex.,

cela suffira pour la suite ) satlsfalsﬂrt aux conditions Ile 613|< €.
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Choisissons un nombre e'>e, satisfaisant encore 3 la condition £ 2 d A (p)
< 1, et définissons l'application ¢ suivante de l'ensemble des matrlces
(d,d) dens lui méme
- 8i la matrice m~(mij) est telle que |b i3 }3|< e' pour tout (i,j),
odt les blJ sont les coefficients de b = mm¥*, alors ¢(m)=m ;
- dans le cas contraire, ¢(m) est la matrice identité.

Approchons maintenant le processus (m ) par des prucessus étagés (gs)’
au sens de la norme usuelle des intégrales stochastiques :

t ns <
pour tout t, B[ / |m§j - mgal2 ds ] - 0

En remplagant la suite par une suite extraite, nous pouvons réaliser
la convergence p.s. de m;j vers mij pour la mesure dP® ds . Comme on
Ib:;j - lj| <e<eg', les processus étagés ¢(m ) convergent aussi
Vers my PeSe, et il est facile de voir que la convergence en norme a
encore lieu, Par conséquent, quitte & changer les notations, nous pou-
vons supposer que les (m,) sont tels que |ﬁgj - 6ijI§ e' partout .

n
S3i nous construisons par intégrales stochastiques les processus (Zs)
. . n
comme plus haut, a partir de ZO et des m, , nOus aurons donc

n BI(P) n 2
Il pAH < —fr>——, ; les Z_ convergeant vers Z  dans L° , les mesures
1—§ d A (p)
“A convergent vaguement vers j, ; la norme I H étant une fonction

gemi-continue inférieurement pour la topologie vague, on a la méme
inégalité & la limite pour "“A“q . Pour finir, on fait tendre &' vers
€, et le lemme est établi,

8§ 2 . UN RESULTAT D'UNICITE

Nous reprenons maintenant les hypothéses et notations des exposés pré-
cédents.

THEOREME 1,- Il existe un nombre e>0 possédant la propriété suivante :
gi la fonction matricielle a gsatisfait & Iaij(y)-sijlge quels gque
soient i,J,y, le probléme des martingales correspondant & la matrice
a , au vecteur des termes du premier ordre égal 4 O, & la donnée ini-

)

tiale xeB% ( quelconque) , admet une golution au plus‘' ‘.

Nous verrons plus loin qu'il en admet effectivement une sous cette
hypothése, méme si les coefficients ne sont pas continus.
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DEMONSTRATION,- Nous choisirons € assez petit pour que la condition
du lemme 4 soit satisfaite, et en outre pour que la condition
Iaij—éijlge entraine que 3! existe, et que ses coefficients soient
bornés par une constante M, Nous noterons r(x) la racine carrée po-
sitive de a(x).

Désignons par P et P' deux solutions du probléme des martingales,
sous les conditions de 1'énoncé. Considérons un s>0, et une fonction
gg—mesurable bornée ¢50 . Suppogons que _nous ayons pu montrer que
pour toute f>0 borélienne sur R

B(foX . ¢ 1= E'[foX . ¢ ]

ol E et E' sont les espérances pour P et P' ; désignons cette valeur

-

commune par v(f) . Quitte & multiplier ¢ par une constante, nous pou-
vons supposer que V est une loi de probabilité, Introduisons les me-

sures (%)
du ] (Ael )

@ ~Au
py (£) = E[¢.é e foX

et de méme “i(f)' Nous allons montrer d'abord que y=pj .

Pour t>0, posons ( Q étant muni de la loi P )
i /t 1 3 (processus adapté a4 la famille
B, = r'ijoX ax
i =L s Pon (Fgpy) im0 )
Un calcul immédiat montre que < Bl,B3>t = taiJ, de sorte que (Bt) est
un mouvement brownien issu de O, 1ié 3 (Xt) par la relation

i i t iy j
X 4 = X5 + I; é rdoX o st+u

Le lemme 3 nous donne alors le résultat suivant, si feggJ

< ”A’f > =< v,VAf > 4+ < “A’Kxf > (%)

ol KA(f) = %Z (aij-éij)DiD.VAf . Ecrivons la méme relation pour
i,3 T
Uy » retran-—’¢ -chomns, il vient

< ”A—“X , f>=«< “h—”i ’ KAf >
prenons "f"p < 1 ; alors IKAf"p < % sd2AI(p) < 1 d'aprés le choix de €,
et le second membre est majoré par cf “A'“X" , avec c<i. Au premier
membre |, paagons au sup sur f, il vient [p,- pi”qg c|| “A—“i”q . Comme
nous savons klemme 4 ) que ces normes sont finies, nous en déduisons
qu'elles sont nulles, donc p,=pl .
Passons maintenant & la démonstrationd'unicité proprement dite.

(*)Noter que nous utilisons ici une généralisation facile des
lemmes 3% et 4, plut®t que ces lemmes eux-mémes.
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Partons avec s=0, ¢=1. Nous obtenons que si feC , Ael
® - © -
E[é e XufoXu du ] =E'[[/ e AufoXu du ] pour tout Ael
0

Comme I est un intervalle, 1l'unicité de la transformation de Laplace
entraine que E[foXt]=E'[foXt] pour presque tout t, donc pour tout t.
Prenons ensuite s>0 quelconque, ¢=f10Xs ( f1 positive bornée ),

En raisonnant de la méme maniére, il vient
E[f OX .foX ] = E‘[f1oX .foX 1 ( fegc, t>s )

On prend ensuite #-f oXy of,0X (t <8 ), il vient 1'égalité pour des
produits de trois fonct1$ns, etc.... le théoréme est démontré,

REMARQUES. —Il est possible d'éliminer la condition imposée & &, re-

lativement a l'existence de a1

. Nous n'insisterons pas sur ce point.
I1 est plus intéressant de noter que si a est une fonction matri-
cielle mesurable satisfaisant & Iaij-éijl <¢&, et si e'>e, un procédé
d'approximation voisin de celui du lemme 4 permet de construire une
suite & de fonctions matricielles continues, telles que Igij—éijlgs',
convergeant presque partout vers a. Comme le théoréme d'existence a
été prouvé dans le cas ol les coefficients sont continus ( exposé II),
les remarques de la fin du § 2, exposé II permettent de conclure (vu
les majorations des p, dans L2 ) que le probléme des martingales
admet effectivement une solution lorsque a satisfait i 1'énoncé, avec
le choix de & indiqué au début de la démonstration. Il s'agit 14 d'un
curieux résultat d'existence et d'unicité, dont le sens nous échappe.

EXTENSION AUX AUTRES DIFFUSIONS A COEFFICIENTS CONSTANTS

Soit § 1l'ensemble des matrices symétriques, positives, non dégé-
nérées. Pour aeS , soit a_ la plus petite valeur propre de a. Pour
tout ¢>0, soit §c={ aeS : a_ >c }. Le théoréme 1 admet 1'extension
suivante :

THEOREME 1'.- Pour tout ¢>0, il existe un nombre e>0 possédant la pro-

priété suivante : si la matrice h appartient & S c? et si la fonction
matricielle a satisfait 3 Iala(y)-h13|< e quels que soient i,j,y, le

probléme des martingales correspondant 8 la matrice a, au vecteur des
termes du premier ordre égal & O, 3 la donnée initiale XeR , admet au

plus une solution.
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DéMONSTRATION.- Soit hegc , €t soit r sa racine carrée positive.
Nous définissons une nouvelle diffusion a coefficients constants,
solution du probléme des martingales pour la valeur initiale x et
la matrice h, en posant

*
Xt =X + r(wt) ( exposé II )

La résolvante correspondante est
0 _\t =1
UA(x,f) =E[ [ e f(x+r(W£))dt = Vh( r x, for )
0

Nous allons étendre i cette diffusion les lemmes 1,1',2, avec des
quantitds AYA,p),B(A,D), A:'[(p),Bi(p) qui ne dépendront que de ¢
( et de la dimension de l'espace )., La démonstration du théoréme 1
s'étendra alors sans modification, et on obtiendra un nombre & qui
vaudra pour toutes les matrices heS .
L'extens1on du lemme 2 est ev1dente. En effet, on a [[for}

(|det _ﬂ)1 Pliell. 5 donc si AeI et |If]| <1 on al (|f|) |det rr4/pBI(p)

Enfin, on aldetprl > d 2, done B} (p) < pB (P

A

Pour étendre le lemme 1, posons g=f,or, s=r1. Nous avons

D;DU, (x,£) = "D DV
A (%, 1) E 818500 V) ( s%, &)

La norme du premier membre dans 1P vaut donc au plus
=11 =11
I 16262 o0 Vyally ldet 51"/ < TIs% [aet 5'1'/Par,0) el

=) |s IA(A p)Hfﬂ . D'autre part nous avons une majoration de
la forme |svl < a ¢ '/, oli a est une constante, d'ou enfin

At(p) < ad A (p)/c

et le théoréme en resulte.

Comme dans l'exposé II, nous désignons par (W%) un mouvement brownien
issu de O.
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DIFFUSIONS A COEFFICIENTS CONTINUS RﬁSULTAT FINAL
d'aprés un exposé de P.A, MEYER

Cet exposé contient le résultat principal de STROOCK-VARADHAN, mais
il ne faut pas s'y tromper : tout le vrai travail a été fait dans
les exposés antérieurs.

Dans tout 1l'exposé, nous supposons que la fonction matricielle a
est continue et bornde, et que 51(x) existe pour tout x ( bien entendu,
nous continuons aussi & supposer a symétrique }).

§ 1 . RESULTATS POUR LE CAS OU b=0

Nous allons donner pour commencer le théoréme fondamental d'unicité
( le théoréme d'existence correspondant a été établi dans 1l'exposé II).

THEOREME 1.~ Quel que soit xemd, le probléme des martingales pour les
données (x,a,0) admet ( une et ) une seule solution.

DEMONSTRATION,- Nous allons commencer par traiter le cas ou la fonc-
tion ( uniformément bornée ) a est en outre uniformément continue sur
Rd, et uniformément elliptigue : il existe un nombre c>0 wnorant
toutes les valeurs propres de toutes les matrices a(x). Choisissons
alors un nombre r>0 tel que la relation |x-y|<r entraine lalJ(x)-alJQM

< e/2, oi ¢ est le nombre construit dans 1texposé III, théoréme 1°',

Construisons maintenant le temps d'arrét :

T(w) = inf { 20 : lX (w)—Xo(w)|>r At
On peut montrer que c'est en fait un temps d'arrét de la famille (F ),
non rendue continue 3 droite, et sans complétion - ce dernier p01nt, en
vertu de la continuité des traiectoires. Nous définissons par récur-
rence les itérés de T :

To=T,  T,=T, g+ Tl

I1 est alors trds intuitif que pour chaque n la tribu E% est engen-

drée par les tribus Ef et 051 (g%). La démonstration” de ce fait

n-1 n-1
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exige pourtant quelque esprit de finesse, et nous renverrons le
lecteur & : COURREGE et PRIOURET, Temps d'arrét d'une fonction alé-
atoire, Publications ISUP 1965,

Ceci étant admis, considérons deux solutions P et P' du probléme
des martinecales pour les données (x,a,0) ; nous allons montrer par
récurrence sur n que P et P' induisent la méme loi sur £° . Comme il
est clair que T —>00 ( partout ), nous en déduirons le ©° théoréme
1, dans le cas particulier considéré.

Commengons par le cas ou n=1. Soit h la matrice a(x) , et soit
a une fonction matricielle %ontlnue, egale a a(y) pour Iy-x|<r et
satisfaisant partout & la condition Ia J(y) -h jl < € - condition qui

entraine, rappelons le, que a*(y) est positive. La fonction a* satis-
fait aux conditions d'existence et d'unicité de 1l'exposé III, nous

pouvons donc lui associer des mesures P; sur Q, solutions uniques du
probléme des martingales pour les données (z,a¥,0),

Définissons maintenant une nouvelle mesure Qx sur Q de la maniére
suivante ; nous définissons d'abord une mesure p sur OxQ par la
formule :

J[f(w,0") pldw,dw') = [flu,o’ )P(dw)P* (m)(dw')
cette mesure est portée par le sous-ensemble mesurable J= {(w,w?)
XT(w)=XO(w')} 3 nous définissons maintenant une application ¢ de J

dans Q en posant : X (0) 8i t< T(w)
Xt(¢(w:“")) = R .
t_T(w)(w') si $>T(w)

et nous notons Q, la mesure image d(pn). C'est la seule mesure sur Q

satisfaisant & la propriété suivante : si AeFq , Bef°

Q (an 67 (8)) = / ( (B) P(dw)

On vérifie maintenant ( nous ne le ferons pas ) que Q est une solution
du probléme des martingales pour les données (x,a¥ O), du fait que aoXt

et a*oXt co'incident JuSqu a l'instant T. Mais alors c'est que Q -P
et donc P|£§ = Qx|£° PY IF% . Le méme raisonnement s appliquant a

?

Pt, P et P' ont bien méme restriction a FT

Passons & la récurrence., Posons T =3, et admettons que P et P!
aient la méme restriction 3 Fg o Soit D(m dw') une répartition condi-
tionnelle de P relativement 3 Fg 3 explicitement

MI1 s'agit toujours de matrices symétriques.
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- Pour tout w, D(w,.) est une loi de probabilité sur Q.

- Pour tout Aef° , D(.,A) est Fi-mesurable.

- Pour toute fonction positive £, E°-mesurable sur Q, D(.,f) est une
version de l'espérance conditionnelle EP[f|£§] .

L'existence de telles lois conditionnelles résulte des propriétés to-
pologiques de Q, espace polonais. On définit de méme les lois D'(.,.)
relatives & P'. Admettons provisoirement le résultat suivant, qui
fait 1'objet du lemme 1 ci—dessouse?\

Posons H(w,A) = D(m,Ué(w)(A)) pour AeF° ; alors pour P-presque tout w
1a mesure H(w,.) est une solution du probléme des martingales pour les
données (Xs(w), a, 0 ).

On & évidemment le méme résultat pour H'(w,.), relativement a P,
et P et P' coincident sur g% . D'aprés la premiére partie de la démons—~
tration, on a H(w,.)=H'(w,.) pour presque tout w, 3 condition de res-
treindre les mesures 3 la tribu FR . Autrement dit, on a P(AnO§1(B))=
P'(An051(B)) si AeFg , BeFd ; les ensembles de la forme AnOé’(B) engen-

drant F3 , P et P' coincident sur cette tribu, et la récurrence est
T n+
légitime, Le théoréme est établi sous les hypothéses de continuité et

d'ellipticité uniformes.

Passons au cas général., Soit BRlla boule de centre x et de rayon R,
ouverte, et soit TR Ye temps de rencontre de B . Soit a* une fonction
uniformément continue et uniformément elliptique, égale & a sur By »
et soit PZ la solution unigue du probléme des martingales correspondant
aux données (z,a*,0) . Soient P et P' deux solutions du probléme des

martingales pour les données (x,2,0). Alors un raisonnement identique
4 celui que nous avons fait au début de la démonstration montre que

-~ . *
P et P' induisent la méme loi sur ERf ( la méme loi que F_ ). On conclut
R
en faisant tendre R vers +00.

I1 nous reste & établir le lemme 1 ; en vue de la suite, nous 1
énoncerons pour b guelconque, meis en nous limitant pour simplifier
aux temps d'arrét bornés.

LEMME 1.- Soit P une solution du probléme des martingales pour les don-
nées (x,a,b), et soit S un temps d'arrét borné. Soit D(.,.) une répar-
tition conditionnelle de P par rapport & la tribu gs. Pour Ae£°, we,
soit H(w) =D(w,5é(A)). Alors pour P-presque tout w la mesure H(w,.)

est solution du probléme des martingales pour les données (Xs(w),a,b).

®Noter que S est borné.
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DEMONSTRATION,- Soit fegg), et soit L 1'opérateur différentiel
1 i i s34 : :
?I: a jDiDj +) b D;. Considérons la martingale continue

M, = foX, - foX

t

0
[+)
Soient u et v deux nombres tels que Ogu<v ; prenons Aegs, BeFu, et

est orthogonale & la tribu gs+u’ soit en remar-

» ot que Mg, =My, = (Mv‘Mu)OOS

0

écrivons que M +v‘MS+u

quant que ANGY(B) appartient & P

EP[IA'IBOOS'(MV—Mu)OOS] =0
ou encore, en utilisant la définition des répartitions conditionnelles

O= EP[IA((U) 'EH((.D, . ) [IB- (MV-M‘U.) ]]

A étant arbitraire dans g, et EH(w )[ ] étent Py-mesurable, cela
= ,. F
stécrit
E
H(w,.)[IB’(Mv‘Mu)] = 0 pour presque tout w

L'ensemble exceptionnel en w dépend de B,u,v ; mais nous pouvons trou-
ver un ensemble exceptionnel unique si nous donnons i u et v des valeurs
rationnelles, et si pour chaque u rationnel nous prenons B dans une
algébre de Boole dénombrable engendrant la tribu séparable E& . Nous
désignons par N cet ensemble négligeable, et il vient

pour w¢N , le processus (MS) est une martingale

pour la loi H{w,.) sur 0

s rationnel

Mais les trajectoires de M sont continues, et cela vaut donc pour s
réel. Finalement, on fait parcourir & f un ensemble dénombrable dense
dans gg), et le lemme en résulte.

CONSEQUENCES
Nous désignerons par Px 1'unique solution du probléme des martin-
gales pour les données (x,a,0). Si f est une fonction borélienne bornée
sur Ed, nous poserons
P (x,f) = E_[£foX.] , U, (x,£) = Ex[éooe—AtfoXtdt ]
Nous commengons par montrer que Pt("') est un noyau fellérien, puis
que les lois Px sont des lois de processus de Markov
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THEOREME 2.~ S1 feCo(R"), on a P,(.,£)eC,(8)) ; autrement ait, les P,
sont des noyaux fellériens . Ces noyaux forment un semi-groupe, et
pour chague x la mesure Px est la loi du processus de Markov issu de
x, admettant (Pt) comme semi-groupe de transition.

DEMONSTRATION.- Tout d'abord, il résulte des considérations de 1'exposé
II ( bien qu'en fait nous n'ayons pas fait varier x dans 1l'exposé II !)
que l'application x-e>Px est étroitement continue. Cela entraine ausg-
8it6t que si fego(ﬂd), on a Ptfegb(ﬂd). D'autre part, si f a son support
dans la boule de centre O et de rayon R, et est comprise entre O et 1,
on a pour |x| grand P, (x,f) < P X =Xl= |x]/2}. D'aprés la majora-
tion de STROOCK-VARADHAN ( exposé I ) cette quantité vaut au plus

Aexp(-lxlz/Bt) » OU A et B sont des constantes >0, Cela tend vers O
lorsque |x|=>00 . On passe 3 fego var convergence uniforme.

Pour établir le caractére markovien, nous appliquons le lemme 1
avec S=t ; d'aprés l'unicité il vient que H(w,dw')= X (w)(dw') pour
t

P ~presque tout w. Donc si AeF°
-1
Pxfgt (A)|E%} = H(w,A)= th(w)(A) P.S.
C'est la propriété de Markov, au sens de DYNKIN, I] est bien connu qu'

elle entraine la relation Pqu = Pu

+v

REMARQUE,-~ Les noyaux UA constituent donc la régsolvante du semi-groupe
(Pt)‘ Nous aurons besoin plus tard de savoir que les mesures Ux(x,dy)
sont absolument continues par rapport & la mesure de Lebesgue. A cet
effet, revenons & la démonstration du théoréme 1. Supposons d'abord

a uriformément continue et uniformément elliptique, et reprenons la
fonction a* , les noyaux P: , U{ étant relatifs 3 cette fonction. Nous

savons d'aprés 1l'exposé III que U; admet des densités dans L% ; il en

résulte aussitdt que si f>0 est négligeable au sens de Lebesgue, on a

E,[fT e-AtfoXtdt] =8* /T e-}‘tfoXt at ] < U;(.,f):D, puisque les me-
0 °* 0 =

sures P, et Pf coincident sur F9. La propriété de Markov forte permet

d'étendre cela aux intervalles [Tn’Tn+1]’ puis & [0,00[ par sommation.
On se débarrasse enfin de 1l'hypothése auxiliaire comme dans la démon-

stration du théoréme 1.
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LA PROPRIATE DE FELLER FORTE DES RASOLVANTES

STROOCK et VARADHAN prouvent un résultat meilleur que celui qui
figure ici : le semi-groupe (Pt) lui-méme est fortement fellérien .
Mais leur démonstration semble reposer de manidre essentielle sur
les majorations '" paraboliques" de JONES, omises ici. Nous nous in-
téresserons donc seulement aux résolvantes, et nous nous inspirerons
d'un exposé de COURREGE et PRIOURET ( Séminaire de théorie du Poten—
tiel, Paris, vol.8 (1963-64).

En fin de compte notre démonstration est beaucoup plus longue que
celle de S-V, pour un moins bon résultat. C'est ce qu'on appelle amé-
liorer un exposé !

LEMME 2.- Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1) Pour toute fonction bor¥lienne bornée f et tout A>0, U, est
continue dans EO ( 1la résolvante (UA) est fortement fellérienne ).

2) Pour tout ouvert relativement compact A, et toute fonction boré-
lienne bornée f, la mesure harmonigue

HK‘(x,f) = EI[ exp(-p.TAc).foXTAc] (=>0)
est une fonction de x continue dans A ( ouvert).

DEMONSTRATION,- 1)=> 2), Posons T=TAc » et soit 5)=S/A , ol S est une
variable aléatoire indépendante des processus, & loi exponentielle de
paramdtre 1 . Soit ¢(w) = exp(-pT(w) )foXp(w), et soit & la fonction
bornée E, [$]. Nous avons d'aprés la propriété de Markov forte

E.[¢°OSA] = N, (., 8) Faisons tendre A vers + o,

Le second membre est une fonction continue dans Rd, il nous suffit
donc de montrer que le premier membre tend vers Hﬁ(.,f): ¢ uniformé-
ment sur tout compact de A. Or TOgSA = T-3, sur {SA<T§. On a donc

si |[fl< 1 ¢ ‘

|ExLdo0s,-¢1] < Exf(exp(—p(T-SA»-exp(-pT))I{SA<T}]+PXET§SA]

Le dernier terme tend bien uniformément vers O sur les compacts de A,
d'aprés la majoration de STROOCK-VARADHAN ( exposé I ). Dans le terme
du milieu, la quantité intégrée est majorée 3 la fois par 1 et par

exp(pSA)-1 ¢ 11 wvaut donc au plus Ex[1 A(exp(pSA)—1)], qui tend vers
O lorsque A->o0, indépendamment de x.
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Ensuite, pour montrer que (2)=>(1), prenons xeﬂd, et prenons pour
A, la boule ouverte de rayon 1/n et de centre x . Notons T, le temps
de rencontre de Aﬁ . Comme les résolvantes sont absolument continues
par rapport & la mesure de Lebesgue, U,(x,{x})=0, et il en résulte que
Tn—>0 Px_p,s, Alors, d'aprés la continuité & droite des potentiels sur
les trajectoires ( ou simplement la propriété de Markov forte . )
ka = sgp HanAf g1 £>0 est bornée

Les fonctions au second membre sont continues au point x, donc le
premier membre est une fonction semi-continue inférieurement au point
x., Notons que x est arbitraire, prenons f comprise entre O et 1, appli-
quons ce résultat 3 f et 4 1-f, Comme U,f + U, (1=f) = 1/A, les deux
fonctions sont continues, et le lemme est établi,

Nous pouvons maintenant démontrer la propriété de FELLER forte :

THEOREME 3.- Sous les hypothéses de ce paragraphe, la résolvante (UA)
est fortement fellérienne.

DEMONSTRATION,- Nous remarguerons d'abord qu'il suffit de vérifier

que ka est continue pour f>0, borélienne bornée 3 support compact.
Cela entraine en effet que Uhf’ pour f borélienne bornée comprise
entre O et 1, est s.,c.i, ; en appliquant ce résultat & f et 1-f, il
vient que UAf est continue, D'autre part, d'aprés 1'équation résolvan-
te, 11 suffit de démontrer le résultat pour une valeur de A,

Nous nous placerons d'abord dans la situation de 1'exposé I1II,
théoréme 1' , avec Ael. Dans ce cas, nous savons que les mesures
UA(x,dy) ont des densités par rapport i la mesure de Lebesgue, qui
parcourent un ensemble borné dans 1 lorsque x varie, Un tel ensemble
est relativement compact pour la topologie faible o(Lq,Lp). Dt'autre
part, nous savons que l'application qui 3 x associe la mesure Uk(x,.)
est continue pour la topologie étroite. Elle est donc aussi continue
pour la topologie o(Lq,Lp). On conclut en remarquant qu'une fonction
borélienne bornée & support compact f appartient 3 I : donc la fonc-
tion x+4>/Uk(x,dy)f(y) est continue.d

Passons au cas général . Soit xeR", et soit h la matrice a(x), et
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g0it ¢ un nombre >0 minorant les valeurs propres de h, Nous lul asso-
cions un nombre e>0 satisfaisant aux conditions de 1l'exposé III, théo-
réme 1', Puis nous choisissons un nombre r>0 tel que |x-y|< 2r entrai-
ne IaiJ(y)- ijl <% , et une fonction a égale & a sur la boule

A={ y : |y-x|<r}, continue bornée, satisfaisant partout & cette condi-
tion, Soit T le temps de rencontre de A%, Nous avons vu dans la démons-
tration du théoréme { que les mesures P_ et P; sont égales sur F3 ,

si yeA. Donc H“(y,f)aH*H(y,f) est continue au p01nt x, d'aprés le

lemme 2 et la proprléte de Feller forte de (UA)' Si maintenant B est
un ouvert relativement compact quelconque contenant x, choisissons

r assez petit pour que ACB ; nous avons dans A, d'aprés la propriété

de Markov forte , HK(. ,Hgf )= Hg(.,f) ; cette derniére fonction est
donc continue au point x, et le lemme 2 permet de conclure.

REMARQUES,~ Voici quelques conséquences de la propriété de FELLER
forte, qui méritent d'étre signalées,

Tout d'abord, un théoréme de MOKOBODZKI affirme qu'une résolvante
( ou un semi-groupe ) fortement fellérien est " strictement fortement
fellérien" , Cela signifie, avec nos notations, que l'application qui
4 X associe la mesure UA(x,dy) est continue lorsqu'on munit 1l'espace
des mesures de la topologie de la norme ., Ce fait est trés intéressant
( mais nous n'aurons pas i l'utiliser dans la suite ).

Ensuite, nous avons vu que les mesures Ux(x,dy) sont absolument
continues par ravport i la mesure de Lebesgue sur Ed s elles admettent
donc des densités uk(x,v)eL L'application x> ux(x,y) est continue
pour la topologie faible c(L1 LGD) . L'ensemble des fonctions uA(x,.),
ol x parcourt un compact K, est donc faiblement compact ; d'aprés un
théoréme célébre de DUNFORD-PETTIS ( cf, DUNFORD-SCHWARTZ, vol.1, p.
294 ) ces fonctions sont uniformément intégrables : pour tout e>0 il
existe h>0 tel que pour tout ensemble ACZRd de mesure de Lebesgue
<h , et tout xeK , on ait Uk(x,A) <e.
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§ 2 . RESULTATS POUR LE CAS OU 140

Nous avons vu au § 3 de 1l'exposé II comment on constrult une
mesure P , solution du probléme des martingales pour les données
(x,a,b) : soit ? la solution du probléme des martincales pour les
données (x,a,0). Posons successivement

t -
M, = é < boXS| a1oXS | ax, > ( intégrale stochastique pour
t _1 la loi B )
A, = é < boX | &8 oX | boX  >ds
_ _ 1
Z, = exp L M, sh, ]

Alors le processus (Z ) est une vraie martingale positive, et pour
tout t Zt est une dens1te de Px|£° par rapport & la restriction
B IEe .

C'est 13 le principe de 1'extens1on des résultats du cas ou b=0
au cas général, I1 faut cependant prendre garde ( plus que ne font
STROOCK et VARADHAN ) au fait que la définition des intégrales stochas-
tiques dépend de la mesure de base.

U UNICITE DANS LE CAS b#0

Nous n'allons pas donner d'énoncé formel, mais prouver qu'il y
a unicité.

Soit P une mesure, solution du probléme des martingales pour les

données (x,a ,b). Le processus Yt = Xt -/ boXsds est alors une martin-
0
gale pour la loi P ( & valeurs dans B4 ), et le processus croissant

associé 3 <y,Yt> est f <y|aoX |y > ds . Désignons par M% la martin-
gale locale réelle

t
_ =1
My = é-< boX| a oX, | dYg > ( loi P )

dont le processus croissant associé est

t
Al = [ < DoX | a'ox_ | boX > ds

0
Le processus Z% = exp [M%- ?A%] est alors une martingale locale
( pour la loi P) ; on vérifie aussitdt que 2 = 1/Z ( formellement :

il s'agit d'intégrales stochastiogues qui sonf prises par rapport Y
des mesures différentes )
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On vérifie ensuite, comme dans l'exposé II, que le processus
suivant est une martingale locale ( pour la loi P ), quel que soit
a
yeR™

YA

t
t+ €XP L <X > - % é < y]aoXs|y > ds ]

Soit T le temps de rencontre du complémentaire de la boule {y<R}

Le processus ZtAm est une martingale uniformément intégrable,* posi-
tive, d'espérance 1, et il existe donc une loi unique I sur Q qui
induit sur chaque tribu Fg la loi ZtAT‘P . Pour cette loi n, 1le
rocessus
P 1 EAT
expl < y,X > - 3 é TlaoX |y> ds ]

est une martingale, quel que soit vemd I1 résulte alors du théoréme
d'unicité dans le cas b=0, et de la méthode de recollement deja utili-
sée dans la démonstration du théoréme 1, que les lois I et P induisent

la méme loi sur Fp » donec sur Fo
- St AT
Cela va nous suffire pour démontrer 1'unicité. Soient P et P' deux

lois, solutions du probléme des martingales pour les données (x,a,b).
Choisissons un méme processus continu (M ) » qui soit une version de
1'intégrale stochastique -/ < boX Ia oX | dY > pour les deux lois

P et P' : dans le cas ou nous sommes, l'existence d'un tel processus
est ev1dente, il suffit de construire 1'intégrale stochastique pour
la loi 2(P+P ). Construisons alors le processus Z1'; s le méme pour les
deux lois. Il vient que pour tout t et tout R

P B, P! =2 | po

Lt ape = ZaneP | Bpp = By | Efap
Comme Z%AT est strictement positive, P et P' induisent la méme loi
sur gtNT » d'ol 1l'unicité en faisant tendre R, puis t, vers 1l'infini.

CARACTERE MARKOVIEN ET PROPRIETE DE FELLER FORTE

Nous allons étendre ces propriétés au cas oi b#0, sans prendre la
reine d'en domner a nouveau des énoncés formels. Reprenant les nota-
tions du début du paragraphe, nous désignerons par P la mesure corres-
pondant aux données (x,a,0), par ﬁt’ﬁk’ le semi-groupe et la résolvante
associés ( le ° sera employé de la méme maniére pour 4'autres notati-
ons, sans explication spéciale ) ; Px sera la mesure correspondant aux
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données (x,a,0), et nous poserons pour f borélienne bornée
[+)
Pt(x’f)zEx[f°Xt]=Ex[f°Xt'Zt] R
_ ® At _ 8 rroo_=At
U}\(x,f)..Ex[é e foXtdt] = Ex[(f) e foX, Zy at] .
Nous allons commencer par traiter le cas ol la fonction matricielle

al est bornée .

Montrons d'abord gue pour chaque t, Pt est un noyau fellérien. Soit fe

¢ (R ), et montrons que P, f e Gy . Le fait que P.f tend vers 03 1l'in-
flni est une conséquence s1mple des majorations de STROOCK-VARADHAN
( si x est loin , P {X appartient au support de f} est petit ). Reste
a voir que P f est contlnue. I1 suffit de prouver que P (P f) tend
vers P f unlformement sur tout compact lorsque e->0, car cela entralne-
ra le meme résultat pour AUA(P f) ( »->00), et la résolvante (UA)
est fortement fellérienne.

Or nous avons %SPtf = ﬁ.[foXt+8ZtoO€]. I1 nous suffit donc de
majorer séparément les fonctions

[*) o)
E‘[!foXt+e—foXt|Zt] et E.[|zt%%-zt|fox ]

t+e
Supposons f<! .

Premiére fonction . Nous avons Zt < exp(M ) , et la martingale Mt
a un processus croissant associé borné unlformement par Kt ( ou K est
une constante , dépendant des bornes de b et a ) sur [0,t]. Done

M
%x[lf°xt+e_foxt|'zt] s ec’ﬁx[|f°xt+e_f°xtl]+ 2{Mt>c}e ’ dPx
D'aprés le théoréme 3 de 1l'exposé I, le dernier terme peut &étre rendu
trés petit ( indépendamment de x ) en choisissant c assez grand. Puis
on remarque que f est uniformément continue et bornée, et que l'on
connatt ( esposé I) des modules de continuité pour le processus (X ),

indépendants de x ( dépendant seulement des bormes de a ).

Seconde fonction. Nous majorons foX L4 P2T 1 . Nous avons d'aprés

1'exposé I , en décomposant M+098 - Mt en deux intéerales stochasti-

ques, 1'une de O 8 ¢, 1'autre de % 3 t+e
M, 00 M -A 098/2 -A /2

et f 5 e t e t > e

o ~L 7
dans LZ(PX), uniformément en x ( nous laissons les détails de c6té).
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Donc |ZtoOe-Zt| —> 0 dans L1(Px) uniformément en x, et la propriété
cherchée est établie.

Le lemme 1 s'appliquant au cas b#0, les Pt forment un semi-groupe
dont la résolvante est (UA)’ et les mesures Px sont les lois des pro-
cessus de Markov admettant (Pt) comme semi-groupe de transition ( cf,
théoréme 2 ).

Montrons maintenant ( toujours sous l'hypothése particuliére concer-
nant 51 ) que la résolvante (UA) est fortement fellérienne. I1 suffit

de montrer que pour tout ouvert relativement compact G et tout t fini,
la fonction

%
Ve =E [/ e Moy au] = 8 [/ e M£oX .2 du ]

-

ol f est borélienne bornée & suvport dans G, est continue dans G,
En effet cela entrainera que si f est borélienne bornde >O dans Rd

ka est s.c.i. dans ¢ s €t nous avons vu comment on en déduit que UA
est alors fortement fellérien,

Soit m la mesure induite sur G par la mesure de Lebesgue. Nous
noterons encors V(x,dy), pour xeG, ma mesure induite sur G par la
mesure V(x,dy) précédente, D'aprés le caractdre fellérien de (Pt)’
1'application x1—s V(x,dy) est continue de G dans M(G) muni de la
topologie vasue. Nous allons montrer qu'elle est continue pour la
topologie o(L1(m),La?m)), et il suffit pour cela de prouver la pro-
priété d'intégrabilité uniforme suivante :

Pour tout e>0, il existe h>0 tel que 1l'on ait V(x,A)ge pour

tout xeG, et tout Ac @ tel que m(A)<h .

Soit M= sup Mu $ nous avons Zu§ eM pour tout u, et par conséquent

uct
= * oo
V(x,A) < B i el / e~MT oy du]
= °x 0 A 2
[0}
< cUA(x,A) + % X{eM >c}

*
o
Nous choisissons c assez grand pour que Px{eM >c < Ae/2 pour tout

X - ce qui est possible d'aprés la majoration de STROOCK-VARADHAN

( exposé I ), Aprés quoi, nous choisissons h assez petit pour que
AcG , m(A)g h entraine UA(X,A) < e/2c pour tout xeG ( remarque sui-
vant le théoréme 3 ) . La propridté d'intégrabili+é uniforme est
établie, ainsi que la propriété de Feller forte, lorsque 51 est bernee.
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I1 nous reste a nous débarrasser de cette hypothése : la méthode
est toujours la méme ! Soit Bn la boule ouverte de gentre 0 et de
rayon n j soit Tn le temps d'entrée dans Bg 3 soit a une fonction
continue et bornée 3 valeurs dans l'ensemble des matrices symétriques

n.
positives, coincidant avec a sur Bn s telle Que la fonction a~!| soit
bornée. Introduisons les mesures Px' ﬁx correspondant aux données

n
(xy2,b) et (x,a,b)n; comme dans la démonstration du théoréme 1 on
vérifie que P et P induisent la méme loi sur FR . D'autre part la

m n
majoration de STROOCK~VARADHAN montre que ngn<t} tend vers O lorsque
n>® , uniformément en m et gn xeK ( K compact ). Il en résulte que
si f est borélienne bornée Ptf converge vers Ptf uniformément sur

m
tout compact, et on a le méme résultat pour UAf et UAf' I1 en résulte

d'abord que les noyaux Pt sont fellériens, puis 1l'extension du carac-
tére markovien, et la propriété de Feller forte des résolvantes.
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