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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1968/69

ENSEMBLES REGENERATIFS, d'aprés HOFFMANN-JPRGENSEN
exposé de P,A,MEYER

La notion d'ensemble régénératif est l'extension naturelle, pour
un ensemble de temps continu, de la notion de " recurrent event" in-
troduite par FELLER dans le cas discret. Si 1'on excepte le cas clas-
sique des renouvellements & temps continu, la premiére définition de
ces ensembles a été donnée par KINGMAN, mais la définition de KINGMAN
est appropriée aux chalnes de Markov & temps continu, et ne s'applique
pas aux ensembles régénératifs trop " minces", comme 1'ensemble des
zéros du mouvement brownien., KRYLOV et YUSHKEVICH ont introduit les
ensembles régénératifs ( sous le nom d'ensembles aléatoires marko-
viens ) dans un article extrémement intéressant [4], mais en partant
malheureusement d'une définition axiomatique inutilisable en pratique.
Le principal résultat de HOFFMANN-JPRGENSEN consiste & montrer que la
définition naturelle des ensembles régénératifs est en réalité équiva-
lente a4 celle de KRYLOV et YUSHKEVICH,

L'article de HOFFMANN-JPRGENSEN doit paraitre prochainement [¢].
L'exposé qui suit n'en différe que par des détails de rédaction.

§ 1. FERMES ALEATOIRES ET ENSEMBLES REGENERATIFS

Nous appelons fermé droit dans la suite un sous-ensemble de R, ,
fermé pour la topologie droite . Par exemple, un intervalle I fermé
& gauche et ouvert & droite est un fermé droit ( si des x,el décrois-
sent, on a lim, x, e I ). En revanche, un intervalle fermé 3 droite
n'est pas nécessairement un fermé droit ! Il faut donc faire attention.
Soit (Q,;,P) un espace probabilisé, muni d'une famille croissante
(gt)tem+ de sous-tribus de F . On appelle ensemble aléatoire un proces-

sus M=(Mt)teﬂ+ , & valeurs dans l'ensemble {0,1}, progressivement mesu~
rable par rapport & la famille (gt). Pour tout we, nous désignerons
par M(w) l'ensemble | t : Mt(w)=1} ; si M(w) est un fermé ( resp. un
fermé droit) pour tout w, nous dirons que M est un fermé aléatoire
( resp. un fermé droit aléatoire). Par exemple, si (Xt) est un proces-
sus réel adapté & la famille (gt), a4 trajectoires continues ( resp. con-
tinues & droite) , l'ensemble des zéros de (Xt)’ clest & dire

Mt(w) =1 si Xt(w)=0, M, (0)=0 si Xt(w)#o ,
est un fermé ( resp. un fermé droit) aléatoire.



- 134 -

Nous ne considérerons dans la suite que des fermés ( ou fermés
droits ) aléatoires contenant le point O : OeM(w) p.s. Nous appel-
lerons intervalles contigus & un fermé droit MCE,  les composantes
connexes du complémentaire M® : ce sont des intervalles de la forme
[ Joul[ [ . Nous introduirons les notations fondamentales suivantes
( bien entendu, si M dépend de w, 8,,U;,V, en dépendent aussi )

=inf { s : s>t , seM } ( 400 si cet ensemble est vide )
U,= sup {82 8ct, seM |
Vi= 5¢-Uy

Si M est un fermé aléatoire, et si la loi P est compléte, la théorie
de la mesurabilité des temps d'entrée entraine aussitdt que S, est un
temps d'arrét, et que U, est F -mesurable.

Nous appellerons fonction en dents de scie , dans eet exposé, tou-
te fonction positive £ définie sur B,, continue & droite, et possédant
la propriété suivante : soit F l'ensemble fermé {f=0} ; alors dans tout
intervalle Ja,b[ contigu & F , f est affine de pente 1, nulle au point
a. Si O¢F, il y a un intervalle [0,b[ contigu & F ; dans ce cas, nous
imposons & f£ d'étre affine de pente 1 dans [0,b[, mais la valeur £(0O)
peut étre positive quelconque.

() £

Si M est un fermé droit contenant O, nous associons & M la fonction
en dents de scie At = t-Ut . L'ensemble { t: At=0 | est l'adhérence
de M. La connaissance de la fonction en dents de scie A, ne détermine
donc pas uniquement M : les fermés droits contenant O admettant cette
fonction sont compris entre M y, et 1'ensemble M que 1l'on obtient en
enlevant 3 M les extrémités gauches non isolées d'intervalles conti-
gus a M.

Dans toute la suite, nous travaillerons sur un espace canonigue
ainsi défini : Q sera l'ensemble de toutes les fonctions en dents de
scie. Si we), nous écrirons A, (w)=w(t). F° ( resp.F ) sera la tribu
engendrée par toutes les fonctlons A ( resp. les fonctlons A , s<t)
L'ensemble { t : A, (w)=0 | sera noté M(m), et nous définirons M(w)
comme ci-dessus. Nous appellerons fermé droit aléatoire canonique

get epsemble est Fermé d'aprés la definition des fonctions en dents
e scie
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(contenant 0) la donnée d'une loi de probabilité P sur (Q,EQ) telle
que AO=O PeS. . Cette définition est assez artificielle, mais elle
sera trés commode pour la suite. L'ensemble aléatoire que nous aurons
en vue sera M(w), plutdt que M(w).

Noter que 2 est muni d'un opérateur de translation naturel. Nous
utiliserons comme d'habitude la notation Ot pour la translation par t.
Soit M un fermé droit aléatoire contenant O, défini sur un espace
probabilisé quelconque (W,G,Q). Pour tout weW, considérons la fonction
en dents de scie ¢(w) associée au fermé droit M(w) ; on vérifie aussi-
t6t que ¢ est une application mesurable de W dans Q, et 1l'on peut donc
considérer la loi image ¢(Q)=P., On dit que (Q,EfP) est la forme canoni-
que du fermé droit aléatoire M, La mise sous forme canonique fait per-

dre une certaine information sur M, car la connaissance de ¢(w) ne
vermet pas de déterminer si les extrémités gauches d'intervalles conti-
gus & M(w) appartenaient & M(w) ou non.

Nous pouvons maintenant définir les ensembles régénératifs. Noter
que les tribus g% sont aussi engendrées par les variables aléatoires
Us’ sct.

DEFINITION.- Soit P une loi sur (0,F), telle que OeM(w) P-p.s.. On dit
que M(w) est régénératif (pour la loi P) si

pour tout temps d'arrét T de la famille (£%+) dont le graphe passe
p.S, dans M ( T(w)eM(w) pour presque tout w tel que T(w)<+m ) ; pour
tout AeFp, contenn dans {T<co |, tout BeF$, on a

P(ano7'(B)) = P(4)R(B)

Un fermé droit aléatoire M défini sur un espace guelcongue (W,G,Q)
est dit régénératif si sa forme canonique $(Q) est régénérative.

Voici deux exemples d'ensembles régénératifs. Nous en donnerons en
appendice un troisiéme, plus délicat.
a) Soit (Xt) un processus fortement markovien continu 3 droite 3
valeurs dans un espace d'états E, admettant un semi-groupe de tran-
-sition homogéne dans le temps (Pt)’ et issu d'un point xeE., Alors
l'ensemble M={t : Xt=xl est régénératif ( démonstration immédiate &
partir de la propriété de Markov forte).
b) Soit (Zt) un processus & accroissements indépendants et stationnaire
a4 valeurs réelles, défini sur un espace W, tel que Z0=O, et continu
4 droite. Soit M 1l'ensemble des " ladder points" pour le processus,
c'est 4 dire (t,w)eM <> Zs(w)§ Zt(w) pour tout s< t. Alors M, qui
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est évidemment fermé & droite, est régénératif ; cela résulte de la
propriété de Markov forte comme dans 1'exemple précédent,

§ 2 . DESCRIPTION QUALITATIVE SOMMAIRE

Dans ce qui suit, nous munissons Q d'une loi P pour laquelle M
est régénératif. Nous nous proposons dans ce paragraphe de distinguer,
parmi les divers types d'ensembles régénératifs, ceux dont la structure
est intéressante,

Nous désignerons par F la tribu obtenue en complétant F° par rap-
port & P, et par gt la tribu obtenue en adjoignant a gg toas les en-
sembles de mesure nulle, Tout temps d'arrét de la famille (£t+) est
égal p.s. & un temps d'arrét de la famille (g%+) s la propriété de
régénération s'étend donc immédiatement & ces temps d'arrét,

PROPOSITION 1.- Soient s> 0, Ae£s+ contenu dans la coupe de M par s,
et BeF. Alors P(Ano]'(B)) = P(A)R(B).
DEMONSTRATION.- On applique la propriété régénérative au temps d'ar-
rét T suivant, dont le graphe passe dans M : T=s sur A, +o sur AC, En
prenant s=0, on obtient le corollaire suivant :
*

COROLLATRE.- Si AeF,, , on a P(A)=0 ou P(A)=1.

PROPOSITION 2,- Ou bien O est p.s. un point isolé de 1l'ensemble M(w),
et alors M(w) est p.s, un ensemble discret, ou bien O est p.s., un point
d'accumulation de M(w), et M(w) est alors p.s. un ensemble parfait.

DEMONSTRATION,~ L'ensemble { w ¢ O est point isolé de M(w)} est

£0+ -mesurable, en vertu de la théorie de la mesurabilité des temps
d'entrée, Sa probabilité est donc O ou 1 d'aprés le corollaire pré-
cédent. Supposons que cette probabilité soit 1. Soit S1(w)= inf { t:
>0, teM(w) } ; S, est un temps d'arrét p.s. > O, son graphe passe
dans M, et en fait dans M car S1(w) est un point isolé i gauche de
M(w), La propriété de régénération s'applique donc a Sy, et entraine
que S1 est p.s. isolé, Posons ensuite Sz(w)= inf | t>S1(w) : teM(w)l,
de sorte que Sz=S1+S1OOS P.S. o La propriété de régénération entraine
que 32 est p.s. isolé, e% que S2=S1+V2, ou V2 est une variable aléa-

toire indépendante de Py 4+ de méme loi que S,. En itérant, on cons-
truit une suite de temps1d'arrét Sn’ qui constituent un processus de
renouvellement, Il est alors classique que Sn -> +00 3 M colncide

* Nobter que OeM.
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donc p.s. avec la réunion des graphes des Sn, et M est bien p.s.
discret.

Supposons ensuite que O soit p.s. un point d'accumulation de
M(w). L'ensemble des extrémités droites d'intervalles contigus &
M ( ensemble contenu dans M ) est réunion d'une suite de graphes de
temps d'arrét Rn (*). Soit H cet ensemble ; en appliquant aux Rn la
propriété de ¥génération, on voit que les points de H (p.s. ) sont
tous des points d'accumulation 3 droite de M. D'autre part, les points

de MMH par définition sont des points d'accumulation & gauche de M,
I1 en résulte que M(w) est p.s. un ensemble parfait,

PROPOSITION 3,- Soit Z(w)= inf {t>0, t¢M(w)}. Il existe une constante
qe[0,+00] telle que P{Z>t} = e 2% pour tout t. Si q=0, on a p.s. M(w)=
B, . Si O<g<oo, M(w) est p.s. la réunion d'une suite d'intervalles
fermés disjoints. Si g=, M(w) a p.s. un intérieur vide.

DEMONSTRATION,- Z est évidemment un temps d'arrét dont le graphe
prasse dans M, mais non dans M, et on ne peut pas lui appliquer
directement la propriété de régénération(**),

Tout d'abord, si P{2=0}>0, on a Z=0 p.s. ; cela correspond au cas
ol g=+mo . Supposons donc que Z>0 p.s. , et posons ¢(s)=P{Z>s} ; c'est
une fonction de s décroissante et continue & droite. Soit A={Z>s} ;

A est gs+—mesurable, et contenu dans la coupe de M par s . On peut
donc lui appliquer la proposition 1 en prenant B={Z>t}, et on en
déduit que p(s+t)=b(s)d(t), d'od $(t)=e"2F,

Le cas ol q=0 est trivial . Si g=+c0, on montre que l'intérieur ﬁ
de M est p.s., vide, de la maniére suivante, Tout d'abord, M est un
ensemble bien-mesurable par rapport 3 la famille (£t+) (*). D'aprés
le théoréme de section des ensembles bien-mesurables, il est équiva-
lent de montrer que R est P.s. vide, ou que tout temps d'arrét dont
le graphe passe dans f est P.Se égal & +@ . Or soit T un tel temps
d'arrét ; comme ﬁC:M s la propriété régénérative entraine que Zo®©
=0 p.s. sur {T<w }, ce qui est absurde si P{T<w }>0 .

Reste & traiter le cas ol O<g<m , Posons §,=0, T,=V,=2 . L'ingif'

1 valle

T

(%) Pour les démonstrations ( qui sont simples ) voir Invent.Méth.1,
1966, page 113.

(%) Lorsque O<q<oo, la propriété de régénération est fausse pour Z.



- 138 -

[S1,T1] est contenu dans M, et T, est le début d'un intervalle con-
tigu 4 M, Posons alors S,= inf {t>T1,teM}, T2=S2+ZoOS s V=200
La propriété de régénération s'applique a 82 , et entfaine que
1l'intervalle [SZ’T2] n'est p.s. pas réduit & 0, qu'il est contenu
dans M, que T2 est le début d'un intervalle contigu a4 M, que V2 est
une v,a, exponentielle de paramétre q, indépendante de ES 4o En ité-
rant ce procédé, on construit des variables aléatoires Sn1,Tn,Vn
telles que :

[Sn,Tn] est un intervalle fermé contenu dans M, non réduit a
0. Les longueurs des intervalles sn’Tn sont des variables aléatoires
Fn positives, indépendantes et de méme loi, exponentielle de paramétre

q.

Sy °

]Tn’sn+1[ est un intervalle ouvert non vide ne rencontrant pas
M. Les longueurs des intervalles }Tn’sn+1[ sont des variables aléa-
toires positives, indépendantes et de méme loi ( non exponentielle
en général ! ) , indépendantes des V.

I1 est classique que dans ces conditions Sn—>+a:p.s.. Cette

construction décrit donc entiérement M.

En résumé, nous obtenons la classification sommaire suivante des

coupes de M :

1) q=0
LU L g geeeee

0
toute la droite, cas trivial exclu par la suite.

2) gq=+w, 0 isolé

| | | | 1] [ocee
0

ckst le cas des processus de renouvellement & temps continu., La

structure de ce cas est bien connue, En particulier, il est clas-
sique que la fonction en dents de scie A (w) associée & M obéit &
un processus de Markov homogéne dans le %emps ( processus de 1l'age).
3) gq=+00, O non isolé

c'est de beaucoup le cas le plus intéressant, celui ol M est un par-
fait d'intérieur vide., I1 faut distinguer de plus entre les ensembles
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régénératifs dont les coupes sont p.s. des ensembles de mesure nulle
au sens de Lebesgue ( par ex. l'ensemble des zéros du mouvement
brownien), et les ensembles régénératifs & coupes non négligeables

( par ex. l'ensemble des visites d'une chaine de Markov & un état
instantané). Les ensembles étudiés par KINGMAN sont de ce dernier
type.

4) O<gq<+®
IIRRRRNN L1 HERRRN i

M est alors une réunion d'intervalles disjoints. La structure de
ce cas est simple ( voir la prop. 3), et nous ne nous y intéresse-
rons pas beaucoup.

Nous pouvons maintenant énoncer, d'une maniére un peu imprécise,
le résultat fondamental d'HOFFMANN-J@PRGENSEN : dans tous les cas, on
peut construire un semi-groupe de Markov (Pt) sur B, homogéne dans
le temps, tel gue le processus en dents de scie (At) soit ( pour la
loi P sur Q ) un processus de Markov admettant (Pt) comme semi-groupe

de transition . De plus, dans le cas intéressant ou q=+®, ce semi-
groupe est un " bon " semi-groupe de Markov sur R.

§ 2 . CALCULS DE PROBABILITES

Nous allons maintenant décrire la structure probabiliste des ensembles
régénératifs, Voici des notations fondamentales . Soit a>0, fini :

.

5%(w) est 1'extrémité droite du premier intervalle contigu & M(w)
dont la longueur est > a ( éventuellement +, si cet intervalle est
non borné, ou s'il n'en existe pas ).

U2(w) est 1'extrémité gauche du méme (+ws'il n'en existe pas)

V3 (w) = 5%(w)-U%(w) est la longueur du méme (O s'il n'en existe pas)

™ (w) = 1*(w)+a
Ces fonctions sont définies sur tout Q ( et non pas seulement sur 1!
ensemble des w tels que OeM(w)). Notons les propriétés immédiates
suivantes :

LEMME 1,- T% et S* sont des temps d'arrét de la famille (F,,). Les
fonctions T°(w),S°(w), V°(w) sont continues & droite sur ]JO,w[.
DEMONSTRATION,- Montrons par exemple la continuité a droite de ar—>
s%(w). I1 est clair que cette fonction est croissante., D'autre part,
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Sa(w) est par définition 1l'extrémité droite du premier intervalle
contigu dont la longueur dépasse a strictement, donc 52 (w)=52*% (w)
pour &>0 assez petit.

La petite proposition auxiliaire que voici servira 3 simplifier la
démonstration de la suivante :

PROPOSITION 4,- Ou bien M(w) est p.s. borné, ou bien il est p.s. non
borné,
DEMONSTRATION,.- Supposons que la probabilité pour que M(w) soit borné
soit >0, Nous avons alors pour t assez grand

P{St<ool =h <1
Construisons les temps d'arrét R1=St’ R2=St+st°gs , etc. On a d'aprés

la propriété régénérative P{Rh<n>l = h? , et il el résulte aussitdt
que M(w) est p.s. borné.

PROPOSITION 5,- I1 existe un nombre ce]O,+oo ] tel gue

T (w) < 00 p.s. pour tout a fini < ¢ ,

T®*(w) = +o p,s. pour tout a>c .

DEMONSTRATION,- Il n'y a rien & démontrer si M(w) est p.s. borné.
Supposons donc ( prop.4) que M(w) soit p.s. non borné, fixons t.
Nous avons

{T?=00} = {158, | n{TaDOSt=oo}

En effet, le premier membre est inclus dans le second. Inversement,

si Ta>St il n'y a aucun intervalle de longueur > a contenu dans M°

et situé a& gauche de St s si TaoOS =@ iln'y enapas non plus & droite

de St’ et i1 ne peut pas y en avoig 4 cheval sur St s donc =g ,
Appliquons maintenant la propriété de régénération. Le graphe de

S, passe dans M , on a {Ta>St}eES 4+ » donc

P{1%=00} = P{1%§,|P{1%=0 |

En faisant tendre t vers +mon voit que P{T®=00 }=0 ou 1, d'od l'exis-
tence de la coupure c. La continuité & droite au point c entraine que
P{T°=oo}=1. Bien entendu, comme le cas q=0 a été exclu, il y a effec-
tivement des intervalles contigus & M, et on a c>0.

UN NOYAU FONDAMENTAL

Le noyau suivant détermine la structure probabiliste de l'ensemble
régénératif M ., Il donne la loi de la longueur du premier intervalle
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contigu de longueur > a ,

DEFINITION,- H(a,B) =P{V®eB} pour tout borélien B de E,, si a>0 .
Si a=0, H(a,B)=I(0).

On a pour toute fonction ¢ bornée sur i+ H(a,$)=E[$oV®]. Comme
la fonction ar> V*(w) est croissante et continue & droite, H(.,¢)
est continue & droite sur R+\{0} si ¢ est continue 3 droite. Si q=00
il y a des intervalles contigus arbitrairement voisins de 0, et donc
de longueur arbitrairement petite, pour presque tout w , donc VZ(w)
-> 0 p.s, lorsque a->0, et H(.,$) est aussi continue 3 droite en O.

PROPOSITION 6,- Posons Us = s+U%005 , Vg =87%00_ ( extrémité gauche et
longueur du premier intervalle contigu de longueur > a placé & droite
de s ). Soient s,t deux nombres tels que s<t, K un &lément de £s+'
Alors

(1) P{ K, s<Uit , VieB} = P{K, s<US<t}.H(a,B) .

(On peut évidemment remplacer "5; " par " <t " dans les deux membres).

DEMONSTRATION,- Pour simplifier les notations, désignons par S ( au
lieu de Ss) le temps d'arrét inf{ u>s : ueM}. L'intervalle Js,S[ est
contenu dans M° s si U:>s, c'est que S-s<a, et alors U: est aussi
1l'extrémité gauche du premier intervalle contigu de longueur >a 3
droite de s, Ainsi, le premier membre s'écrit

P{ K, S-s<a , UaoOS§ t-S , V3.6.eB |
et le second membre

P{ K, S-s<a , UaoOS§ t-S }. H(a,B)

3

L'ensemble Kn{S—s§a} est Es+-mesurable y €t t-8 est gs+—mesurable. En
approchant cette fonction par des fonctions étagées, on se raméne 3

vérifier que pour tout ceR et tout HGES+

P{ H, Uaogsgc , vaooSeB} = P{H,U%o04cc|.H(a,B).

Tout d'abord, si c=+mw, cette formule est vraie : elle se déduit de
la propriété régénérative appliquée au temps d'arrét S. Par diffé-
rence, on est donc ramené 3 vérifier que

P{H, %05 , V¥00.eB} = P{H,U%0,>c}.H(a,B) .

Soit R= inf { t> S+c,teM } ., Soit L 1'événement { i1 n'y a aucun
intervalle contigu de longueur >a entre S et S+c }. Soit T le dernier
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point de M sur [0,R] ; 1l'événement {UaoOS>c! stécrit aussi LN{R-T<al},
et si cet événement est réalisé on a VaoOS= VaoOR. Notre formule
s'écrit donc

P([HnLn{R—Tgal]n{VaoQReB}) P(HnLn{R-T<a}).H(a,B)

Or 1'événement entre [ ] appartient a Fp » et cette formule n'est
rien d'autre que la propriété régénérati¢e appliquée a4 R

La proposition suivante est cruciale,

PROPOSITION 7.~ Pour tout t>0, toute fonction ¢ continue et bornée

sur B,, on a

(1) B[ $oVy | E ] =H( t-U;, , ¢ ) p.s.
DEMONSTRATION,- Il suffit de démontrer (1) avec 2% au lieu de Et .

D'abord, il faut remarquer la signification intuitive de cette
relation : 1l'intervalle ]Ut’vt[ est contigu & M , et c'est le premier
intervalle contigu situé a droite de Ut’ dont la longueur dépasse
t-Ut. La proposition exprime que la loi de la longueur Vt de cet in-
tervalle est donnée par le second membre, tout comme si l'on avait

Ut=0, t—Ut = constante,

La tribu E% est engendrée par les variables aléatoires Us y S <t .
Choisissons des points 0=t0§t1...<tk_1<tk=t 3 pour chaque j=1...k,

choisissons un intervalle ]aj,bj] , et désignons par K 1'événement
{ Ut1e ]a1,b1], cve 3 Utke]ak,bk] }

Comme Usgs, on ne restreint pas la généralité en supposant que bj_s_tj

pour tout j, ce que nous ferons par la suite.
La formule (1) équivaut & la relation

(2) [ oV, QP = / H(t-Uy,$)dP
K K
pour tout K du type précédent. Or on a trivialement
/ oV, 4P = / $(0) aP = / H(0,$) aP
KnlUt=t] Kn{Ut=t} Kn(Ut=t}

I1 suffit donc de démontrer (2) en remplagant K par Kn{Ut<t}. Grace a
un passage 3 la limite immédiat, on se raméne & traiter (2) avec K
remplacé par Kn{Utgt'}, avec t'<t - c'est & dire & un probléme de
méme forme que le premier, mais avec bk<t. Nous supposons donc bk<t .
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D'autre part, ]ak’bk] est la réunion des intervalles ]ak,bk] n
]tj_1,tj] . Nous pouvons donc aussi gupposer gue ]a,k,bk]c]tj_1,tj]
pour un j < k . La relation Utkg b, < tj entraine alors Utk= Utj ’

1
et K s'éerit

ORI o

] » 0 1; U, =U, e Ja,b]
j_1° 23=1725-17% TH Tty a,0] |

ou Ja,b] est 1l'intersection des ]ai’bi] pour i=j,...,k . Posons

t =u, t.=S

j-1 J

de sorte que u<s<t . Comme bk<t, on a b<t ; comme bkgtj y On a b<s .
Comme akitk-1’ on a agt._1=u . Désignons par L la partie de 1'événement
(3) jusqu'au ; , il est clair que Legﬁ , et on peut en fin de compte
mettre K sous la forme plus simple

(4) K=Ln{ U.e Ja,b]} avec LeF? , a<b<t

( noter que Ut§b = Ut§s’ donc Ut= US ). K étant mis sous cette forme,
nous allons calculer le premier membre de (2), Choisissons une subdi-
vision finie (rn) de l'intervalle J]a,b], de pas r< t-b , et écrivons

le premier membre de (2) sous la forme

(5) T/ oV, 4P
n
Ln{Ute]rn,rn+1]
t=
Comparons les ensembles G = {Ute]rn,rn+1]( y et G! = {Ur Tn ¢

n
]rn,rn+1] } ( notation de la prop. 6). On a GlcG : en effet, si
1'extrémité gauche du premier intervalle contigu de longueur > t—rn
apres r, se trouve entre r_et r , 11 n'existe aucun point de M(w)

n n+1

et t, mais il en existe entre r, et t, donc Ute]rn,r +1].

entre r
n

n+i
D'autre part, Gn\ Gﬁ est composé d'éléments w de Q tels que t¢ M(w)
( sinon on aurait U=t !) mais que [t,t+r] rencontre M(w) ( car 1!
intervalle contigu d'origine Ut a une longueur < t-r, ). La différence
entre (5) et
(6) T/ dov, aP

n LnG!
vaut donc au plus || ¢ [|. 1= P(G\G!)= "bllJP(E!(Gn\Gﬁ)) < |l .
P{t<St§ t+r}, qui est D arbitrairement petit si r est petit.
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Calculons maintenant (6). Sur G} , nous avons U, = Ui‘rn , et

t

t‘-rn . -n
Vt = Vr . Nous pouvons donc appliquer la proposition 6, et obtenir
n
pour (6) la valeur
(7) II; ] o, E(tTy8) aF
n

Mais alors le méme raisonnement que ci-dessus permet & nouveau de
remplacer G! par Gn , & trés peu prés. Donc le premier membre de (2)
différe trés peu, si r est assez petit, de

(8) T/ H(t-rn,¢) aPpP

n I"‘{Ute]rn’rnH;

Comme ¢ est continue, cette intégrale tend lorsque r->0 vers

/ H(t-Ut,¢) dP, et la proposition est établie,
Ln{Ute Ja,b]}

LE SEMI-GROUPE DE MARKOV

DEFINITIONS.- 1) Nous posons Ft(B) = P{AteBi pour tout borélien B
*

de B ", [ nous écrirons souvent F(t,B) au lieu de Ft(B) ]
2) Nous posons si O<x<c ( prop.5)

Pt(x,B) = P{ATx+t e B}
et si x>c, P (x,B)= Ig(x+t) , si x=0 P, (0,B)=P{A eB|=F, (B).
Nous verrons un peu plus tard que les Pt forment un semi-groupe de
Markov. Noter que si xe[0O,c[ , T* est fini p.s., donc les noyaux P,
sont markoviens, On vérifie aussitdt que Po(x,.)=ex.

Le lemme suivant exprime que les noyaux Pt sont " fellériens pour
la topologie droite de R+", dans le cas intéressant ou gq=+00 .

LEMME 2,- Soit f une fonction continue & droite et bornée sur R+.

1) P.f est continue & droite en tout point x#£0, et aussi en O si

Q=+ .
2) P (x,f) est une fonction continue & droite pour tout xeR

DEMONSTRATION,~ I1 suffit de traiter le cas ou xe[O,c[. Si =0, et

X, ¥+ X ,o0na 70 + ™, donc £47°0 } t47F et enfin A -> A

t+177n t47%°
X -~
Si x=0, en revanche, T D 3écroit vers le temps d'arrét Z de la prop.3,

(*) ﬁ?tez que A <c P.s., donc F_ est portée par [0,c[. De méme Pt(x,.) si
< c.



- 145 -

qui est égal & O si et seulement si q=+o0 . L'assertion 2) est
évidente.

Dans les calculs i venir, nous aurons besoin du lemme suivant,
qui est une extension immédiate de la propriété de régénération ( par
classes monotones),

LEMME 3,- Soit S un temps d'arrét de la famille (£T+)’ dont le graphe
est contenu dans M , et soit G une fonction positive sur (xQ), mesura-
ble par rapport & Fq xF°. Alors, si KeFg,

/ !G(w,OSw) P(dw) = [ P(dw')é G(w',w")P(dw") .

Kn {S<oo Kn{S<w }
x+t
PROPOSITION 8.- P, (x,B) = /[  F(t+x-w,B)H(x,dw) + Ig(x+t)H(x, Ix+t,00 ])
X

DEMONSTRATION}Z) Pt(x,B)=P{A x eB} = P{A - eB, t+Tx<le +
T+t T+t

+P{A _ B, t+T%>5% si xe[0,c[
T+t -

Dans 1'intervalle [U*,S*[, et en particulier dans [1%,5*[, la fonction
A.(w) est linéaire. Donc le premier terme au dernier membre vaut, com-
me A =X

T I (x+t) P{t+7% < 5%} = Ig(x+t)P{V >t+x |

ce qui correspond au second terme dans 1'énoncé. Pour le second terme
au dernier membre, nous décomposons suivant la valeur w de Vx, com~-
prise entre x et t+x puisque Sxé t+7% ; & la valeur w de VX correspond
la valeur t+x-w de t+TX-g%, Autrement dit, nous appliquons le lemme

3 avec S=57, K={S* < t+T7% } , et G(w',0")=I
x_ox W inX (1) -s%(ur) (0" €81,
en notant que t+I"=S"= t+x-V* egt Fo-mesurable. Il vient

X
{Sx§t+TX} IfAt+Tx eB}dP = {Sx§¢+Tx}P(dw)F(t+T (w)-S%(w),B )

v

PROPOSITION 9.- P{A,, eB |E,,S.} = P{a o1 =

t+n®BIE¢

= F(At+h-vt’B)I{Vt—At§h] + IB(At+h)I{Vt-At>h} .

(*) Nous supposons O<x<c . Le cas ou x>c est trivial, et le cas x=0 aussi.
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DEMONSTRATION,.- L'égalité des deux premiéres espérances résulte
aussitot du fait que S, - v, =0, est F,-mesurable.

Prenons JeF, et calculons , pour DeB(®,)

/ I{ eB} 4P + / I{

A A, . eB} aP
In{s,>t+hin{s eD} t+h IniS <t+njn{s,eD} t+h

Dans la premiére intégrale, nous remplagons At+h par At+h, St-t par
vt-At' et nous obtenons le second terme de l'expression de 1'énoncé.

Dans la seconde intégrale, nous appliquons le lemme 3, en y posant

5=8, , K= Jn{SteD [0,t+h]} , G(w',w") = IoA (w"), et nous
t+h—St(w')
obtenons le premier terme cherché.

Nous pouvons prouver maintenant le résultat fondamental de HOFFMANN
-JPRGENSEN : le caractére markovien homogéne dans le temps du processus
des Ages.

THEOREME 1.- 1) P{At+heB | gt} = Ph(At,B) P.S.

2) Les noyaux Pt forment un semi-groupe de Markov sur R+.

3) Si q=+®m , le semi-groupe (Pt) est fellérien pour la topologie
droite de R_.

DEMONSTRATION.- Nous démontrons d'abord 1) :

P{A; neB | By | = E[P{A ,€B | g‘__t,vt} | B, 1=

I+

E[ F(At+h-Vt,B)IWt_At§1}+ IB(At+h)IWt_At>hl | B, ]

d'aprés la proposition 9. Mais la prop. 7 nous donne la loi condition-
nelle de vt|£t : P{Vtedw | E, | = H(t-Ut, aw ) = H(At’ dw). En re-

portant cette valeur ici, nous obtenons
AL +h
P{A, .eB|E} = [Tt
t+h- " '=t " F(At+h-w,B)H(At,dw) +IB(At+h)H(At’ ]At+h,a>])

ctest & dire Ph(At’B) ( proposition 8).

Nous allons démontrer d'abord 2) et 3) dans le cas"intéressant” ou
=+o0, et indiquer ensuite les modifications & faire lorsque <o .
Soit f une fonction continue & droite et bornée sur R, ; si nous
écrivons que E[f°At+u+v|gt]=E[f°At+u+v|£t+u|Et 1, il vient que
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P = -
(1) vt = BBy T Fi(o)-pep.

Mais les deux membres sont des fonctions continues & droite sur R+
(lemme 2), et pour montrer qu'ils sont égaux partout, il nous suffit
de montrer que

pour tout intervalle [a,b[ (Oga<b<c ) il existe t tel que
Ft([a,b[)>0 .
( noter que tout est trivial sur [c,0[). Or comme b<c nous avons p.s.
Tb<+a), et le processus (As) prend p.s. des valeurs >b, Comme ses tra-
jectoires sont continues sauf aux instants de passage par 0, l'ensemble
des t rationnels tels que At(w)e[a,b[ est p.s. non vide. Mais alors il
existe un rationnel t tel que Ft([a,b[)>0 .

Si gq=+oo, le semi-groupe est fellérien pour la topologie droite
d'aprés le lemme 2, et 1l'énoncé est donc prouvé dans ce cas,

Pagsons au cas ol gq<m . Le seul point & démontrer est le fait que
les P, forment encore un semi-groupe, et (1) est encore valable, Or
nous avons dans ce cas une variante évidente du lemme 2 : si f est
bornée et continue i droite sauf en O, Pvf posséde la méme propriété.
Le raisonnement fait plus haut montre alors que Pu+vf=Pquf sauf peut-
étre en 0, et pour montrer que 1'égalité a lieu en O aussi il nous
suffit de trouver un t tel que Ft({O})>O. Mais ceci a lieu en fait
pour tout t, puisque les trajectoires du processus (At) ne quittent O
qu'aprés une durée exponentielle de paramétre q.

REMARQUES.- Tout processus de Markov (At) dont les trajectoires sont
continues & droite, et dont le semi-groupe de transition est fellérien
pour la topologie droite sur R+, est fortement markovien, Cela s'appli-
que au processus considéré ici, lorsque gq=w , et il résulte aisément de
la propriété de Markov forte que tout temps d'arrét T dont le graphe
passe p.s. dans M\M est p.s. infini . En conséquence, la propriété

de régénération s'exprime alors plus simplement, puisqu'elle vaut pour
tous les temps d'arrét dont le graphe passe dans M,

Cela n'est pas vrai si g<oo, mais il est facile dans ce cas de
construire un autre processus de Markov (A%), fortement markovien,
dont M est l'ensemble des zéros. Il suffit de poser

A%(w) = At(w) si At(w)=0 , A%(w) = 1+At(w) si At(m)#o

Nous n'insisterons pas sur cette construction.
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APPENDICE : RELATION AVEC LES SUBORDINATEURS

Nous allons d'abord montrer que " l'image d'un subordinateur
est un ensemble régénératif" .

Désignons par W l'ensemble de toutes les applications croissantes
et continues & droite t—> w(t) de B, dens B_, telles que w(0)=0, et
posons w(t):Zt(w). Pour tout t, soit GP la tribu engendrée par les
applications ZS y St . Définissons sur W un opérateur de translation
ﬁt par -

ZS(Otw) = Zs+t(w)-Zt(w) "
Nous munirons W d'une loi de probabilité Q pour laquelle le proces-

sus (Zt) est un subordinateur , i.e. un processus a accroissements
indépendants, positifs et stationnaires. Pour tout weW, considérons
l'ensemble

I(w) = { teR, : il existe seR_ tel que Zs(w)=t }

c'est & dire 1'image dans B _de la trajectoire w du subordinateur.
C'est un ensemble fermé droit, et on vérifie aussitdt que I(w)=I(w)
( les extrémités gauches non isolées d'intervalles contigus & I n'
appartiennent pas & I ). Nous allons montrer que I est régénératif.
Ensuite, nous " montrerons® pourguoi on obtient ( sans doute) ainsi
le modéle le plus général d'ensemble régénératif.

D'abord, il faut construire une famille croissante de tribus pour
laquelle I soit progressivement mesurable, A cet effet, nous adjoin-
drons d'abord aux g% tous les ensembles de mesure nulle de la tribu
complétée sur W , ce qui nous donne des tribus St . Nous introduisons
ensuite la fonction inverse de 7 :

Ay (w) = inf { r : 2 (W)>s }

Ay est un temps d'arrét fini de la famille (G ), et le processus (A )
est continu & droite. Il est classique aussi que la famille (G ) est
continue & droite., Posons H GA ; nous définissons ainsi une famil-
le de tribus sur W, croissante etScontinue & droite. On montre aisément

gque si R est un temps d'arrét de la famille (gs), Ap est un temps da
arrét de la famille (gs) ( on peut se borner au cas ou R est étagé,
puis au cas ol R ne prend que deux valeurs, t et +o0 ; c'est alors

(*) Nous excluons le cas trivial ou Zt(w)=0 P.s. pour tout t. On a alors

p.s. lim Z, (w) =+o0 . On peut donc ajouter la condition w(oo )=00 & la
t<> 00
définition de W,
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évident).

Montrons que I est progressivement mesurable par rapport & la
famille (gt). Nous avons 1'équivalence (sel(w))<=> (ZAs(w)=s) . I1
nous suffit donc de montrer que pour tout t, l'application (s,w)r—>

(w) est mesurable de B([O, t])xH dans B_ . Or cette application est
composée de

(s,w) > (A (w),w) de B([0,t])xd, dans B(R,)xH,
(u,w) > ZuAAt(w) de Q(R+)x Et dans §(R+)

et ces deux applications sont mesurables, par continuité & droite.
Reprenons maintenant les notations du début de 1l'exposé : o(w)
est la fonction en dents de scie associée & I(w), c'est un élément de
0, etc. Soit P la loi image de Q par ¢. Soit T un temps d'arrét de
la famille (F° ) dont le graphe passe dans M, et soient AeF9 , BeF°.

Posons T'—To¢ ’ A'-¢-1(A) ’ B'_¢_1(B)

T' est alors un temps d'arrét de la famille (gt), donc S=A_~ est un
temps d'arrét de la famille (G ) . Comme le graphe de T passe dans M,
celui de T' passe dans I, et on a donc Z —T'. On a AeF%+ , donc A'e
H CGS . Enfin, on a ¢~ 1(O'1B) = _-1(B ) On a par conséquent

P(an07'B) = Q(atad™'01"B) = Q(a'n T3'B')= Q(ar)a(B') = P(A)P(B)

d'aprés la propriété de Markov forte du processus (Zt)' Le caractére
régénératif de I est donc établi.,

PROBLEME.- Quelles sont dans ce cas les relations entre 1) la repré-
sentation de LEVY du processus (Zt), 2) Le semi-groupe (Pt) et le noyau
fondamental H introduits par HOFFMANN-J@RGENSEN , 3) Les caractéristi-
ques des ensembles régénératifs introduites par KRYLOV-YUSHKEVICH .

Voyons maintenant pourquoi l'on peut penser que tout ensemble
régénératif peut étre associé a4 un subordinateur de la maniére précé-
dente. Nous avons vu plus haut que tout ensemble régénératif peut étre
considéré comme 1'ensemble des zéros d'un " honnéte" processus de Mar-
kov (At)' S5i 1'on vérifie que ce processus est assez honnéte en effet
pour que l'on puisse lui appliquer la théorie des fonctionnelles
additives, il est possible de définir le temps local de {0}, fonc-
tionnelle additive (Lt) dont l'ensemble des points de croissance

coincide ( & peu prés ) avec l'ensemble des zéros de (At)' i.e., avec
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1'ensemble régénératif M ., Mais alors il est bien connu ( au moins
si O est un point régulier, i.e. si q=coet O est non isolé ) que
1'inverse du temps local est un subordinateur (Z ), et M apparait
alors comme 1l'image du subordinateur (Z )
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