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Exposé n° XVII, 1-9

Propriétés spectrales des valeurs propres intérieures
de transmission

Luc Robbiano*

1 Introduction

Nous présentons ici quelques résultats concernant les valeurs propres intérieures de transmission et
nous donnons, sous certaines hypothéses une asymptotique de la fonction de comptage de Weyl.

Rappelons le probléeme. Soit 2 un domaine & bord régulier de R™ . Soit n(x) une fonction
réguliére définie dans ). Cette fonction est appelée indice de réfraction. On dit que k # 0 est une
valeur propre intérieure de transmission s'il existe (w,v) # (0,0) tels que

Aw + k*n(z)w = 0 dans ,
Av + kv = 0 dans Q,

w = v sur 0f2,

d,w = d,v sur 01,

(1)

ot 0y, est la dérivée normale extérieure & 9. Nous considérons des fonctions n(x) a valeurs complexes.
En fait dans les modéles venant de la physique on a n(x) = nq(z) +inq(x)/k ol les n; sont & valeurs
réelles. La partie imaginaire est une fagon de modéliser des matériaux dissipatifs.

En posant u = w — v et ¥ = kv, on obtient le system équivalent suivant si k # 0,

(A +Kk*(1+m))u+mv =0 dans €,
(A + k?)v =0 dans Q, (2)
u = dyu = 0 sur 01,

ou pour simplifier les écritures on a remplacé ¥ par v et n par 1+ m.

Le probléme (1) est relié, quand k£ € R, & un probléme de scattering comme l'ont démon-
trés Colton, Kirsch et Péivdrinta [6], on trouve aussi le résultat dans le livre de Colton et
Kress [7, Theorem 8.9]. Le lien est le suivant, soit n(z) défini comme ci-dessus dans 2 et prolongé
par 1 dans R™\ Q. On suppose n(z) # 1 dans Q. Pour k € R, soit u la solution du probléme suivant

Au + k*n(x)u = 0 dans R,
u=u’ 4 u®, '
lim, 4 o0 7"("_1)/2(68&; —iku®) =0,

o . ) ) B ik|ol| ,\
ott u’est une solution de Au’+k?u’ = 0 dans R™, et on anoté r = |z|. On a u®(z) = Wuoo @)+

0 (W), ol on a noté = = x/|z|.

Si ui(x) = €% on d € S"7L, on note la fonction u., associée par u..(Z,d). Si on suppose
connexe et contenant 0, I'espace engendré par les uq (-, d) quand on fait varier d € S"~! est dense
dans L2(S"~1) si et seulement si (0,0) est la seule solution de (1). Rappelons qu’on peut interpréter
Uoo (T, d) comme le premier terme pertinent créé par par 'onde plane en présence d’une perturbation
n(x) dans Q. L’objet du scattering inverse est, a partir de la connaissance des fonctions un. (7, d)
de reconstruire n(z). Dans les algorithmes itératifs pour reconstruire n(x) la densité u..(Z,d) est
utilisée. Sur ce sujet le lecteur pourra consulter I'article de synthése de Cakoni et Haddar [5].

*I‘Jaboratoire de Mathématiques de Versailles, Université de Versailles St Quentin, CNRS UMR 8100, 45, Avenue
des Etats-Unis, 78035 Versailles, France. e-mail : luc.robbiano@uvsq.fr.
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Ce probléme a été trés étudié ces derniéres années par les spécialistes des problémes inverses et
plus récemment par les spécialistes de ’analyse spectrale des problémes elliptiques. La premiére
réaction devant les problémes (1) ou (2) est de se demander pourquoi les résultats ne sont pas des
conséquences directes des théories elliptiques usuelles. Il y a deux difficultés, la premiére est que le
probléme n’est pas auto-adjoint méme si n(x) est a valeurs réelles. Cela a pour conséquence que
I’existence des valeurs propres et des fonctions propres n’est pas assurée, qu’on ne peut pas utiliser la
formule du mini-max et de tous les outils liés au caractére auto-adjoint des problémes. La deuxiéme
difficulté, qui n’est pas non plus visible directement sur ’écriture des équations (1) ou (2) est que
la résolvante n’est pas compact. On verra plus loin que cette difficulté peut étre contournée mais il
reste que le probléme n’est pas elliptique au sens suivant, si on met des second membre & droite des
équations (1) ou (2) les solutions obtenues pour k? dans I’ensemble résolvant ne gagnent pas deux
crans de régularité comme pour un probléme elliptique usuel.

Un grand nombre de résultats ont été obtenus ces derniéres années. Si n(x) est a valeurs réelles,
Péivarinta et Sylvester [20] ont prouvé qu’il existe des valeurs propres intérieurs de transmission. Ce
résultat a été généralisé par la suite par Cakoni, Gintides, et Haddar [4] qui ont prouvé qu’il existait
une infinité de valeurs propres intérieurs de transmission réelles. Pour n(z) & valeurs complexes
Sylvester [25] a prouvé que I'ensemble des valeurs propres intérieurs de transmission est discret fini
ou infini, mais sans prouver qu’il existait de telles valeurs propres intérieurs de transmission. Suivant
la fagon d’écrire le probléme le fait que n(x) prenne la valeur 1 dans certaine partie de §2 peut-
étre génant. Ces zones sont appelées des cavités puisqu’elles ont le méme indice de réfraction que
Pextérieur. Ces cas ont été étudiés par Cakoni, Gayoren, et Colton [2], Cakoni, Colton, et Haddar [3].
Des cas ot les laplaciens sont remplacés par des opérateurs d’ordre m > 2 ont été étudiés par Hitrik,
Krupchyk, Ola, et Paivirinta [10, 11].

Dans le prolongement de [4], Lakshtanov et Vainberg ont étudié la fonction de comptage des
valeurs propres intérieurs de transmission réelles. Dans [14, 15, 16], ils ont étudié un probléme
analogue & (1) mais avec d’autres conditions au bord, ce qui rend le probléme elliptique. Dans [17]
et [18], ils donnent des informations sur la fonction de comptage associée au probléme (1). or real
interior transmission eigenvalues.

De nombreux résultats récents ont été prouvés sur la fonction de comptage. Citons Dimassi et
Petkov [8], Pham et Stefanov [22], Faierman [9], Petkov et Vodev [21].

Les résultats principaux sont les théorémes 4 et 5. Le théoréme 4 énonce que la fonction de
comptage est majoré par Ct" et on a la formule de trace si on note A; les valeurs propres comptées
avec multiplicité

;: 1)~y | P tn/2 m(z)~Ple|2P — P)~1 2p _  py—1 tof | 5| ~P /2
S s = o () TR — ) (P = ) ddaol ),

jen N

quand |z| tend vers 400 et est sur une demi-droite hors d’un certain domaine lié a 'image de n(z).

Dans le cas ou n(x) > 0 est a valeurs réelles cette formule permet en appliquant un théoréme
taubérien d’obtenir un équivalent a la fonction de comptage ce qui fait 'objet du théoréme 5. Ce
résultat a aussi été démontré par Faierman [9] dans une prépublication et plus récemment étendu
par Petkov et Vodev [21] qui donne une estimation plus précise du reste.

2 Notations et résultats

Soit  un domaine & bord € de R" et soit n(x) € €°°(Q) une fonction & valeurs complexes.
On note m(z) = n(z) — 1. Dans les articles [23] et [24] nous avons considéré aussi le cas ot n(z) =
ni(z)+ing(z)/k avec les nj(x) sont & valeurs réelles, mais les résultats sont essentiellement identiques
a ceux avec na(x) = 0, ce terme n’intervenant que comme une perturbation du terme principal. Pour
simplifier les énoncés nous ne considérons pas ce cas ici.

On suppose que pour tout z € € on a n(xr) # 0 ou d’un fagon équivalente m(z) # —1. On
suppose qu’il existe un voisinage W de 92 tel que pour # € W, n(z) # 1 ou d'une fagon équivalente
m(z) # 0. Comme n(x) est une fonction réguliére, si n(xz) # 1 pour tout « € 9Q un tel voisinage W
existe.
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On note C, le cone de C defini par
Co={2€C, Ixe€Q, IN>0, tel que z = A1+ m(x))}

L’intérét de I'introduction de ce cone sera expliqué ci-dessous.
Pour z € C, on note B, (u,v) = (f,g) Papplication définie de HZ(Q) @ {v € L?(Q), Av € L*(Q)}
dans L?(Q) & L?(Q) par

1+m 14+m

(iA—z)u—Lv:fdansQ 3
{ (=A — z)v =g dans Q (3)

Si z ¢ C, alors le symbole de ﬁA — z, C'est-a-dire ﬁ\ﬂz — z, est non nul. Cette propriété
permet d’obtenir le résultat suivant.

Théoréme 1. Supposons C. # C, alors il existe = € C tel que B, est une bijection de HZ(Q) &
{ve L?(Q), Av e L*(Q)} sur L*(Q) ® L*(Q2).

Si pour z € C la solution B, (u,v) = (f,g) existe, on note cette solution R, (f,g) = (u,v).

Théoréme 2. Supposons C. # C, il existe z € C tel que la résolvante R, de Fz(Q) ® L3(Q) sur
lui-méme est compact.

En particulier, en appliquant la théorie de Riesz, le spectre est fini ou infini dénombrable. Si
A # 0 est dans le spectre, alors \ est une valeur propre et son espace propre généralisé (c’est-a-dire
ker(R, — M)¥ pour k assez grand) est de dimension fini.

Remarque 1. On peut préciser le résultat précédent, si zg & C, U[0, 00) alors pour tout A > 0 assez
grand on peut prendre z = A2y dans les théorémes 1 et 2. En fait on estime la résolvante a U'extérieur
d’un voisinage conique de C, U [0, 00). En particulier si n(z) > 0 les valeurs propres sont toutes dans
tout voisinage conique de (0, +00), sauf pour un nombre fini de valeurs propres.

En général pour un probléme non auto-adjoint, on ne peut pas assurer que le spectre est non
vide. Le théoréme suivant, ou I’hypothése sur C, va étre renforcée, affirme que le spectre n’est pas
vide

Nous dirons que C, est contenu dans un secteur d’angle inférieur a 0 s’il existe 67 < 0, tel que
C.C{z€C, z=00u Z =¢"%, ou b <p<b} etb—0; <0.

2]

Théoréme 3. Supposons que C. est contenu dans un secteur d’angle inférieur ¢ 0 avec 6 < 27/p
ot dp >n et O < /2. Alors il existe z tel que le spectre de R, est infini et ’espace engendré par les
sous espaces propres généralisés est dense dans H3(Q) @ {v € L*(Q), Av € L?(Q)}.

Remarque 2. Ces résultats utilisent la théorie qu’on trouve dans le livre de Agmon [1] et qui
s’appuie sur les résultats spectraux des opérateurs de Hilbert-Schmidt. On déduit que le spectre est
infini en prouvant que les espaces propres généralisés engendrent un espace dense dans I’adhérence
de 'image de R,. Dans [23] on a prouvé sous les conditions données dans le théoréme que RE est
un opérateurs de Hilbert-Schmidt. On peut également déduire la décomposition spectrale de R, de
celle de RE.

Soit z; les élément du spectre de R, et E; I'espace propre généralisé associé. On note N(t) =
)z -1 <o dim B
Si zj est une valeur propre de R., \j = —z + 1/z; est une valeur propre de By et on a N(t) ~
#8{j, |A;] <%}, oit \j est compté avec sa multiplicité, c’est-a-dire autant de fois que la dimension de
E;.
Nous noterons w; pour j = 1,...,p, les racines de 2P = 1.

Théoréme 4. On suppose comme dans le théoréeme 3 que 0 < 27 /p and 6 < w/2 ot p vérifie 2p > n
et 4p > 4+ n. Alors il existe C > 0 tel que N(t) < Ct".

De plus, soit 1 € C tel que |p] =1 et on suppose que w;p & Ce U (0,+00) pour j =1,...,p. On
défini a(x) = (1 4+m(z))~t. On fize zo tel que la résolvante R, existe et soit u; tels que 1/u; soit
les valeurs propres de R, comptées avec leur multiplicité. Alors on a
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S Rr e 2p _ypy—l 2p _  py—1 —p+n/2
%Mg_zp(%) |z| P+ /Q/((aplflp )71 (€2 — pP) 1) deda + o2 FH?), (4)

ot z =rp et r tend vers +oo.

Remarque 3. La premiére partie du théoréme a été prouvée dans [24| ce qui améliore le résultat
obtenu précédemment ([23, Theorem 7]). Voir également les articles [8] et [9] pour des résultats
analogues.

Théoréme 5. Supposons n(z) =1+ m(x) > 0 pour tout x € Q, alors

N(t) = at™ 4+ o(t") ot a = (2r) " " Vol(By) / (1 +m(z))™? +1)dz.
Q

Remarque 4. Par une étude plus précise au voisinage du bord, on peut obtenir un reste plus
petit dans la formule (4) mais cette estimation ne permet pas d’obtenir un résultat meilleur pour
la fonction de comptage N(t). Malliavin [19] a prouvé un théoréme tauberien permettant d’avoir
un reste meilleur mais cela demande d’avoir une estimation du reste >, /\f%zp dans un domaine
du plan complexe hors d’une zone parabolique entourant (0,00). Ici nous ne pouvons estimer le
reste que dans un domaine hors d’un voisinage conique de (0, 00). Des résultats plus précis que ceux
présentés ici on été donné par Hitrik, Krupchyk, Ola et Péivérinta [12] sur la localisation des valeurs
propres et trés récemment Petkov et Vodev [21] ont donné des résultats sur la fonction de comptage
avec une estimation meilleure du reste.

3 Quelques éléments de démonstration

Le résultat techniquement essentiel pour démontrer les théorémes cités dans la partie précédente est
un résultat de régularité que nous allons maintenant citer.

Les théorémes de régularité sont énoncés dans les espaces de Sobolev semi-classique ou le para-
métre semi-classique est relié au paramétre spectral.

On note la norme semi-classique de H*(R") par ||w||F. = [(1+ h*[£]*)|u(€)]?dE. Siw est une
distribution sur 2 on note Hw||ﬁzc(9) = inf{||B||s, , o ,BFQ = w}. Si s est un entier positif alors

> laj<s I (RO)*w H%z(g) est une quantité équivalente a Hw||2ﬁu(Q uniformément par rapport a h.

)
Quand h = 1 on note l'espace associé¢ H " (£2).
En multipliant I'équation (3) par h?, en posant a(z) = (1 +m(x))~!, V(z) = m(z)(1 + m(z))~?
et 1 = h2z, on obtient
(—athfu)uthVv:th in Q, 5
(—h%2A — pu)v = h2g in Q. (5)

Le résultat de régularité est le suivant.

Théoréme 6. Supposons que pour tout x € Q, et tout £ € R™, a(z)|€]> —u #0 et |€|> — p # 0. Soit
5 >0, il existe hg > 0 tel que pour f € HE:S(Q), geH..(Q),ue Fijs(ﬁ) NHZ(Q) and v € H, ()

alors, pour h €]0, hol, la solution du systéme (5) vérifie, u € Fi:g(ﬁ) , U E Hi:s(ﬂ) et de plus

el ay < 121 f gz ) + Wl oy .
lollzz25+ S 1 7252 ) + B Ngllzz:, - @)

Pour démontrer ce théoréme nous avons besoin d’un décalage de deux dans la régularité de f et g.
Néanmoins nous avons aussi besoin de considérer des seconds membres ott f € L%(Q). Le résultat
de régularité est le suivant oit nous allons prendre g = 0 puisque le théoréme 6 traite déja le cas ou
g € L?(Q).
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Théoréme 7. Supposons que pour tout x € Q, et tout £ € R™, a(x)|€|?—p # 0 et |£>—p # 0. 1l existe
ho > 0 tel que pour h €]0, ho[, f € H. (), g =0, la solution du systéme (3) ot u € F;H(Q)HH(?(Q),
veH..(Q) et Ave L), de plus on a

lallgzs+2 gy S P21 £ Il (0

lvllz: ) S iz o)

Dans les estimations des théorémes 6 et 7 les espaces de régularité sont importants mais aussi
nous utiliserons par la suite les puissances de h dans les preuves des résultats sur la fonction de
comptage.

Les théorémes 1 et 2 sont essentiellement des conséquences du théoréme 6. En effet, théoréme 6
implique que l'image de B, est fermé et injectif si |z| assez grand et est hors de I'ensemble carac-
téristique des symboles. On vérifie aussi que 1'adjoint de B, a la méme structure que B,, d’ou B}
est injectif, ce qui implique que I'image de B, est dense d’ou I'opérateur est inversible.

De plus la résolvante R, opére de ﬁ2(ﬂ) @ L?(Q2) dans H*(Q) ® H%(Q) ce qui implique que R,
est compact.

Par une autre méthode et avec des hypothéses différentes les résultats des théorémes 1 et 2 ont
été pour lessentiel prouvés par Sylvester [25].

Le théoréme 3 est basé sur un résultat sur les opérateurs de Hilbert-Schmidt qu’on peut trouver
dans le livre de Agmon [1].

Proposition 3.1. Soit T' un opérateur de Hilbert-Schmidt de " (Q)DL2(Q). On suppose qu’il existe,
0<6; << <Oy <27 tels que O, — 01 < w/2 pour k=2,...,N et 2r — Oy + 61 < 7/2. On
suppose qu’il existe ro > 0 et C > 0 tels que sup,s, ||T,qio|lo < C, pour k =1,...,N. De plus on
suppose qu’il existe (N;) tels |A;| — 400 vérifiant pour tout (f,g) de FQ(Q) ® L*(Q), (T, flg) — 0.
Alors l’espace engendré par les fonctions propres généralisées associées & une valeur propre non nulle
de T est dense dans l’adhérence de l'image de T'.

Le lemme suivant donne un critére de type régularité pour qu'un opérateur soit de Hilbert-
Schmidt.

Lemma 3.2. Soit m > n/2, il existe C > 0 tel que si T est un opérateur borné de F2(Q) SL2(Q) —

Hm+2(ﬂ) ®H"(Q), alors T est un opérateur de Hilbert-Schmidt et

n/(2m 1—n/(2n
INT||| < C||T|/ @™ T||s =" ™).

Nous avons noté |||T|| la norme Hilbert-Schmidt de T et |T||m, la norme de T de FQ(Q) @ L3(Q) —
—m-+2

H" Q) eH"(Q).

De la proposition 3.1 et du lemme 3.2 on déduit que 1" = R? est un opérateur de Hilbert-Schmidt
ol p vérifie les hypothéses du théoréme 3. Il suffit alors de relier la décomposition spectrale de R? a
celle de R, .

La preuve du théoréme 4 est basée sur les lemmes 3.3 et 3.4 données ci-dessous. Mais tout d’abord
introduisons quelques notations.

On pose S = R,, et T = SP ou p satisfait les hypothéses du théoréme 4. On pose Ty =
T(I — AT)~t. Comme T est une matrice d’opérateurs on pose

T Tia
T = ,
A (T21 Too

K1 Kia
Ko Koo)'’

et

le noyau de T.».
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Lemma 3.3. Sous les hypothéses faites dans l’énoncé du théoréeme 4, il existe C' > 0 tel que
N(t) < Ct™.

De plus, soit V' un voisinage conique de C. U [0,00), il existe R > 0 tel que pour tout z € C,
vérifiant |z| > R et w;z ¢ V, on a

/Kuxxdx—i—/Kggxxdx—Z)\p .
—z

jEN

Lemma 3.4. Sous les hypothéses faites dans I’énoncé du théoréeme 4, on a

|z|p—n/2 (/ Kll(x,x)dx+/K22(x,x)dm)
Q Q

(2m)™" /Q / ((aP[€]P — pP) =1 + (€7 — pP)~") dédz

quand |z| tend vers +00 ow on a noté z =ry et |u| = 1.

converge vers

Clairement les lemmes 3.3 et 3.4 implique le théoréme 4.

La preuve du lemme 3.3 repose sur les estimations de la résolvante, en particulier la prise en
compte précise des puissances de h. Un des problémes est que les puissances de h ne sont pas les
mémes dauns les estimations (6) et (7) devant les termes f et g. Cela pose des problémes pour estimer
en fonction de h la norme des produits de R, .

Nous noterons w; pour j = 1,...,p, les racines de 2 = 1. De cela on déduit que
P P
T.» :SPH(l—szS H
=1 j=1

Pour obtenir des estimations sur 7., & partir de celles obtenues sur R, remarquons que, en notant
S=R,,ona

S, = (Rzo)z = Rzo(I - ZRZo)_l = (Rz_ol - Z)_l = (BZO - Z)_l = (Bo — 20 — Z)_l = R.y4z,

si la résolvante R, 4, existe. La translation de zp ne joue aucun role dans la preuve car nous
travaillons dans un cone et pour une grande valeur de |z|. Pour préciser les estimations obtenues aux

théorémes 6 et 7, notons
S11 Si2
S, = ,
? <521 Sa2

et nous obtenons,

—=2k+-2 . —
Sip: HX(Q) — Hor2(Q) with 1S11llg72x ) 242y < Clal !
—=2k+4 —
St : ‘HSC () = H,. (92) with ||512HH2k(Q)_>H2k+4( ) < (7| 2
521 : Hsc (Q) H (Q) with ||S21HH%(Q)—>H ‘() < C
2k+2 _
Syy : Hop () — () with || Saall ot ) g2k+2qy < Cl2l 7, (8)

ol k > 0 et le paramétre h est relié & z par la relation zh? = p avec |u| = 1. Pour pallier le fait que
le normes de ces opérateurs sont estimés avec des puissances de |z| différentes, nous introduisons,

n= (Y )

Cela permet d’obtenir, & partir de la formule

_ A |Z|A12 N All A12
ALANT = S > A= ( ) :
z <(1/|Z|)A21 Ay ) M Agxp Az
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Q) @ L?(Q) avec une norme d’opérateur

On déduit de (8) que A.S, A': L*(Q) & L*(Q) — 2
() = B (@ e,

inférieure & Clz|™' et A,S, AT : FifH(Q) ® Hif (Q) avec une norme

d’opérateur inférieure & C|z|~!. Comme
P
AT ATt = T AsSu, AT

on en déduit que
_ =2 —2p—2
ATLAT L2 (Q) e L3(Q) > H (e H,, (9),
avec une norme d’opérateur inférieure a C|z|~P.
On peut appliquer 'estimation suivante,

n m 1-n/(2m

DI < CIDIR DY~ ™,

ot || D||;n est la norme opérateur de Papplication L2(Q) & L*(Q) — H (Q) @ H' (Q) (attention
les notations ne sont pas ici les mémes que celles du lemme 3.2). On applique cette inégalité a
B =A,T.»A;! avec m = 2p — 2 > n/2 et on obtient

AT AT | S |2|” 7050 |z| =7 TP = || 7m/4,

Pour estimer N (t), notons ; les complexes tels que pj_l sont les valeurs propres de S comptées avec

1
2P

leurs multiplicités, alors e sont les valeurs propres de T.» et aussi de A, T,»AZt. On a
J

Z | p|z < IATor ATHIP < Ol 2072,
p

Soit p € C tel que |u| =1, et wjp & Ce U (0,00) pour j =1,...,p. . On pose z = 2 et si |p;| < 2,
on a | — 2P| < 2t*?. On en déduit que

Z At 4p = Z |M p|2 <o || < CE—42F7,

|pg|<t2

donc N(¢) < Ct".

Pour la preuve de la formule (4) je renvoie a larticle [24].

La preuve du théoréme 5 est une conséquence du théoréme taubérien suivant qui est cité dans
Agmon [1, th. 14.5], et dont la preuve se trouve dans Karamata [13].

Théoréme 8 (Tauberian Theorem). Soit o(\) une fonction croissante pour A > 0, Soit 0 < a < 1,
et soit a > 0. On suppose que quand t — +0o0,

e dU()\) 1 1
— t(l— ta—
/o vt +olt™),

alors pour A\ — 400
sina

o) =« — A%+ o(A%Y).

Le théoréme 4 implique

> P *A\ZI’””/Q+0(\ZI”’+”/2),
]EN

ou A= (2m) " [ [ (@I~ )t (I ) ) dedo, avee o= /2.
Q

On pose z = t1/Pe"™/? ot t > 0, on a
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1
jeN g

En notant o(A\) = #{j € N, u? < A} ot les p1; sont comptés avec leur multiplicité, on a

1 T do(A
= a e,
jen Hi 0

obtient alors le théoréme 5 par le théoréme taubérien et des changements de variables (voir la

preuve dans [24]).
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