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Séminaire de MECANIQUE ANALYTIQUE 4..01
et de MEGANIQUE CELESTE '
6e année, 1962/63, n° 4 12 janvier 1963

IMPULSION-ENERGIE ET SPIN DU CHAMP DE GRAVITATION,
[4
EN THEORIE QUANTIQUE, A LtAPPROXIMATION LINEATRE

par Alphonse CAPELLA

Je vais d'abord rappeler quelques idées sur le tenseur impulsion-énergie appro-
ché du chemp de gravitation, dont j'ai déja parlé 1'an dernier e Sémineire de
Physique mathématique du Collége de France [Zj.(b tenseur sera appliqué ensuite
4 la quantification du vecteur impulsion-énergie et du spin, & 1'approximation
linéaire.

le Le tenseur impulsion-énergie approchée

I1 sera déterminé par les deux propriétés suivantes

ae Il est un tenseur symétrique, de second ordre, ne contenant dans le vide que
des dérivées premiéres des potentielss

be Sa somme avec le tenseur matériel est conservative au sens de la dérivée co-
variante minkowskienne. Ses équations de conservation sont équivelentes aux équae

tions du mouvement de la relativité générale au mBme ordre d'approximation.

Supposons la variété V4 portée par un espace-temps minkowskien Y, , le ten-
seur métrique g, de Vg admettant des développements convergents autour de la
métrique minkowskienne naﬁ s qui sera rapportée & des coordonnées quelconqueso

(1) Bap = g *+ 8 g + 8%

ou les 6(9) qap désignent les varlaxions successives autour des valeurs minkow-

rlp"- ece

skiennes. Lss pulssances successives du paramétre physique du développement sont
supposées contenues dans le symbole de variatione

On posera par la suite

5(1) Mg = Bog s Blg= Bog = /2 nggh, h= n%f hyg ot K, =% b .

Les équations d'Einstein s'écrivent en notations évidentes

1 2 1 2
Sapzé()sap+6()8a[3+ .‘°=6()Taﬁ+ 6()T(X.[3+ oco‘.:Tap °

le tenseur de Ricei des qu étant nul, les développements commencent au pre-
mier ordre. On posera aussi
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(1.2) S(E) L 5(p) S5 * Mg 5(p) Spp * gy 5(p) 5P+ Tap g0 5(p) gpoy
et de mBme pour T(g) et h(g) Au premier ordre on a évidemment
IO N P F e

et de mBme pour TO(LE) et hcgé) = }:10‘[3 o Au premier ordre les équations d'Einstein
s'écrivent explicitement

(143-8) R(1)=-..(vpv haﬁ.-vpv hyy=VP v b+ V. v h)..T(l) Lo o

pp B pa A
o 9 (1)
Lo3=b) S, =.._.va h'..vpvh ..vah - vp\h' =T,
Dans la su:Lte de cette premiere partie V de31gne la dérivée covar:.ante relative

a4 la métrique minkowskienne nqp $ celle relative & gap sera désignée par VR .

Les équations (le3) dérivent du lagrangien du vide (1)

- By - - P
(1.4) L= .Z_Vah' (v, héY 2v h‘Y) 4v h'Vph' o

Etant donné gue par esemple, 6( ) T £ nM q“ﬁ 6( 2) T,g » la formulation mathé~
matique la plus générale de la condition de conservativité (condition (b)) est
(on se bornera au calcul de tap au second ordre d'approximation, bien que le
procédé est généralisable 3 tout ordre)

(1e5) va(tap+ Tc(x;) + ng)) =0 .

La conservativité, au sens de v au tenseur matériel, se traduit, aux différents

ordres d'approximation, par
5(P) (VT p) =0 .
a
Au premier ordre, il résulte manifestement
1), a (1
(1.6) 51 (v Ty = 7 Tg; -0 .
Au second ordre, on trouve par un calcul simple -

(1) 6B n = v 1) L 1D o Lo P )

L op om(l) o (1) 1 (1) _
+ 2V thp 2v hBTp ..Z.KF’Tpp_o .

Do (1.5) il résulte, en vertu de (le6) et (1.7),

(1) Ce lagrangien conduit aux équations approchées R(l) = 0 mBme si la métri-

que de base est riemanniennes Il a été indiqué par A. LICHNEROWIGZ. On trouvera
une démonstration dans [5]e
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(1.5') & = = % nPo v, T((j]é) % v nPo Tf()? 21. 7 hTé]é) ‘ .l. & hB Téé)

p m(1)
.2, xP 1o .

La condition (a) et la condition (b) (traduite par (le5) ou (1.5')) détermine uni-
voquement le tenseur tap o On obtient (voir [2])

(1.8) tap=_j. (2F,5 - %aﬁ + 2kP v, b + 2K, Kp)
\ __§'(h:P Séé) hép S(l)) hcs(é)
i T = oo o Hép"’ - ﬁ. g Hog,z B0 -% v, B b+ %naﬁ v, v o
(Pp,y = Yo oy = 7p Py
?-,ap =V, B Y 1P % Nap Y Py AR AR S U "Wap v nvP mo.

2+ Invariance de jaugee

Pour tout changement de coordonnées qui ne dépend pas du paramétre physique du
développement (lel) des Bap * les haﬁ , et par conséquent (1e8) se transforment
manifestement comme des tenseurs de 1'espace~temps de Minkowski hh e 51 on envie
sage dans V, des changements de coordonndes plus généraux, dépendant du paramé-
tre physique, les hap sont soumis outre le changement tensoriel dans M, , & la
transformation de jauge

(2e1) f + V h13 + VI3 ha o
On peut montrer que si S( = 0 (cas du v1de), la transformation induite par

(2.1) dans (18) est de la forme d'une divergence antisymétrique, et par consé-
quent toutes les quantltes intégrales et em particulier 1'énergic totale, sont

invariantes par transformation de jJauge.

En effet : les calculs du paragraphe 1 montrent (voir (1.5) et (1.6)) que

v"‘(tmp + Sg‘?) =0

et ceci identiquements Par conséquent, on a

2) _ P

242 S( =V A

(2.2) tup * Sop po, B

A Apa ﬁ est une expression antisymétrique par rapport aux indices a et P

(et aussi en B et p d'aprés la symétrie du premier membre) «

(2+2) s'éerit aprés transformation de jauge

(243) t:p + S:éz) vl o, B .
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La variation des 6(2) Sap induite par (Re1) est donnée par la dérivée de Lie

de Sa relative au chemp de vecteurs - h , calculée au second ordre. On a donc

comne variations des s(2) (voir (1.2))

ap
*(2) _o(R) _.p (1) p o(1) P (1)
(R44) Sap Sap_hVSp-i-—z-VhSpp 2 ph Spa
1op (1) (1)
-7 By S =5V g8
De (242), (2e3) et (244), il résulte que la variation de taﬁ est

(1)
'b p ﬁ—v (Apa ﬁ - APOL,ﬁ) - (ooo Saﬁ ooo)

( %a parenthése désigne le deuxiéme membre de (2e4)e On voit done que, pour
1

op =0 la variation de (1.8) induite par (2e1l) cst bien de la forme d'une
divergence antisymétriques

3¢ Caragtére défini positif de 1'énergie totales

Nous nous proposons de montrer que 1'énergie totale du champ, définie & 1'aide

du tenseur (le8) est positive ou nulle, étant nulle si et seulement si le tenseur

de courbure approché est nule

On peut démontrer aisément cette propriété & 1'aide de la transformée de
Fourier des h& comme tenseurs de 1l'espace de lMinkowski, la transformation de
jauge n'ayant pas d'influence sur 1'énergic totale, comme on a vu au paragraphe
2¢ En vertu de cette invariance de jauge de 1'énergie totale, on peut astreindre
les potentiels & satisfaire la condition

= P
(3.1) K, =V h;n.—_ 0 .

s -> , , 2
les h! (X) (Xe M4) s'éerivent alors comme transformées de Fourier (©) sur le
c®ne isotrope C , compte-tenu des équations du vide (1e3) et de (3.1)

(3.2) n! ﬁ(S’c)

1 2 ilex S eilexy (L) (B) .
_'(5',{)‘31;%:1/0 (o , 1) e o, - D) P oD o) @)

(2) Tous les calculs utilisant la transformée de Fourier sont faits dans des
repéres rectilignes de M,
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La démonstration est donnée dans [8] (3).

>
Remarquee = On doit noter que C(4B s = 2) sont les complexes conjugués des
C(AB , 2) , comme il résulte de (3el) et du caractére réel des h&p o En effet,

en prenant le complexe conjugué des deux membres de (3e1) on a

> ' (v
TQHJA) = h} (X)
2 rding i 5
= L Z /+ (-C-(AB ’ -E) e~l‘eoX + U(AB ™~ Z) elﬁoX) n(L) Il(B) dQ(P,)
(2m)” A,B=1l C o B
Par comparaison avec (3.2), il résulte T(4B , E) = C(AB 4 = Z) et
-, -,
T(AB , - 2) = C(4B , 2) »

Le vecteur impulsion-énergie est défini par intégration du tenseur (1+8) sur
une hypersurface orientée dans l'espace

(343) P [P dog

oy do, = Up do (Ub b = 1) et do= dxl A dx? A dx? o D'aprés la conservativité

-5

de pz dans le vide, P ne dépend pag de U et est une constente du mouve-
ments Par substitution de (3e1) dans (3e3) il vient aprés un calcul classique un
peu long (4).

P Q - - - - -
(364) F= 2 [ 2%(C(iB, £) C(4B, = 1) + C(Ah , 2) (BB, - 1)) &(¢)
LBl G
-> -
LYénergie totale relative & un observateur U, E(U) = P~ U, est définie posiw-
- -,
tive, compte-tenu du fait que C(AB , £) et C(&B , = 2) sont des complexes cohw
jugués (voir la remarque précédente) et que 1'intégration porte uniquement sur la
nappe positive du cBnes En effet, T est alors orientée vers le futur, et le pro=

duit ¢ U, est strictement positif.

E(ﬁ) est donc définie positive j; elle est nulle si et sculement si la quantité
3 1'intérieur de la parenthése dons (3e4) est nullee lMais celle~ci est formde,
comme nous venons de voir, d'une somme de termes strictement positifse Sa nullité
entraine la nullité de tous les C(4B, 33 ety d'aprés (3.2), la nullité des

—)
ésigne la nappe positive du cone isotrope son élément de
) " adsigne 1 itive du cdne isot ¢, () $1ément a
volume invarient et 3 un vecteur de C « Les deux vecteurs n(A) sont tels que:
n(A)p nf)B) = - 6AB et n(A)P ﬂp = 0.
(4) Voir dans [1], page 27, un calcul analogue pour un champ de spin zéroe
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potentiels (2 la transformation de jauge prés)e les h g sont donc nécessairement
de la forme hup =V, hp + V b, . Le tonseur de courbure approché d'un tel h
est, comme on sait, dﬂentlaupment nul, ce qui compléte la preuve du résultat enonce

au début de ce paragraphee

4. Moment angulaires Spire

Si on calcule & partir de (1e4) le tenseur du moment angulaire densitaire, on
trouve par la méthode usuelle

4.1 - X - X
(4.1) Mg, p = Xg % tgp * Sap,p
o ddsigne le tenseur canonique, et la partie du spin S est donnée par 1'ex=-
pression
P ~ Pn o P P P
(4.2) s ha(v VgE o=V, b ﬁ) +hy Vgh

modulo les termes obtenus par antlsymétrisation en @ et P o

5¢ Quantificatione

Pour procéder & la quantification du champ, on substitue au tenseur hap un
tenseur, qui sera désigné par la méme notation, dont les composentos sont des
opérateurs hermitiens d'un espace de Hilbert complexe- La formule (3+2) reste
~ valable & condition de remplacer les C(AB ’ 2) par des opérateurse Du caractére
hermitien des haﬁ et de (3.2), il résulte (par un raisonnement calqué sur celul
de la remarque du paragraphe 3) C{AB, - 1) = C*(AB , 7) , ou 1'étoile désigne le

by

passage & 1'opérateur adjointe.

Nous allons profiter de la transformation de jauge (2e1) pour astreindre les
potentiels & satisfaire les conditions supplémentaires

(5¢12) o> haﬁ =
~ OB —
(5¢1p) h=n" Byg= 0
Les équations du champ (le3) s'écrivent alors dans le vide
P
(5010) 0 5 ha[3 = .

Les conditions (5.1a) et (5e1b) Sliminont les particules de opin 1 ot 0 qui
appara{ssent dans le formalisme, mélongées au grevitons En effet, la représentation

hap

de second ordre, de trace nulle (condition (5e1b) est équivalente & la représen=

irréductible du groupe de Lorentz propre homogéne par un tenseur symétrique

1
tation D1 du groupe unimodulaire & deux dimensions Cz o Cette représentation
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est associée comme on sait 2 un mélange de particulesdespin 2,1 et O+ Les quatre
conditions supplémentaires (5ela) ne laissent subsister que la valeur 2 «

Afin d'obtenir pour les potentiels, des relations de crochet compatibles avec
les équations du champ et les conditions (5¢1) on est amené & postuler pour les
C et C* les relations de crochet [8] (voir aussi [3])

- - >
(562) [C*(4B, £) , C(CD, £')] = 4 8,0 dpn = 8y 850) 8oL, 2Y)

1
7 (®ug ®mp + O4p Oxc

tous les autres crochets étant nulse

Remarquee ~ Les quatre opérateurs C(4B , f) se réduisent en fait & deux car
o(12 , 7) = o(2t ’ ?) par symétrie ot C(1l ’ %) = = (22 , T) en vertu de
(501b) (Cfo [3]).

On vérifie aisément que, compte tenu de la remarque précédente, le signe du
deuxiéme membre de (5¢2) permet d'interpréter les C* et C momme opérateurs
de création et annihilatione

6e Le vecteur impulsion-énergie (5)0

Pour obtenir 1'expression du vecteur impulsion-énergie en termes de produits
normaux des opérateurs de création et annihilation C et ¢* il suffit de substi-
tuer dans la formule non quantique (3+4) les scalaires C(4B , —){) par les opéros
teurs correspondants (qui satisfont aux relations de crochet (5¢2))+ On obtient

- * - -
ainsi, en tenant compte du fait que C(AB , = £) = C (4B, 2) et C(Lk ,2)=0
(voir la remarque du paragraphe 5) b=t

2 - - -
(6a1) F=2 [ %o, ) c'@s, 1) k) .
iB=1 C
On sait que
2
2 o(4B,t) B, 1)
AB=1

est pour (A = C= 1) 1'opérateur nombre de particules, et on lit sur (6el) que
1'énergie du graviton est liée & la fréquence par la relation

W(Z) ::ZQ ua=v (ﬁ = 1) .

Remarquee = L'expression (6el) du vecteur impulsion-énergie en fonction des

opérateurs de création et annihilation est bien compatible avec les relations de

(5 ) Cfe [6] pour un calcul & pertir du pseudo~tenseur d!'Einstein approchée



408

ceochet (562) qu'on a posé pour ces opérateurse En effet, de la formule bien
connue

->
X)) = h X P
2 n @) = o @ , 2)
il vient dans 1'espace des impulsions (voir (3.2)) :

(6+2) [C(LB , ) , Pl=-t, G, ), ("8, 1), Bl=2, C¥uB ;) .

Y
Si cn substitue (6el) dans (6¢2) on est conduit aux relations de crochet (5e2)s

7« Spin du gravitone

Je me propose de montrer que le spin du graviton est un pseudo-vecteur de module

2 , colinéaire & la direction de propagation (6).

Pour obtenir 1'expression de la densité de spin du champ de gravitation en théo-
rie quantique, on doit substituer dans (4.2) les ha par les opérateurs correse
pondantse La densité de spin Sgﬁ

spin total n'est pas, comme on sait, une constante du mouvemente On peut pourtant

n'étant pas & divergence nulle, le tenseur du

le rendre constante du mouvement de la maniére suivante s les deux vecteurs n
qui figurent dans (3.2) sont définis par les relations (voir note en bas de page
3
) I

n‘(f‘) n(Blp_ - B n‘(f‘) =0

et par conséquent il ne sont déterminés qu'ad la transformation pres

(741) 2@ | 28, 8 7

ou les K(A) sont deux scalaires arbitrairese. Cette transformation traduit dans
1'espace des impulsions la transformation de jauge (Re1) (voir 3e2).

Pour tout vecteur unitaire u s orienté dans le temps, on peut choisir les K(A)

dans (7¢1) de fagon qu'on ait
p o) _

(7e2) o

(S)Lo fait qelemodule est 2 résulte du raisonnement bien connu du paragraphe 5
(3 la suite des formules 5e¢1)e Qu'il est colinéaire & la direction de propagation
résulte de 1'étude selon WIGNER du petit groupe, le résultat &tant valable pour
toute particule de masse nullees On en donnera ici une démonstration directe en
théorie quantique des champse Dans les livres (cfe par exemple [1]) on se borne
4 calculer la composante du spin selon la direction de propugatlon, sans montrer
que les autres composantes sont nullese La démonstration qui suit »st une généra=
lisation triviale de celle que j'al donnée par le photon ?v01r [4])
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(i1 suffit de prendre K(A) = nEDA)/up £p')'

Compte tenu de (5e¢l=b), du choix de la jauge (7e2) et de (442) il vient pour le
tenseur spin

= P LS. LA
(7:3) Syp = fdcp Sy p= /(B0 h g~ By & hg)do, .
L'intégrant du dernier membre étant & divergence nulle (en vertu de (5¢l-c),
Soq.% est une constante de mouvemente Ceci a été possible grfice au choix de la

jauge (7¢2)

. , - - - ﬁ(A) - =, 0 -
Prenons le repere orthonormé formé par ép=u,y €, =1 y ©3% 80 - u .

Par substitution de {3.2) dans (7.3), il vient pour le tenseur du spin éerit en
termes de produits normaux d'opérateurs de création et annihilation

(744) Sp= 1/, 2(0(1s, B c*12, 1) - ez, 1) oM(ue » ) a(t)

les autres composantes étant toutes nullcse

Le vecteur spin, relatif & une direation de temps u s st défini par

->
sa(u) = S: P (1'étoile désigne ici le passage & la 2-forme adjointe)s D'aprés

-é
(744) il est colindaire & la projection d'espace de £ , relabive au mbme a

(direction de propagation)e (Tenir compte du repére utilisds) On voit aussi,
aprés diagonalisation de (7¢4), que son module est 2 o Ceci compléte la démons—
tration du résultat énoncé au début du paragraphce
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