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LA RELATIVITE GENERALE

par Mme Y. FOURES-BRUHAT

Les prochaines conférences de ce séminaire seront consacrées aux équations du
mouvement dans la théorie de la rclativité. Une application de ces équations est
la détermination des trajectoires de n corps sous l'action de la gravitation.
Ces équations du mouvement seront établies & partir des équations du champ, de
- maniére approchée, en supposant les masses des corps faibles par rapport & leurs
distances et leurs vitesses faibles par rapport a cclle de la lumiére, ce qui
est le cas dans les problémes de mécanique céleste. On trouvera que, sous ces hy-
potheéses, les équations de la relativité générale conduisent en premiére approxi-
mation aux lois newtoniennes du mouvement des masses gravitantes. Les effets
relativistes apparaltront en deuxicme approximation comme correctifs des précé-

dents ; il existe a l'heure actuelle, pour calculer ces effets, escentiellement

deux méthodes : méthode du tenseur d'impulsion-énergie et méthode des singularités,
qui seront exposées en détail par les auteurs de leurs plus récents achévements s
Mme HENNEQUIN et Mr PHAM TAN HOANG. Je vais simpdsment en donner le principe, aprés

avoir rappelé les traits essentiels de la théorie de la gravitation d'EINSTEIN,

1. Les principes de la relativité généralce

Dans la théorie de la relativité générale, telle qu'ells a été précisée par
My LICHNERIWICZ, ct exposée dans son livre [7], le cadre d'un probléme de mécani-
que est une variété & quatre dimensions V4 s l'espace~temps, de classe Gz ’ Cn
par morceaux, munic d'une métriquc ricmannienne de classe Gy s 03 pa® morceaux,
ayant pour expression en coordonnées locales

2 &
ds =g‘9,\[3 dx® ax A m,ﬁ =0,1,2,3
cette métrique est hyperbolique normele et admet en chaque point la décomposition
3 5
2 2 2
ds = (0:.0) - 12_ (wi)

ou les o, sont des formes linéaires des différentielles des ceerdonnés.
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Ltéquation d32 = 0 définit en chaque point x un cbne réel C, de directions
tangentes & V4 : c'est la cbne des directions spatio-temporelles des rayons _
lumineux issus de x o Une direction dx , tangente en x a V4 s ost dite orien=
tée dgns le temps si elle est intérieure & C, (gp< 8 ax® axf > 0) , orientée
dans l'espace dans le cas contrairc. Un élément de plan & trois dimensions est
orienté dans l'espace, si toutecs les directions de cc plan sont orientéés dans
l'espaces Une ligne de temps sera une ligne dont la tAngente en chique point est

orientée dans le temps, une hypersurfacc d'espace sera une hypersurface dont le
plan tangent cst orienté dans 1‘'cspace.

Un systéme de coordonnées locales sera physiquement admissible si, en chaque
point, une dcs variables, soit XO s €5t temporelle et les trois autres spatiallss 3
= Cte , sera orienté dans l'cspace, et les lignes ou xo varie seul seront
des lignes de temps. Ces hypothéses se traduisent sur 1a nétrique par g0 > 0,
g€ >y o0 , forme quadratique g, ” % w aérinie <0 ( Ve
Remarquons que, si l'on prend, en un point x , des coordonnés tangentes & un
repére orthonormé au sens de la métrique riemannienne, le ds;2 prendra en ce

point la forme de la relativité restreinte

3 .
)2 - S (dxl)'2 au point x j
i=

2 . .
Le ds® nc prendra cette forme dans un domainc que si 1'espace=temps est dans ce
domaine pseudo-cuclidien (c'est—a-dire sens courbure)e Dans le cas général, les

ds2 = (dxo

8x p sont, dans lc domaine d'un systéme de coordennées, des fonctions des varia-
bles x® qu'on appelle potecnticls de gravitation. Ces potcnticls généralisent
le potentiel de Newton, fonction scalaire solution de

Au=0 en dchors dGes masses
Au= 4‘“;\? & 1l'intérisur des masses

( /A Laplacien, P densité, ¢ constantc de gravitation).Les g

A
d'équations tensorielles pour lesquelles Einstein a proposé

1 S = {
(1) KB x To p
ou To\/e s dit tenscur d'impulsion-énergie, est nul & l'extériecur des masses, et

prend, & l'intéricur,une forme qui dépend dec 1'état de la matiére. Sz pertie

. t i
" J 3 sont solutions

(l) i, j 4tant indice latin prendront toujours los valeurs 1 , 2 ,.3 ;148 indlges

grecs prendront les valeurs 0 , 1 , 2 , 3 .
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principale, provenant de 1l'énergie pondérable, sera toujours de la forme

P uy ug (f> densité, Uy vecteur vitesse unitaire 3 4 composantes) 3 il
s'ajoutera des termes provenant des pressions, p(uo\ uy -8, ﬁ’) , D sera
d'ordre -%g par rappors a P (¢ vitesse de la lumidre). Dans le cas ou il

existe uncchamp électromagnétique son tenseur 4 'impulsion-énergie s'ajoute au
précédent.

)(\ est un facteur constent. Soﬂ’o est un tenseur géométrique défini par la
néSrique .d32 pour lequel EINSTEIN a proposé ¢
_ 1
Rx p est le tenseur de Ricel de la métrique (tenseur contracté du tenseur de
Riemamn~Christoffel R;(\K B dont la nullité
auclidien de la métrique)' s

et FJ‘ p est

exprime le caractére localement
son expression en fonction des symboles de Christoffel

B A =a(’ ‘;&Pﬁ’ = Oy ‘}:Pp * E?ﬁ (%Go' "g(?o“ %o’f:
Les équations (1), 1les % P étant donnés, se présentent alors comme un systéme
de 10 équations aux dérivées partielles du second ordre, lindaires par
rapport aux dérivies secondes, peur les potentiels g B Ces dix équations
ne sont pas kndépendantes, puisque les S,(/é vérifient quatre identités dites de
Bianchi, quelle que soit la métrique,

Vds‘*f'*zo .

Les égalités correspondantes VZKT“AB que doit vérifier le tenseuwr d'impulsion-
énergie sont appelées condltisnsde conservation,

Résoudre un probléme de mécenique relativiste, ce sera chercher une solution
globale des équations aux dérivées partielles (1) sur une veriété V4 o I1 est
clair que cette solution ne pourra 8tre déterminée et avair une interprétation
physique, que si les potentiels, ainsi que V4 , sont astreints & des conditions de
régularité, et dans le cas &l V4 serait borné on admettrait un domaine &
1'infini, a des conditions aux limites.

L'étude des équations et des conditions de raccordement entre d82 intérieurs
et extérieurs,faite par G. DARMOIS et A. LICHNEROWICZ, ont conduit A. LICHNEROWICZ
a4 définir un "modéle admissible", comme une variété Cz, C4 par merceaux portant
une métrique Ci» C3 par morceaux hyperbolique normale. A la traversée d'une fron-
tiere intérieure-extérieure, les dérivées secondes des potentiels subissent un



104

sauts Du point de vue de la topologic de V4 » 11 n'y a pas de restriction a priori

et, dans le cas des problémes cosmologiques, on a déja essayé un certain nombre
de modéles.

Dans le cas du probléme des n corps considéré ici, on prend V4 homéomorphe
au produit d'un segment de droitc (intervalle fini de temps) par un espace eu-
clidien & 3 dimensions : on supposera V4 engendré par une famille de sections
d'espace, xo = Cte , homéomorphes & l'espace euclidien, les lignes ol xo varie
seul étant des lignes de tempse

Voyons maintenant ce que l'on peut dire, localement, et globalenent des solutions
du systéme d'équations (1).

2+ BEtude des équations d'Einsteine

Probléme de 1'évolution..Cas extérieur. - S°<{5 = 6 , probléme de Cauchy :
donnons=nous sur une hypersurface S orientée dans l'espace, soit xo =0, les
potentiels et leurs dérivees premiercs, Ex B et ago‘ »

. 0 » ¢t cherchons & les
déterminer au voisinage de S ¢ on constake que les don.égje{s

initiales ne peuvent
pas &tre quelconques, mais doivent vérifier les quatre équations qui ne dépendent
que de ces donnéas
S x = 6

Ces équations sont appelées "conditions initiales" ; si elles sont satisfaites
par les données initiales, il existe une solution du probléme de Cauchy posé
pour les équations Sy p= 0 dans un voisinage de S , physiquement unique (c'este
a-dire & un changement de coordonnées prés). On peut le montrer, et mémes construire
cette solution sans hypothése d'analyticitd on utilisant les coordonnées isothermes
introduitcs par G. DARMOIS [1], qui jouent ainsi un rble essentiel pour montrer
Io caractére général de la prepagation de la gravitation, nous verrons qutelles

jouent aussi un r8le essentiel dans la détermination des solutions approchées.

Une famille de surfaces f = Cte ost dite isothesrme, par analogie avec la dé-
fipnitien classique, si elle vérifie 1'équation, qui a mémes caractéristiques
que le systéme SOK A =0 , Ces surfaces coordonnées xM = Cte sont donc iso-
thermes si on a FM =z Va g’ﬁ(%‘) =G0 clestwa-dire =" H =0 ou

t

Ga?" = V-¢g ga}* cst la densité tensoriclle associée au tenseur ght’\ . Ces
¢V semblent Etre les bonnes inconnues & prendre dans la théoric.

On constate que le tenscur g% s'écrit
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sxB - S?‘Jﬂ) o XP

A‘xf3 = é—(gmf af Fp + gﬁg 5€ FV\)

2 «p
S%Hﬂ) S S A B
vl o/ axA ox W

u , ’ Y ’ . ’ o\ P
ou H /A ne dépend que des potenticls et de leurs dérivées premieres. En coordonnées

isothernes FX = § , lesseules dérivées secondes des potentiels qui apparais-

sent dans G)‘fg sont celles de G2 A o Ce fait permet de résoudre les équations
x

S( y = 0 3 & des données initiales suffisamment différentiables dans un domaine
V de S correspond unc solution dsns un voisinage de V , dont la valeur en
un point ne dépend que des valeurs des données & 1ltintérieur du conolde oarac-
téristique de sommet M cengendré par les géodésiques de longueur nulle du ds2
(rayons lumineux) $ ce fait est en accord avec le principe du déterminisme :
le champ en M ne dépend que de 1'état du champ antérieur & M et montre la
propagation, avec la vitesse de la lumiére, de la gravitation dans le vide (2).
On montre, en utilisant les identités de conservation que, si les données initia=-
les satidfon® aux conditions

0 0
S’\ =6 pour x =0
rM =0 pour xo =€,

la solution trouvée vérifie partout Ff* =0 , donc vérifie effectivement les
équations tensorielles s¥k =0 (les équations de conservation VA s ?'\'EO
donnent un systéme hyperbolique pour les F si les oxA
gy =0 -

sont solutions de

Cas intérieur. = Le probléme est un peu plus complexe : les équations du champ
s'écrivent

(1) el )&T"‘ﬂ.

Le tenseur ‘I"(/% vérifie les équations de conservation (conséquences des identités
de Bianchi)

(2) \70( ."'L‘(K/3 =6 o

Dans un shéma matiére pure

(2 ) of. DAROIS [1], LICHNEROWICZ [7], Y. FOURES BRUHAT [2] .
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les équations (2) s'éerivent

11
-
[«
PN
=
:
Q
om
o
>
=
[+
}
[

Yo (¢ u?r) =
Vx (p u®)=0
u%v‘x u/?’:O
la premiére est une équation de continuité, exprimant la conservation de la masse,

les autres expriment que les lignes de courant, trajectoires des vecteurs u®

’
sont des géodésiques de la métrique riemannienne.

Dans le cas fluide parfait

pXp - (f + pru uP -p go“‘8
les équations (R)s'écrivent

0, P .
?uo( t)_fp:: VOK(G +p)u°§

at

O P
r&11/3:({;«:”’-1:\” uﬁ)f;-%\-; ;

on y joint une équation d'état (3 ) P =Y (@) .

De fagon générale on dira que les équations :L\T“v& sont les équations du

1l

mouvenent relativiste ¢ elles sorrespondant & 1l'équation de continuité et aux
trois équations du mouvement de la mécanique classique. Elles sont conséquence

des équations du champ (1)e On déduit en particulier de ces équations, et des con=—
ditions de raccordement, la loi de mouvement d'une masse d'épreuve selon une
géodésique du champ extéricur. Cette loi avait d'abord été admise comms postulab .
par EINSTEIN, en s‘'inspirant du principe d'équivalence il avait ainsi étendu au ;
champ de gravitation la loi du mouvement de la rclativité restreinte. Dans la
relativité restreinte, qui'représente un univers sens masses, uns nasse d'épreuve
déerit une ligne droite de l'espace-temps, donc une géodésique. D'apres le prin-
cipe d'équivalence, on ne doit pas pouvoir distinguer localenment les effets dlls

4 la gravitation de ceux dfis & lt'inertie, d'od 1'idée de prendre pour équation du
mouvenient d'une masse d'épreuve en relativité générale l'équation d'une géodésiquee
Cette loi résulte en fait des équations mémes du champ.

Pour des masses de dimensions finies, on obtiendra les équations du mouvement

en intégrent les relations YL\TQ\A = 0 sur le volume & 3 dimensions occupé par

(3) Nous négligeons ici les ¢changes de chaleur, cf. dans le czs contraire
PHAM MLU QUAN [ 8] .



unc telle nasse A un instant donnd.

Mais revenons au probléne de résolution des équations.Les considérations précé-
dentes nous nmontrent en effet corment trouver le mouvenent des nasses connaissant
les potentiels, mais corment trouver ccs potentiels, ou plutBt, somment trouver
sirmltanénent les potentiels et les inconnues ¢ sy u™ , p?

Lc systéme des dquations

%P - 1 12

«f_

T =

eést encore un systéme en involution au sens d'Elie CARTAN : si on prend sur S
(xp = § ) des données initiales satisfoisant aux quatre conditions

(3) S‘,(O = }\ Tﬂo pour L =0

Le probleéme de Couchy o une solution au voisinage de S (pour des données suffi-
sarment différentiables dans le cas matiére pure (4), au noins dans le cas analy-
tique dans le cas fluide porfait).

Probléme des conditions initiales. — Ce principal probléme & résoudre, pour une

intégration rigourcuse et globale des équations d'Einstein, (au moins sur un

intervalle fini de tenps) est donc la construction de solutions globales des
équations (3). Mr LICHNEROWICZ (5) a construit dés 1944 un exemplc de solution
globale rigourcuse de ces équations, ocompatible aveo le probléme des n corps,

et montré que 1l'énergie potenticlle dus & l'interaction de deux messes gravitantes
était en premiére approximation newtonienne.

Les solutions globales générales sont assez difficiles, d'une part & construire
d'autre part & interpréter physiquement, en particulier en ce qui concerne les
quantités que 1l'on peut choisir arbitrairement : il me semble que les bonnes in-
connues du probléme sont le potentiel G44 et les —QZ-GiJ qui conduisent pour

ox
les équations (3) a un systéme d'équations clliptiques.

Détermination de solutions globeles particuliéres. - Correspondant & des pro-

blémes de mécenique céleste, cette détermination est faite de maniére approchée
en se guidant, pour les approximaticns, sur les conditions physiques réalisées dans
beaucoup de problemes astronomiques : dimensions des corps faibles par rapport

(*) Y. FOURES-BRUHAT : lémoire & paraftre aux C. B. hcad. Sc. Paris.
(°) LICHNEROWICZ (6], Y. FOURES-BRUHAT [3] et [3 bis J.
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& leurs distances ; lc mouvencnt de chaque corps sera défini par le mouvenent de
son centre de gravité (on néglige les rotations propres des corps), vitesses des
coprs faibles par rapport & la lumiére, champ de gravitation faible $ on prendra
comne systéme de coordonndes un systéme voisin d'un systéme d'inertie (6), de sorte
qu'en preniére approximation le d32 dc 1l'espace~temps sera Minkowskiene.

Ces hypothéses se traduisent par l'existence des développemcnts limitis suivants
pour les potentiels )
-1
= c? 4+ 0)
=0 +éoo+...+
&)
0i

——a—

ng.: 2+ ces
C é})
15
Bas = = g.. + + eee
1j ij c
ou C est un paramétre suffisamment grand. Sa valeur dans les applications

sera 3.10100.G.S « On supposera que les dérivées des potentiels ont des dévelop=~

penents de méme formec.

c 1
€0 iy =) (02p)

(4)

On fait, dens le cas du probléme des n corps, l'hypothése physiquement raison-
nable, ¢u comportement asymptotique euclidien : & grande distance des masses, les

potenticls s'écartent des valeurs minkowskiennes comme un potentiel de Newton

lgij + 5131 < i

r
2 M
'gOO -c°| < T
M
‘ng_l < "‘r“

oi M est un membre fini et ou r désigne la distance & un point fixe.

‘Méthode du tenseur d'impulsion énergis (7). = On cherchera une premiére approxi=-
nation d'une solution des équations

S&Xﬁ - >(\ To(ﬂ

en prenant le terme d'ordre le moins é1évé en %- dc Sq/3 s 6t en 1'égalant au
terme de méme ordre de TAR

Onfera le calcul en coordonnéss isothermes. Du fait des ordres de grandeur

différcnts de &0 et gx 1 les dérivécs par rapport aux temps n'apparaissent

(6) Le cas ou lc systéme n'est pas voisin d'un systéme d'inertie a été traité
par TRAUTMALI [10] .

(7) cf. Mue HENNEQUIN [4] .
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(Myp . .
pas et on trouve pour les G des équations elliptiques (en fait des laplaciens)

- égales A& des seconds membres contenant la densité de masse n_  des corps

Loy oo (on est conduit & poser n = Ea up \f-g) et les composantes
e
=0

de la vitesse matérielle & 3 dimensions, supposées constante sur le corps
u

A . On peut résoudre globalement ced@ équations, moyennant les hypothéses 3 1'in-

fini. On trouve pour gOO un potentiel de Nowton. Le temps n'intervient dans ces

solutions que par l'intermédiaire des coordonnées ded corpse

Les équetions du mouvement sont 3

« 3
T = 6
A
On nontre quton peut les écrire par intégration sur un corps A , sous la for-
me '

%‘Ej( /io dV:%S ai go(,ﬁ ‘(;qﬁdv (@ﬁ :v:'g‘T«ﬁ)
A A

et que, en premiére approximation

S N , 00 1
Mo d = % m ai U~ av + O(EZ)
I

‘ 00 _  (0)
(M, masse de A, U == %00/2) .

Ces équations se réduisent aux équations newtoniennes du mouvement quand les
corps ont la symétrie sphériquec.

On montre (cf. Thése de lie HENNEOUIN) que les dquations du mouvement (approe
l rd s N 3 . 3 L3 L3 \
chées a 1l'ordre 6) entrainent la vérification des conditions d'isothermie & une
approximation telle que les solutions approchées précédemment construitcs sont

effaciivenent des solutions 2pprochées pour les équations tensoriellcs.

Pour calculer l'approximation suivante on se servira des valeurs trouvées des

potentiels et des équations en coordonnées isothecrmes.

Méthode des singularitds (8). ~ Une autre méthode pour établir les équations du
mouvenent egt la rméthode dite des singularités. Elle n'utilise en principe que
les équations du cas extéricur ch}3 = 0 résolues par approximations a l'aide
de développements en série dc la forme (4). EINSTEIN-INFELD-HOFFMANN prennent pour

(®) PHAM TAN HOING [9] .
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k
s s ot 44 _ <& P

solutions des équations de la premiere approxination G~ = E %— ’

k k=1 T

. n_ .
¢ - > &t % s ou les ¥ sont les distances spatialles d'un point courant <
k=1 r
-k ki
& n points A dont les coordonnées & sont des fonctions du temps t , ces
k

points A seront interprétés corme centres de n corps sphériques. Ils remar-
. k R
quent alors que les fonctions a(t) ne peuvent pas 8tre quelconques si 1l'on veut

pouvoir continuer les approximations. Par emnple 1l'existence d'une deuxiéme appro-
ximation inmpose & la premiére les conditions ¢

(5) #igi's(a\

N
V4

racnom s

) = O

k
0 68t une surface & 2 dinensions entourant le k-iéme corps, S(“J un
vectetir d'espace dont les composantes S

ou

sont les quantités 'Si correspondant
4 la deuxilne approxination : les équations (5) ne dépendent en fait que des
potentiels de la premiére approximetion, donc inposent aux fonctions g(t) des
conditicns qu'on appelle équations du mouvenent (on trouve en premidre approxima-
tion les équations newtonicnnes).

Les calculs de cette méthode sont, en fait, plus conpliqués que ceux de la
précédénte. EINSTEIN la préférait cependant paree qu'il souhaitait représenter
toutes les propriétés de la natiére par un chanp géométrique, aussi unifié que
possible, qu'il espérait trouver guidé par des démarches simples de 1o pensée
logique : il n'aimait pas le¢ tenseur d'inpulsion—éncrgie, descriptif et d'origine
phénonénologique. Mais dans une telle théoric de champ pur il ne faudrait pas
adrettre de singulerités du chanp dont la prisence ne peut s'sxpliquer, et la

nature sc préciser qu'avec des hypothéses dtrangéres 4 la théorics

Dans la nouvelle théorie unitaire A'Einstein on peut peut-&tre espérer trouver
un chanp non vide et partout régulier, on n'cn sait rien jusqu'a présent. En fait
les derniers travaux de e TORNELAT et de PHuM TAN HOANG utilisent des solutions
singuliéres et pour les interpréter cherchent & faire spparaltre un tenseur
d'inpulsion—énsrgie. Dans la relativité générale, lir LICHNEROWICZ a dénontré, sous
des hypothéses d'interpritation physique simple qu'un chanp régulier partout
était nécessairenent euclidien, clest-a=-dire dépourvu de gravitotion ; un champ
solution des équations du ceas extérieur, ne scra 4l & la gravitatior de n mnasses
disjointes que s'il posscde des singularités & 1l'intérieur des domeines d'espace-—

tenps balayés par aes nassese EINSTEIN ot ses collaborateurs, dans la méthode des
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singularités, ont pris des potentiels ayant, au voisinege des nasses, une singu-
A 1
larité dc ltordre do 3

(r distance & 1o nasse) en s'inspirant du potentiel de
Newton 3

en fait cette hypothése sur la singularité revient & une hypothése sur
un tenseur d'inpulsion-énergie apparaissant sutomatiquenent au second membre
» 3 L3 . . a

écrire Suﬂ’ paxr un gm/3 singulier conduit S p

u=é‘- , Au=4m5 (% nesure de Dirac).

°
°

=x Tq/a de néne que, pour

Prenons par exeuple g“‘ﬁ singulier sur une ligne d'univetbs (9) définie par
a- = a- (xo) y 6t tel que

3 e
(6) - T = VG (x - a)
ou 'UxB est un tenseur régulier et &(x - a) 1a nesure de Dirac au point

X =a . Lppliquons les ilentités de Bianchi A 1la distribution T A
(7) ”\./;gTO\pE V,(Tf“po x - a) +@°Ub-a-.;(5(x-a)= 6

X
or
- <3 3 9
—%8(}:-&):-5 —a-l- é(x-a) , é1=£‘25
ox oK
le premier membre de (7), somme d'une distribution d'ordre zéro et d'une distri-

bution d'ordre 1 ne peut &tre nul qus si ces deux distributions sont nulles, d'ou

(8) Y,

AP g B

@“ﬂ =0

=0
clest=a~dire

~1j o ’(\/{OO j

(gat 3t

De

H

ce qui sst le tenseur d'impulsion—énergic d'un shéma matiére pure, qui vérifie
les onnditions de conscrvation usueslles (8).

I1 semblc donc que, dans leurs applications actuelles les deux néthodes soient
équivalentess Dans 1l'avcnir l'une ou 1l'autre permsttra pecut-£tre de résoudre des

problénes sur lesquels nous n'avons cncore que peu de clerté : ceux ol les conditions

des approxinations que je viens A'exposer ne sont pas réalisées.: grandes vitesses

(par exemple mouvenent A'un photon dans un chepp de gravitation) ou masses fortes
et faibles distences ce qui scrait lc probléne de la gravitation & 1l'échelle nu-
cléaire.

(9) Résultat annoncé par TULCZYVEW, avec un principe de démonstration apparem=—
nent plus conpliquée.
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