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Exposé n® 3

THEORIE DE GALOIS ¢
i
EXTENSIONS SEPARABLES NORMAIES DES CORPS COMMUTATIFS

par Michel LAZARD

1, Vocabulaire et notations.

I1 ne s'agira que de corps commutatifs L, H, K, ...

L|K est une extension de K (ou un corps reletivement & X) si L contient
K (L>K), ou plus exactement si L contient un sous-corps K' iscmorphe

by

& K . Llextension est engendrée parune famille d'éléments o, si 3

(O‘ie L'|K , pour tout i) —» L' 2L,

(L : X) degré de l'extension = dimension (finie ou infinie) de L|K , considéré

comme espace vectoriel sur K .

Si LOH>K

(L:K) fini & ((L : H) et ( : K) finis)

(L:K)=(L:H x (H:K) .

& élément de L!K ne% 2lgllrique sur K , s'il est zéro d'un polyndme f£(x) ,

a coefficients dans KX .

f(x) peut &tre supposé irréductible et normé (commengant par x") . Il est

alors unique, et peut étre appelé le polyndme fondamental de 4 .

L'extension L|K est algébrique si tous ses éléments sont algébriques. Si

(L s X) est fini, l'extension est algébrique.

2. Extension algébrique simple.

On désigne par K(x) 1le domaine d'intégrité formé par les polyndmes en x ,
& coefficients dans K . Tout idéal de K(x) est principal : c'est 1l'ensemble
des multiples d'un polyndme normé, appelé base (de cet idéal).

L|K , désigné par K(«) , est une extension simple (algdbrique) si elle est
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-

engendrée par un seul elcment ok , algebrique sur K , de polyndme fondamental
fx) .
L|K est isomorphe au corps-quotient X(x)|f(x) du domaine d'intégrité K(x)

par 1'idéel d¢ base f£(x) ; c'est-a-dire & l'ensemble des polynfmes en x , &
coefficients dans K , dcfinis, mod £(x) 3

[h(x) = h'(x) (mod £(x))] &> h(x) = h'(x) = £(x).Q(x)

-

L'irréductibilité de f£(x) entrafne l'existence des inverses.

Un polynfme f(x) , irrdéductible et normé dans K , définit une extension,
isomorphe & l'extension simple K{&) , engendré par un zéro X , quelconque de

f(x) ; elle est appelée le corps de rupture, ou de dislocation de f(x) (qui

admet un zéro dans ce corps). Ce corps rsste isomorphe & lui-méme quand on reme
place K par un corps K' disomorphe, et f(x) par son image, ou son homologue,
£1'(x) dans KXK' .

3. Extension normale,

On demontre que : pour qu'une extension L|K soit finie ((L s XK) fini) ,
il faut et il suffit qu'elle soit engendrée par une famille finie d'éléments
L‘K:K(a\l 9 cee ,d\n) .

Une famille quelconque d'dléments, algébriques sur K , engendre une extension
algébrique sur K . La puissance d'une extension algébrique sur K est au plus

égale

1° au dénombrable, si K est fini ;

2% 4 la puissance de K, si K est infini,

Le corps de décomposition sur K , d'une famille (finie ou infinie) de polyndmes

fi(x) est l'extension LolK (définie 4 un isomorphisme pres) s
1° engendree per des zéros des polyndmes fi(x) H
20 dans laquelle tout polyndme fi(x) est décomposable en facteurs linéaires.,
On démontre l'existence de ce corps par llapplication du théoréme de Zorn a

la famille [J des extensions LK, L'|K, ... , engecndrées par des zéros des

polynbmes fi(x) , ordonnée par inclusion

LK SL'|K & L'oL.

Toute sous femille de f? , totalement ordonnée, & une borne supérieure qui est
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sa réunicn, et { a un élément maximal LolX .

Dans cette extension LOlK , tout fi(x) se décompose en facteurs linéaires.

En outre elle est unique, a un isomorphisme prés.

La démonstration se simplifie si la famille des polyndmes fi(x) est un

systeme fini,

Pour une famille de polyndmes fi(x) (qu'on peut supposer irréductibles et

normé&) dans K , il existe un corps de décomposition LO|K , éfini & un iso= »

morphisme prés. Il est manifestement corps de décomposition dans toute sous=
extension H|K (L, H 2K) .

Sa définition peut étre exprimée, avec un abus de langage, en disant qu'elle

est engendrée par "tous les zéros des polyndmes fi(x) .

Un corps de décomposition est encore appelé une extension normale (du corps

K) . Une extension normale LO|K , considérée , indépendamment de sa construction,
peut &tre caractérisie par l'une des propriétés suivantes (faciles & justifier)

1° Tout isomorphisme de LOIK , dans une sur-extension MK , > Ly, = K) ,

qui laisse invariantslecs éléments de K , est un automorphisme.

2° Tout polyndme irréductible sur K , qui posséde un zéro dans L. est

décomposable, dans Ib\K , en facteurs linéaires,

On appelle conjugués par rapport au corps K @

- des éléments d'une extension algébrique L|K , qui sont zéros d'un méme

polynfme irréductible sur X ;

- des extensions qui se deduisent les unes des autres par des isomorphismes,

(dans une sur-extension commune) qui laissent invariants les éléments de K .

Avec cette notation, les propriétés caractéristiques précédentes d'une extension

normale LOlK deviennent les suivantes

1° elle coincide globalement avec tous ses conjugués :
2° elle contient tous les conjugues de ses élements par rapport & K (dans

une sur-extension quelconque).

Cas particuliers - Une extension normale de degré fini est corps de décompo=

sition d'un polynéme P(x) sur K .

I1 suffit de considérer une famille finie d'éléments engendrant l'extension
et de faire le produit P(x) de leurs polynémes fondamentaux.
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Si la famille des fi(x) e-t l'ensemble de tous les polynémes sur K , l'ex-

tension LOIK est algébriquement fermée : les seuls polynbmes irréductibles

y sont les binbmes du premier degré (tout polyndme y est décomposable en facteurs

linéaires).

4, Isomorphismes des extensions finiec #énarables.

Pour étudier une extension algébrique Ll , nous formerons la famille des

polynémes fi(x) , irreductibles dans K , et ayant un zéro dans L , puis le

corps de décomposition LO\K Je cstte famille. Nous appellerons isomorphismes

de L|K , les isomorphismes dans LOiK , qui laissent inveriants les éléments de K

LOIK est la plus petite sur-extension normale de LIK : elle est contenue
dans toute autre M|K et les isomorphismes de L|K (dans IblK ) sont des
isomorphismes dans MlK .

Pour une extension simple LIK = K(=) , tout isomorphisme applique o4 sur un

zéro dﬂl) de son polyndme fondamental (égal & ® , si l'automorphisme est

identique).

Le nombre d'isomorphismes distincts de L|K est donc égal am nombre de zéros
distincts du polyndme fondamental f(x) de A . Si ce nombre est égal au degré
de f(x) et par suite au degré de l'extension, on dit que A (ou 1l'extension
K(®)) est séparable sur K .

Si o n'est pas séparable, ou est inséparable, le polyndme f(x) , irréductible
dans K , posséde, dans LOIK des zéros multiples. La dérivée f'(x) , annulde

par ces zéros ne peut qu'étre identiquement nulle.
Ceci ne se produit que si1 la caraciéristique du corps K est un nombre premier
p , non nul et si f(x) est foncticn de x¥ seul :
f(x) = g(P) —> £1(x) = pg' PPl =0

Un corps est parfait si toutes ces extensions simples sont séparables ; il en

est ainsi pour g

- les corps de caractéristique nulle ;
- les corps de caracteristique p , qui contiennent la racine p-iéme de chacun

‘de leurs éléments.

Un champ de Galois est notamment un corps parfait.

Une extension L|K est séparable si tous ses éléments sont séparables. Si elle

L]
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est finie, il suffit pour cela que ses éléments générateurs soient séparables.

On démontre (parfois sous le nom de théoréme de Galois) qu'une extension de

degré fini, séparable, est isomorphe a une extension simple.

On construit pour cela, au moyen des éléments générateurs *4 s €n nombre fini,
un élément
W =3 ugedk; (u; dans K),
appelé "résolvante de Galois", tel que tous ses "conjugués" soient distincts.

L'extension est isomorphe & K(w) .

L'étude des automorphismes d'une extcnsion finie séparable est ainal ramenée

a4 celle d'une extension simple.

5. Extension galoisienne.

Nous considererons, dans ce qui suit, des extensions L|K , bormales, de K

(en supprimant 1l'indice 0 ) .

Les isomorphismes d'une telle extension (laissent invarients les éléments de K)

sont des automorphismes j; ils constituent un groupe, qui est appelé le groupe

de Galois de L|K et que nous noterons GLIK .

1° i chaque corps P, sur-corps de K €t sous-corps de L s

KcPecl,

nous associons l'ensemble des automorphismes ' (@e L|K , éléments de GLIK)
qui laissent invariant tout élément oL de P . C'est manifestement le groupe de
Galois G

p|p 8¢ llextension L|P ; il est contenu dans Gy g ¢

1 € Gy\p SOy 3
sa définition peut €tre exprimée par 1l'équivalence :
‘ PR =
uY' € GL‘P N— (ﬁk ¢ P——; u.({" ...QL) .

20 A chaque sous-groupe A du groupe de Galois GLIK :

1c A ¢ GLIK

nous associons l'ensemble des éléments o{' de L laissés invariants par tout
automorphisme W , élément de D . C'est manifestement un corps, sur-corps
de K et sous-corps de L , nous l'appellerons corps des invariants de A\ , et

nous le désignerons par k(4) :

KC k(h) <€ L
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sa définitionpeut Etre exprimée par 1l'équivalence
A Ek(p) & (HEL—= Ay =)
Ies cas limites triviaux sont :

1

oo

pour P=1, GL‘L =1 (pour P=K, GLIK)

2: pour A =1, k(1)=1L (pour 0 k(LK) = K)

i
1l

Grlx »

Cette association conserve les inclusions en les renversant s

PC P — GL‘PDGLlP, 5 D CD'— k(A) 5 k(4') o

On peut itérer ces associations et construire, & partir d'un sous-corps P,

ou d'un sous-groupe /\ un

sous-corps P = corps des invariants du groupe de Galois de L|P ;

sous=groupe A = groupe de Galois de l'extension LIk(A) .

I1 résulte immédiatement des définitions, les inclusions ¢

-

PCk(G.)=P, A cCG h,

L|p Llk(2) =

I1 suffit d'associer 1'implication gauche.droite de la lre équivalence,
(aprés permutation des antécédentes), avec 1'implication droite.gauche de la

2e équivalence
a 1 d W = S
b P —3 (¢ € Gpp—> *g = ) — e k(GL\P)
et, corrélativement :
P e b — @ e k(d)— 2y :d')—-}\-fEGL“,
En rapprochant les inclusions, on constate 1'égalité des itérées (entre elles)

G {o=Cs et P=P, k() =k(®) et & = 0

LIP = VUL|P

Ceci résulte des inclusions inverses

“—

Grip € Gpp = Gilk(c

PcF—s Gy Chpps Oy L|P

LIP) B

bCD s x(B)ck@); kB)CER) =kGy(p)) = k@

Une extension (normale) L|K est galoisienne, lorsque les inclusions inverses
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sont aussi vraies (pour tout P et tout /\ , ce gui entrafne leur égalité
avec les itérés)

P= k(GLIP) =P, Q= Gle(/_\) = N

Dans une externsion galoisienne g

1° tout sous corps P (de L) est corps des invariants d'un sous=groupe

qui est le groupe de Geslois de la sous-extension L|P

20 tout sous groupe O (de GLIK) est groupe de Galois d'une sous-extension

qui est celle de L , relativement au corps k(A) des invaeriants de A .
Les deux associations sont biunivoques et équivalentes.

Une extension normale, séparable et finie est galoisienne.

Nous examinerons successivement les extensions séparables qui ne verifient
que la propriété 1 , puis la condition supplémentaire de degré fini, qui entrafne

la propriété 2 .

6. Extension séparable.

Si l'extension (normale) L|K est séparable, la propriété 1 est vraie 3 1la

correspondance I)*";(ﬁjf> est blunivoque, ncis.elle n'c lieu, o priori, qu'entre lss
sous-corps P de L et certains sous-groupes de GL\K , que nous appellerons

sous=groupes fermes.

tn partant d'un sous-corps P de L , formons le groupe GLIP des auto-
morphismes qui laissent tout élément de P invatiants. Pour montrer que récipro-
quement toui élement invariani pour les automorphismes de ce groupe est dans P,

on raisonne par l'absurde (ou par contraposition).

Si un élément £ n'est pas dans P , comme il est séparable, tous ses con-
jugués dans LIP sont distincts : donc il existe au moins un élément de GLlP
qui, le transformant en l'un de ses conjugués, ne le laisse pas invariant.

Nous reviendrons ci-dessous sur l'étude de la correspondance des sSous-cerps ¢t

des sbus-groupes fermés.

7. Extension séparable finie,

Si 1'extension normale séparable L|K est en outre finie(ou de degré fini),

la propriété 2 est aussi vraie : tout sous-groupe de GLIK est fermé, L'asso-

ciation a lieu entre sous-groupe et sous-corps.
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L'extension (normale) L|K ¢tant séparable et finie,de degré n est simple,
c'est=a-dire engendréo parun seul élément R , zéro d'une équation de degré n ,
dans K , irréductible.

Appelons r 1l'ordre du groupe [ , il est diviseur de n qui est égal &

]
l'ordre de GL}K -

o est, dans L|k(d) , zéro d'un polyndme (normé) , g,(x) , irréductible,
de degré r', égal a (L : k(d)) et & l'ordre de A , de sorte que r gr'.

Formons le polynéme :
gx) = TN (x -3, Qe b

il est de degré r et reste invariant pour tout automorphisme ( de D (qui
permute seulement ses zéros). Ses coe:ficients sont donc dans k(a) et il est
divisible par g(x) , polyndme irréductible , avec qui il a un zéro commun. Il
en résulte que r' ne peut étre supérieur & r et que cette divisibilité est

une égalité . Le groupe {0 , inclus dans A et de méme ordre, lui est égal.

De cette demonstration on déduit encore les égalités
r = ordre de & = (L : k(n)) ;
n :r=index de /A (dans GL{K) = (k(0) : K) .

S« Sous=extensions normales.

Nous étudions, dans une extension normale séparable L|K , (non nécessairement
finie), les sous=corps P (ou sous-extensions P|K) et les sous~groupes fermés

associds A . Ies P et les /) forment deux treillis entre lesquels

= G
P
existe une correspondance biunivoque, qui conserve 1l'inclusion, en la renversant.

En particulier : 1l'intersection de deux sous-groupes fermés est un sous-groupe

fermé qui correspond & la sous-extension engendrée par les sous-extensions

primitives (réunion complétée).

Les isomorphes, ou conjuguées, d'une sous-extension PIK , dans LlK s COrTES=

pondent biunivoquement aux classes (d'un c8té convenable) de GLlK , relativement

au sous-groupe fermé GL\P .

Ceci résulte des égalités évidentes :
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t{) € GL‘K ' (P.“\{‘: P
—_— Z ou P’(GLlP qu =Py .

'\\,"Q_ GL\P P.(\S]’xk{) :P.‘.P

(les classes sont & droite parce quion a noté le produit des isomorphiemes ;

1tordre de 1'dcriture étant celui de la succession.

Les groupes fermés correspondant 3 deux sous-extensions conjugueces sont trans-

mués par l'isomorphisme de conjugaison 3

=1 ¢
U xGLIPx \,},

GL‘P.1¥ =

Car

Poy=P & @Y. xyxy) =Py

De ces propriétés on déduit celles des sous-extensions normales (égales &

toutee leurs conjuguées).

Pour qu'une sous-extension soit normale, il feut et il suffit que le spus—groupe

fermé, associé,soit invariant, ou distingué (égal & tous ses transmués).

Le groupe de Galois de P|K (pour une sous-extension normale) est homomorphe
au groupe de Galois de l'extension normale I|K 3 son élément neutre étant
1'image des éléments de GL‘P ;s de sorte qu'il est isomorphe au groupe guotient :

|G

Gp|x!Oplp

Les automorphismes de GL|K conservent P dans son ensemble donc sont des
automorphismes (non nécessairement différents) de P|K . le groupe GP]K est
donc homomorphe & GLIK (le produit étant conservé). Les éléments de GLIK a
qui correspond 1'élément neutre de GPlK sont ceux qui laissent invariant tout

é1lément de P , donc ceux de GL\P .
Si L|P est de degré fini, ce degré est égal & 1'ordre du groupe quotient
GL\KIGLlP isomorphe a GP!K o

9. Caractéristique des groupes fermcs.

Pour que, dens une extension normale séparable, non nécessairement finie,
L|K , un sous~groupe @ du groupe de Galois Gy , soit fermé, il faut et il
suffit que, pour tout isomorphisme Y, non contenu dans & , on puisse former
une extension normale, de degré fini ¥|K (Ke Fel), telle que la classe
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du groupe quotient GLlK‘GLIF qui contient \‘f ne contienne sucun élément de {

W ¢ 0 —3 ext F, F|K normale et finie et [opyp x§, B vide.

(3 L] I 3 - 2 ’ . I d Y o ] '
Condition nécessaire. = Si @ est fermd, il est égal & Gle(A) Si \\) n'est

pas dans £ , il existe A
S € k(D) et A yE KA.

Formons clors la plus petite sur-extension normale F|K , contenant o (et

k(D)) et son groupe associé Grip *
t

Q€ Gy —> A=A £ (YY) F & —> P xy ¢ o

Ceci montre notamnent que la condition est verifice pour tout sous-groupe
dans une extension normale (séparable) finie.

Condition suffisante. - Je raisonne par 1l'absurde en supposant & # & ; il

existe au moins un automorphisme \y , contenu dans Q et non dans B

Je prends une sous-extension normale quelconque, de degré fini FIK (L2 FD K)

et le groupe quotient de dogré fini

|G isomorphe a GF l K

G G| F

J'y considére la classe W' = GL\FX YV , qui contient Y et le sous-groupe R !
formé par les classes qui contiennent un élément de & (au moins). le corps
d'invariants de ce sous-groupe est 1l'intersection [F , k(0)] (contenu dans F|K}

puisque tout élément doit en &tre invariant, & la fois pour GLIF et pour & .

Mais W ¢ A 1laisse invariant tout élément de k(0) , la classe \y' laisse
donc invariante cette intersection, Comme il s'agit d'une extension normale,
séparable et finie, le sous-groupe D' (du groupe quotient) est fermé et Y
lui appartient (propriété 2) .

Donc la classe W' =Gpjp xy & au moins un élément sommun avec O , ce qui

est contraire & 1l'hypothése.

Cette condition peut &tre interprétée par une condition topologique dans une
certaine famille des sous-groupes. Elle permet alors de demontrer que si l'exten=-

sion n'est pes finie, il y a des sous-groupes non fermés et 1l'extension n'est

pas galoisienne,.

Notes. - La derniére démonstration, basée sur des considérations de topologie
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est de KRULL[1].

M., LARARD a démontré en méme temps que le produit de deux sous-groupes fermés
permutables est un sous-groupe fermé, ce qui lui a permis d'établir une propriété
(évidente dans le cas d'une extension finie) appelde théoréme des irrationalités

naturelles

pour etudier les groupes de Galois des corps de décomposition d'une famille
de polyndmes fi(x) , sur une extension H|K de K , il suffit de considérer les
sous-extensions H'|K , du corps de decomposition LOIK des polynémes fi(x)
sur K .

Les notations ont e¢té préconisédes par M, KRASNEER ; il n'est peut-€tre pes inutile

de les résumer

Une extension, notee LIk , est un corps L , considéré relativement & un

corps (de base) K , donc sous-corps de L .

Une sous-extension P|K , d'une extansion L|K , est définie par un sous~corps

P de L, considéré reletivement au méme corps (de base) K .

Une extension LiK est encore extension relativement & une sous-extension
P|K , ou plus simplement au corps P , elle est notée LIP (abréviation de
L|k|P|K) .

le groupe de Galois d'une extension LlK , noté GL{K , n'a ¢té défini que pour

une extension normale ; il est associ€¢ & K , wont il laisse les éléments invariants.

Une extension normale LIK reste normale relativement & une sous-extension
P|K : l'extension L|P est normele, et elle a un groupe de Galois, gui est associé
& P (ou P|K) dont il leisse les éléments invariants ; il est noté GLlP (i1

S - > de
est sous-groupe d GL'K) .

Si PIK est elle-méme normale, elle a un groupe de Galois qui est noté GP]K H
il est isomorphe au groupe quotient GLHJGLIP (GLIP étant sous-groupe invariantd.
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