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Résumé.

Un dispositif de surveillance travaillant en temps continu peut envoyer un signal
d'alarme si l'installation qu'il contréle cesse de fonctionner correctement & un certain
instant d. Il s'agit de détecter ce signal, que l'on recoit superposé & un bruit gaussien
markovien centré de covariance connue, en respectant un délai de détection maximum
imposé, ainsi qu'un seuil imposé pour la probabilité de fausse alarme et pour la
probabilité de non détection. Il s'agit aussi d'estimer d.

On présente dans cet article deux solutions complétes de ces problémes. La
premiére est d'inspiration classique, tandis que la seconde, originale, présente l'avantage
de s'appliquer aussi a des bruits non gaussiens. Ces solutions supposent que l'on peut
tout programmer a l'avance : la nature et l'instant de déclenchement des signaux, et
l'échantillonnage de l'observation. L'accent est mis en particulier sur le cas d'un bruit
blanc gaussien, et le cas d'un bruit de Ornstein-Uhlenbeck.

Classification AMS : 62M02, 60G15
Mots-clés : signal d'alarme, détection, processus gaussien, processus markovien.

Abstract : A surveillance device working in continuous time sends an alarm signal if
what is under surveillance stops working correctly at any time, which we will call d. It is
a matter of detecting this signal which is received superposed on a centered Markovian
Gaussian noise of known covariance within a given detection period, as well as an
imposed threshold for the probability of false alarm and of non-detection. We also have
to estimate d.

Manuscrit recu sous forme définitive le 22 janvier 1992,
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In this article we set out two complete solutions to these problems. The first is of
classical inspiration, while the second, which is highly original, has the advantage of
being able to be applied to non-Gaussian noises. These solutions presume that the signal,
the instant the signal is set off and the sampling of the observation can be programmed
beforehand. Particular attention is given to a Brownian noise and an Ornstein-Uhlenbeck

noise.
AMS Classification : 62M02, 60G15

Key-words : alarm signal, signal detection, Gaussian processes, Markovian processes.

1 - PRESENTATION DES RESULTATS
1) Description du modéle

Imaginons une machine M surveillée & partir de l'instant t=0 par un dispositif
D qui enverra 2 l'instant & un signal d'alarme Ag# 0 si le fonctionnement de la
machine cesse d'étre acceptable 2 partir d'un certain instant d. On a évidemment
§=2d=0:
d est l'instant du début du mauvais fonctionnement de la machine,
& est Iinstant du déclenchement du signal de Ay .

Le signal d'alarme éventuel n'est pas regu tel quel puisqu'un bruit aléatoire lui est
superposé. Plus précisément, on fait I'nypothése que I'on enregistre une seule trajectoire :

X(t,mg) =6(1) + B(ty+t,ap), t 20 a

d'un processus X(t,®) = 6(t) + B(tg+t.0), t20, e Q, olr:

- © est un signal appartenant 2 {0} U {Ag, 820},

- ty est un instant 2 0 connu,

-B=B®;t20)=B(tw);t=20, oc Q) est une f.a.r. de 1a forme :

V=20, BO)=yi®) W L0} , )
W)
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ot ety sont deux fonctions connues, continues sur [0,+oo[ vérifiant :

Vt20,9(t)=20ety(t) >0

=2 est strictement croissante sur [0,+oof

3)

etot W = (W(t), t=0) est un mouvement brownien ou, suivant un abus de langage
trés répandu en théorie du signal en temps continu (cf. [4], chap. VI), un bruit blanc
gaussien, c'est-2-dire une f.a.r. gaussienne centrée dont la covariance est donnée par :

Vs 20, EMW(@).W(s)) = Min(t,s) “)

11 en résulte que la covariance K du processus observé X est une covariance

triangulaire :

V1,520, K(s) = EB(g+0BgHs) = {\l’(‘o+t)<l>(to+s) sis<t, )

Y(tg+s)(ty+t) si t < s.

La classe des bruits B envisagés, définie par (2), comprend donc toutes les f.a.r.
gaussiennes markoviennes centrées sur l'espace-temps [0,+o<[ qui vérifient certaines
hypoth&ses naturelles de régularité (cf. [8], 3.2). Des exemples sont donnés au
paragraphe 3 ci-dessous.

2) Position du probleme - Présentation des solutions

Lesréels o€ ]0,1[ et r>0 étant donnés, le probléme est de détecter I'alarme
éventuelle avec un retard de détection qui ne doit pas excéder r, autrement dit de détecter
I'alarme avant l'instant d +r si la machine a cessé de fonctionner correctement 2 l'instant
inconnu d, et ceci de maniére i ce que la probabilité de fausse alarme et la probabilité de
non détection soient inférieures & .. On désire également estimer d.

reto sont imposés a priori par la nature des installations, les exigences des
utilisateurs, etc...

Comme o peut &re arbitrairement petit, on peut penser qu'il s'agit d'un
probléme de détection singuliere (cf. [S]), c'est-a-dire que les lois Pg de X sous
I'hypothése "0 = 0" et sous I'hypothése "0 = Ag" doivent Etre étrangeres, quel que soit
8 2 0. En fait, il n'en est rien.
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En effet, nous donnons dans ce papier deux solutions au probléme posé en

imaginant que l'on peut choisir les signaux et les instants d'observation du signal recu
X(.,@q). Ces choix sont faits en tenant compte de @ et de r, et l'on verra qu'ils

impliquent seulement que la distance en variations dy, des lois considérées vérifie :

V820, dy(Pg, Pp)21-20

au lieu de

ce qui est le cas lorsque la détection est singuliére.

La premiére solution proposée utilise une technique trés classique puisqu'elle se
base sur des statistiques linéaires des observations (aprés échantillonnage de X(.,0)),
tandis que la seconde est originale : on montre que les lois Py et PAS’ 8>0 sont

suffisamment séparées en montrant que les lois conditionnelles du modéle sous les
hypothéses "0 =0" et "0 = As" sont suffisamment éloignées, d'aprés un théoréme de
Geffroy (cf. [3], th. 1).

On a adopté le plan suivant : les calculs préliminaires de la premiére et de la
deuxiéme méthodes sont faits au II et au IIT respectivement. Les tests qui en découlent
utilisant ces résultats de maniére quasiment identique sont présentés ensemble au IV,
respectivement au IV.1 et au IV.4, qui sont donc les paragraphes les plus significatifs de
ce travail dans lequel nous n'avons pas fait apparaitre d'énoncés de théoréme.

L'intérét de la deuxi¢me méthode est qu'elle conduit 4 des tests plus simples, et
qu'elle peut s'appliquer 4 d'autres modeles que les modeles gaussiens, comme les
modeles de Cauchy, que 1'on utilise pour modéliser des bruits dont les lois instantanées
sont a queue épaisse. L'étude de la détection d'un signal d'alarme dans un bruit de
Cauchy markovien, pour laquelle la premi¢re méthode est totalement inopérante, sera
publiée ultérieurement.

3) Exemples de bruits gaussiens markoviens

Nous nous intéresserons plus particuliérement au cas od B = 6W, 6 > 0 connu,
ainsi qu'au cas o B est un processus de Ornstein-Uhlenbeck, c'est-a-dire une f.a.r.
gaussienne centrée de covariance :

V520, EB().B(s)) = o2t ©)
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ol cett sontdes réels >0 connus.
11 s'agit bien d'un bruit du type (2) pour les fonctions ¢ et  suivantes :

Yt20, o) = oe™, () = oe™ 0))

On rappelle que le processus de Ornstein-Uhlenbeck est solution de 1'équation
différentielle stochastique de Langevin (cf. [2], X.4.b, p. 335-336) et que C'est le

processus gaussien markovien stationnaire centré le plus général (cf. [8], 3.2 ou [2],
[1.8.¢, p. 99). Comme il s'agit d'un bruit stationnaire, I'introduction du paramétre tq

est inutile. On supposera donc dans ce cas que t; =0, et on écrira le modele sous la

forme :
{X(t,mo) =0(t) + B(t,0p), t 20 ®
= 0(t) + o'W (e2"wy), t 2 0.

En dehors de ces deux types de bruit aléatoire, I'étude qui suit s'applique aussi au cas ol
(B(t), t = 0) est une famille de v.a.r. indépendantes gaussiennes centrées, et plus
généralement au cas o B est un processus gaussien centré 3 accroissements
indépendants (c'est d'ailleurs le cas du bruit blanc gaussien).

Pratiquement, on n'observe le signal regu X(.,)p) que sur un intervalle de temps
bomé. On pourra donc aussi accepter I'hypothése que B est le processus de Doob, ou
T'un des processus W, et D, introduits par Varberg et cités dans [1]. 11 s'agit des f.a.r.
markoviennes gaussiennes centrées d'espace-temps [0, A[ définies 2 partir de (2) par :

- processus de Doob :
Vte[0,AL M=0%, V) =0(l-%),
1t2
- processus Wy, 0 <A <7
sin (VA l)

o) =0 ——2- 5 cosVa J‘)' y(t) = ccos(«li(l——

Vie [0, Al

- processus D, ,0<A < n2:

sin (\/_ Ao

ﬁ (ﬁ),\v(t) =osin(VA (1 -1y,

Vie [0, Al o) =0

ot lesréels >0, A>0 et A sontconnus.
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4) Echantillonnage de I'observation X(.,w,)

On ne se soucie en fait que du bon fonctionnement de la machine entre I'instant 0
et un certain instant T > 0 donné. On se basera donc sur I'observation (1) réduite a
l'intervalle de temps [0, T+r], ot r est le retard de détection maximum imposé. On

supposeraque :0<r<T.
On échantillonnera I'observation X(.,;) suivant la suite finie d'instants d'observation

(P | telle que :

-%St1<t2<...<tn,..ST+r ®

et telle qu'en posant ;

J=Min({j;j21 et j52T)), (10)

il y ait au moins deux instants d'observation dans chacun des intervalles
31l o 05 G+ D3l

On pourra alors choisir des indices n'(1),...,n'(J),n"(1),....n"(J) tels que :

pourj=1,..]
an

. T : r
] ‘2‘5. tn-G) < [n-l(i) < (J + l)§ .

5) Limitation du nombre des signaux d'alarme utilisés

Nous utiliserons seulement J signaux d'alarme notés plus simplement A,,....A;
dont les instants de déclenchement éventuel seront respectivement iyt Plus

précisément,

-si0<d< -% , le dispositif D déclenchera un signal d'alarme noté¢ A; a l'instant trqy
-si G- 1)-5— <d<j -;— ,pour j=2,..J—1,il déclenchera un signal d'alarme noté AJ a
linstant ty,

-si (J-1)3<d<T, unsignal d'alarme noté Ay sera déclenché a lnstant
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Pour le moment, on suppose seulement que :

pour j=1,..J, le signal d'alarme A] (12)
- est nul sur [O,tn.(i)[U]tnu(i),T +r],
- et n'est pas identiquement nul sur [tn'(i)’tn"(i)]'

On a ainsi simplifié considérablement le probléme puisque 1'ensemble © de toutes les
valeurs possibles de © est devenu fini. Il s'agit maintenant de :

0 ={0} U {A;j=L..J} (13)

II - CALCULS PRELIMINAIRES POUR LE TEST BASE SUR DES
STATISTIQUES LINEAIRES DES OBSERVATIONS

1) Choix des signaux et des instants d'observation

Etant donné j appartenanta {1,..,J} etpuisque { est une fonction continue et
strictement croissante, 'image de l'intervalle [1% , (j+l)—;-[ par la fonction {(ty+.) est
[C(t0+ j%), C(to +G+ 1)—;—)[. n(j) désignant un entier = 1 qui sera choisi ultérieurement,

divisons ce dernier intervalle en 2n(j) sous-intervalles consécutifs de méme longueur
égaled:

1 . .
i =7y €lo+ G+ D5~ Lltg + i) (14
4 l'aide des points de subdivision & ; ,...,:;2“6) définis par :
pour n = 1,...,2n(j), t;n =Lty + j%) +(n - l)pj . (15)
La famille

'U {E*.ly--o,tizn(i)}
j=1
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de tous ces points de subdivision rangés dans l'ordre croissant étant notée (t;,...,t;*), on
définira la suite (t),....tys) des instants d'observation du signal regu, ainsi que les suites

@'(D,....n'A) et (@m"(1),....n"(J)) (voir (11)) par :

pour n = 1,...,n*, {(tg + ty) = t; ¢
. . . (16)
pour j = LT, tygy = 5 Lltg + tangy) = Clto + G + 1)) - p;
Enfin, les signaux d'alarme AJ seront définis, pour j = 1,....J, par:
vV te [0, T+r],
an

a . n L3 . T
A =W + ) sin(- 3 + - Qlg+) = Lo + 5N Yz, 1O

ot a désigne un réel > 0 donné. Par conséquent, ils vérifieront la condition (12). On

utilisera donc, en gros, des signaux oscillants, ce qui est naturel. Par contre, sauf cas
particulier (voir 4a ci-dessous : cas B = 6W), les instants d'observation t;,....t s« ne

seront pas réguliérement espacés.

2) Choix des statistiques linéaires des observations
On considére donc le modele général décrit par (1), (2) et (3), soit :
X(t,00) = 0(1) + W(ty + YW((tg+ ),mp), 0St<T+r, (18)
auquel on associe les statistiques S;,...,S; suivantes :

pourj=1,..],

n(j)-1 (19)
2

g, =L ( Xtyguoke)  _ _ Xlygnon) )
1700 10 (Wltg +tygreake))  Wlto + tygrezd)

Comme W est un processus gaussien a accroissements indépendants, et puisque
W(u) — W(v) suitlaloi N(0,lu-v!), quel que soit j appartenanta {1,....J} etquel que
soit le signal émis 6, Sj suit, d'apres (18) et (19), une loi normale dont la variance o]2 ,

indépendante de 0, est donnée par :
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n)-1

o E‘o (€t + tygyaars1) — Elto + tygpe2))s

i n2G)
soit, d'apres (14), (15) et (16), par :
pourj=1,....],

Ll + G + 1)) = Lltg + i) (20)
20%(j)

(}'].2:

L'espérance Ee(Sj) de Sj , sous I'hypothése ©, vérifie quant 2 elle, d'apreés (17), (18)

et(19):
Vije {1,..J},

Eo(Sj) =0= EAj' (Sj), sij'#]j, (21)

EAJ(S]) = a.

3) Régions critiques du test annoncé

Nous définissons ces régions critiques C:,...,C; par:
. * a
Vije {1,..J}, Cj = {ISJ-|>§} . (22)

D'aprés (20) et (21), elles vérifient bien évidemment :
Vje (1,..J},

Probg(C}) = 2(1 - E( an(j) )
2(Ltg + (G + 1) ) = Lty + D)
(23)
3 = Prob Aj,(c’j*), sij'#j,
Prob , (C}) > 2F( an(j) )-1
| Proba(C; ’

2(5(tg + G+ 1D - Lltg + i3
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ot F désigne la fonction de répartition de la loi normale N.(0,1).
L'usage de ces régions critiques sera précisé au IV.

4) Cas particuliers

a) Cas d'un bruit blanc gaussien B = cW

Dans ce cas, on a y(t) =c et {(t)=t, pour tout t=0, et on supposera que
n(1)=..=n(J) =N, oi N désigne unentier =1 qui sera choisi ultérieurement. On

vérifie alors :
- que la suite (t;,...,t;+) des instants d'observation satisfait & :

n* = 2NJ,
Vne {1,.2NI} g =5+ (- gy °

- que les signaux d'alarme utilisé€s sont les suivants :

Vije {1,..,J} et Vte [0,T+r],
ac . n 4Nm .r
Aj() = 5 sin (- >+ (- 35)) 1‘§,0+1)§- Z‘E](t) ,
- et que les régions critiques C;,...,C; données par :

Vije {1,..J},

N-1
* 1 . . kr a
q:{alEo(xog+(2k+1){ﬁ)-xq-;-+-2ﬁ))l > 5}

vérifient :
Vije (1,..3},

Probo(C}) = 2(1 - F(“;,’i-))
T
= ProbAj,(c";), sij' %,
* aN
Proba (Cj) 2 2FC - 1.

(24)

25)

(26)

@n

Dans le cas d'un bruit blanc gaussien, nous utilisons donc des instants d'observation

régulierement espacés, et les signaux d'alarme sont exactement des sinusoides.



DETECTION D'UN SIGNAL D'ALARME 91

b) Cas d'un bruit de Ornstein-Uhlenbeck

On a vu que dans ce cas, il est igitime de poser ;=0 et que pour tout t20, on
a:y(t) =oe® et {(t)=e?™
Etant donné des entiers positifs n(1),...,n(J), qui seront choisis plus tard, on vérifie que :

YT TT _
Vie {L.JL p =°—§’1T—Q, (28)
ainsi que

i1 -
Vie {1,..,J},n'(G) =2 (tl nk)) + letn"(G) =2 il n(k),
k= =

i . 29
Vne {n'G...n"G} ty = ilg(eTJr + (n - n'G))p;)s @
n* =n"(J).
11 en résulte que les signaux d'alarme et les statistiques utilisés vérifient :
Vije {1,..J} et YVte [0,T+r],
AW=FeTsin (-7 + SEt-eIy) 1, O, (30)
P [i 3 targp)
[ Vie {1,..]},
n(])-l
4 S§i= c:(]) (\fe”' +(2k + 1)p; (— 1g(e™ + (2k + 1)p;)) Gb
\ e 4 2xp, X, le(e™ + 2kpp)

Enfin, les régions critiques C;,...,C} définies par (22) a partir de Sy,....S; satisfont 2 :
Vije {1,..J},
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[ Proby(C)) = 2(1 - F (——2 )
e\ 2™ - 1)
(32

= Prob Aj,(CJ’?), sij #j,

Prob Aj(c;) 2 2F (—— 20 )-1.
e 22" - 1)

III - CALCULS PRELIMINAIRES POUR LE TEST BASE SUR
L'ELOIGNEMENT DES LOIS CONDITIONNELLES

1) Rappel du modéle considéré

On revient au modele général (1), la suite des instants d'observation étant décrite
de (9) a (11) (ce n'est pas nécessairement une progression arithmétique), et le probléme
étant réduit comme en 1.5. En particulier, les J signaux d'alarme possibles vérifient (12).

2) Notations relatives aux lois conditionnelles du modéle

Pour j=1,..J et pour n=n'(G)+ L....n"(j), on pose :

\V(to tn)

Ay = Aty - > At (33)

oty
o = ot D (Plg+ )W+ 1) — Oltg+ty W (tg+y)) 8

=y 2(tg+t) (Gt +ty) — Eltgttn 1),

—op[2al)_
dn—2F(2c) L (35)

n
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Interprétation de ces quantités

Comme (X(t),t=0) est une f.a.r. gaussienne, on sait que la loi conditionnelle
de X(t,) sachant que X(tn.(j)) = xn.(j),...,X(tn_l) =X,.; ©st, sous I'hypothése 8, la loi

normale de variance 0"2l et de moyenne :

(tg + 1)
M o) -0t e y_x ). 36
o(x,.1) = 0(ty) V(o + L) O(ty.1) — %Xp.1) (36)

On la notera P;“". Son espérance Mg(x,_;) ne dépend de (xn-(i),...,xn_l) que par la

derniére composante x,_;, parce que la f.ar. X est markovienne. Il en résultera des

calculs faciles, mais la méthode que nous employons ci-dessous s'applique en fait 4 un
bruit gaussien quelconque, sous réserve que l'on puisse mener a bien les calculs
nécessaires, et méme a d'autres types de bruits, comme nous I'avons déja signalé (cf.
1.2).

En particulier, ona :

X.
i Wty )

X +t.)
NG ..o VNP
A (A, + Vg, ) n-1 cn)

Pyl = PRl=q [—b_w ) -1’ GiJ sij'#j,
37

Par conséquent, la distance en variations entre ces lois conditionnelles est indépendante
de x,; etégale & laquantité d; définie par (35), soit :

VX, € R, dy=dy(Phnl, p:';-l) =dy (P:';;', P:';"), sij #j (38)

3) Séparation des lois conditionnelles

On sait que si P et Q sont deux mesures de probabilité sur (R,B(R)) admettant
respectivement les densités f etg,ona:

dy(P.Q) = P({f2gh - Q{f2g}) = P({f>g}) - QUf>¢gD.
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En appliquant ce résultat 2 Pg -l et P:‘fl , on en déduit que si l'on pose :
i

v x‘n—l € R,
R,siA, =0,
1 Yty +t) .
-o0,= +—=B—x .1, siA_ >0,
By =3 T2 A0 T gy p 1l S o (39)
1 Y(tg+t,) .
A, + ————X_ 1, +o°[, A <0,
]2 n \I](to+[n_l) xn 1 S1 n
ona
sij'#]j
*n-1 L Xp-1
{P A; (By(x,.) =P 0“ 1By(xp ) =d, + P A, (B, (xp.1))- (40)

De plus, les probabilités P;“-I(Bn(xn_l)) et Pﬁ;"(Bn(xn_l)) ne dépendant pas de x,_;

peuvent étre notées p, et q , et vérifient:

si Ap#0, pp+q,=1

4) Séparation des lois n-dimensionnelles

D'aprés (40), on peut appliquer le théoréme de Geffroy déja cité qui postule que si
C; désigne le borélien de R™ @0+ géfini par :

nn(i) n“(i)
* 1
Cj = {(xn.(j),...,xnn(i)) s n=£)+1 dnan(x'n-l)(xn) < 'i n=n'z(i)+1 dll} (41)

ona
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Vije {1,..,J} tels que j' #j,

102 "nes n (i)
Pﬁ'\'j OrDye1-exp-3 X D,
n=n'()+1
< 3 ) n"(i) (42)
REOTDCh<enp (-3 X dd,
n=n

n'()
L P(n (l)rn (‘»(C ) < exp (— é Z d )7
n=n'G)+1

oil, pour tout couple d'entiers (p,q) tels que 1<p<q<n"(J), P(p,q) désigne la loi du
vecteur (X(tp),...,X(t )) sous I'hypothése 6, et oti le coefﬁc1ent prov1ent non pas

du théoréme de Geffroy, mais d'une version améliorée de celui-ci ([4], th. 2).

Si 'on pose : ‘ o
= RY0)-1 x c; x RO “3)

les inégalités (42) se traduisent par :
(v ji'e {1,....J} tels que j' =],

'G)
P(,}]'“ <J)’(c ) >1-exp (— 2 Ig b,

)
P O)(C) < exp (—— 2(1 ),
n=n'G)+1

. )
P“ ") < exp (—— 5> .
\ n—n 'GH1

Autre expression des Cj

11 est facile de vérifier que si pour j = 1,...,J et pour n=n'() + 1,..,n"(j), on
pose :
to + .
%si - w( Y X < liAn,
qON=1" W(tp + ty-1) (45)

-3 sinon,
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on a, d'apres (39), (41) et (43) :

Vje {1,...J}, Cj est I'ensemble des n"(J)-uples (xl,...,xn..a)) tels que :

ng) ng)
bl . 46
n=n'G)}+1,A5>0 Ao &4(%p.1%p) < n=mGy+1,45<0 dpen(xy 1.Xp) (46)

5) Cas particuliers

IIs seront étudiés i la fin de l'article, au IV.6.

IV - DESCRIPTION DES TESTS DE DETECTION D'UN SIGNAL
D'ALARME PROPOSES

Nous utiliserons de maniére analogue les résultats établis au IT et au IIL.
1) Description du test basé sur des statistiques linéaires des observations

Ce test est basé exclusivement sur le n*-uple (Xy,...,Xpx), Ol

n* = 2(n(1) + ... + nQ0)),
défini par :
(xlv-"vxn*) = (X(tl,mo),...,X(tn*.(Do))- (47)

En référence a (19) et & (20), on calcule successivement, pour j = 1,....J, les quantités :

S-=-1—.n%‘1 — e - > )
1700) (\V(lo +iyguaket) Vo * tgeaw)

Il importe de remarquer que le calcul de s; , qui utilise seulement les mesures
X' Gy=-Xn"() » S€ fait 4 l'instant Gy donné par (16) et qui vérifie :

try <G+ 1)% . (48)
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On applique le test comme suit :

Si syl S% sy ISy < ai’ on accepte 2 l'instant tan Gy successivement pour
j = 1,...,J, Thypothése que le signal d'alarme A] ne s'est pas déclenché. On conclut
donc que la machine M a fonctionné correctement jusqu'a lI'instant T.

Sinon, et si j, désigne le premier indice j tel que Isjl >;— , on accepte a l'instant
‘n“(jo) I'hypothése que le signal Aj 0 s'est déclenché, et on estimera l'instant d ou la

machine a cessé de fonctionner correctement par :
qd= =; L 49
d= tn‘(j 0) =Jjo 5 - 49

2) Propriétés statistiques de ce test

Pour j = 1,..,], considérons I'ouvert Cj de ]R“*, ensemble des n*-uples
(X15-sXpe) tels que :

1 B%I — FwGa2kel a2k )| L 2
nG) | k=0 [‘V(t0+[n'(j)+2k+1) Wty + tn'(i)+21c))

et notons P; la loi du vecteur aléatoire (X(t;),....X(t,+)) sous I'hypothése 6. On
déduit de (19), (22), (23) et (47) que :

pour j=1,..],
( P(C)) =2(1 - K anj) ))
2501 + G+ 1)) =~ Lltg + i)
] =L sif#) (50)
* ()]
P (C) 2 2F( an )~ 1.
"
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Probabilité de fausse alarme o,

Par construction du test, et d'aprés (50), on a évidemment :

J
o, =P, (|l=11 cj) <A (51)
ol I'on a posé :
J .
A=22(1- K an() ). (52)
= A2 + G + DD = Lty + i)

Probabilité de non détection o4

Si le signal d'alarme AJ se déclenche, ce signal sera détecté i 1'instant LG)
vérifiant (48) si Is;1<3,...15.11 < 5 et Isjl > 5. Le domaine de détection de A; est
donc le borélien D; de R™ suivant :

j-1
D, = (n (R™ - ck)) ng. (53)
k=1
Il en résulte que la probabilité de non détection du signal d'alarme AJ sous I'hypothése
"9 = Aj" vérifie :

Py (R™-D) < 2 i
Ayl PE2 5

1-F( an(k) AR
A2 + Ger 1D = Lltg + kD)

ce qui montre que :
P ;j(nz“* -D) < A, (54)

d'apres (50) et (52), et donne, pour la probabilité de non détection :

Opg = Max({PA(R™ D) 3j=L...J)) < A, (55)
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Retard de détection et estimation de d

Soit je (1,...,J} . Sile signal A_| est déclenché, d appartient nécessairement 2
l'intervalle [(j—l),f,, j3), d'aprés LS. De plus, si I'événement D est réalisé (ce qui,

d'aprés (54), a lieu avec une probabilité au moins égale 8 1 — A, sous I'nypothé¢se
"0= Aj"), ce signal A] est détecté a l'instant tany €t d'aprés (49),0na:

Id-dl < (56)

D)=

Par conséquent, avec une probabilité au moins égale a 1 —A , le retard de détection
maximum est respecté, d'aprés (48) et d est estimé par excés avec une erreur majorée

I
par 2-

En résumé, si 'on choisit les entiers n(l),...,n(J) de maniére & ce que 'on ait :

A <o, 67

le test que nous venons de décrire répond entiérement au probléme posé en 1.2. En effet,
d'aprés (51) et (55), les probabilités de fausse alarme et de non détection sont alors
majorées par o, tout signal qui se déclencherait est détecté dans un délai majoré par r
avec une probabilité au moins égale 2 1 — o et son instant de déclenchement est estimé

NP T
par exces avec une erreur inférieure & 5-

3) Cas particuliers

a) On rappelle que dans le cas d'un bruit blanc gaussien (cf. Il.4.a), G est supposé
connu, a > 0 et N (valeur commune de n(l),...,n(J)) sont & choisir, tandis que
a e JO,1[ et r sontimposés.

[] désignant la fonction partie entiére, il suffit que I'on ait :

N=1+ [ia-? Fla —2%)] (58)
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pour que la condition-clef (57) soit satisfaite.
On constate alors que le test considéré conduit 2 un résultat particuli¢rement
simple puisque, d'apres (26), on a :

pour j =1,....],
N-l

1
Sl Z (sz(j-1)+2k+2-x2N(j-l)+2k+l)

b) Le cas d'un bruit de Ornstein-Uhlenbeck (cf. I1.4.b) est lui aussi trés simple. Notons
seulement que d'apres (32), il suffira, pour que la condition (57) soit satisfaite, que les
entiers n(1),...,n(J) soient choisis de maniére a ce que 'on ait :

(1- (——J—)) <3, (59)
i 2 -\[ 2(6“ 1)

M=

ol ©> 0 est supposé connu et ot a > 0 est choisi quand on choisit les signaux
Al""’AJ .

4) Description du test basé sur 1'éloignement des lois conditionnelles

On peut supposer que la suite des instants d'observation (ty,...,tp«) (voir (9),
(10) et (11)) est exactement la suite :

(tyry-tar @y tay--tar@y-twgy--ta"qy) »
si bienque n'(1)=1 et n"(J) =n*.
Le deuxiéme test repose sur le n*-uple :
(XgoeeesXge) = (K(tg,@p)seeeX (tg300p))-
En référence a (46), pour j = 1,..,J, on calcule 2 l'instant LhnG) vérifiant (48) les
quantités :
n"() n"()

. = Z B b. = Z d ; .
aJ n=n'G)+1,4,>0 dnsn(x'n-l xn) et f] n=n'G)+1,A,<0 nan(xn.l xn)
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Si a; 2by,...,.ay 2 by , on accepte successivement a chacun des instants t;«), j = 1,....J
I'hypothése que le signal d'alarme Ay ne s'est pas déclenché. Sinon, et si j, désigne le
premier indice j tel que 3 < bj , on rejette a l'instant tﬂ"(io) I'hypothése "0 = 0", on
admet I'hypoth&se que le signal d'alarme Ajo s'est déclenché 3 l'instant tﬂ'(io) et on

pose :
d= tn'G) *

valeur estimée de l'instant d oui la machine M a cessé de fonctionner correctement.

5) Propriétés statistiques du deuxiéme test

a) Ce test s'appliquant de maniére analogue au précédent, on évalue les
probabilités de fausse alarme et de non détection comme ci-dessus, a partir de (44) et de

(46), et on obtient :
u.faSS et andS S,

J n'G)
s=2 exp(-3 > @), (60)
j=1 n=n'+1

On peut faire exactement les mémes considérations que pour le premier test en ce qui
concerne le retard de détection et I'estimation de d.
Finalement, le second test est solution du probléme posé si :

S<a. 61)

Il reste 3 démontrer que cette condition peut toujours &tre satisfaite par un choix
convenable des signaux et des instants d'observation.
Etant donné J entiers n(1),...,n(J) 2 1, posons :

. :
Vie {1,...,J},n'(j) =2 (le nk)) +1 et n"(j) =2 ktl n(k)

k= =
Viae (@' @l g =i5+ @ - 0'0) g ©2)
n* =n"(J),

ce qui donne la suite des instants d'observation, et définissons les signaux d'alarme par :
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Vije {1,..,J} et Vte [0,T+r],

) 4
Aj(t) = %sm (- 12£+ n(])ﬂ: (t- J—)) l['_t "(l)](t) : (63)
D'aprés (33) et (35), nous en déduisons que :
Vije {1,..,J} et Vne {n'§)+ 1,..,n"(G)}
a(l + Vg + ) ———=) ©4)

“¥loty.) ) - 1.

d, = 2F(
4y (ty + t) \/ Cltg + ty) — Ctg + t, 1)

Les fonctions et { étant continues sur [ty+j3, to+(i+1)3], pour j = 1....J, on peut
poser :
- m; = Min({y(0) ; to + 5 S 1<t + G + 13D,
- M =Max({W() s tg + iy <t<tg+ G+ D 3D,
-Vu>0, wj(u) =
Max({I§x) ~ {3l s tg +i5 < %, ¥ S o + G + 1, Ix-yI S u)).

11 est clair, d'aprés (3), que pour j = 1,...,J, ona:

m; >0 et wj(u) —> 0. (65
u-0,

A T'aide de ces quantités, on peut minorer la distance en variations d; , donnée en (64),

par:

ce qui donne pour S la majoration suivante :

a(l + o)

J .
S< X exp| - 3(2"(‘8) =D 5p( \/_M‘__.) - 1)? (66)
i=1 r
: M; \ W; Gy

et montre qu'il suffit de choisir n(1),....,n(J) assez grands pour que la condition (61) soit
satisfaite, d'aprés (65).



DETECTION D'UN SIGNAL D'ALARME 103

6) Cas particuliers
a) Cas d'un bruit blanc gaussien

On va choisir des instants d'observation équirépartis en supposant que l'on a, en
plus de (62) :
n(l)=..=nJ)=N.

D'aprés (64), les distances d,, entre les lois conditionnelles vérifient :

Vie {1,..,0} et Yne {n'G) + L,..n"()},
_op N
dn =2F () -1

ce qui implique, d'apres (60), que :

S=Jexp(—%(2N—1)(2F(§%f)— 1?),

et montre qu'il suffit de choisir I'entier N2> 1 assez grand pour que la condition (61) soit
satisfaite.

On obtient ainsi un résultat particuli¢rement facile 2 mettre en oeuvre puisque
d'apres (33) et (63),0ona:

Vije {1,.,J} et Vne {n'()+ 1,....,n"G)},
An = a(_l)n-n'(j)+l’

si bien que pour j = 1,...J, la région critique Cj est, d'aprés (46), l'ensemble des
(NJ)-uples X2 = (x,,....xony) tels que :

oy ;&) + o, (P <N,

ol oy tj(x(m])) (respectivement %(X(ZNJ)» est le nombre des indices n tels que :
-n'G)+1 £ n <n"(),

-n—-n'(j) estimpair (respectiverent pair),

-X,1 X, S % (respectivement > - 92-).



104 R. MOCHE

b) Cas d'un bruit de Ornstein-Uhlenbeck

Les instants d'observation satisfaisant & (62), on vérifie, d'aprés (7), (33), (63) et
(64),que lI'on a:

[ Vije {1,..J} et Vne {n'G) + 1,...n"()}

%( l)n-n(])+1(1+e 2n(]) )’

-
dn=21=(———“(1+e 20)) )-1
40V 1-¢ 2060

si bien que le seuil S est égal a:

-
S = Zexp(- @n(i) - 1) (2F(M)-1)2),

1( PR
46 V1-e 200

et qu'il suffit de choisir les entiers n(1),...,n(J) assez grands pour que la condition-clef
(61) soit satisfaite.

On obtient une nouvelle fois un test trés simple & mettre en oeuvre puisqu'il est
facile de vérifier que, pour j = 1,....J, la région critique Cj est 'ensemble des n*-uples

x®) = (x;,...x54) tels que :
By ;x™) + B ;™) < (),

ol B, J(x(“*)) (respectivement B, J(x("*))) est le nombre des indices n tels que :
- n'G) + 1 € n<n"G).

-n-n'(j) estimpair (respectivement pair),
s ar ar

- xn_l 2“(') x_n ( (1 +e 2n(])) (nespectlvement - (1 +e 20(})))
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