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Université Paul Sabatier 
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Résumé : Pour analyser un processus qualitatif ayant un nombre llwi de modalités 
et indicé sur T[Tel), on étudie. les Liaisons zntrz les Indicatrices dz ses modali­
tés. On code le. processus pour Iz rendre quantitatif vectoriel et: on justifie le 
choix du modèle markovlen stationnalrz. 

Lz but iixz est dz transiormzr linéairement le processus vzctorieZ zn un autrz 
ayant des composantes, qui sont des processus scalaires, orthogonales. 

Le pnjoblèmz qu'on posz équivaut à la rzchzrchz d'unz décomposition du processus 
selon un ordre dz "ptâvisUbillté" donné. On montre quz cette décomposition rejoint 
celles des méthodes iactorieZles, aussi propose-t-on dz £alre des études dz décompo­
sition canonique, dz description eX dz prévision SUA la même transformation du pro­
cessus. Vans certains cas dz processus symétriques, Veiiet dz distanez euclidienne 
entre les modalités peut-être introduit pour enrichir V étude. 

Abstract : Thls papzr dzals with thz class oh qualitative processes voith dlscAztz-
time and iinite numbzr otf modaJUtles. In ordzr to study thesz klnd o£ processz we 
usz an approprlate transformation oi the qualitative process into a multiple quanti­
tative process. 

Flnst u)z ZKplaln u)hy u)z considzr stationary Uarkov modzls. Thzn voz Introducz 
a linzar transformation o& thz obtalnzd muttiplz quantitative process to a neu) mul­
tiple process utith orthogonal componznts. Thz problem is also to £lnd components or-
derzd &rom most to least przdlctablz. SimilaAly, we s hou) that thz transformation 
uses thz principal componznt analysis methods. On t}ic samz transformation UJZ study 
thz canonical tAonsionmatlon, thz descriptive methodsand thz ^orecastlng methods. 

Thz résulta o$ symmetrlc processes can be used to get a beXtzr graphlcal In-
teApretatlon and sometlmes a distance betwzzn modalitles. 

Mots clés : A.F.C., ChaZnz dz Markov, indicative, invzrsz généralisez, métrlquz, 
orthogonalité, prévision, processus quaLLtatli, processus quantitatif, symétrie. 
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INTRODUCTION 

L'analyse descriptive de processus qualitatif a suscité l'intérêt de plusieurs 

auteurs. Une contribution à cette analyse a été développée par BOUMAZA [3J en 

s'articulant sur TA.C.P. semi linéaire de DAUXOIS et POUSSE [7]. Un aspect équi­

valent, dans une certaine mesure, a été étudié par DEVILLE et SAPORTA [9]. Par ail­

leurs, quand on a plusieurs observations indépendantes, cette analyse peut être vue 

aussi comme une analyse des correspondances multiple liée â la juxtaposition de 

plusieurs tableaux disjonctifs, cf. [2], [3], C8], [9], Sur un autre plan, on pro­

pose, dans ce papier, une analyse canonique qui met en évidence les liaisons liné­

aires entre le processus qualitatif considéré et le même processus décalé dans le 

temps (vers les t croissants ou les t décroissants). Sur le modèle obtenu, quand la 

stationnante est vérifiée, on fait des décompositions factorielles qui nous per­

mettent de faire aussi bien de la description que de la prévision. La décomposition 

obtenue est similaire à celle que BOX et TIAO [4] utilisent pour traiter les pro­

cessus vectoriels gaussiens. 

Pour que la représentation graphique du processus ait un aspect euclidien une 

étude basée sur la Quasi-symétrie [6] est introduite. 

I - CODAGE D'UN PROCESSUS QUALITATIF 

Dans cette partie, on procède à la transformation vectorielle d'un processus 

qualitatif discret à k modalités. 

Soit (5?t)t€-r (T c J) un processus qualitatif où : 

Xt : (fi,&,P) > (E,£) (1) 

E étant un ensemble quelconque et fc la tribu engendrée par une partit ion f in ie 

C/(E) de E. 

On note E , , . . . ^ . les k éléments de la partition J (E) (k < +») et (e . ) -_ i 1, 
*• [e 1 1 — 1 , • • • , K 

la base canonique de R 

Soit g = (E.t) — , (R k, & .) 

Ei ^ ei 

Par g, (X t ) t e y se transforme en un processus quantitatif vectoriel 

Xt = 9 ° V (x l t . . . xkt)' (2) 

Xt : (Sî .Û- .P) > ( R k , & k ) 

X t <E1> X t <Ek> ' 
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(X ) t T peut être considéré comme une v.a. 

X : (ft,(t,PÎ > ( R k ) T telle que 

X(u) : T > Rk 

Xt(«) 

II - MODELE DE RECONSTITUTION DU PROCESSUS 

Pour étudier le processus Xt (teT), on propose le modèle 

Xt = « ^ \<*> Xt-1> + Rt ; L C N 

A.(t) matrice carrée d'ordre k. 

Pour exprimer les A &(t), on utilise les prédicteurs linéaires optimaux. 

II-l. Expression du prédicteur linéaire optimal. 

Par construction ( X t ) t e T est élément de L
2
k(P) que nous munissons du pro­

duit scalaire 

< X V X t 2 > LMP) = E ( X ; i X t 2 , = t r E ( X t ' ^ ) 

IRk 

Dans la suite nous étendons certaines définitions mieux connues dans le cas de 

processus scalaires. 

Définition 1 : Nous appelons przdlctzur linéaire optimal de X̂  connaissant 
A « 

Kt-1' Kt-f" tou;t ^ 6 ^ ^ Kt d e L fe'P' &&*** P"1 

U) Kt = l kt[t) Kt_% (3) 

[il] \* - X || = moi |X - l 8 tfjX .| | 

[les AAt) eJt les BAt) sont des matrices fcxfe). 

Définition 2 : Nous appelons m-prédlcteur linéaire optimal |me /N*) de X̂  

connaissant X^_r
 x^2

9mmm toat *Umnt Vm ) dz L fe(P1 d^lnl P™ 
m / i i « 

U) *tM ° Z A^WJX^^ (*) 

m . 
(U) ||X - XJm) || = moi |X - l B,tf)X J| 

* * {BtU),l°1 •> * **» 
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lies AJt) et les B^U) sont des matrices fexfe). 

[On montre aisément Vexistence et Vunldté de X.(m) ; voir prop.l). 

Si on considère le prédicteur X. = Z A0(t)X. 0 , la suite 
k l Ici * *"* 

(|[Xt - Z V ^ t - f c ^ k e N* e s t c o n v e r 9 e n t e dans R v e r s l l x
t " Xt|| . I l existe 

donc pour tout seuil e>0, une valeur m telle que 

• m* m 
V m'*m I ||Xt - Z A£{t)X t .£ | - |X t - Z A £ ( t )X w | | 

Pour déterminer les Ap(t), nous utilisons la 

< e (5) 

Proposition 1 : Soient K et V deux vecteurs aléatoires appartenant respec­

tivement à L2JP) et L2JP) te&que LE[V y ]]"J existe et soi* 

A * E(X y ^EIVV* )]"' . Mors pour toute matrice lp*q) 8, X-BV appantlent 

à L2 (?) et min ||X-By|| est atteint pouA 8 = A. 
Rp B 

(démonstrationrvoir HOJ ou Q6]), 

Pour construire les A ^ t ) de (4) il suffit de remplacer respectivement X et 

Y de la proposition 1 par Xt et ( X ^ j ... xj._m)' A£(t) est alors la sous-matrice 

carrée de A composée des colonnes (Z-l)k+l Jtk (l = l,...,m). 

II-2. Propriété du 1- prédicteur optimal. 

Soit ( X t ) t e T défini en (2) où Xt possède un 1-prédicteur comme prédicteur 

linéaire optimal ; en adoptant les notations suivantes 

E(Xt) = Xt 

E(Xt Xj.^) = P(t) qui est la matrice de probabilités conjointes où 

l'élément (i,j) est égal à P(Xt = e. , X ^ = e.) 

E(Xt X̂ .) = D(t) qui est une matrice diagonale des probabilités P(X = e.) 

-1 * 1 

on montre que A = P(t) D *(t-l) est -la transposée d'-une matrice de transition, 
elle peut donc être associée à une chaine de Markov (A ne dépend pas de t si la 
chaîne est homogène). 

A x
t-i

 = Pft) D" (t"1)xt-i est alors 1e l~ Prédicteur linéaire optimal. 

Si on est en présence d'un m-prédicteur, nous mettons en évidence le lien 

entre Xt (voir (1)) et son passé en prenant la variable 
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» t = (X t, Xt_1 X t H n t l ) : (î2,a,P) > (E.fc «m 

" ^ _ ^ (X t W,. . . ,X t _m + l ( u » 

et «.-V*. 

^JtEjxEj x . . .x Ej) 

^ ( E . X E . . . . X E . J 

1 at< E k x E k x — x Ek> 

«T (6) 

ou 
l~-i « ^ ( E , x E. x . . . x E. ) est au rang i = i j + ( i 2 - l)k + . . . ( i m - l)k 

* 2 m 

m-l 

Avec ces notations le prédicteur linéaire optimal de 2L connaissant son passé 

s'écrit 

A ï -1, 
t l (A - E ( * t 3 ^ ) CEOÊ^ ^ J ] - * , 

C'est un 1-prédicteur linéaire et A est encore - la transposée d'-une matrice 

de transition, et ainsi on est ramené au cas précédent. 

Çê!PËr9¥§-l : ̂ n Prenant (X.- Xt)tey au lieu de (Xt)t€-r nous retrouvons la même 

matrice A (voir[161). 

Remargue_2 : Ce que nous venons de développer nous amène à conclure que si (X t) t T 

est un processus qualitatif discret à k modalités (où Xt dépend d'un nombre fini 

d'instants passés) il peut être transformé en un processus de Markov (non homo­

gène en général) d'ordre 1. Si X. dépend d'un nombre infini d'instants passés, 

nous faisons une approximation convenable en utilisant (5). 

II-3. Quelques propriétés d'un processus de Markov discret stationnaire du 1er ordre 

(X. ) t e T est stationnaire du 1er ordre si pour tout t de T 

E(Xt) = E ( X H ) = X 

• Dans ce cas, on montre que 

V teT E(Xt XJ.) = D(t) = D = diag.(T) 

V tcT E(Xt X ^ ) - P(t) = P 

V teT ; V qeN* E(X. X' ) = Aq D (A est la transposée de la matrice de transition) 
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• Soit R. = X. - AXt-1 pour tout t de T . 

Le processus résiduel (Rt)tel- est centré et E(Rt R[ ) = 0 pour tous tjet 

tp de T distincts (la vérification de cette assertion est immédiate). 

• Pour tout t de T, on a Xt» Xt = A(Xt-1- Xt-1) + Rt où Rt et A(Xt_1- Xt) 

sont non corrélés, ainsi que les Rt entre eux, donc (Xt - X t) t e T est un processus 

autorégressif vectoriel d'ordre 1. 

Remargue 

Comme E(Xt) = X pour tout t de T, on montre Q6] que le processus (Xt~ X t) t e T 

est stationnaire au sens strict (il est même ergodique). 

Dans la suite, on étudie uniquement le cas où (Xt)teT est stationnaire. 

III - DECOMPOSITION CANONIQUE DU PROCESSUS ET REPRESENTATION 

III-l. Décomposition en processus scalaires orthogonaux. 

Si les composantes de Xt (resp. X.- X.) étaient indépendantes, analyser 

Xt(resp.X.-X.) reviendrait à analyser chaque composante x.. (i=l,...,k) 

(resp.x..- x..) séparément des autres. Cette analyse pourrait être aussi celle 

des composantes du prédicteur de X. (resp.Xt-X.) connaissant son passé ou celle 

de Xt (resp.X.-ÎL) et de son prédicteur simultanément. Ainsi, on peut utiliser 

les techniques des séries chronologiques [0], [1],... pour traiter le processus 

composante par composante. 

Pour cela nous allons transformer (Xt)teT (resp.X.-X.) de telle sorte 

que le processus (Yt). T (resp.(Z.)t T) transformé linéaire de (Xt). T 

(resp.(Xt-X.)t T) ait des composantes orthogonales (resp. non corrélées) et des 

composantes de prédicteur orthogonales (resp. non corrélées) pour tout t de T 

(notons que si (Xt)t était normal, la non corrélation et l'indépendance auraient 

le même sens). Aussi allons-nous introduire un opérateur réqulier U(k*k) vérifiant 

simultanément les relations (7) et (8) (resp. (9) et (10)) suivantes 

E(UXt x;U') =diag (Yl Y|c) = r (avec Yi € R*. Vi = l,...,i<) (7) 

E(U AX^j (AX^)' U1) = diag(61,...,6k) = à (avec Ô^R* ; V1=l k) (8) 

(resp. E(U(Xt-X) (Xt-X)V)= diag.(dj d ^ O ) = rQ (9) 

E(U A(Xt.r X) (A(Xt.r X ))V) = diag.(ô1 6^,0) = AQ) (10) 
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Il est facile de vérifier que (7), (8), (9) et (10) s'écrivent respectivement 

u D u'= r (il) 

U A D A' U1 = U P A' U' = A (12) 

U(D-X X') U' = ro (13) 

U(P A'-X X') U' = AQ (14) 

Pour construire U vérifiant (7) et (8) , nous utilisons la 

Proposition 2 : 

SI lXJ+ej ut un processus stationnaire défini par 12), alors les 

assertions suivantes sont équivalentes : 

l) {*t)UJ vérl&lz 111) et 112) 

il) U1 r ' porte zn colonnes des vecteurs propres V-ortkononmés 

de V"1 P A' (ou V,P et A sont définis en II.2) 

Démonstration : [i) —-> ii)] : 

(11) s'écrit aussi 

D U' r"1 = Ik (l'identité dans R k) U 

-> U P A'U' = A = U D U' r"1 A 

=> D"1 P A'U' = U'fr"1 A) 

-1 -1/2 
T A étant diagonale, alors U' (ou U* r x'fc) porte en colonnes des vecteurs 

propres de D P A* et r A porte sur la diagonale les valeurs propres associées. 

(11) peut s'écrire aussi 
r"1/2 u D u1 r"1/2 = i 

ce qui veut dire que U1 r"1' porte en colonnes des vecteurs propres D-orthonormés 

de D' P A'. 

[ii) «> i)] : 

On a D"1 P A' U1 r~1/2 (AI1"1) 

et r"1/2 U D U' r"1/2 = I (*) 

-1/2 
En composant â gauche par r ' U D dans la première équation, on obtient 
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r"1/2u P A' u1 r"1/2 = T'1/2 U D U1 r"1/2(Ar-1) 

= AF"1 

= r"1/2 AF"1'2 ( « , 

De (*) et (**) , on tire immédiatement les équations (11) et (12). 

Pour construire U vérifiant (13) et (14), on utilise la : 

Proposition 3 : Soit (XJ*^ un processus statlonnalrz dé&lnl par (2) teZ 

quz £ ( ^ ^ ) soit régulière. Soit encore [V - XX')" Vinverse généralisée de 

V - XX' au sens de Moore-Penrose. (X^l^j vérifie 113) et [H] si et seulement 

si U1 porte zn colonnz des vzeteurs propres dz (P-XX'J" (PA1 - XX1) teJU quz 
- 1/2 

les vzeteurs colonnes non nuls dz W (T J ' solznt (P-XX1)- seml-normés [Iz 

Démonstration 

vecteur qui s'annule en passant de ii1 à U'(r~) ' étant proportionnel à É) 

Soit ( X t ) t e T vérifiant (13) et (14) ; notons que U est régulière (cf. §111.1). 

Par une démonstration similaire à celle de la proposition 2, on montre que 
r ô A o porte sur la d i a 9 ° n a l e les valeurs propres de (D-XX')~ (PA' - XX'), les vec­

teurs propres associés sont portés en colonnes par U* (la valeur propre 0 étant as­

sociée au vecteur propre t^) ; les vecteurs colonnes non nuls de U((T") ' sont 

(D-XX')-normés. 

La réciproque est similaire à celle de la réciproque de la proposition 2. 

Remargue_l : En prenant exemple sur un processus à 2 états, on montre facilement 

que les deux décompositions (centrée et non centrée) ne sont pas équivalentes en 

général. L'équivalence des deux décompositions n'est vraie que si X = i . rf.. 

ËE9y§.? : Si le processus Xt est exprimé selon son "avenir" (i.e. en fonction 

des X^, ; t' e T, t' > t), le modèle de reconstitution de X. s'écrit 

x t = B x t + i + s t (16) 

où B = P' D" qui est une matrice de transition autre que A si P est non symétrique 

(le cas où P est symétrique est étudié ultérieurement). S. est le processus résiduel 

associé à la décomposition. 

Notons qu'avec le modèle (16), on peut poser de nouveau le problème du §111-1. 

Remargue_3 : En notant A (resp. B) la matrice de transition avant (resp. arrière), 

l'opérateur D*1 P A' de la proposition 2 s'écrit B'A'. 
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II1-2. Décomposition canonique du processus et prévision. 

(X.). y est de Markov tel que 

Xt = X pour tout t de T 

et 
Xt = AXt-l + Rt 

(resp. Xt - X = A(Xt-1 - X) + R t). 

Définition : On appelle tAons^orméz Hnéalrz scalalrz dz X. [resp. (X̂ -X)) par 
u [vzcteuA dzIR! ] la v.a.r. u* X̂  [resp. u9 (X.- X)). 

Pour déterminer la transformée scalaire de Xt (resp.(X.-X)) la plus prévisible, 
on utilise le critère de prévision suivant : 

"minimiser la norme de la transformée scalaire du résidu R., la norme de la trans­
formée scalaire de Xt (resp.(Xt - X)) étant imposée". Ce qui revient à résoudre le 
problème : 

min t L lw (17) 
ueR

k Hu' M L 2 ( P ) 

(resp. mink
 z L v) (18) 

ucRK llu'{Xt-XJIIL2/p. 

Le problème est classique et admet comme solution un vecteur propre de D P A' 
(resp. (D-XX1)" (P A'-XX1)) noté u, associé â la plus grande valeur propre. 

En faisant des itérations sous contrainte de D(resp. (D-XX'))-orthonormalité des 
u.j, i=l,...,k (resp. i=l,...,k-l) on retrouve les décompositions (11) et (12) 
(resp. (13) et (14)), 

II1-3. Analyse factorielle du processus Xt 

On remarque que la décomposition de (11) et (12) (resp. (13) et (14) où la so­
lution itérée de (17) (resp.(18)) revient â déterminer des vecteurs non nuls propor­
tionnels aux facteurs principaux de VA.C.P. de A avec les métriques D - 1 et D (resp. 
les métriques dégénérées (D-XX')" et (D-XX')). 
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Le schéma de dualité associé à l'analyse non centrée (resp. centrée) est 

alors : 

avec Xt o x* = E(XtXj.) = D pour tout t e T 

resp. 

avec (Xt - R) « (Xt - X)* = E[(Xt - X)(Xt - X)']= D - XX' 

Pour toute représentation graphique du processus, on choisit le même espace 

R . Dans la mesure où il existe un sous-espace de R k de dimension h(h < k) dans 

lequel tout le processus Xt est représenté, Xt est transformé en Y = U X ttel que 

(19) Yt " C Vl + Vt 

on a alors 

C = U A u" 

E(Yt Y P 

et vt - U Tt 

fd 
1-. 0 

0 0. 
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et E(C Yt_j Y^.j) C ) = C D C 

Al 0 

ou encore 

( y l f ' yht : yh+lt •*• ykt> = b r i n J (ylt-l •yht-liyh+lt-r 

+ (v u .. 

•w 
, v ht: v h+lf •vkt> 

on voit alors que la partie contenant les k-h dernières composantes de Yt est égale 

à la partie résiduelle la plus importante de Vt et ainsi Y. se décompose, d'une 
part, en une partie qui dépend de son passé et un résidu et, d'autre part, en une 
partie autorégressive (i.e. les h premières composantes) et une partie purement ré­
siduelle (i.e. les k-h dernières composantes). Une étude similaire peut être déve­
loppée pour le cas centré. 

III-4. Echantillonnage 

Soit ( X t ) t e T (un processus vérifiant (2) s'expriment sous la forme 

Xt = A Xt-1 + Rt (20) 

et stationnaire. 
On peut considérer aussi ( X t ) t e T comme une variable aléatoire X : (Q,Û.»P) -*(<R

K) 
telle que 

X(u) : t %j»Xt(w). 

Soit encore X ^ 1 ^ . . . ,X^n^ un n-échantillon de X. 

Considérons le processus moyenne empirique. 

h n " ïï ! 4 1 } 
t,n n jtlj t 

En utilisant la proposition 1 (on note alors que E(X. X' ) = 1 D + (n-l)XX' 
E(Xt,n Xt,n} = ïï P + { n ~ l f t X')» on trouve 

Xt,n s A Xt-i,n
 + Rt,n 

A est la même que celle de (20) et R n est la moyenne empirique tirée d'un échan­
tillon de R.. 

En faisant une décomposition de Xt n en processus orthogonaux selon (7) et (8) ou 
(9) et (10), selon des transformées linéaires scalaires suivant un ordre de prévi-

et 
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sion décroissant (cf. (17) ou (18)) ou selon les techniques d'analyse factorielle, 

on montre que cela revient à décomposer l'opérateur 

D A D A' dans le cas non centré 

ou (D-XX')" A(D-XX')A' dans le cas centré. 

On note Xt n(resp.X) le vecteur X. n(resp.X) auquel on ôte la dernière composante et 

D) la matrice D] à laquelle on ôte la dernière ligne et la dernière colonne. Si n 

est suffisamment grand et D inversible, on prend alors 

X t n " / < X • ï ï ® - * * 1 » 

par utilisation du théorème central limite appliqué à une loi multinomiale. 

Dans le cas centré, on a alors une décomposition de X+ - X en k-1 processus 

scalaires qu'on note z. (i=l,...,k-l) vérifiant 
11 ,n 

z.+ indépendant de tout z.. si j ̂  i ; j e {l,...,k-l} 
it»n Jt,n 

z.. w " " z-* i « Jeme composante du transformé de A Y, « „ 
it,n jt-l,n u r t-l,n 

par l'opérateur U solution de (13) et (14) ou de (18) si j M . Ainsi on rejoint 

les résultats de Box et Tiao [ 4] . 

zit n ne sera i n d é P e n d a n t de tout ziti n t' e T et j M que dans certains cas 

de processus symétriques qu'on étudiera ultérieurement. 

Si D est supposé de rang h (h < k), pour toute représentation graphique du processus 

X , on se limite au sous-espace de IR de dimension h associé aux h premières va-x ,n 
leurs propres de la décomposition de (D - XX')" A(D - XX')A' . 

Les réalisations de X. quand t varie seront représentées sur le graphe comme élé-
t, n 

ments supplémentaires selon les techniques graphiques de l'A.C.P., il en est de même 

pour les réalisation des AXA et des RA . 

t,n t,n 

Cette analyse pourrait être faite à partir de l'A.C.P. de B (matrice de transi­

tion suivant l'ordre inverse de T) qu'on munit des métriques dégénérées (D - XX')" 

et D - XX'. Pour que les deux représentations graphiques soit similaires, il est 

nécessaire que A = B (i.e. que le processus soit symétrique). 

Une étude similaire peut être développée sur le cas non centré, l'indépendance 

des processus scalaires du cas centré est alors remplacée par 1'orthogonalité au 

sens du produit scalaire introduit au § II.1. 
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III—S- Estimation 

En pratique A n'est pas connue, pour l'estimer on utilise la matrice des temps 

moyens de passage qu'on note M et A est estimée alors par 

I - { DM(TT l£ - I) +I}"1 (I - u J') 

où D est une matrice diagonale égale à (diag M) et ir « D i . 

Pour plus de détails cf. 1163 

Si on connait les tableaux de contingence de t â t , on ut i l ise les résultats 

de [12] fondés sur la notion de séparabilité des hypothèses pour estimer A ; le ter-

me général de la matrice estimée A s 'écr i t : 

P i j a.H = TT* i tJ * l , . . . . k i j p 
• J 

et p.. = T V Z 

U t - t o s-t0+l 

t f n..{s) n.(s) n j (s - l ) ( 0 . ( 8 ) + ^ ( 8 - 1 ) ) ( ^ ( 8 ) ^ . ( 8 - 1 ) ) 
« + j 

4rf 

n. . (s) étant le nombre d'éléments occupant l ' é ta t i à l ' instant s et l 'é ta t j â 

1'instant s - 1 . 

n.j(s) est le nombre d'éléments occupant l'état i â l'instant s. 

n est le nombre total d'éléments. 

Si A est déterminé â partir d'un paramètre vectoriel 9 e 0 compact tel que l'appli­
cation e <JA(8) soit injective et continue pour tout élément de A, alors il existe 

pour tout ensemble { tQ, tQ+l t } un 6 vérifiant 

rV z IK n " A(eJXc , J 2 = inf A +IJXC „ - A(9) X , I 2 

* *o t+i s« n ° s _ 1» n e«et"to V s* s"1,n 

Xs^n et X j Sont les réalisations des moyennes empiriques X et X • ; A(e ) 

est un estimateur de moindres carrés de A. (cf.Qg ). 

Sous l'hypothèse de stationnante les données peuvent se présenter sous forme d'une 

série statistique qualitative, d'un ou plusieurs tableaux de contingences, de données 

agrégées et d'une matrice de transition paramétrée,... 

Pour illustrer la méthode, on propose l'exemple suivant. 
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III.6. Exemple 

Soit A = Caij]iOxlO la matrice introduite par Theil [14] qui l'étudié au 

moyen d'autres méthodes ; a... étant la proportion d'individus occupant la caté­

gorie socio-professionnelle i parmi ceux dont le père occupait la catégorie j. 

Le couple "père-fils" est considéré comme un seul individu occupant deux posi­

tions (pouvant être identiques) en deux instants consécutifs. Nous envisageons 

dans cette étude le cas où le processus en question est une chaîne de Markov 

homogène d'ordre 1 stationnaire. Il ne s'agit pas de prétendre que ce modèle est 

le plus convenable (selon un quelconque critère), mais il permet de donner des 

propriétés descriptives de la situation (voir par exemple [6]). 

La-transposée de la -matrice de transition A* est estimée par 

Matrice de transition estimée 

occupation du père 

1 (i> 

1. Professional and techoical 
1 2. Managers and officiais 

3. Sales workers 
4. Clérical workers 
S. Craftsmen and foremen 
6. Operaùves 
7. Service workers* 
8. Laborers (nonfarm) 
9. Farmers 

10. Farm laborers 

1 

.410 

.216 

.195 

.281 

.130 

.117 

.101 

.059 

.053 

.023 

2 

.175 

.341 

.300 

.178 

.165 

.122 

.142 

.080 

.115 

.075 

occupation du 

3 

.090 

.091 

.150 

.078 

.047 

.044 

.057 

.036 

.025 

.020 

4 

.069 

.071 

.062 

.097 

.078 

.066 

.095 

.080 

.047 

.038 

5 

.087 

.139 

.119 

.169 

.294 

.239 

.210 

.226 

.197 

.205 

sujet 
6 

.103 

.085 

.104 

.092 

.175 

.259 

.209 

.263 

.205 

.260 

( j ) 
7 

.031 

.025 

.032 

.061 

.051 

.059 

.111 

.091 

.052 

.081 

8 

.019 

.019 

.020 

.030 

.048 

.076 

.063 

.142 

.085 

.134 

9 

.012 

.010 

.017 

.014 
.008 
.009 
.010 
.012 
.178 
.062 

10 

.004 

.003 

.001 

.000 

.004 

.009 

.002 

.OU 

.043 

.102 

* Induding private households. 

qu'on notera encore A! 

On trouve 

D=diag(0.2157 0.2014 0.0742 0.0733 0.1793 0.1486 0.0446 0.0423 0.0133 0.0053). 

Les 3 premières valeurs propres de D AD A1 autres que 1 sont 

Ax = 0.1466 

A2 = 0.0407 

A, = 0.0363 
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k=l 
Relativement à £ A. (k=10), les pourcentages correspondants sont respectivement 

i=l 1 

59.065%, 16,380% et 14.602% (le pourcentage cumulé étant 90.047%). 

La valeur X. peut être considérée comme la quantité d'information apportée 

par le facteur ui (1-1,...,9) de l'A.F.C. de P = AD. Les modalités (relatives 

au prédicteur) sont données par les distributions conditionnelles de A et toute 

réalisation du processus se filtre à travers les projections de ces 10 modalités» 

(2) fl 

"10 
X 

xE„ 

EgX x E ? 

* E, 

xE„ 
( I ) 

FigJL 
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*E„ 

(3) A 

V 

xE 10 

XE6
 E

8 
X 

(2) 

X 

Fig.2 

On remarque d'après la figure 1 que le 1er axe oppose les éventualités 1, 

2 et 3 aux éventualités 5, 6, 7, 8, 9 et 10 (9 et 10 ayant la particularité 

d'avoir une signification donnée par les axes 2 et 3 (cf. fig.2)) ; on remarque 

aussi que l'éventualité 4 occupe une position médiane par rapport aux deux 

groupes (1,2,3) et (5,...,10). 

Un individu w réalisant la série Ej, E^, E^, E g, E^, E^, Eg, E g, Eg» E^, 

E7, E 1 Q, Eg en treize instants consécutifs est représenté par rapport à chacun 

des deux premiers facteurs seulement, la représentation par rapport au 3ème fac­

teur ne met en évidence que le passage du groupe de modalités 9 et 10 au groupe 

contenant les modalités 1,2,...,8. 
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Fig.3 

Représentation de la série par rapport au 1er facteur 

Fig.4 

Représentation de la série par rapport au 2ème facteur 

Notons qu'en ordonnée, on a la position des modalités sur chacun des facteurs. 

Ce positionnement peut changer si l'on change le cours du temps sauf dans le cas 

Symétrique qu'on va développer dans le paragraphe suivant. 
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IV - DECOMPOSITION CANONIQUE DE PROCESSUS SYMETRIQUE 

Dans ce paragraphe on étudie uniquement le cas non centré ; le cas centré est 

présenté sous forme de remarques. 

IV-1. Quasi-symétrie 

Définition ; Soit M une. maùUce cannée d%ohÀnz k a élément* poàltlfa. 

M e*t quajbï-àymétnlque &'il ixÀAtt une mxtAA.cz tymé&Uque A/ d'oKd/12. k à 

élément* po*ltl&* et deux matAice* diagonale* K eX L à élément* diagonaux 

po*i£l£6 teJilu que 

M = K N L 

Pour plus de précisions consulter [ 5 ] , [6J et [16]. 

IV-2, Processus symétrique 

Définition : 1*+}+ j &*£ appelé pKoce*6u* 6ymé&Uque ou Kévesuible, &l la 

ma&iice de tnanAltlon aà&ociée e*t quaAÏ-àymêtAique.. 

Si nous remontons T dans le sens inverse» on obtient pour tout t de T : 

h = B xt+ i + st w 
où B est -la transposée d'-une matrice de transition, généralement différente 

de A et S. le résidu. La relation entre A et B étant 

AD » D B' = P 

Propriété : Si A est quasi-symétrique,P est symétrique cf. [6], [13] et [16]. 

Si A est quasi-symétrique on a A=B, ce qui entraîne que les décompositions 

faites du processus selon un ordre sur T ou selon l'ordre contraire donnent 
les mêmes facteurs â un signe près. 

Si (X ) t e T est symétrique la solution de (11) et (12) est obtenue à partir 

de la décomposition de 

D"1 A D A' = A,2= B , 2= D"1 P D""1 P (22) 

qui admet les mêmes vecteurs propres que A* = D P. 

(11) et (12) admettent pour problème équivalent : "chercher U telle que 

http://mxtAA.cz
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U D U' diagonale 

U P U' diagonale 

D'une manière générale (23) et (24) est équivalent à 

U D U'= diagonale 

U(P D " 1 ) q D U'diagonale 

or (26) correspond â 

E(U Xt X" U')= U Aq D U' 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

ce qui veut dire que uj Xt est orthogonal à u' X., pour tout j/i et pour tout 

t' = t-q ; si q est négatif, on remplace A par B dans l'expression (27) et 

1'orthogonalité reste toujours vraie (i.e. t'e T). Il en est de même pour le 

prédicteur (il suffit de remplacer Aq par Aq+ dans (27)). 

IV-3. Stabilité de la représentation 

Si (X t) t T est symétrique, la décomposition du processus vectoriel en pro­

cessus scalaires orthogonaux est obtenue à partir de (22) en prenant T dans un 

ordre ou dans l'ordre opposé. Le schéma de dualité associé à la double analyse 

est le suivant 

(28) 

B' 

•eme Faisons la décomposition de (22). Si u. est le i vecteur propre 

D-normé de A' , on peut choisir aussi bien u. que -u. comme i e m e facteur 

associé à la valeur propre A. que l'on choisit non nulle; cependant quand on 

fait une représentation simultanée de (XJ . T selon A(l'ordre naturel étant 

choisi sur T) et B (l'ordre sur T étant opposé au précédent), le 2ème facteur 

de B'2(22) s'écrit d'après (28) : 



83 

AT 

ui si Aui = vTT u.. 

-u . si Au.. = - A T ui 

Il est donc nécessaire que A soit quasi-symétrique positive pour éviter 

le double positionnement des modalités en représentation graphique simultanée. 

Dans la pratique comme A est souvent estimée, il est intéressant de la prendre 

quasi-symétrique. 

Pour construire A quasi-symétrique positive on utilise les propositions 

suivantes : 

Proposition 4 : Soit ? une. matAA.cz de pAobabitlteA conjointe* 6'écAivant 

P = AV où A QMt Za-tAan&po*ee. de la -matAice. de tAonàition et V diagonale 

définie. poàitLvz. 

P eMt *ymctAÂ.que. pobi&Lvc ai et seulement àl A QA£ Qucu>i-wme.tAlQue. ooAÂJtJve.. 

Démonstration : (=>) P = P'et D définie positive entraînent A quasi-symétrique ; 

de plus A' = D" P a pour plus petite valeur propre la quantité 
t ,P 

min ( u'Du = Cte) qui est positive ou nulle 
u<RkU'Du 

i.e. A est quasi-symétrique positive 
( < = ) La réciproque est immédiate . 

Définition : Soit M une. matAice. àymetAique d'oidho. k dont on note, a-

U=7,... ,fej) Ueôp. 3- ( /= f , . . . , f e j ) le* valcun* pnopue* positive* [Kc&p. 

négative*) a*4>ociee* aux. ve.cte.uru pnoptie* nonme* V. [>ie*p. W.) pni* avec 
*» j 

le.uA ondAe. de. mxJUU.pU.cite. . 
On note. M. la matAice T. \ . V. 1/! . 

Proposition 5 : Soit P une matAice caAAée de. pnobabilité.6 conjointe* d%oAdxe k. 

La matAice éymétnique positive, la plu* proche de. P au &en* de la nonme tn&ce 

Démonstration : Notons «y le sous-espace vectoriel des matrices symétriques et 
<y+ le cône convexe des matrices symétriques positives. 

La projection orthogonale de P sur J + correspond à la projection orthogonale 

sur u^ du projeté orthogonal de P sur Cf qui s'écrit ££-£' ce qui vérifie la 
proposition. 

http://matAA.cz
http://ve.cte.uru
http://le.uA
http://mxJUU.pU.cite
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(P* P) n'est pas une matrice de probabilités conjointes ; pour qu'elle le devien­

ne, il suffit de la multiplier par le coefficient . La matrice 

de transition quasi-symétrique cherchée est obtenue â partir de la matrice de 

probabilités conjointes ainsi construite. 

Remargue_l : Pour que le processus centre admette une décomposition en processus 

scalaires non corrélés sur T, il suffit que 

(D - XX')" A(D-XX') A' * (D - XX')" P (D-XX'f P' 

(avec P = P'). 

i.e. ,-1 K t - (D - **')' "k *k 

Cette relation est vraie dès que X = -ç i^ . 

Remargue_2 : En présence d'un n-échantillon du processus, si n est suffisamment grand, 

on considère que le processus moyenne empirique suit une loi normale et alors la non 

corrélation des processus scalaires entrapine leur indépendance. D'après la remarque 

précédente, on constate que cela n'est vrai que dans le cas de distribution équipro-

bable sur les modalités quand on étudie le cas centré. 

IV-4 Exemple. 

En ajustant le processus de l'exemple III-6 à un processus symétrique, A' 

se transforme en une matrice quasi-symétrique qu'on écrit : 

Occupation du sujet 

8 10 

0.4089 

0.2011 

0.2277 

0.2414 

0.1170 

0.1326 

0.1217 

0.0776 

0.1237 

0.0940 

0.1878 

0.3409 

0.2728 

0.1857 

0.1601 

0.1179 

0.1238 

0.0847 

0.1312 

0.0941 

0.0785 

0.1008 

0.1501 

0.0702 

0.0479 

0.0477 

0.0545 

u.0353 

0.0601 

0.0188 

0.0824 

0.0678 

0.0694 

0.0969 

0.0739 

0.0554 

0.0953 

0.0660 

0.0602 

0.0189 

0.0979 

0.1435 

0.1172 

0.1812 

0.2946 

0.2253 

0.2028 

0.2152 

0.1507 

0.1702 

0.0922 

0.0878 

0.0960 

0.1129 

0.1872 

0.2599 

0.1987 

0.2662 

0.1509 

0.2556 

0.0265 

0.0289 

0.0344 

0.0608 

0.0528 

0.0623 

0.1116 

0.0792 

0.0452 

0.0473 

0.0154 

0.0180 

0.0203 

0.0384 

0.0510 

0.0760 

0.0771 

0.1422 

0.0604 

0.1137 

0.0077 

0.0087 

0.0108 

0.0109 

0.0112 

0.0134 

0.0128 

0.0189 

0.1805 

0.0943 

0.0023 

0.0025 

0.0013 

0.0014 

0.0050 

0.0091 

0.00*4 

0.0142 

0.0376 

0.0943 
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et qu'on note encore une fois A! 

Les trois premières valeurs propres de D A D A'(autres que 1) sont 

0.1426 le pourcentage associé est 59,459% 

0.0386 " " " " 16,095% 

» 14,398% X3 = 0.0345 

Le pourcentage cumulé est donc 89,952% . 

'10 

V 
x E7 

(2) 

"4 
X 

(1) 
X 

E 3x 

Fig.5 



(3) 

u2 x x 

E5X Ki6¥-

fig.6 
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x En 

x E 10 

(2) 

On remarque d'après les figures 5 et 6 que les représentations graphiques 

sont proches de celles des figures i et 2. Notons que cette représentation est 

celle des pr*ëdicteurs des modalités ; pour représenter les modalités on utilise 

uniquement les coordonnées du 1er, 2ème et 3ème prédicteur. Avec cette méthode, 

on se permet de comparer n'importe quelle réalisation du processus (ou de son 

prédicteur) â n'importe quel instant avec n'importe quelle autre réalisation du 

processus ou de son prédicteur â n'importe quel autre instant (les instants pou* 

vânt être les mêmes). 

Les valeurs propres de A* étant toutes positives, on peut considérer les 

positions des modalités comme euclidiennes. 
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12 t 

Fig.7 

Fig.8 
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On prend en ordonnée les positions des modalités par rapport aux facteurs 

1 et 2. 

On constate que les figures 7 et 8 ressemblent aux figures 3 et 4, et comme 

A est quasi-symétrique, sur les figures 7 et 8, les positions des modalités res­

tent inchangées si on change Tordre sur T. Ce qui nous permet de considérer la 

proximité graphique des trajectoires relatives aux facteurs comme proximité 

euclidienne. Dans le cas op T est une discrétisation admissible du temps, pour 

étudier le processus, on peut développer des techniques adéquates d'interpolation 

pour affiner les résultats. 

Notons que si A est issue d'une matrice P qui se décompose en une partie 

symétrique et une partie anti-symétrique, l'interprétation apportée par l'antisy-

métrie peut compléter l'interprétation euclidienne amenée par la symétrie 

(cf. C113). 
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