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Résumé : Pour analyser un processus qualitatif ayant un nombre gini de modalitis
et indicZ sun T(TeZ), on étudie Les Liaisons entre Les indicatrices de ses modali-
12s. On code Le processus pour Le rendre quantitatif vectoniel et on justifie Le
choix du modéle markovien stationnaine.

Le but §4<xE est de transformern Linéairement Le processus vectorlel en un autre
ayant des composantes, qui sont des processus scalairnes, ornthogonales.

Le probleme qu'on pose équivaut a La necherche d'une décomposition du processus
selon un onrdre de "prévisibilité" donné. On montre que cette décomposition rejoint
celles des méthodes factonielles, aussi propose-t-on de fainre des études de décompo-
sition canonique, de description et de prévision sun La meme thansforumation du pro-
cessus. Dans certains cas de processus symétrniques, £'effet de distance euclidienne
entrhe Les modalitis peut-etre introduit poun emichin L£'étude.

Abstract : This paper deals with the class of qualitative processes with discrete-
time and ginite number of modalities. In onden to study these kind of processe we
use an appropriate transfonmation of the qualitative process into a multiple quanti-
Zative process.
Finst we explain why we consider stationarny Markov models. Then we introduce
a Linear transgormation of the obtained multiple quantitative process to a new mul-
Liple process with onthogonal components. The problem is also to find components on-
dered fnom most to Least predictable. Similarly, we show that the thans formation
uses the prineipal component analysis methods. On the same thans formation we study
the canonical transformation, the descriptive methodsand the fonecasting methods.
The nesults of symmetric processes can be used to get a better graphical in-
terpretation and sometimes a distance between modalities.

Mots clés : A.F.C., Chaine de Markov, indicative, inverse génénalisie, métrnique,
onthogonalits, prévision, processus qualitatif, processus quantitatif, symétrie.
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INTRODUCTION

L'analyse descriptive de processus qualitatif & suscité 1'intérédt de plusfeurs
auteurs. Une contribution 3 cette analyse a été développée par BOUMAZA 3] en
s'articulant sur 1'A.C.P. semi lingaire de DAUXDIS et POUSSE [7]. Un aspect &qui-
valent, dans une certaine mesure, a &té &tudié par DEVILLE et SAPORTA [9]. Par ail-
leurs, quand on a plusieurs observations indépendantes, cette analyse peut &tre vue
aussi comme une analyse des correspondances multiple 1iée & la juxtaposition de
plusieurs tableaux disjonctifs, cf. (2], [3], £82, [9). Sur un autre plan, on pro-
pose, dans c¢e papier, une analyse canonique qui met en évidence les liaisons liné-
aires entre le processus qualitatif considaré et le méme processus décalé dans le
temps (vers les t croissants ou les t décroissants). Sur le modéle obtenu, quand la
stationnarité est vérifigée, on fait des décompositions factorielles qui nous per-
mettent de faire aussi bien de 1a description que de la prévision. La décomposition
obtenue est similajre & celle que BOX et TIAD [4] wtilisent pour traiter les pro-
cessus vectoriels gaussiens.

Pour que la représentation graphique du processus ait un aspect euclidien une
étude basée sur la Quasi-symétrie [6]) est introduite.

I - CODAGE D'UN PROCESSUS QUALITATIF

Dans cette partie, on procéde & la transformation vectorielle d'un pracessus
qualitatif discret 4 k modalités.

Soit (X )gp (T < 2) un processus qualitatif of
% ¢ (2,0, — (£,F) (1)

E étant un ensemble quelconque et '6' la tribu engendrée par une partition finie
Pre)
J{E) de E.

On note El,...,Ek les k éléments de la partition :T%E) (k < +=) et {e
1a base canonique de Rk

ili=1,... %

E. .
i =" 81

Par g, (xt)teT se transforme en un processus quantitatif vectoriel

Xy =90 Xp= (Xpp ooe Xyy) (2)

1

" " {w) ... 1__ (w)
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(xt)teT peut étre considéré comme une v.a.

X : (2,4.P) —> (R€)T  telle que
X(w) : T—> R¥
t A Xt(w)

11 - MODELE DE RECONSTITUTION DU PROCESSUS

Pour étudier le processus Xt (teT), on propose le modéle

= (% A(t)X._,) +R. 3 LeN
o 2 Rl TR

z(t) matrice carrée d'ordre k.
Pour exprimer les A (t), on utilise les prédicteurs linéaires optimaux.

I1-1. Expression du prédicteur linéaire optimal.

Par construction (xt)t T est élément de L k(P) que nous munissons du pro-
duit scalaire

E( X, )= tr i-:(xtl X )

t; %t t)

X, ,X >
4y sz(P)
R

Dans la suite nous étendons certaines définitions mieux connues dans le cas de
processus scalaires.

Définition 1 : Nous appeloné paéchteun Lindaine optimal de X connaissant

Xt-l’ xt greee tout éfLément X de L k(P) dégini pan

(£) Xp = T Aplt) X, (3)
£21

(i) X, = X b = min X, - T BylaiX, |

(B, (2], 221} 7 g

(Les Al(t) et Les Bz(t) sont des matrices hxk).

Définition 2 : Nous appelons m-predicteur zcneaLAe optimal |me N*) de X,
connalssant xt 10 t gree tout élLément X {m) de L k(P) défini parn

W) Xym) = T AglEIX, (4)
21

m
(44 I, - X cim || = X, - £ B,lt1x, |
{,_(t) L=1,... }| T gt et
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(Les Ay(2] et Les By() sont des matrices kxk).
{On montne aisiment £'ex¢Azenee et L'unicité de X (m) ; voir prop.1).

Si on considére le prédicteur X = I Az(t)xt o la suite
k Lel
(x, - Z Ag ()X, zﬂ)k N* est convergente dans R vers ||X, - X - 11 existe

donc pour tout seuil €>0, une valeur m telle que
1

m m
vmzm X, - T A ()Xl - lX, - I A ()X, (5)
1%y geq 2VTtR t o b

Pour déterminer les Az(t). nous utilisons la

Proposition 1 : Soient X et V deux vectewrs aléatoires appartenant respec-
tivement a LZP(P) et qu(m tetque [E(Y ¥')17" existe et soit
R R

= EXY)E(Y Y 117 . Abons pour toute matrice (pxq) B, X-BY appartient
a sz(m ot min | X-BY| est atteint poun B = A.
R B

(démonstration:voir Q0] ou 061),

Pour construire les Az(t) de (4) i1 suffit de remplacer respectivement X et
Y de 1a proposition 1 par Xt et ( X£’1 ces X;_m)' Az(t) est alors la sous-matrice
carrée de A composée des colonnes (%-1)k+l,...,2k (£ = 1,...,m).

I1-2. Propriété du 1- prédicteur optimal.

Soit (xt)teT défini en (2) ol Xt posséde un 1-prédicteur comme prédicteur
linéaire optimal ; en adoptant les notations suivantes

E(X,) = >'(t

E(X = P(t) qui est Ta matrice de probabilités conjointes oi

[}
t Y1)
1'élément (i,j) est égal a P(xt =e, Xt_1 = ej)

E(Xt X;) = D(t) qui est une matrice diagonale des probabilités P(xt = ei)
on montre que A = P(t) D'l(t-l) est -1a transposée d'-une matrice de transition,
elle peut donc &tre associée & une chaine de Markov (A ne dépend pas de t si la
chaine est homogéne).

AXiq =P(t) D'l(t-l)xt_1 est alors le 1- prédicteur linéaire optimal.

Si on est en présence d'un m-prédicteur, nous mettons en évidence le lien
entre Xt (voir (1)) et son passé en prenant la variable
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&t = (‘it, it-l"“’it‘m“‘l) : (Qaasp) — (Eaﬁ) em N
w \__j (Xt(m)'.."xt°m+1(m))

( )
1~v-a
% (EpxEy x...x E))

I~ [ Yo K"
et W, =Y %, - % (E;%E, ...inm) e R (6)

e (EXE x...x E}) |

R, P s s . . m-1
ol %xt‘(Eilx Eizx vee X Eim) est au rang i = i+ (12 - 1)k + ... (1m- 1)k .

Avec ces notations le prédicteur linéaire optimal de Et connaissant son passé
s'écrit

- ' vyl
Axt_l (A=E(X, ¥ ) CE(e, ; %400 7)

C'est un l-prédicteur linéaire et A est encore - la transposée d'-une matrice
de transition, et ainsi on est ramené au cas précédent.

matrice A (voir[16]).

Remarque_1 : En prenant (Xt- it)teT au lieu de (Xt)teT nous retrouvons la méme

est un processus qualitatif discret a k modalités (ou Xt dépend d'un nombre fini
d'instants passés) il peut &tre transformé en un processus de Markov (non homo-
géne en général) d'ordre 1. Si Xt dépend d'un nombre infini d'instants passés,
nous faisons une approximation convenable en utilisant (5).

I1-3. Quelques propriétés d'un processus de Markov discret stationnaire du ler ordre

(xt)teT est stationnaire du ler ordre si pour tout t de T

E(X) = E(X,_;) = &

+ Dans ce cas, on montre que
¥ teT E(Xt X%) = D(t) = D = diag.(X)

VoteT  E(X, Xy_)= P(t) = P

¥ teT 5 ¥ QEN* E(X, X, )= A% p A est la transposée de la matrice de transition)
t "t-q
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+ Soit Ry = X, - AX,_, pour tout t de T .

t
Le processus résiduel (Rt)teT est centré et E(Rt] R%zj = 0 pour tous tlet
t, de T distincts (la vérification de cette assertion est immddiate).
- Pour tout t de T, on a X.- X = A(X,_;~ X,_;) + R, o R, et A(X,_,- X,)
sont non corrélés, ainsi que les Rt entre eux, donc (xt - xt)teT aest un processus
autorégressif vectoriel d'ordre 1.

Conme E(X,) = X pour tout t de T, on montre (6] que le processus (X, X.), p
est stationnaire au sens strict {11 est méme ergodique}.
Dans la suite, on &tudie uniquement le cas ol (Xt)tET est stationnaire.

II1 - DECOMPOSITION CANONIQUE DU PROCESSUS ET REPRESENTATION

I11-1. Décomposition en processus scalaires orthogonaux.

51 les composantes de xt {resp. Kt- Rt)-étaient indépendantes, analyser
Xt(resp.xt-it) reviendrait 4 analyser chaque composante Xiy (i=1,...,k)
(resp.xit- iit) séparément des autres. Cette analyse pourrait étre aussi celle
des composantes du prédicteur de xt (resp.xt-ft) connaissant son passé ou celle
de Xt (resp.xt-it) et de son prédicteur simultanément. Ainsi, on peut utiliser

les techniques des séries chronologiques (01, [1]1,... pour traiter le processus
composante par composante.

Pour cela nous allons transformer (xt)teT (resp.xt-it) de telle sorte
que le progessus (Yt)tcT (resp.(Zt)teT) transformé linéaire de (xt)teT
(resp.(xt-xt)teT) ait des composantes orthogaonales (resp. non corrélées) et des
composantes de prédicteur orthogonales (resp. non corrélées) pour tout t de T
{notons que si (Xt)t était normal, 1a non corrélation et 1'indépendance auraient

le méme sens). Aussi allons-nous introduire un opérateur réqulier U(kxk) vérifiant
simultanément les relations (7) et (8) {resp. (9) et {10)) suivantes

E(UX, XgU') =diag (ypseeiayy) =T (avec v, R, ¥ i=l,... k) (7)
EQU AX,_; (A%, ;)' U) = diag(8;.....8,) = & (avec 8.eR} 3 ¥i=l,... k) (8)
(resp. E(U(X,-R) (x,-X)'U'}= diag.(d),....d,_1,0) = T, (9)

E(QU A(X, ;- %) (A(X, ;- % Uty = diag.(8),..-8_1,0) = &) (10)
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11 est facile de vérifier que (7), (8), (9) et (10) s'écrivent respectivement

UD U'=T (11)
UAD A U'=UP A U= 2 (12)
u(p-X X') U'=r, (13)
U(P A'-X XY U'= 4 (14)

Pour construire U vérifiant (7) et (8), nous utilisons la

Proposition 2 :
SL ‘xz’zer est un processus stationnaire dégini pan (2), alorns Les
assentions suivantes sont équivalentes :

<) (xt,teT véirnifie (11) et (12)

) ur r-1/2 porte en colonnes des vecteurs propres D-onthonorms
de 07 P A" (o2 D,P et A sont définis en 11.2)
Démonstration : [i) == 1i)] :

(11) s'écrit aussi

uou rleg (1'identite dans R)
= UPAU'=a=UDU' T4
= o lpaw =urta

rrla étant diagonale, alors U' (ou U’ P'I/Z) porte en colonnes des vecteurs
propres de D'1 PA' et r'1 A porte sur la diagonale les valeurs propres associées.

(11) peut s'écrire aussi
/2 gy pl/2, I

ce qui veut dire que U' r-i/2 porte en colonnes des vecteurs propres D-orthonormés
de D' P A'.
[ii) = i)] :

ona plpau rl2 (i}

et T V2ypy M2. (*)

172

En composant & gauche par I' U D dans la premiére équation, on obtient
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r2y pa g V2L 2y p g V2t

arl

_ /2 172 (+2)

De (x) et (*x), on tire immédiatement Tes équations (11) et (12).

Pour construire U vérifiant (13) et (14), on utilise 1a :

Proposition 3 : Soit (Xt)teT un processus stationnaine dégini par (2) tel

que E(X X1) s0it rBgulitre. Soit encore (D - XX')™ R'4inverse généralisée de

D - XX' au sens de Moore-Penrose. (Xe) e vErifie (13) et (14) 84 et seulement
84 U' ponte en colonne des vecteurns propres de (D-XX')™ (PA' - XX') tels que
Les vecteurs colonnes non nuls de U’(P;)’/Z sodent (D-XX')- semi-nonmés (Le

vecteun qui &'annule en passant de U' & u‘(r;)’/z étant propontionnel a ﬂL).

Démonstration.
Soit (Xt)tET vérifiant (13) et (14) ; notons que U est réguliére (cf. §III.1).

Par une démonstration similaire 3 celle de la proposition 2, on montre que
P; A porte sur la diagonale les valeurs propres de (D-XX')~ (PA' - XX'), les vec-
teurs propres associés sont portés en colonnes par U' (la valeur propre 0 étant as-
sociée au vecteur propre ik) ; les vecteurs colonnes non nuls de U((I‘;;)I/2 sont
(D-XX')-normes.

La réciproque est similaire a celle de la réciproque de la proposition 2.

que les deux décompositions (centrée et non centrée) ne sont pas équivalentes en
général. L'équivalence des deux décompositions n'est vraie que si X =-% . ﬂk'

X, =BX

t t (16)

ou B = P! D'1 qui est une matrice de transition autre que A si P est non symétrique
(le cas ol P est symétrique est étudié ultérieurement). St est le processus résiduel
associé & la décomposition.

Notons qu'avec le modéle (16), on peut poser de nouveau le probléme du §III-1.

Remargue 3 : En notant A (resp. B) la matrice de transition avant (resp. arriere),

1'opérateur 0l P A" de 1a proposition 2 s'écrit B'A'.
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111-2. Décomposition canonique du processus et prévision.

(xt)teT est de Markov tel que
it = X pour tout tdeT

et

(resp. xt -X= A(Xt_1 -X) + Rt)'

Définition : On appelle transfonmée Lindaire scalaire de X, (nesp. (XI-R)) par
u (vecteun delkk) La v.a.n. u' X, (nesp. u' (X, X)).

Pour déterminer la transformée scalaire de Xt (resp.(Xt-i)) la plus prévisible,
on utilise le critére de prévision suivant :

"minimiser la norme de la transformée scalaire du résidu Rt’ la norme de la trans-
formée scalaire de Xt (resp.(xt - X)) étant imposée". Ce qui revient & résoudre le
probléme : I “
Uu'rR 2
min —_tILE(P) (17)
)
uerh U Xl 2 p)

u(R
(resp. min fu tILz(P)
ueR (X, -X)
u#lk

(18)
L#(P)

Le probléme est classique et admet comme solution un vecteur propre de D'1 P A
(resp. (D-XX')~ (P A'-XX')) noté u, associé a la plus grande valeur propre.

En faisant des itérations sous contrainte de D(resp. (D-XX'))-orthonormalité des
uss i=l,...,k (resp. i=1,...,k-1) on retrouve les décompositions (11) et (12)
(resp. (13) et (14)).

111-3. Analyse factorielle du processus X,

On remarque que la décomposition de (11) et (12) (resp. (13) et (14) ou la so-
lution itérée de (17) (resp.(18)) revient & déterminer des vecteurs non nuls propor-
tionnels aux facteurs principaux de 1'A.C.P. de A avec les métriques D"1 et D (resp.
les métriques dégénérées (D-XX')~ et (D-XX')).
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Le schéma de dualité associé & 1'analyse non centrée (resp. centrée) est

alors :
F, = Rk
1 -]
o A 4*
‘x 3
L2 (P) D p-! L2, (P)
R¥ R
2 w
LA
Fy = R¢

[}

] * 0o
avec Xt ° Xt = E(tht) D pour tout t e T

[resp.
N L
& ~
L2, (P) D-XK* (D-%X")" L2, (P)
R R
r %
Frrk (e

Pour toute représentation graphique du processus, on choisit le méme espace
Rk. Dans 1a mesure ol i1 existe un sous-espace de Rk de dimension h(h < k) dans
lequel tout le processus xt est représenté, Xt est transformé en Yt = U Xt.tel que

Yt =C Y‘:_1 + Vt (19)
c=uAuUl et v, =uT
t t
on a alors d 0
E(Yt YE) = dh =D
0 o



et E(C Yy Yfq) C')=CDC = An

ou encore

]
1t Yhe © Yhert oo Ykt

c,] 0
[ 5T ] Y161 Ynt-1¥he 1817 Yke-1)

)
* 02t Vit Vnerte Vit
on voit alors que la partie contenant les k-h derniéres composantes de Yt est égale

é la partie résiduelle la plus importante de Vt et ainsi Yt se décompose, d'une
part, en une partie qui dépend de son passé et un résidu et, d'autre part, en une
partie autorégressive (i.e. les h premiéres composantes) et une partie purement ré-
siduelle (i.e. les k-h derniéres composantes). Une étude similaire peut étre déve-
loppée pour le cas centré.

I1I-4. Echantillonnage

Soit (Xt)tET (un processus vérifiant (2) s'expriment sous la forme

X, = A Xio1 * Ry (20)
et stationnaire.
On peut considérer aussi (Xt)teT comme une variable aléatoire X : (Q,@,P) -»(IRk)T

telle que
X(w) : t X (w).

Soit encore x(l),...,x(") un n-échantillon de X.
Considérons le processus moyenne empirique.

1" ()
X = = 3 X
t,n n o t
En utilisant 1a proposition 1 (on note alors que E(X

. 1 -
E(xt,n xt,n) =4 P+ (n-1)X X'), on trouve

1 _l -1\¥Y¥s
t.n xt,n) =D+ (n 1)XX* et

Xt’n = A xt-l,ﬂ + Rt,n

A est 1a méme que celle de (20) et Rt n est la moyenne empirique tirée d'un échan-
tillon de Rt‘

En faisant une décomposition de xt n €N processus orthogonaux selon (7) et (8) ou
(9) et (10), selon des transformées linéaires scalaires suivant un ordre de prévi-
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sion décroissant (cf. (17) ou (18)) ou selon les techniques d'analyse factorielle,
on montre que cela revient & décomposer 1'opérateur

plapa dans le cas non centré

ou (D-XX')” A(D-XX')A' dans le cas centré.

On note {t’n(resp.X) le vecteur Xt n(resp.X) auquel on 6te la derniére composante et
]

D) la matrice DJ & laquelle on 6te la derniére ligne et la derniére colonne. Si n

est suffisamment grand et D inversible, on prend alors

Xen ™ N & o 2Ry

par utilisation du théoréme central limite épp]iqué & une loi multinomiale.

Dans le cas centré, on a alors une décomposition de Xt n" X en k-1 processus

H]
scalaires qu'on note Zit n (i=1,...,k-1) vérifiant
E ]

indépendant de tout zjt n sij#gi ;3 Je{l,....k-1}

u " .éme -
Zig-1,n 9 composante du transformé de A Y, ,

Zit,n
Zit,n N
par 1'opérateur U solution de (13) et (14) ou de (18) si j # i. Ainsi on rejoint
les résultats de Box et Tiao [ 4] .

zit,n ne sera indépendant de tout zjt',n

de processus symétriques qu'on étudiera ultérieurement.

t' ¢ Tetj# iquedans certains cas

Si D est supposé de rang h (h < k), pour toute représentation graphique du processus
xt,n’ on se limite au sous-espace de Rk de-fimension h associé aux h premiéres va-
leurs propres de la décomposition de (D - XX')™ A(D - XX')A* .

Les réalisations de Xt,n quand t varie seront représentées sur le graphe comme élé-
ments supplémentaires selon les techniques graphiques de 1'A.C.P., il en est de méme

pour les réalisation des Axt’n et des Rt,n‘

Cette analyse pourrait étre faite a partir de 1'A.C.P. de B (matrice de transi-
tion suivant 1'ordre inverse de T) qu'on munit des métriques dégénérées (D - XX')~
et D - XX'. Pour que les deux représentations graphiques soit similaires, il est
nécessaire que A = B (i.e. que le processus soit symétrique).

Une étude similaire peut étre développée sur le cas non centré, 1'indépendance
des processus scalaires du cas centré est alors remplacée par 1'orthogonalité au
sens du produit scalaire introduit au § II.1.
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III-5. Estimation

En pratique A n'est pas connue, pour 1'estimer on utilise la matrice des temps
moyens de passage qu'on note M et A est estimée alors par

1= (om(mdy - 1) +07L (1 - m g)

oi D est une matrice diagonale égale a (diag M)'1 et m=1D ik .
Pour plus de détails cf. Q&

Si on connait les tableaux de contingence de to a t, on utilise les résultats
de [12] fondés sur la notion de séparabilité des hypothéses pour estimer A ; le ter-
me général de la matrice estimée A s'écrit :

A P
CFE ;il .‘DJ = 1,- ,k
L
-J
- ~ K
ou -
Py= I Py
ot B =—1-_ ; n.ij(s) . ni(s). 21(5‘1) + (ﬂi(S)+n1.(s-l))(nj(s)+nj(s-1))
ij ot s=t+1t " n n 2

"ij(s) étant le nombre d'&léments occupant 1'état i & 1'instant s et 1'état j a
1'instant s-1.

ni(s) est le nombre d'éléments occupant 1'état i 3 1'instant s.

n est le nombre total d'éléments.

Si A est déterminé a partir d'un paramétre vectoriel 8 ¢ O compact tel que 1'appli-
cation 8 ~AA(6) soit injective et continue pour tout élément de A, alors il existe
pour tout ensemble { ts torlse.ost } un 6o vérifiant

A5 X, - A@ %, 2 = dnfol EJX. - A6) X 2
t-t, to+1 s,n 0/"s-1,n 80 Tt tdA s,Nn s-1,n
xs’n et xs—l.n sont les réalisations des moyennes empiriques xs,n et xs-l,n 3 A(B,)

est un estimateur de moindres carrés de A. (cf.l18 ).
Sous 1'hypothése de stationnarité les données peuvent se présenter sous forme d'une
série statistique qualitative, d'un ou plusieurs tableaux de contingences, de données
agrégées et d'une matrice de transition paramétrée,...

Pour illustrer la méthode, on propose 1'exemple suivant.
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I11.6. Exemple

Soit A = [aij]10x10 la matrice introduite par Theil [B]qui 1'é&tudie au
moyen d'autres méthodes ; 3 atant la proportion d'individus occupant la caté-
gorie socio-professionnelle i parmi ceux dont le pére occupait la catdgorie j.
Le couple "pare-fils" est considéré comme un seul individu occupant deux posi-
tions (pouvant &tre identiques) en deux instants consdcutifs. Nous envisageons
dans cette &tude le cas ol le processus en question est une chaine de Markov
homogéne d'ordre 1 stationnaire. I1 ne s'agit pas de prétendre que ce modéle est
le plus convenable (selon un quelcongque critére), mais il permet de donner des
proprigtés descriptives de la situation (voir par exemple [61).

La-transposée de 1a -matrice de transition A est estimée par

Matrice de transition estimée

occupation du pére occupation du sujet (j)
i) 1 2 3 4 5 (1 ? 8 9 10
I. Profesional and technical A10 J75 000 088 087 103 031 019 nz 004
L  Managers and officials 216 B H L091 A ok 085 013 219 Qi 003
1, Sales workers 9S00 A 062 1n9 104 032 020 .7 001
4. Clrrical workers 281 TR W0TB 0 9T 189 092 061 L0 014 00D
5. Crftumen and foremen J30 (168 047 L7 284 78 051 48 008 004
6. Qpemntives A17 122 044 066 239 259 059 o716 009 0m
7. Service workers* JOL 142 08T 093 210 208 11 063 00 D02
8. Laborens {nonfarm) 05 0BD 036 080 226 260 081 .42 012 .01
9. Farmen 053 15 035 047 197 205 052 083 T8 04
10. Farm labarers 023 015 .00 03 208 260 081 134 062  .I02

* lacluding private houschalds,

Qu'on notera encore A.
On trouve

D=diag(0.2157 0.2014 0.0742 0.0733 0.1793 0.1486 0.0446 0.0423 0.0133 0.0053).

Les 3 premiéres valeurs propres de D'1 AD A'autres que 1 sont

Al = 0.1466
12 = 0.0407
A, = 0.0363
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k=1
Relativement 3 I A (k=10), 1és pourcentages correspondants sont respectivement
i=1

59.065%, 16,380% et 14.602% (le pourcentage cumulé &tant 90.047%).

La valeur A; peut étre considérée comme la quantité d'information apportée
par le facteur u; (i=1,...,9) de 1'A.F.C. de P = AD. Les modalités (relatives
au prédicteur) sont données par les distributions conditionnelles de A et toute
réalisation du processus se filtre & travers les projections de ces 10 modalités.

@ b

xE

X xE

xE
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Fig.2

On remarque d'aprés la figure 1 que le ler axe oppose les éventualités 1,
2 et 3 aux éventualités 5, 6, 7, 8, 9 et 10 (9 et 10 ayant la particularité
d'avoir une signification donnée par les axes 2 et 3 (cf. fig.2)) ; on remarque
aussi que 1'éventualité 4 occupe une position médiane par rapport aux deux
groupes (1,2,3) et (5,...,10).

Un individu w réalisant la série El’ E3, E3, Eg, E2’ E3, Eg, Egs Eg» E4,
E7, ElO’ E9 en treize instants consécutifs est représenté par rapport a chacun
des deux premiers facteurs seulement, la représentation par rapport au 3éme fac-
teur ne met en évidence que le passage du groupe de modalités 9 et 10 au groupe

contenant les modalités 1,2,...,8.
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Fig.3
Représentation de la série par rapport au ler facteur
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Fig.4
Représentation de la série par rapport au 2éme facteur
Notons qu'en ordonnée, on a la position des modalités sur chacun des facteurs.
Ce positionnement peut changer si 1'on change le cours du temps sauf dans le cas
symétrique qu'on va développer dans le paragraphe suivant.
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¥ - DECOMPOSITION CANONIQUE DE PROCESSUS SYMETRIQUE

Dans ce paragraphe on étudie uniquement le cas non centré ; le cas centré est
présenté sous forme de remargues.

IvV-1. Quasi-symétrie
Définition : Soit M une matrice carrée d'ondne k G 28Ements positifs.
M est quasi-symiinique &'<l existe une mutrice syméirnique N d'oxdre k &
Eliments positifs el deux matiices diagonales K el L 2 élEments diagonaux
positifs telles que
M=KNL

Pour plus de précisions consulter [51, [6] et [16].

IV-2. Processus symétrigue

Définition : {lezer est appelé processus symEfrique ou rdvenscble 54 £a

mitrice de frandition associte est quasi-symbinique.

$i nous remontons T dans Te sens inverse, on obtient pour tout t de T :
xt =B xt+1 + St {21)

ol B est ~la transposée d'-une matrice de transition, généralement différente
de A et St le résidu. La relation entre A et B étant

AD=D B'=P

Propriétd : Si A est quasi-symétrique,P est symétrique. ¢f.[6], [13] et (161.

5i A est quasi-symétrique on a A=B, ce qui entratne que les décompositions
faites du processus selon un ordre sur T ou selon 1'ordre contraire donnent
les mémes facteurs d& un signe prés.

Si {xt)tET est symétrique la solution de (11) et (12} est obtenue & partir
de la décomposition de

2

prAD K= A2= BF=plpplp (22)

qui admet les mBmes vecteurs propres que A =D L P.
(11) et (12} admettent pour probléme &quivalent : “chercher U telle que


http://mxtAA.cz
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UDU' diagonale (23)
UP U' diagonale (24)

D'une maniére générale (23) et (24) est équivalent a

UD U'= diagonale (25)
u(P 0°})9 D u'diagonale (26)
or (26) correspond &
' "y q '
E(U Xt Xt_q ut')=uAiD U (27)

ce qui veut dire que u% Xt est orthogonal & u& Xt. pour tout j#i et pour tout
t' = t-q ; si q est négatif, on remplace A par B dans 1'expression (27) et
1'orthogonalité reste toujours vraie (i.e. t'e T). Il en est de méme pour le
prédicteur (il suffit de remplacer A9 par Aq+2 dans (27)).

IV-3. Stabilité de la représentation

Si (xt)teT est symétrique, la décomposition du processus vectoriel en pro-
cessus scalaires orthogonaux est obtenue a partir de (22) en prenant T dans un
ordre ou dans 1'ordre opposé. Le schéma de dualité associé a la double analyse
est le suivant

k A * _ ok

Fl - R S > Fz - R
B

D ' p-1 o| [o? (28)
v

* _ ok A _ ok

Fl =R [ R Ay Uy, 2 FZ =R
Bl

Faisons la décomposition de (22). Si u; est le itme vecteur propre
D-normé de A'z, on peut choisir aussi bien u; que -u, comme i*M€ facteur
associé a la valeur propre A; Que 1'on choisit non nulle; cependant quand on
fait une représentation simultanée de (Xg teT selon A(1'ordre naturel é&tant
choisi sur T) et B (1'ordre sur T é&tant opposé au précédent), le 2éme facteur

de B2 (22) s'écrit d'apres (28) :
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11 est donc nécessaire que A soit quasi-symétrique positive pour éviter
le double positionnement des modalités en représentation graphique simultanée.
Dans la pratique comme A est souvent estimée, il est intéressant de la prendre
quasi-symétrique.

Pour construire A quasi-symétrique pesitive on utilise les propositions
suivantes :

Proposition 4 : Soit P une matnice de probabilitis conjointes &'Ecrivant

P = AD ol A est La-transposle de fa -matrnice de transition et U diagonale
définie positive.

P eat symiinique positive &4 et seufement s A est quasi-symbinigue positive.

Démonstration : {(=—>) P = P'et D définie positive entrainent A quasi-symétrique ;
de plus A's D'IP a pour plus petite valeur propre 1a quantité

P,

min

{ u'Du = Cte) qui est positive ou nulle
uaRk u'Du

j.e. A est quasi-symétrique positive
(<=} La réciprogue est immédiate .

Définition : Soit M wne matrice symtrique d'ordre k dont on note o,
{=1,. .., 0] {nesp. aj {j=1,...,k2]] £es valewns propres positives [nesp.
négatives) asdocides aux vecteuns propres normés Ve {resp. wjl piis avec
Lewr ondre de multiplicité. by '

On note M, {fa matrice iEI AL UL Ui .
Proposition & : Soit P une matrice carrde de probabilités confeintes d'ondnre k.
La matnice symitrnique positive La plus proche de P au sens de £a norme trace

)
et (50}
Démonstration : Notons A g le sous-espace vectoriel des matrices symétriques et
Cf; Te cine convexe des matrices symétriques positives.
La projection orthogonale de P sur Cf+ correspond & la projection orthogonale

sur Cﬂ_du projeté orthogonal de P sur S qui s'écrit EE—EI ce qui vérifie la
proposition.


http://matAA.cz
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(B%—J33+n'est pas une matrice de probabilités conjointes ; pour qu'elle le devien-

1

P+P’ :
T G2 Iy
de transition quasi-symétrique cherchée est obtenue a partir de la matrice de
probabilités conjointes ainsi construite.

. La matrice

ne, il suffit de 1a multiplier par le coefficient

Remargue 1 : Pour que le processus centré admette une décomposition en processus

scalaires non corrélés sur T, i1 suffit que
(D - XX*)~ A(D-KX') A' = (D - XX')~ P (D-XK')” P
(avec P = P').
e ol = (-R).
1 .

Cette relation est vraie dés que X =

x|

on considére que le processus moyenne empirique suit une loi normale et alors la non
corrélation des processus scalaires entrapine leur indépendance. D'aprés la remarque
précédente, on constate que cela n'est vrai que dans le cas de distribution équipro-
bable sur les modalités quand on étudie le cas centré.

Iv-4 Exemple.

En ajustant le processus de 1'exemple III-6 & un processus symétrique, A’
se transforme en une matrice quasi-symétrique qu'on écrit :

Occupation du sujet

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.4089 0.1878 0.0785 0.0824 0.0979 0.0922 0.0265 0.0154 0.0077 0.0023
0.2011 0.3403 0.1008 0.0678 0.1435 0.0878 0.0289 0.0180 0.0087 0.0025
0.2277 0.2728 0.1501 0.06%4 0.1172 0.0960 0.0344 0.0203 0.0108 0.0013
0.2414 0.1857 0.0702 0.0969 0.1812 0.1129 0.0608 0.0384 0.0109 0.0014
0.1170 0.1601 0.0479 0.0739 0.2946 0.1872 0.0528 0.0510 0.0112 0.0050
0.1326 0.1179 0.0477 0.0554 0.2253 0.2599 0.0623 ©0.0760 0.013¢ 0.0091
0.1217 0.1238 0.0545 0.0953 0.2028 0.1987 0.1116 0.0777 Q0128 0.0054
0.0776 0.0847 v.0353 0.0660 0.2152 0.2662 0.0792 0.1422 0.0189 0.0142
0.1237 0.1312 0.0601 ©.0602 0.1507 0.1509 0.0452 0.0604 0.1805 0.0376
0.0940 0.0941 0.0188 0.0189 0.1702 0.2556 0.0473 0.1137 0.0943 0.0943

W oo Ny D W N

Occupation du pére

-
(-]




et qu'on note encore une fois A.
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Les trois premiéres valeurs propres de D'1 A D A'(autres que 1) sont

A = 0.1426 le pourcentage associé est 59,459%
Ay = 0.0386 " " " *  16,095%
Ag = 0.0345 " " " " 14,398%
Le pourcentage cumulé est donc 89,952% .
(2) A
x X
Eyo Eg
E
X
E X
8 Eg E,
X x Eq x
(1
x
ES E3 x
X
E
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(34
X E9
x E10
E
3
E2 X X E7
EcX [ ExEy (2)
5 X
4E68
fig.6

On remarque d‘'aprés les figures 5 et 6 que les représentations graphiques
sont proches de celles des figures 1 et 2. Notons que cette représentation est
celle des prédicteurs des modalités ; pour représenter les modalités on utilise
uniquement les coordonnées du ler, 2éme et 3éme prédicteur. Avec cette méthode,
on se permet de comparer n'importe quelle réalisation du processus (ou de son
prédicteur) & n'importe quel instant avec n'importe quelle autre réalisation du
processus ou de son prédicteur a n'importe quel autre instant (les instants pou-
vant étre les mémes).

Les valeurs propres de A étant toutes positives, on peut considérer les
positions des modalités comme euclidiennes.
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V 12t

Fig.a
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On prend en ordonnée les positions des modalités par rapport aux facteurs
1 et 2.

On constate que les figures 7 et 8 ressemblent aux figures 3 et 4, et comme
A est quasi-symétrique, sur les figures 7 et 8, les positions des modalités res-
tent inchangées si on change 1'ordre sur T. Ce qui nous permet de considérer la
proximité graphique des trajectoires relatives aux facteurs comme proximité
euclidienne. Dans le cas oy T est une discrétisation admissible du temps, pour
étudier le processus, on peut développer des techniques adéquates d'interpolation
pour affiner les résultats.

Notons que si A est issue d'une matrice P qui se décompose en une partie
symétrique et une partie anti-symétrique, 1'interprétation apportée par 1'antisy-
métrie peut compléter 1'interprétation euclidienne amenée par la symétrie
(cf. [113).
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