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Résymé : Dane ce travail, om conmsiddre dea rasta Filbertiens de dimension
finla ot on déterming la loi limite de ces tasts pour des hypothdees adja—
aemtes 3 I'hypothdse mulle. On en déduit des rdsultats relatifs 4 l'effica-
oité ampmptotique de ces tasts.

Or cbtignt notarment deg critéres pour qu'un tegt soit asymptotique-
memt optimal et l'on compare l'efficacttd d'un vel test avec celle du test
da Reyman=Pearson.

Abstract : ¥e congider finite dimensional Filbertian tests and we obtain
their limit distributione for hypothesis "adjccent” to the rull hypothesis.
As an application we obtain results about the gmympiotic efficiency of these
tagts.
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les tests d'ajusrement Hilbertiens sont des tests sur .xz géné-
ralisés, faciles i utiliser et souvent plus efficices que le cast du xz
usuel.

Ces tests sont définis de la fagon suivante : Soic xl,...,xn,
n varisbles al8aroires indépendantes ‘et de méme loi, définies sur 1'espace
probabilisé (N,A,P) et 2 v;leurs dans l'espace mesurable (E,B). OUn cherche
3 tester H = {u} concre H, = M~ {u} o4 M désigne une famille de
Probabilités sur (E.B). Pour cela on se donne K : ExE - R mesurable,

bornée et telle que JK(x,t) dul(xy =1, tegE et l'on pose

b n
s (t) = fﬁ[;'l- i‘{'l K{xi,t}-—l] , tek

Le test Hilbertien de noyau K est alors d&fini par la région

critiqué
: 2
18,112 > w,

ol w_ est un nombre donné et o2 ||.}| désigne la semi-norme de L2 ).

Le test du X2 basé sur la partition B,,...,B

" corTespond au

1
noyau

k
K(x,t) = _Ilfu(sj)]_l @ 1y 5 meet.

j= i

Dans les publications antérieures (3], [2] ec [3] nous avens obtenu
des r&suyltats sur le comportement asymptotique de Sn lorsque la loi des
X, eat y ou une loi fixe de la contre-hypothése.

Le présent travail est counsacré A 1'Ecude de proprifté€s asympto-
tiques locales au veisinage de 1'hypothése nulle : on se donme

(v » o2 C M et "adjacente™ 3 u. en un sens qui sera précisd et 1'on



se propose d'étudier le comportement asymptotique du test lorsque les observa-

tions sont faites de la fagon suivante :

xll est une v.a. de loi vy

x‘l , xzz sont des v.a. indépendantes et de méme loi vy i
xln seces xnn sont des v.a. indépendantes et de méme loi v_ ;

Dans la suite nous déterminons la loi limite du test lorsque
le noyau est de dimension finie. Nous faisons une €tude analogue pour le
test de Neyman-Pearson.

Comme application nous &tudions l'efficacité asymptotique des
tests Hilbertiens et nous donnons la forme des tests asymptotiquement
optimaux.

L'étude de 1l'efficacité asymptotique de certains tests analogues

aux tests Hilbertiens a &té& effectuée par G. GREGORY dans [ﬁ] et [5].



1~ CAS D'UN NOVAU FIXE DE DIMENSION FINTE.-

a) Soit Kk wun entier positif donné et soit E un sous-espace

vectoriel de Lz(u) qui posséde les trois propriétés suivances :

P,~-lefE .

|
B, - € est de dimension k+l .

P, ~ Les foncerions appartenant 3 E sont bornées.

On suppose que le novau K du test Hilbertien utilisé@ est

(1)

le noyau reproduisant de . On lui associe la statistigque & valeurs dans

Lz(u) définie par

1 n
5.0) - = iZI K(X; ,.) ~ 1] . ozl

d'ofi un test Hilbertien de la forme |i$“{|2 >w

Remarguons qué Sn(.) est 3 valeurs dans E£' sous-espace

vectoriel de E orthogonal 3 |I.

Dans la suite Yn dégignera une v.a. de loi v, ¢t on
posera Z = K(Y ,.) - i : cette v.a. est 3 valeurs dans E' . Enfin

I K(x,.) dun(x) ~ 1 est manifestement dans E' ,

b) Adjacence de (v)

Nous ferons les hypothéses suivantes :

@ o U Ki{x,.) dun(x) - l] converge dans E' @)

L'opérateur de covariance de Z_  coaverge simplement vers

1'identicé de E'.

(1} Pour la définition d'un noyau teproduisant voir 1'appendice.
{(2) ou dans Lz(u), ce qui est Equivalent ici.



Remarque : Dans les applications la limite de

/n [IK(X,.) dvn(x) - q sera un &lément non nul de E'.

Lemme T.- 1) A, est équivalente 2

11 existe (ej ; j=1,...,k) base orthonormale de E' , telle

que V, = /n (J e, dvn,...,J e dvn) converge dans R

2) Az est &quivalente 2

11 existe (e. ; j = 1,...,k) base orthonormale de E' , telle

- . "l=
quev J ej ej. dvn j ej dvn J ej, dun - ajj. 3,3 I,...,k

Démonstration :

1) si /K'{]K(x,.) dvn(x) - l] - h dans E' et si
(ej s j = 1,...,k) désigne une base orthonormale de E' , il vient :

2 _ & 2
|]/5Ix(x,.)dv(x)-h]| ) /r_fje. dv_ - | e, hdyl“ =0
n j=1 3 n J

k P .
donc Vn converge dans R .-La réciproque est claire.

2) Soit Cn 1'opérateur de covariance de Zn' S'il converge

on en déduit que :

E[%Zn,f> <Zn,g%] - E<Zn,f> . E<Zn,g> = <Cnf,g> + <f,g> f, g e E'
Comme K-1 est le noyau reproduisant de E' cela s'écrit
‘encore
I £fgdv - J £ dv J g dv — <f,g> ; f, g€ E'

done Aé est vérifiée.



je (1,.

et on en

r———

nn.L u

PrEll (hn)

par les

b t——

Inversement, A! implique que, pour tout f € E' et tout

2

...k}

k

<cnf,ej> = 5'§|(I &5 £ d) <C_ &g e
k
- (| e.y £ds,., = | e, £ du = <e,,f>
5-§. I | sy I I

déduit que C, converge vers 1'identité. ®

. . 1
Lemme 1 bis.- Soit Vo " (I+hn) S, LI L () ,

la décomposition de Lebesgue de v, Ppar rapport 3 u.
Alors

A, , A, <==> Pr /r'x'hn) converge dans E' et

) gl

+ 0 dans E" ou E"™ désigne l'espace vectoriel engendré

)

éléments de E' et leurs produits deux 3 deux.

Démonstration : Comme (nn) est une suite de mesures &trangires

3 yp, on peut choisir (ej) telle que

|

= = st oo ' . .
e dn I e, e dn =0 33 b,...,k 3 a2l

Alors il est clair que la convergence de V_ = dans R

&quivaut 3 celle de PrE.(/F h) dans g

oo

Pour conclure il suffit de remarquer que
- = - . h
dvn I ej dvn J ej, dvn ij, + j ej ej. hn dp I eJ n dy
] et By dw mx

Les détails sont laissés au lecteur. B

(1) px..

ol K'

est défini par la formule
Prp, (£)(.) = IK'(.,t)f(c)du(t) , felb (>

désigne le noyau de E’'. PrE" se définit d'une maniére analogue.



c) Lla fod Limite.

Proposition 1.- Si A, et A, sont vérififes, on a

V2T e k) T e (X)) — (U, + v U e v)
i=l 1" "in® vt i1 k"in 1 1] " Tk k

ol lll,...,Uk est un &chantillon de N{O,l) et (vl....,vk) la

limite de (Vn).

Et, par conséquent

s, 1? ——r I w, +ij2
J-

Démonstration : D'aprés le théordme de SAZONOV (cf. [3] p. 15)

sup [P(/MA -aded] -2 ecllsy,

Cel
ofi C est l'ensemble des convexes mesurables de BF .
A e [ e (X, ) ..ny Z e, (X, )
o i=l n in}

k - (J e dv P J % dvn)

v = (U

. g * e Ukn) est une variable Gaussieonne & k

dimensions, cencrée et de matrice de covariance .

C - - . . : .
v, (] ;&5 v J e dvn I ey dvn’q,] ol ...k

k|
8 c_il &
enfin y = —2— | ] n m] 32
n n =
ol M= sup |e.{x)} et ob les Nen sont les valeurs propres
xek 1

j=l,..0,k


http://PA.opo6JM.on

de Cv (Cv est réguliére pour n assez grand puisque son dé&terminant

n n
tend vers 1).

Soit maintenmant C wun convexe fixe, on considére le convexe

mesurable Cn =C-/n An . Alors

|PC/aa - a) ec) - P ecHl v,

soit

|p(/a A € © - B, +/mA O] sy (0

n

Maintenant Al et Az impliquent la coavergence de Cv
n

vers 1'k matrice identique k x k , au sens de la convergence terme &

terme. On en déduit la convergence des valeurs propres de Cv vers 1.
. a

Par conséquent (Yn) tend vers O.

Comme Un tend en loi vers U Gaussienne centrée de matrice

de covariance Ik et comme /n ALV od v = (v‘,...,vk) , 11 vient

u o+ /E'Rn —L—U+v

2 2
s, 112 —— 11U + v]| B

2
. Bi e e s &oend
Remargue : Bien entendu la loi lxmxte.de ||sn|| ne dépen
pas de la base (ej) choisie : il s'agit d'un xz décentré 3 k degrés
de liberté dont le paramétre de non centralité vaut

22 - ||v||2 = lim n ||J K(x,.) dv_(x) - l[{z .

n->co



d) Une extensdion.

Nous allons voir que la deuxiéme partie de la proposition 1

reste valable sous 1'hypothése :
||PrE.(/rT hn)H + A et Prea(h ) = 0

I1 est facile de vérifier les implications

Al ’A2=>B<->A2'A'l'
oii AT est la condition
A [|/a U K(x,.) d\an(x) - |} +a

Remarque : Si vy {u et h e E' , B s'Bcrit simplement
dv

- =Rl -
du

Proposition 2.- Sous la condition B , ]ISnllz tend en
loi vers un xz décentré 3 k degrés de libertés et admettant Az

comme paramétre de décentrage.

Démonstration : La relation (1) obtenue dans la démonstration
de la proposition | reste valable, et comme les remarques faites ci-dessus

montrent que C = on a encore - .
q vy Ik Ya 0

I1 suffit donc d'étudier la loi limite de

2 k
o, + mall?= 1w,

+/n | e, dv )2 .
j=1 nj i n
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D'aprés le thécoréme | p. B8 de BARRA (&a) la fonction

caractéristique de cette v.a. s'éerit

172

9 (e = [Der(r, - zic c"nﬂ- .exp . [ic /o al(r - 2ic c‘,nm-l AJ

le 1°T facteur converge vers [bet(Ik = 2it ka]_ifz = (I-Zitj_kiz
! . -1
Posons B = {1 - 2ic ch
|
alors Bn = {1 - 2it) Ik

On se donne waintenant un € > O ; pour n assez grand

=t
(1 - 2ir) ajj.| £c

max ]Bn(j,j )

j.3

d'od

n j)jjl BoCiad®) AL 4G - n T A AGH 8,0 - 2007

]a]l
sae JJa () A GY (2)
i.i
miis
I/ & ()] = 1.4:] e dvl = |[ ng e dul s ez, Al

done

se I (A AGH] se {]Prg, /Ehnllz k2
151

compe le deuxidme terme du premier membre de (2) vaur (l--Z:'.i:}"l E n Ai(j) :
b

il converge vars (I-Zit)—| 12 et il en est zlors de méme pour le premier

T -2 i ]
e'est-d~dire pour An Bn aﬂ .
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Finalement
J(0) » (1-2i0) ™2 expfi(1-2i0)7" 27

qui est la f.c. du x2 cherché. @

e) Efficacits asympictiue du Ltest.

Soit a € ]0,![, sous Al ~ A2 ou B 1la puissance asymptotique

du test de niveau asymptotique « s'éerit
P ® = [P,nD > K

od x: est défini par la relation

a = p[2k,0 > 13

Pour optimiser cette puissance asymptotique, nous alloms nous

placer dans le cas od

4
0
v -_—) .
n-(l* ) .
n

avec g + g faiblement dans 3. o supposera que ||g|| # o.
Remarquons que la convergence faible de g, vers g et le fait que

Jl - 8, dy = 0 implique Il .gdu=0.
On peut se poser le probléme sous la forme suivante :

Soit Kg l'ensemble des noyaux reproduisants sur les

-sous—espaces de Lz(u) qui vérifient les propridtés Py P2 R P3
(o3 k est fixe).

Il s'agit de déterminer K ¢ Ks qui maximise Pa(K) H

or cette quantité peut s'écrire
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2 2 2 2
P (K) = P[(ul VNI PN Xa]

2

Il suffit alors de maximiser pc(K) lorsque 1l'on conditionne

par Ug + .. U: . On est donc ramené 3 la minimisacion de
2 2 2 2
PO, + 0% s xg - (U + o+ )]
.2 2 2 . . .
Si Xy € U2 + .+ Uk n'importe quelle valeur de A convient. Sinon

on-est ramené 3 la minimisation de

P[—fx:-(u§+...+u§)-xsuls/x:-(u§+...+ui)-A]

Comme Ul ~ N(o,

1) et que l'intervalle (- /- A, ¥ ~ 1) a pour centre

A on en déduit qu'il faut maximiser |- A| c'est-3~dire maximiser

Azs

Autrement dit il
sur l'espace E

donc chaque fois

£
’ »
Hell 2

Ou en

lim || /0 U K(x,.) dvn(x) - I]l[2

e

lim ||fx<x,.) g (0 dut |2

n-.@
k
) (I e. g daw?

j=t 1

s'agit de maximiser la norme de la projection de g

de noyau K : ceci a lieu chaque fois que ge E

que K= 1+ —£ _o -8 f. @ fj ol
Hell  Ilell  j=2

yeonsy fk) forment un systéme orthonormal de Lz(u).

déduit la :

Proposition 3.- Le test Hilbertien de niveau asymptotique

a (e JO,ID basé sur le noyau K est asymptociquemen: le plus

o

puissant

pour toute suite d'alternatives de la forme

(1) vparai les tests Milbertiens dont le noyau est de rang k+1.
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n
vn-(l+—-)u. nxl
- .

ou (g“) tend faiblement vers g &lément non nul de l'espace de

noyau K.
Remarque-~ La proposition 3 s'étend au cas ot
&, n
v=Ul+—) . p+tm , o Ly
n
ol
a) g, * 8 faiblement ,
b) I g, du -0 .
En effet, on a alors
o Ux(x,.) dvn(x) - l] = JK(x,.) gn(x) du(x)
+ /;\-mn(E)
1
or 1 =vn(E) = | +/—;Jgn du+mn(E)

donc b) implique /:Tmn(E) +0 .

Par ailleurs

Jgndu->o=Jgdu

et 1'on peut terminer la démonstration comme dans la proposition 3.
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§) Vitesse de convergence vers fLa Lod Limite.

. . : 2
L'évaluation de la vitesse de convergence de llsnll vers

sa loi limite permet d'apprécier la valeur de la notion d'efficacité

asymptotique.
Dans ce paragraphe, ll.llp désigne la norme euclidienne
de RP s II.IIL la norme d'un opérateur lindaire, I_  la matrice

unité p x p et enfin <.,.>P le produit scalaire de ]P.

Lerme 2.- Soit P = N(m,C) wune loi normale dans Rk dont
la matrice de covariance C est régulire et soit Q 1la loi normale

N(m',Ik). Alors

sup |[P(B) - Q(B)| s ¢, ||m'-m|[, + c, ||C-T ||
BeB 1 k 2 k''L

X
ol les constantes ¢, et <, sont données par les formules suivantes :
-k/2 - - ot -
e = £2mM) " (ger ¢y '/2 J(]Ic |||L|lx-mllk+||x-m'||k)(e Vs ey dx
4
et
~k/2 [
2 -1/2 -1 - -
)" S.l%———- (det C) / JllC llL le-mllk I]x-m'!lk (e + ey ax
k-1 k-1
h -1 -1,/h 1 -1/2
smaxC L el® 1T, T T D x L e ©
h=0 h=0 2
ol

yetecm , x-m> ey =L flxa'll
2 2
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Démonstration : Notons simplement <.,.> le produit scalaire

. de llk et posons

8= - L [ em, x> - cxeat, xea's]

- ¢ Nxm), 0w ¢ <« (x-m), x-a'>

- ¢x-m', x-ao' >]

-1 [<C-‘(x-m), o' ~o> + <(C-‘—I) x, x-u'>

v+ -Cc'm , x-m'>]

- l E<c-l(x-m)' o'-m> + <((:-l

-I) x, x-a'>
+ <@'-m, x-m'> + <(I-C ) m, x-m'>]
Alotrs, comme
Helerily = 1™ = celly ¢ He 1y - H-cll
L L*® L - L
on a une majoration de la forme

18] s A {lo'=m]], +BG) . [fc-1]] M

Maintenant, &tudions

1 1 -1/2 -y -y
8= sup |P(B) - QB = — Il(de: c) e -e”’ | dx
BeB 2 2ny/?

"
Rk

On a
-k/2 '

s ﬂ_] (det 072 | - e 4x
2
-k/2 _ ot
0(_2'1__|I-(decc) l/2' Iey dx = 8, + 8, .

2
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Le premier terme se majore en remarquant que y - y' = é. Donc :
-k/z - —!
lAlI < m - (det C) 1/2 I [6] ¢ ax
2

oli y" est dans l'intervalle (y,y') (ou (y',y)), par conséquent

-" - -
e Y sey'+ey

on en déduit, compte tenu de (1)

/2
<8m -

det C)“l/2 ||m'-ml|k f A(x) (e-y' + e 7) dx
2

8

Nk
2

-1/2

(det C) lII-Cl!L J B(x) (e-y' +e7) dx

D’autre part

o, =L |1 - der 072 - s [ (det o'? -

2, 2(det C)

< _Iﬂ'z' |det c-1]
2(det C)

Nous allons distinguer deux cas :

1) Si det C 2 1| , alors
k
[det ¢ ~ 1| = det ¢ - 1< [[c]]f -
lell, - b T Jlcl®
s ({|C -1 ( cl|)
L no L

k-1 h
s He-1lly <hZ° Hellp
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2) Si det C g1, alors

l[det €= 1] = 1 - dee C = 1 - (det ¢ )™

Jee c”h -1
det €'

-1
Al - n

< (det C-l) -1

"

A

k-1
He'-rll, L e 1™
h=0

n

k-1
He It He=til, ¢ 8 L 1
L L hzo

En rassemblant les inégalités obtenus on en déduit le

résultat annoncé. B

Pn.ogou'/téon 4.- Les notations et les hypoth@ses &tant celles

de la proposition 1, on pose

n_= sup |/ fe.dv -v.|l o3l
R I L
et
e = sup |C (i,)) -6..] , nxl .
b agisk Vn 1
Dans ces conditions il existe des constantes c; et ci
telles que

" - ' '
<s;:xgll’(v/tTAne:C) P(U*vec)lsyn*clnn+c2cn .

S

Démonstration : Comme
[P(/aE e -BU+veO) s |e(/a A e ©) - B, + /@A €O

*lP(Un+/§'A“eC)-P(U*vcc)|
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il suffic de majorer le deuxiéme terme du majorant.

Pour cela on utilise le lemme 2 avec m = /n An , C= Cv
et m' = v. "

Coume Un + /n A — U+ v on a aussi la convergence des

moments (cf. par exemple (7]). D'autre part, éat continuité

lia [[c |l = lim Hc;'HL = lim (det C_ ) = I
1 el n [t n n-s n

done €, et <, sont bornées et l'on conclut en remarquant que

les normes des e.v. de dimension finie sont équivalentes. - |

8
Conollaine 1.- Si v = (1 +-2)y od. 8, tend fortement
o /a

vers g dans L2y . avee ||gn -gll = O(n-llz) alors

2

sup |P(/n Kn €C)-PU+ve Q) = 0(n~'/ )

ceC

Démonstration : D'abord

5 ey a0, [ ey asl =1 e s, - & aul < I, - sl
donc

Gn = O(n‘llz)

Ensuite, comme

[le,]

1
. d = |— . du| < :
II e; vl IGIeJ g, vl =

il vient
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e !l 2
l[e, e., dv -Ie.dv je.. dv_ - §..,] s |Je.e..dv - 8.0 + ¢ )
j i e I T TS ML R B i n i =
2
, e 1
s I-—I ej ej. g, dul +
/n a

2
gyl s,
/n n

€

donc €, = O(n-”z) et comme il en est de méme pour Y, ona la

vitesse de convergence annoncée. B
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11 - COMPARATISON AVEC LE TEST DE NEVMAN-PEARSCN.-

On se donne une suite de probabilités (vn) de la forme

c
n
v, = (1 + g, —) . ¥ . azl
n
- 2 +
od g € L(u) et c, € R , nz2l.,
Posons
n
Zl-os<l+s<X)-—) , a3l
n j-l n  jn /—

a) Lorsque les xjn sont indépendantes et de loi u, nous

allons voir que Tn a une loi limite sous des hypoth&ses assez générales.

Pour cela on va utiliser la relation élémentaire

2 .
Log(l + u) =u - —>—s o0& 6=0() ¢ (-1, +) .
2(1+8u)
11 vient
2
_ n c n g- (X,)
m ' -Lz (x ) - 2 ) n__jn 5
n /A=l in 2n j=1 n
0o+ 0, =g (X1
n 82 %in
a
si g est bornfe et si — sup Ign(t)l +0 , ona
n
1 1 1
@ <, 7 € [N 2 § . 2
ez lgh Ovog Za " € mpee oD

au moins pour n assez grand.
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2
Cc .

Alors, si —% Ug: dy - (I g du)z] —0 , 3)
n

on en déduit que
2
¢, o gn(Xjn) c 2 ‘
3 8, yw———0 .
n.q.

2n j=1 “a
1 +8, — X.
E m . B! J“):I

+ 2
2

n
D'autre part, comme gn(xjn) est centrée

E(ex it (x ))=|-ﬁv x.)
P /a &2 %5n 7n €a*in

33 L L4
vy 5 0w, S8y (4
3t n 4! n
k
fol <1500 m = x-:[gn(xjn)]
m m
Si =2 et LI il vient
fa a

n 2 n
. 2 1
E(expxl g (X, ))-[ —t—-[g du+°(—)]
n jgl noam 2n n n

Si I gi dy — 72 on en déduit que
L} o~ NoaD
/o jo Boim "

Sous toutes les hypothéses précédentes on en d&duit que

Tl +:‘1 gz dy —&— N(O Yz)
n n 2 n ’

(cf. [8] p. 38).
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D'od le

c
- n.
Lemme 3.- si v = (1 +g =D u

R n 3l
/a
2 €a
od Heg 1" — v » = SuP lg,) — 0
n
3 4
@ ([ 4 o - s II? i R
—-(Jg aw - lg 1 —0, ——0,——0
n n n ey " a

et si les xjn sont indépendantes et de loi u.

c.-l ti Log(l + g_(X. )fﬂ) +c—“|]gn||2—HN(0,yz) .
n jal n Jn /‘-‘- 2

b) Nous allons maintenant &tudier le comportement asymptotique

8n

de Tn lorsque L(xln,...,xm) =v, o, B2 1.

Tout d'abord, si X est de loi v_ ,

n
cz
2 2 2 n 3
E[cn gn(x)] =c, J g, dvn =c J g, du *+ —I 8, du et
/a
c3
2 4 2 4 n 5
E[cn gn(X)] =c [ g, dy + TEI &, du
n
Si 1'on suppose toujours que — sup |gn| — 0 on aura

n

donc convergence en moyenne quadratique vers O de la quantité

2 2
c. n g (X.) c C e
v=-23 n'"jn 2+“Igzdu+nfg3du
° 2n j=1 €n 21" Yal ®
O +e, =g (x.)]
Jn/r—‘n jn

si et seulement si



3 4
. 1 [2 Ca [ 5 a3
J"-[CIS du*-—[g du-c([s du) — | & du
n o n f!; n a n

tend vers O .

Posons G = max(l, sup ign|) comme

. o %n . e S 3t
IJn|£2(G)+3(G}*(/_;Gn)

si . Gﬁ —+ 0 ona j -~—0 (et aussi ‘o sup lgg| — o .
o e ot

D'autre part, comme

n

[
n n 2
(g, (X)) - [ g, (1e L) - J 24w
on va congidérey

g =

i a cn
s T;E Esntxj,g-—/—insnuzj

soit ¢ 1a f.c. de (.3

E 1 (1:) o, (i:)" o]
f (=) «1 -5 Vg (X. )] + — + 8 — . 6
" e T
ce qui précide mourre que
c cz
Vg, (X) ’Esiixl - (e gn(x))2=f g: du*—nJ g, dv -—n(J 2 a?
) o

e c 2
coume — (I g;‘: <:l|.‘)2 s (= G:)
n /o
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la nouvelle condition Gi —* 0 suffit 3@ assurer que

A |s"

Vg, (0 = |lg 117 + o)

Pour avoir une loi limite il suffit donc que les conditions HgnHZ - Y2 ,
L) m,
— 0, ——0 soient vérifiées.
/o n
or E(Y - EY)> = EY° - 3EY? . EY + 3(EY)° - (Ev)>

' ] e, Sa [ s
et |ECe (X)) | II g, du + = )& du|

£ €n 'a
< Gn 1+ -—Gn) < 2 Gn (n assez grand) , 2 = |

/n

Par conséquent
3
L O(Gn)

de la méme fagon on peut voir que

4
m, = O(Gn)
.e ¢
d'ol les conditions ?n__’ 0 et & — ce qui se raméne
n n
¢ 2?2 o
simplement 3 — —> 0 (cf. () =—) posons C_ = sup(l,c))
n . /n n
alors la condition
C G3
nn_ L,
/o
c G: Gi ¢ G:
implique 3 la fois n —> 0 et — —> 0, ainsi que — 0 .
/n /n /n

D'otu le :
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W

[
Lepme 4.- Si v = (I + g —-'l)u , 1
——— n I.‘I.E

ol ||sn“2*‘r2 et —2—0 (c = supll,c)

G, = sup(l, sup |gn|))

. Bn
et si L(x]n,...,xnn) =v = ,nz 1, alors

! If Log{l + g (X )c—").-c—“|| 112w N¢o, ¥v3)
a Lt g 2 - tlsg .Y .

En effec, ce qui précéde montre que ¥ — 0 et aussi

n
2t s c2 el Y
que Vn - T_J g, dy =—— 0 car = —+ 0 at d'autre part
n m.q. n
CZ
que Un —t N(O,Tz) done Un + Vn - 7_—-’: [ gi dy —& N(O.YZ) C.Q.F.D
n

) On a alors 1'énongé suivant qui tésume les deux lemmes

précédents :
cI.'l
Proposition 5.- Si vu=(l+/—r_‘_.gn).u, nzl

- 2 2
o3 e 112 — v

% Sa
et —r 0

iy

alors 1°) si L(xln,...,xnn) = ue" , n3z 1

T Legll v Bg x. ) + 2 [1g | 1% — MCOYD)
c g ‘/&'gﬂ. jn 2 sn s

n j=1
L] . - én
2*) Ssi L(K]n,...,xnn) v , B2
-1 B “a %a 2 2
I + = X. - — e N{O, .
e jzl Log(t + -2 8,(%;.0) = — e, 11 0.x%
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- Dans le cas particulier ol e T 1

» E. 2 g on trouve sans

L
aucune condition, dans le ler cas :
2
n g(X, ) [1g}l
T Log(l + —4%) —bs N(- . el
j=i Yo
et dans le 2&me cas @
2
n B(X. ) el
I tog(l + —3%) —+ N( s el ®
j=1 '

ce qui pourrait s'Btablir directement 3 partir de théordmes de

contiglité (cf. [9] p. 12).

“n &n

Remargue.- Si v, = (1 +

).u+mn,mn.l.u les
n
résulzats subsistent moyennant la coadition supplémentaire

f- < 4+ m,
E c, ’n J g, du

En effet, le lemme de Borel Cantelli montre que, si

u(Eo)-l; mn(Eo)-O, nxl, onaalors

n
P(lim inf j(jl {xjn € Ea}) =1 .

d) Application 2 La puissance asympiotigue du feat de

Neyman-Peanson sgus des hypothlaes adjacentes.

Le test de Neyman Pearson e¢st de la forme

n [
n P+ 2 a(X, s L
T, jzl Log( /Eg( Jn)) og v

ou encore

A L]

-1 cn 1 bl | cn
(o rn+?1|gnuz] > by Loswl,_*-z-llsnllzl
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{1 est de niveau asymptorique o e ]J0,1[ si
z =L [h_l Log w_ + . e |]%] — N (N
n n n n o
¥ 2
od P(N>B) =35 (K~NO,I).
L1 e, e, il vient
P2
w, - exp[Na Y. - -2- Y cz]

51 (1) est vérifié on peut chercher la puissance asymptotique du test. O:

sait que, sous la suite d'aleernatives,
1 =) % 2
= [, 1, - gyl —= N0,
¥ 2
la puissance asymptotiqua est alors la limite de
e n
P> L [ tog v, - =2 |1g (1]
Y 2
sote
c
P> g, - 2 g |1
h i

la limite appartient & ]D,i[: si et seulement si Ca TS elle

vaut alors
P{N > Na - ey)

Si e, = la puissance asymprtotique est Epale 3 I,
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el Opiimediti asgmplotique.

Si, lersque L(x]n....,xm) - u@n
n <,
PO (' +—g X, =X0=D , n3zxl, AeRk
j=1 a o am

il existe, pour Coute suite (un) s ¢ ]0,1[ une suice (Sn) de

tests de Neyman-Pearson non randomis&s de niveau « .

Soit alors (Tn) une suite de tests tels que le niveau de

T“ s0it o .0 # 1 . On suppose que o, *o c]D,IE. Soic P, la

puissance de 5 et q_ cellede T , on 2
n n n

d'ob lim sup 9 ¢ lim PR = P(N > Nu - ¢y) si
= | si

Lorsque e, ¢ <Tn) est asymptotiquement optimale si

N - .
9 * B{N > He cY)

41 Efgicacit? asrmptotigue des tests Hilbertiens.

On a vu que le test Hilbertien da noyau fixé er de niveau

asymptotique o € :]D, t[ a une puissance asymptotique qui vaut su plus

P&z(k.‘rz) > xﬁ (ceci pour c, 21 et ||gn||2 - YZ},

L'efficacicté asymptaotique d'un tel test wvaut domc

elayD > x:]

I’N>Nu—ﬂ

Cas particulier : pour k=1, comme x

vient facilement

A LA R

>N -y
P( L T 1
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11T - CAS D'UN NOYAU VARIABLE DE DIMENSION FINIE.-

On se donne maintenant une suite

(Kn, n 2 1) de noyaux
définis positifs de rangs respectifs kn , i.e.
k
n
Kn(x,y) = _Z ejn(x) ejn(y) ; n21l; x,yeE
j=0
ol on =1l ,az21.

Pour utiliser le théoréme de SAZONOV nous aurocns besoin de

minorer les valeurs propres d'une matrice de covariance. C'est l'objet
du

e ————

Lemme 5.- Soit C une matrice régulidre k x k dont les
valeurs propres sont X, 2

¢ IR 2 xk . Alors

: sy 2
A 2 | -\ﬂgj' G - 555 m

Démonstration : On vérifie directement que les valeurs
propres de C - Ik sont A

1 P 2a, ~1 32

2 cee 2 Ak - 1 . Donc
ek, = sse 1y = 1)
. 2 ey 2 jeor (12
i IRl € T EGan - 65507 = el
s .
on en déduit P=a s s;p |xj -1] ¢ ]IC-Ikllkxk d'od (I) . B

Maintenant, avec des notations analogues 3 celles de la
proposition |, on a le :
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Lemme 6.- Si
i

k
|°) ._E-.—__» 0
n
2°) M= sup |e.n(x)| <+

xeE, Isjsk ,n3l J
o .
3°) 1lim sup [|le - I ”k Xk'] <1
n n n
Alors, avec des notations claires

sup [P(/AA €C) -P(U +/ma eC| —0 (2)

ceC
kn

e
Démonstration : D'aprés 1'inégalité de SAZONOV et 2°) il

suffit de montrer que

3
8c M _ e
L
/n n
Le lemme 5 implique
. -3/2 . ) -3/2
lim sup m " " € lim sup [l - ||Cv -Ika 'kr]
n n n n
donc d'aprés 3°)
. -3/2
lmsupnkn <+ =
n
et d'aprés 1°) Y,— 0

d'od (2).

L désigne la plus petite valeur propre de Cv .
n’ n
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Proposition 6.- Sous les conditions suivantes :

kll

a) kn-»-o-m et L—-»O
n

n 2
b) n § U & a0 dvn(x):| — 2

5=
¢) 1lim sup ||C, - I ][k <1
n mn n on
d) M= sup |e.n(x)| <+ @
xeE, 1sjgk _,n2! J
on a :
2
s 112 - &,
—_—— —— N(O, 1)
Jan

Démonstration : Les conditions du lemme 2 étant vérifiées

il suffit de montrer que :

o+ /ma -«
= n n

o 2 4 N(O, 1)
Y2k
n
k
2 i 2
or ||u+/n||=z<u.+/a[e. dv )
n n j=1 jn jn. n
kn n
<] +a ] <[e.n av )2
j=1 j=io 4R
k
n
+2 jzl an I ®in dv



.32.

kl‘l 2 kh 2 n
)l: (uJ -1) n Zl ([ &5 v o+ 2 /4 .El an I €in dv
vV = et W = —d 3
n 2k n Y2k
Alors Vo —t— N(0,1)
et
k
. 2 T2 2
EEexp(xc a jzl (I ejn dvn) an] = expE— 2n j§| ajn(vn) tJ

— exp[- 22 t2]

donc le numérateur de wn converge en loi et comme kn >+ @ wn —+t=> 0

et le résultat s'ensuit.

Remarque : La loi limite est la méme que sous l'hypothése
nulle. Les conditions de la proposition suivante permettent d'obtenir

une loi limite différente :

Proposition .- Si, dans les hypothéses de la proposition 6,

on remplace b) par

n k):“ 2

b') — (I e, dv )" — 2!
k- j=1 n
o

il vient :
NI '
P S ) —4.-—»N(£— , D
v’zkn vZ

Démonstration : On cherche encore la loi limite de 2

(lemme 6) mais, d'apré@s une propriété du x2 décentré,
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kn 2 kn 2 kn 2
)l: E’jn + /Eajn(vn)] et % Uin * 0 El: ajp(vy)  ont la méme loi .

On est donc, finalement, ramené 3 la recherche de la loi

limite de
kn kn
ng +n2a?(v)-k
] in [ Tinm n
Z' =
" Y2k
n
k
n
.. n 2 Lr
et la condition Z a; (v ) — =~ permet de conclure . M
a1t 2
Exemples :
g
1) Si v, = (1 + —E) . B la coandition b) de la proposition 6
n
s'écrit :
.k
! 2 2
o ; (Iejn dv ) = HPrKn g 17— 2

D'autre part
2
Z []e. e., dv_ - [ e. dv f e., dv - 6..,]
INE jn 3'n " n jn n jn n 1]

2

i 1

i [TEI Sin Sjta M7 [ e g0 [ 4t ““]
b4

N

2 2 2 2
:jzj' (J eJ.n ej.n g, du) + 3 Z_' (J ®in gn.duje-.n g, du)
k]

"

2 I

2 2 2 4
He 1™ I ey e 115+ 5 ller gl
n i3 jn "j'n nz K, °n

2
HeI12 1 2+ o)

A
|



.34,

2.2
g, 112 2
donc la condition lim sup 2 HZ___________ < 1 est suffisante pour
n

que ¢) soit vérifide. En particulier il suffit que 1lim sup I!gnllz <+ @,
kl/d
S IR

2) §si Un = (1 + &,

n

La condition b') s'éerit
. .

n

n 2 2

-_— (J a, dv )® = ||P — A

= )1: 50 ) = 1 Y g, !

n
Un caleul analogue au précédent donne
2 kSlZ

I e. e., dv - |e. av e, av| sz2u B—jlg ()%«
305 jon i'm T n jo T n j'a "'m| < a 8

kn 4
2 — ||Pe, gt
n n

et la condition c} est vérifiée dés que
k5!2

lim sup 2 . s
n

A1

done, en parviculier, si llgn” a0 (_;%..)
k
n

Remargues

1} (ejn)

vers g ona £'=||g||2.

11}

(ej) est toral et si g tend fortement

En effet
kn -
2 2
(j e, - I e.}” + (I e.}) —= Q0
j.I. RUTIEY “ni” t

done Prxn g, "8 .
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2) On a des résultats analogues si v, admet une partie

étrangére 3 u.

3) Nadaraja dans [10] a obtenu la loi limite de la proposition 6

sous des conditions plus fortes que les notres.

~ Puissance asymptotigue : Soit o ¢ JO,1[:

si w =N v/ %k +k  avec P(N> N) =a (N ~ N(o, 1))

alors

2
2 llsnll - kn :
P (s [[©>w) =P ( >N) — P (N>N) =a
n

le test est-donc de niveau asymptotique a et, sous les hypothéses

de la proposition 7, sa puissance asymptotique s'écrit

P(N+£7_'->Na) .
2

- Optimisation : Maximiser la puissance asymptotique

dv kl/h

revient donc 3 maximiser £' . Quand —S =1+ g
n
‘ du n

cela revient

3 maximiser lim HPrK gnllz (lorsque cette limite existe). Quand
N n

2 P .
||znll converge on est amené A choisir des espaces En tels

que En d g, » ces espaces maximisent IIPtEn gnll donc aussi sa
limite.
Quand g, tend fortement vers g, Pr g, aussi pour

K
n

‘n'importe quel choix de K, de la forme ) e ® e ol (ej) est
. |

total dans Lz(u). Les tests de ce type sont donc tous asymptotiquement
optimaux . Cependant, 3 distance finie, il paralt préférable de choisir

des espaces En de, -
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- Ef{icacit? asymptoticue : En appliquant la proposition 5
- k1/4
n

avec c on voit que, si Ilgnllz > yz , la condition

k1/2

sup(1, sup Ignl)3 + 0 assure une puissance asymptotique égale 3 |
n

pour le test de Neyman-Pearson de niveau asymptotique a.

.

L'efficacité asymptotique d'un test Hilbertien (de noyau
variable et de dimension finie) optimal sera donc &gale 3 sa puissance

asymptotique :

2
flell
>N) .
'/2- a

e = P(N +

Suivant la valeur de ||g|| on peut obtenir n'importe quelle valeur

de 1'intervalle [u, ] [

- Formes intrinslgues des hypothéses sun (un).

La condition b') peut s'écrire sous la forme intrinséque
epg=1- . 2
a 1117, I rie 0 av0l)?,  —o
L°(u ® y) L™ (w)
- 1] = -
ol Kn Kn {,
ce qui apparalt comme une généralisation dé la condition Al .
Au lieu d'&crire la condition c) sous une forme intrinséque
on peut chercher directement une condition sur les valeurs propres de

1'opérateur de covariance de la v.a.
- L] - ]
Zn Kn(Yn..) I Kn(y,.) dvn(y)

od Yn v ,n3zl .,



Cette v.a. est centrée et 3 valeurs dans l'e.v. En de noyau K; .

Soit Cz son opérateur de covariance. Alors
)

<C, f,g> =E [}Z“,f> <Zn.gi] 1 f.ge Eﬁ

n
- I fg dvn - I £ dvn ( 3 dvn
Soit alors £ une fouctiom propre de Cz assocife 3 la valeur propre
n
2 2 2
A = <Cz £, £» = I f dun - (I £ dun) =g E(Yn]

Alors si fln""'fk a désignent les fonctions propres de
n

Cz la condition
n

@ lim inf[ inf uz £ n] >0
3

Isjskn

peut &tre utilisée 3 la place de la condition c). Cetce condition est

beaucoup moins maniable mais plus générale.

1/4
kﬂ

- Cas of v, = (1 + £, Yp, nxl,

Alors on @ vu que la condition b') pouvait s'Ecrire
|z, g )2 — 2
.Kn n

En ce gui concerne la condition A; on peut l'obtenir de la

fagon suivante :

Soit £ de norme 1 appartenant # En + alors
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kI/lo kI/lo

ozf(Y)=Jf2(|*g “)du-Uf(|+g “)du]z
n n/; n/ﬁ-
|+k'l‘/6 2 g d kl/2( £ g du)?
E 8, du - gn u)
n n .
I
=>1-0°£(Y) ¢ G+ _¢
n n n /‘T n

d'ol, par exemple, la condition
klla

G <
n

. 1
lim sup -
/n 2

qui assure A; .
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APPENTDICE

NOYAUX REPRODUISANTS

Soir H un espace de Hilbert dent les éléments sont des foanctions
téelles définies sur un eusemble E donné et dont le produit scalaire est
noté <.,.> .,

Soit X une fonction réelle définie sur ExE, on dit que K est

un noyau repreduisant pour H si

ay Y ek, K(.,t) e H

¥) YEeH, tekE, <f,K(.,t¥> = f(t) {propriécé de reproduction).

8i K existe il est unique et c'est une foncrion symdtrigue et
semi-définie positive, Inversement toute fonction vérifiant ces deux derniires
propriétés est le noyau reproduisant d'un espace de Hilberr,

S§i H est de dimension finie d il admet un noyau reproduisant

K donné par la formule

d
K(x,y) = ] e.(x) e (y) : x,y € E
se1 3

ot eyieiaey désigne une base orthonormale quelcenque de H.

Pour deg détails sur les espaces 3 noyau reproduisanz, on pourra

consulter [7].
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