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LOIS LIMITES ET EFFICACITE ASYMPTOTIQUE OES 

TESTS HILBERTIENS DE DIMENSION FINIE SOUS 

DES HYPOTHESES ADJACENTES 

Denis BOSQ 

Université de Lille 
Département de Mathématiques 

Résumé : Dans ce travail, on considère des tests Hilbertiens de dimension 

finie et on détermine la loi limite de ces tests peur des hypothèses adja­

centes i l'hypothèse nulle. On en déduit des résultats relatifs à l'effica­

cité asymptotique de ces tests. 

On obtient notavment des critères pour qu'un test soit asymptotique-

ment optimal et l'on compare l'efficacité d'un tel test avec celle du test 

de iïeyman~Pear$on. 

Abstract : We consider finite dùmensional Hilberzian tests and we obtain 

zheir limit distributions for hypothesis "adjacent" to the null hypothesis* 

As an application we obtain results about zhe asymptotic effioiency of thèse 

tests. 

CLASSIFICATION AMS (MOS) 1980-62F10. 

Mots Clés : Tests Hilbertiens, Hypothèses adjacentes, Efficacité asymptotique. 

Test de Neyman-Pecr&on. 
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Les tests dfajustement Hilbertiens sont des tests sur x géné-

2 
ralisés, faciles à utiliser et souvent plus efficaces que le test du x 

usuel. 

Ces tests sont définis de la façon suivante : Soit X,,...,X » 
I n 

n variables aléatoires indépendantes et de même loi, définies sur l'espace 

probabilisê (n,À,P) et à valeurs dans l'espace mesurable (E,8). On cherche 

à tester H * {u} contre H, » M - {u} où M désigne une famille de o i 

Probabilités sur (E,8). Pour cela on se donne K : E*E •* R mesurable, 

bornée et telle que K(x,t) du(x) • 1, t e E et l'on pose 

s (t) = ^ 
n 

l n 

1 l K(X ,t)-l 
n i-1 X 

t € E 

Le test Hilbertien de noyau K est alors défini par la région 

critiqué 

H S J I 2 > " „ 

2 
où w est un nombre donné et où ||.|| désigne la semi-norme de L (u). 

2 
Le test du x basé sur la partition B.,...,B. correspond au 

noyau 

K(x,t) * l [u(B y p 1 (x) lg (t) ; x,t c E . 

Dans les publications antérieures [l], [2] et [3] nous avons obtenu 

des résultats sur le comportement asymp-totique de S lorsque la loi des 

X. est y ou une loi fixe de la contre-hypothèse. 

Le présent travail est consacré à l'étude de propriétés asympto-

tiques locales au voisinage de l'hypothèse nulle : on se donne 

(v , n 5 I)C M et "adjacente" à p. en un sens qui sera précisé et l'on 
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se propose d'étudier le comportement asymptotique du test lorsque les observa­

tions sont faites de la façon suivante : 

X.. est une v.a. de loi v. ; 

X.. , X_2 sont des v.a. indépendantes et de même loi v. ; 

X, ,..., X sont des v.a. indépendantes et de même loi v ; 
in nn n 

Dans La suite.nous déterminons la loi limite du test lorsque 

le noyau est de dimension finie. Nous faisons une étude analogue pour le 

test de Neyman-Pearson. 

Comme application nous étudions l'efficacité asymptotique des 

tests Hilbertiens et nous donnons la forme des tests asymptotiquement 

optimaux. 

L'étude de l'efficacité asymptotique de certains tests analogues 

aux tests Hilbertiens a été effectuée par G. GREGORY dans [4] et [s] . 
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I - CAS P'IW W/AU FIXE PE OTME.VSIJ.V FI.VIE.-

a) Soit k un entier positif donné et soit E un sous-espace 

2 
vectoriel de L (u) qui possède les trois propriétés suivantes : 

P, - 1 e E . 

P~ - E est de dimension k+1 . 

P. - Les fonctions appartenant à E sont bornées. 

On suppose que le noyau K du test Hilbertîen utilise est 

le noyau reproduisant de E .On lui associe la statistique à valeurs dans 

2 
L (u) définie par 

n ï 1 sn(.) - * r [ l j K(xin,.) - •] 
Ln i*l J 

2 
d'où un test Hilbertien de la forme lis II > w 

1 ' n'' n 

Remarquons que S (.) est à valeurs dans E' sous-espace 

vectoriel de E orthogonal à t. 

Dans la suite Y désignera une v.a. de loi v et on 
n n 

posera Z * K(Y ,.) - 1 : cette v.a. est à valeurs dans E' . Enfin 
n n 

f K(x,.) dvQ (x) - I est manifestement dans E* • 

b) Ad/acence de (v ) 

Nous ferons les hypothèses suivantes 

0 /n M K(x,.) dvn(x) - 1 converge dans E' t 2 ) 

(A2J L'opérateur de covariance de Z converge simplement vers 

l'identité de E'. 

(1) Pour la définition d'un noyau reproduisant voir 1 appendice. 
2 

(2) ou dans L (u), ce qui est équivalent ici. 
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/ïï" 

RZjnaAquz : Dans les applications la limite de 

n* |K(x,.) dv (x) - 1 sera un élément non nul de E'. 

Lfcmme K~ 1) A. est équivalente à 

Il existe (e. ; j - 1,...tk) base orthonormale de E* t telle 

que V « Vn* ( e. dv ,..., e dv ) converge dans R 

2) A- est équivalente à 

Il existe (e. ; j s !,...,k) base orthononnale de E' , telle 

que e. e.. dv - e. dv e., dv -* 6 , . , j,jf = 1, — ,k H j J 3 n J j n J j» n J J 

Démonstration 

FT 

ï) Si /â 

(e. ; j * I,...,k) désigne une base orthonormale de E1 , il vient : 

|K(x,.) dvn(x) - 1 -* h" dans E1 

Isigne une base orthononnale de E1 

||/5" J K(x,.) dvn(x) - h||
2 = J pn j tj dvn - | e. h dul * - 0 

k 
donc V converge dans R -'La réciproque est claire. 

2) Soit C l'opérateur de covariance de 2 . S'il converge 
n r n 

on en déduit que : 

E[<ZR,f> <Zn,g>] - E<Zn,f> . £ < V g > " < C
n

f , g > ** < f ' g > f, g e E' 

Comme K-l est le noyau reproduisant de Ef cela s 'écr i t 

f g dv n " ! f ^ a f g d v n — • <f ,g> ; f, g e E' 

donc A' est vérifiée. 



Inversement, A' implique que, pour tout f e E1 et tout 

j € {l,...,k} 

<C 

+ l (f e., f du)6..t - f €. f du - <e.,f> 

et on en déduit que C converge vers l ' i d e n t i t é , fl 

le/urne. J b-ca.- Soit v - (1+h ) . u + n » h c L (u) » 
— n n n n 

n JL u la décomposition de Lebesgue de v par rapport à u« 
n " 

Alors 

A , A2 <=— > PrE,(/nhn) converge dans Ef et 

Prc„(h ) - 0 dans E" ou E" désigne l'espace vectoriel engendré 
t n 

par les éléments de E' et leurs produits deux à deux. 

Démonstration : Comme (n ) est une suite de mesures étrangères 
•- n 

à u, on peut choisir (e.) telle que 

| ej dnn = f ej e j ' d n n S ° *•*' - ''• ...k ; n % î . 

Alors il est clair que la convergence de V^ dans R 

équivaut à celle de PrEt(*^n h ) dans E1 . 
^ e n 

Pour conclure il suffit de remarquer que 

n d u 
| «j ej> dvn " | ej d vn f V d vn = Sjj' + f 6j V hn *» " | *j h 

e.', h n
 d u n ï 1 

Les détails sont laissés au lecteur. 

(U Pr~- est défini par la formule 

**E ,(f)(.) * JK
,(.it)£(t)du(t) , £ e l\») 

où K' désigne le noyau de E* . PrE„ se définit d'une manière analogue. 



c) La loi tbrUAz. 

PA.opo6JM.on I . - Si A. ec A- sont v é r i f i é e s , on a 

n_, /2 ( j , «.«in» î V i n » -++ (U. * V. °k * V 
1=1 1=1 

où U.,...,U. est un échantillon de W(0,I) ec (v.,...fv.) la 

limite de (Vn). 

Et, par conséquent 

l | S n l | 2 - 4 — ï (U. • v . ) 2 

on a 

Démonstration : D'après le chéorëme de SAZONOV (cf. [3] p . 15) 

sup |p[^"(Ân - An) e C] - P[un e C] | s y n 

où C est l'ensemble des convexes mesurables de R , 

n i*l n i « l 

A n ' ( f e»d Vn f 6 k d V 

U - (U. ,..., U. ) est une variable Gaussienne à k 
n In ' ' kn 

dimensions, centrée et de matrice de covariance . 

C * ( e. e., dv - e. dv e., dv ). ., . ,, 

8 co ^ Tv -3/2] .9/2 
enfin Y„ = _ _ [T n£n J k 

'n ^ k-l 

où M » sup |e.(x)| et où les n* sont les valeurs propres 
xeE J 

i = l k 

http://PA.opo6JM.on


de C (C est régulière pour n assez grand puisque son déterminant 
n n 

tend vers I). 

Soit maintenant C un convexe fixe, on considère le convexe 

mesurable C * C - *̂n A . Alors 
n n 

|p(î n(Â - A ) e C ) - P(U e C ) | n 
' n n n n n ' 'n 

soit 

|p(/n" An c C) - P(Un + /n" An c C)| $ Yn O ) 

Maintenant A. et A« impliquent la convergence de C 
n 

vers L matrice identique k x k , au sens de la convergence terme à 

tenne. On en déduit la convergence des valeurs propres de C vers I. 
n 

Par conséquent (y ) tend vers 0. 

Comme U tend en loi vers U Gaussienne centrée de matrice 
n 

de covariance I, et comme n̂" A •* v où v = (v., ,v ) , il vient 

U + v̂n A L—»- U + v 
n n 

d'où 

!!S I I 2 — W ||U*v||' 
n 

Re/naA^ae : Bien entendu la loi limite de ||s || ne dépend 

2 
pas de la base (e.) choisie : il s'agit d'un x décentré à k degrés 

de liberté dont le paramètre de non centralité vaut 

||v||2 = lim n ||f K(x,.) dvn<x) - l||
2 . x2 
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d) Unz zxXtïibion. 

Nous allons voir que la deuxième partie de la proposition 1 

reste valable sous l'hypothèse : 

[Bj | |PrEI(^n h n ) | | H. x et PrE,t(hn) -̂  o . 

Il est facile de vérifier les implications 

A, , A2 — > B < — > A2 , A'' 

où A" est la condition 

^ ||/n" [f K(x,\) dvn(x) - ij | | + X 

RzmaAou.Z : Si v < u et h e E* , B s ' écr i t simplement 
• • •*— n n 

^ l h - ^ l l - x . 
du 

Proposition 2.- Sous la condition B , ||s || tend en 

2 2 
loi vers un x décentré à k degrés de libertés et admettant A 

comme paramètre de décentrage. 

Démonstration : La relation (1) obtenue dans la démonstration 

de la proposition I reste valable, et comme les remarques faites ci-dessus 

montrent que C •+ I on a encore y •+ 0 . 
n 

Il suffit donc d'étudier la loi limite de 

j lU + ^ A M 2 = 7 (U . + /n" f e. dv Y 11 n n" >, "J J J n 
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D'après l e théorème 1 p. 88 de BARRA ( Q>] ) la fonct ion 

c a r a c t é r i s t i q u e de c e t t e v . a . s ' é c r i t 

0 n ( t ) - ( D e t ( I k - 2 i t Cy )YU2 . exp . [ l e /K k ^ - 2 i t Cv ) H
 A J 

1-1/2 _ ,, ,,^-k/2 Le 1 facteur converge vers [bet(L - 2it I )1~ « (l-2it)" 
K le 

Posons B R = (Ik - 2it Cv )" 
n 

alors Bn -* (l - 2it)~
1 1^ 

On se donne maintenant un e > 0 ; pour n assez grand 

max |B (j,jf) - (1 - 2it)"1 ô..,| < e 

d'où 

'n l Bn(j»Jf) An(J} V ^ * " n l V ^ V ^ 6ii*(I " 2it)"!| . ., n n n . ., n n JJ 
J » J J » J 

S n e l |A (j) An(j')| (2) 

1 ^ An(j)l - |/ï J e. dvn| - |f ^n hn e. du| S !|Pr£, /n h j | 

donc 

n £ £ |A (j) An(j')| $ e ||PrE, ^ h n | |
2 k2 

comme le deuxième terme du premier membre de (2) vaut (l-2it) £ n A (j) ; 

- 1 2 3 " 
il converge vers (l-2it) X et il en est alors de même pour le premier 

cfest-à-dire pour A' B A . r n n n 
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Finalement 

-k/2 
0n(t) - ( l - 2 i t ) " k / 2 e x p Q i t d ^ i t ) " 1 X2] 

2 
qui est la f . c . du x cherché. Q 

fc) EjiicacÂXe. a,sijmp£c£iquz du £ZA£. 

Soit o e JOJL, sous A} - A2 ou B la puissance asymptotique 

du test de niveau asymptotique a s 'écri t 

Pa(K) = P[X
2(k,X2) > X J 

2 
ou xrt est défini par la relation 

a - Pk2(k,0) > x j 

Pour optimiser cette puissance asymptotique, nous allons nous 

placer dans le cas où 

/n 

2 
avec g^ -»• g faiblement dans L (u) . On supposera que ||g|| î* 0. 

Remarquons que la convergence faible de e vers g et le fait que 

1 . g du * 0 implique 1 . g du = 0 . 

On peut se poser le problème sous la forme suivante : 

Soit K l'ensemble des noyaux reproduisants sur les 

2 
•sous-espaces de L (u) qui vérif ient les propriétés P. , P? , P-
(où k est f ixe ) . 

Il s'agit de déterminer K e K qui maximise p (K) ; 

or cette quantité peut s'écrire 
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Po(K) = P[(Uj + A)
2 • U2 + ... + U2 > x£| 

Il suffit alors de maximiser p (K) lorsque l'on conditionne 

2 2 
par U- + ... + U, . On est donc ramené à la minimisât ion de 

2 2 2 2 

2 2 2 
Si x $ U, + ... + 1). n'importe quelle valeur de A convient. Sinon 

on-est ramené à la minimisation de 

P£- A * - w\ + ... + u2) - x < o, s /x* - (u2 + ... + u2) - A] 

Comme U. ^ W(0,1) et que l'intervalle (- /"- A, /"- A) a pour centre 

A on en déduit qu'il faut maximiser |- A| c'est-à-dire maximiser 

A2 « lim ||^n [j K(x,.) dv (x) - 1 1 | |: 

= lim |||K(x,.) g (X) du(x)||2 

n-*« ' 

I ( N 
i * l J J 

g du) 

Autrement dit il s'agit de maximiser la norme de la projection de g 

sur l'espace E de noyau K : ceci a lieu chaque fois que g £ E 
k 

donc chaque fois que K = I + — § — 9 — - — + 7 f. 8 f. où 
• llgll lisll j-2 ^ ' 

e 2 
(1 , — e — - f f̂  ,..., fv) forment un système orthonormal de L (u) • 

llgl' » 1 1 2 k 

On en déduit la 

PfiOp06ÂXÂ.on 3.- Le test Hilbertien de niveau asymptotique 

a (e]o,lQ basé sur le noyau K est asymptotiquement le plus 

puissant pour toute suite d'alternatives de la forme 

(i) paî-rïi les tests Hilbertiens dont le noyau est de rang k+1. 
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g 
v - (I + — ) u , n ï l 

où (g ) tend faiblement vers g élément non nul de l'espace de 
an 

noyau K 

Remarque•" La proposition 3 s'étend au cas où 

Vn" 
v « (1 + — ) . u + m , ni JL u 

n . / - n n 

a) g •*" g faiblement , 

b) | gn du - 0 . 

En effet, on a alors 

/K |[K(X,.) dvn(x) - M - ]*(*.-> gn<x) dy(x) 

+ i/n m (E) 
n 

or 1 » vn(E) - I + — j gn du + mn(E) 

donc b) implique /n m (E) •* 0 . 

Par ailleurs 

gn du •* 0 » g du 

et l'on peut terminer la démonstration comme dans la proposition 3. 
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6) VlttA&z de cowve/Lgencc ve/u la loi tûrUXz. 

L'évaluation de la vitesse de convergence de ||S |] vers 

sa loi limite permet d'apprécier la valeur de la notion d'efficacité 

asymptotique. 

Dans ce paragraphe, ||.|| désigne la norme euclidienne 

de R t ll-IL la norme dlun opérateur linéaire, I la matrice 

unité p x p et enfin <.,.> le produit scalaire de IRP. 

Leffwie 2.- Soit P - W(m,C) une loi normale dans R dont 

la matrice de covariance C est régulière et soit Q la loi normale 

W(m',Ik). Alors 

sup |P(B) - Q(B)| < cj ||m'-m||k + c2 l|C-IkHL 

BeB , 

où les constantes c. et c* sont données par les formules suivantes 

e . <2*>'k/2 

et 

-k/2 

(det C)" 1 7 2 [ ( I I C - ' l l J l x - m l l ^ l l x - m M I k X e ^ ' • ."*> dx 

C* 2 

( 2 l ° " (det C) - ' / 2 J | |C-' |IL l |x-m||k | |x-mMlk (e'7 ' * e ^ ) d, 

• • « a HcllJ . I I C - ' I U Y I|C"'||J) x i (det C)' 
h=0 L L h=0 L 2 

t — 1 ï 2 
y - - < C* (x-m) , x - m >. e t y' - - | |x-m' | |. 

2 k 2 K 
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Démonstration : Notons simplement <.,.> le produit scalaire 

de R et posons 

6 a £cc~ (x-m), x-m> - <x-m', x-m'>] 
2 

« [<C~ (x-m), m'-m> + <C (x-m), x-m'> 
2 

<x-m \ x-m'>] 

- - i Q c f ^ x - m ) , m'-m> + <(C-,i-I) x, x-m'> 
2 

+ <m* - C* m , x-m*>] 

- - i [«f' ( x - m ) , m'-m> + <(C' !-I) x, x-m'> 
2 

+ <m'-m, x-m'> + <(I-C ) m, x-m'>] 

Alors, comme 

llc-'-i||t- Ile"
1 - c - l c \ \ L s IIC-'IIL • IH-c||t 

on a une majoration de la forme 

1 <51 S A(x) ||m*-m||k + B(x) . ||C-l|| L (D 

Maintenant, étudions 

sup |P(B) - Q(B)| - i U ^ f | (4et C)" 1 / 2 e"y - e~ y ' | dx 
S , 2 ( 2 i r ) K " > BcS 
Rk 

On a 

-k/2 

2 

-k/2 

û s J ^ ) Z ^ [ ( d e t C r , / 2 | e ^ - e ^ | d x 
2 J 

« ï > ^ î | l - < d e t C ) - , / 2 | J J*% dx - A, * A, . 
2 
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Le premier terme se majore en remarquant que y - y' = 6 . Donc : 

- k / 2 

2 
|A f | siluLÏtl (det C ) - ' / 2 ( | 6 | e"y dx 

où y" e s t dans l ' i n t e r v a l l e ( y , y ! ) (ou ( y ' , y ) ) , par conséquent 

- y " - y ' - y 
e * s e ' + e 7 

on en déduit, compte tenu de (l) 

}-k/2 

2 

-k/2 

2 

-k/2 r 
A, î - ^ (det C ) " ' / 2 Hm'-ml^ J A(x) (e"y* • e"y) dx 

—k/2 t 

* Q± (det C ) " 1 / 2 ||I-C||L j B(x) (e
_y' + e"y) dx 

D'autre part 

A . I |1 - (det C ) "
1 / 2 | ! m |(det C ) 1 / 2 - 1| 

* 2 2(det C ) " * 

1
 m |det C-l| 

2(det C) 

Nous allons distinguer deux cas : 

1) Si det C > 1 , alors 

|det C - 1| * det C - I < ||c||£ - 1 

* ( i i c i i L - » a 1 iiciij) 
h«0 

« i ic- i i i , a iiciij) 
L h=0 L 
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2) Si det C < t , alors 

|det C - 1| - I - d€t C - 1 - (det c" 1)"* 

- <det c~*> " ' * (detc"') - 1 
det C 

s (llc-Mlï- »> 

« i i c ^ - i i u a iic" lnh) 
L h-0 

* i i c H i i L i i c - n i L a IICMI11) 
L L h»0 

En rassemblant les inégalités obtenus on en déduit le 

résultat annoncé. ( | 

Proposition 4 , - Les notations et l es hypothèses étant c e l l e s 

de la proposition 1, on pose 

n » sup | ^ fe. dv - v . | » o * I 
n UjSk J ^ n J 

et 

t * sup |c ( i , j ) - 5 . | , n * 1 . 

Dans ces conditions i l existe des constantes cj et c£ 

t e l l e s que 

sup |P( /â Â c C) - P(U + v c C)| « Ï + cj n • 4 c
n * 

CcC n 

Démonstration : Comme 

| P ( ^ An e C) - P(U + v € C) | 5 |P(/n" Ân € C) - H \ + /S" A Q e C) | 

* |P(0 + /n A É C ) - P ( U M C C ) | 
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il suffit de majorer le deuxième terme du majorant. 

et m' 

Pour cela on utilise le lemme 2 avec m • /xi k , C » C 
n vn 

Comme U + SZ A • U + v on a aussi la convergence des 
n n 

moments (cf. par exemple \j]) * D'autre part, par continuité 

lim ||Cv |!L - lim ||C^|I L » li" (det Cy ) - 1 

donc c. et c. sont bornées et l'on conclut en remarquant que 

les normes des e.v. de dimension finie sont équivalentes. B 

••• g 
CoKoUbxÂAÇ. J.- Si v * (1 + -£) u où £ tend fortement 

n ^ °n 

vers % dans L (y) , avec | | g n - g| | » 0(n ) alors 

sup \?{/n A c C) - P(U + v e C)| « 0(n"",/2) . 
CcC n 

Démonstration : D'abord 

l^« f e j d v
n - f e j « d y l " i f e j ( S n " g) du| S Hsn - Si 1 

donc 

« - 0 ( n - I / 2 ) 
n 

Ensuite, comme 

|f e. dv | - |JL f e. g„ dp| s — 

îl vient 
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S j l 2 
| [e. e. , d,n - ( e. dvn \ e.. dvn - 6 . . , | « | je . e . . d«B - ô . . , | • ( — £ - > 

l -Lf. . e., 
/Si J J 

d l J ' 8 " 1 ' 2 

g du| + 

l l g j ! I l s j l 2 

/n" 

-1/2, 

v i tesse de convergence annoncée. • 

donc e « 0(n" ) et comme i l en est de même pour Y_ on a la 
n n 
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I I - C0MPARA7S0W At/EC LE TEST PE NEWIAM-PEARSOM.-

On se donne une suite de probabilités (v ) de la forme 

c 
v - O + g„ —> - w , n ï 1 

n n r~ 
*n 

où ^ e L2(u) et cn e R
+ , n ï 1 . 

Posons 

a) Lorsque les X. sont indépendantes et de loi u, nous 

allons voir que T a une loi limite sous des hypothèses assez générales. 

Pour cela on va utiliser la relation élémentaire 

2 
LpgO + u) « u 2 où 9 » 8(u) c (-1, +1) . 

2(l+6u) 

Il vient 

8« <*; > 
(1) c"1 T - i l gn(X ) --£ I S_1H ï 

c 
si g est bornée et si — sup |g (t)| •*• 0 , on a 

n Sn n 

« • f sup lgj)2 D • ejn ̂  gn(Xjn)3 (I - ̂  sup Igj/ 

au moins pour n assez grand. 



.21. 

Alors, si — I jgn du - (I gn du) J — * 0 , 

on en déduit que 

c n g2(X. ) 
°n jn 

2" j" D * *.„ - 8„^jn)] 
f 8n d u 

m.q. 

(3) 

D'autre part, comme gn(X. ) est centrée 

E<ex P^s n(X j n)>«.-l-V g n(X j n) 
G 

* B3 -, 3/2 + 8 m4 77T2 
4! n 

W 

|e| s î ; où «^ - EG£(x.n)] 

m3 4 
Si — et * 0 il vient 

™ n 

E ( e x p i - | j i g n ( V ) . [ 1 - i i l g
2 d U + o(I)]

n 

Si j g2 du — y on en déduit que 

-p 1 t.<V " ^ N(0,Y2) 

/n j*! J 

Sous toutes les hypothèses précédentes on en déduit que 

-l T + — [ s!dv -^W ( o ' Y 2 ) 
i n o J n 

(cf. [8] p. 38), 
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D'où le 

c 
Lemme 3.- Si v * 0 + g —) u , n i 1 n n ^ 

H s J I 2 — Y2 , ^ s u p | g j _ > 0 , 
/n 

c2 t 4 , I 8 » f*« 
~< U > " 1 l«-l I > — 0 ,—r — 0 , -0 
n J /n n 

et si les X. sont indépendantes et de loi u. 
jn v 

C ; ' ^ LogO • gn(X.n) !"-) + !H | | g n | | 2 - < ^ W(0,ï2) 
j»l 

b) Nous allons maintenant étudier le comportement asymptotique 

de T n lorsque L(X,B X J - v * , n , I . 

Tout d'abord, si X est de loi v , 

2 

E[cn g
2(X)] - cn { g

2 d«n » cn J &l du • ̂  [ gj dv 

3 
E£cn 1ÎW3 " eï J •! - * ̂  f 4 *• 

et 

c 
Si l'on suppose toujours que — sup |g | — • 0 on aura 

donc convergence en moyenne quadratique vers 0 de la quantité 

2 2 
e n g (X. ) c f « c t ~ 

V E T %JL-& ^ + _EL 2 d u + _£ 3 du 
2 n ^ [i • e. i g (x. )] 2 ^ 

L J t i ^ 6 a j n J 

si et seulement si 
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3 4 

*.-:[«ïl4*'*£U*-'M«î*> ,-^N* 

tend vers 0 

Posons G = max(ï, sup |g |) comme 

c G c G c ... 4 

linl
 S 2 ( ^ +3(_J1^L-) + (^ G" > 

cn G* 
si — — • 0 on a j — • 0 (et aussi — sup |g | — * 0) 

»n /n 

D'autre part, comme 

E(«a{V> "f 8" ° + ^ 8 n ) d P ' f ^ 8 n d " 

on va considérer 

n 7~ • , n in /— ' °n' 
•n j»l J /n 

3 4 
m- (it) m, (it) 

soit i(î la f .c. de [. «2 

/n 2n J /n 3!n n 4!n 

ce qui précède montre que 

2 

Vgn(X) - E g2(X) - (E gn(X))
2 = [ g* du + ^ [ g* dy - ̂  ([ g* du)2 

J /n J n ' 
2 2 

n /[ 2 , .2 , n „2X 
comme — ( g du) s (— G^) 

n ' 
n 

/— n 
/n 
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la nouvelle condition — G 
/n" n 

0 suffit à assurer que 

Vgn(X) » Hgjl
2 + o(l) 

2 2 
Pour avoir une loi limite il suffit donc que les conditions llsnli "*" Y 

i/n n 

0 soient vérifiées. 

OT E(Y - EY) 3 » EY3 - 3EY2 . EY + 3(EY)3 - (EY)3 

et |E(g^(X))| « i j g ^ d u - ^ ( g f 1 du| 

£ G (1 + — G ) < 2 G (n assez grand) , l > 1 
n j— n n 

/n 

Par conséquent 

nu = O(G^) 
J n 

de la même façon on peut voir que 

•4 ' °<V 

• Gn Gn 
d'où les conditions * 0 et 

G3 ^ G2 2 V 
simplement à — — • 0 (cf. (—) = — ) posons C^ = sup(l,cn) 

/a /n n 

0 ce qui se ramène 

alors la condition 

C G3 

n n 
/n" 

implique à la fois 
n n 

•s- 0 et — • 
/n" 

0 , ainsi que 
c G2 

n n 
•n" 

— 0 

D'où le 



.25. 

izmm 4 . - s i v = ( l + g — ) u , n > 1 
2

 n n ^ 

•» 2 n n o û l l « n i r * Y e t ",. " " 0 (Cn « s u p ( l , c n ) 

/s 
Gn » s u p ( l , sup | g n | ) ) 

®n e t s i L(X. , . . . , X ) = v . n > 1 , a l o r s In nn n 

c"1 l Log(l + g (X ) ^ ) - - ° | | g | | 2 - { ^ W ( 0 , y 2 ) 
j = l " J " •n 2 

En effet, ce qui précède montre que V »• 0 et aussi 

Cn f 3 Cn Gn " " " ^ 
q u e v - g du • 0 car — — - —> 0 e t d 'autre part 

n J~~ J n J~~ m.q 

t. 

que U —t-* W(0,y2) donc U + V f g 3 

H n n n j - J *n 
du — t - W ( 0 , Y ) C.Q 

c) On a a lors l 'énoncé suivant qui résume l e s deux lensnes 

précédents : 

?Kopo6ÂXion 5 . - Si v » (1 + — . g ) . u , n > 1 1 n /~~ n •n 

e t 

10 
c2 

n 

I2 

G3 

n 

-*" 2 
Y 

0 

/s 
fin 

a l o r s 1°) Si L(X. , . . . , X ) » u , n ï 1 
in nn 

j * l /n J 2 

2°) Si L ( X . . . . . . X ) - v j * f n > 1 
in nn n 

;• ï LO8(. + ! a 8 n ( V ) - ^ i i g n i i 2 - ^ N ( o , Y
2 ) . 

j * l /n J 2 
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. Dans le cas particulier où c = 1 , g = g on trouve sans 

aucune condition, dans le 1er cas : 

? 8(X. ) ||g||2 , 
l Log(i • _ J S _ ) _t-> N( , ||g|!2) 

j-1 /â 2 

et dans le 2ème cas : 

j=l /n 2 

ce qui pourrait s'établir directement à partir de théorèmes de 

contiguïté (cf. [9] p. 12). 

c g 
Remarque.- Si v = (I + — — - ) . u + m , m J- u les * n /— n n /n 

résultats subsistent moyennant la condition supplémentaire 

n ' 
du < + °°. 

n 

En e f f e t , l e lemme de Borel C a n t e l l i montre que, s i 

u(E ) • I ; m (E ) * 0 , n :> 1 , on a a l o r s o n o 

n 
P( l im inf C\ {X. e E )) * \ . 

j - 1 j n ° 

d) AppZica&lon à ta. puÂA4a.ncz cuittjmptotLqaz du tzàt de 

Mec/mon-Pegmcm àouà dos ktjpothzàQA adjacentes. 

Le t e s t de Neyraan Pearson e s t de la forme 

n c 
T - l Log(l + - £ g ( X ) ) > Log w 

n j= l i/rT J n n 

ou encore 

; & ; ' T n ^ i | g n i i 2 3 > i [ < , L o g w n + ^ n 8 n i i 2 ] 
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il est de niveau asymptotique a e^Oi'Q si 

ou P(N > N ) = a (N ~ W(0,1)). 
a 

Si c •* c . il vient 
n ' 

Si (1) est vérif ié on peut chercher la puissance asymptotique du t e s t . 0̂  

sait que, sous la suite d'alternatives, 

Y 2 

la puissance asymptotique est alors la limite de 

Y 2 

soit 

c 

°n 
P [ N > g n - - ^ l | g J | 2 I 

Y 

la limite appartient à 3^» JC si et seulement si c •*• c , elle 

vaut alors 

P(N > N - cy) 
a 

Si c -• + » la puissance asymptotique est égale à 1 , 
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z) ÙptÀmeJUXz cu!>ifmp.totÂ.que.. 

0n S i , lorsque L(X, , . . . , X ) - u i n nn 

« c 
P( n (I + — g (X. ) ) - X) - 0 , n Ï 1 , X c IR . . /— n jn j = 1 / n J 

i l e x i s t e , pour toute suite (a ) , a e l O - l T une suite (S ) de 
n n J *- n 

tests de Neyman-Pearson non randomisés de niveau a . 

Soit alors (T ) une suite de tests tels que le niveau de 

T soit a , n ï 1 . On suppose que a •* a e~l0.ir. Soit p la n n r n n J »- rn 

puissance de S et q celle de T . on a 
n nn n 

Pn » qn . n ï 1 

d'où lim sup q < lim p = P(N > N - cy) si c •* c 
n n a n 

~ 1 si c •* + « . 
n 

Lorsque c -*• c (T ) est asymptotiquement oDtimale si q -*- P(N > M - cy) . n n n a 

jj) E^fcçaoôtg cubiwptotLqu.1 d&& tzàtb HÂJLhQA&LinA. 

On a vu que le test Hilbertien de noyau fixé et de niveau 

asymptotique a c ] o , iQ a une puissance asymptotique qui vaut au plus 

2 2 0-t 2 2 

P & <k'Y ) * x 5 (ceci P o u r c
n "

 ! eC 1 I enl I - Y ). 

L'efficacité asymptotique d'un tel test vaut donc 

P[x2(k.Y2) > x j 
e = 

P[N > No - y] 

Cas particulier : pour k = 1 , comme x -= ̂  /2 ^ 

vient facilement 

P(|N - Y| > N / 2) 
e = — 

P<N > N - Y) a 
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III - CAS V'UN NOYAU VARIABLE DE DIMENSION FINIE. -

On se donne maintenant une suite (K , n > i) de noyaux 
n 

définis pos i t i f s de rangs respectifs k , i . e . 
k 

n 
K„<x.y) s I e ; n

( x ) e ^ n ( y ) ; n > I ; x , y E E 
j=0 J J 

ou e = 1 , n ï 1 . on 

Pour utiliser le théorème de SAZONOV nous aurons besoin de 

minorer les valeurs propres d'une matrice de covariance. C'est l'objet 

du 

Lzmmz 5.- Soit C une matrice régulière k x k dont les 

valeurs propres sont X. > ... 5 X . Alors 

\ Î < -J.I., D=<J-j*> - « i 3 J 2 <o 

Démonstration : On vérifie directement que les valeurs 

propres de C - L sont A. - I > A„ - I 5 .. . > A, - I . Donc 

||c-ïk||L = sup |X — If 

j 

mais ||C-Ik||
2 S Jt9 [C(j,j') - 6..,]2 - l l c - l j l ^ 

on en déduit 1 - Afc $ sup |A. - 11 * Mc-I kM k x k d'où (1) 

Maintenant, avec des notations analogues à celles de la 

proposition 1, on a le : 
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Lejnme 6. - s i 

k n 

1°) — >0 

2°) M = sup | e . n ( x ) | < + » 
xcE, U j ï k , n ï l J 

3«) lim sup |j|Cv -^ | | J 
*- n n n n-1 

< 1 

Alors, avec des notations claires 

sup |P(./n" Â e C) - P(U + Jn A e C) | • 0 (2) 
C*C ' n n 

kn 

Démonstration : D'après l'inégalité de SAZ0N0V et 2°) il 

suffit de montrer que 

/n n 

Le lemme S implique 

lim sup [l - ||CV - ^ | l k x J -
•— n n n n-* 

,- "3/2 , ,. |i \>n T If l"3/2 

lim sup n. g 1.- M - 1 . " - T 11 1 
K_n . L _ „ n 

donc d'après 3°) 

-3/2 
lim sup n. < + » 

n 

et d'après 1 8) Y — * 0 

d'où (2). B 

(1) n. désigne la plus petite valeur propre de C^ 
n,n n 
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Proposition 6.- Sous les conditions suivantes 

k " 
a) k -+ + » et — > 0 

n 
n 

2 
b) " -L fi 6Jn<X) dUn(x)] ~~ l 

c) lim sup ||CV - Ik || < I 
n n n n 

d) M • sup |e. (x)| < + « 
xeE,l£j<kn,n>l

 Jn 

l l s J I -K 

/2k 

W(0,1) 

Démonstration : Les conditions du lemme 2 étant vérifiées 

il suffit de montrer que : 

| | 0 + /n A | | 2 - k 

zn « I L s aU 1 - ^ M(0. D 
/2k~ n 

k 

or | |U + /rT A | | 2 Œ I CU. +/n[e. dv ) 2 

' ' n n M > . jn J jn n 

k k 

- Y U? + n l (f e . dv ) 2 

j«l J j*l ' J • 

k 
n f 

+ 2 7 v'n U. e . dv 
f; jn J jn n 

donc Z « V + W où 
n n n 



.32. 

k k 
n o n r 7 n r 
y (U. - D n 5* ( e . dv r + 2 /K y U. e . dv 

. J et W - — i - ! J- ! V 
n /ar n

 ^2ÎT 
n n 

Alors V —t-* M(0,1) 
n 

e t 

k 
n E [ e x p ( i t ^ ^ ( f e . n dv n ) U . J * e x p [ - 2n ^ a 2

n ( v n ) t2J 

• e x p [ - U t2J 

donc le numérateur de W converge en loi et comme k -*• + » W —fe-* 0 
n n n 

et le résultat s'ensuit. H 

RzjnOAquz : La loi limite est la même que sous l'hypothèse 

nulle. Les conditions de la proposition suivante permettent d'obtenir 

une loi limite différente : 

Proposition 7.- Si, dans les hypothèses de la proposition 6, 

on remplace b) par 

/ÎT j-1 

il vient : 

b') -il- f (f e. dv ) 2 V 

llSnll_ " kn V 
/2k~ /2 

n 

Démonstration : On cherche encore la loi limite de Z 
- - n 

2 
(lemme 6) mais, d'après une propriété du x décentré, 
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k* k k 
- - - -° -n 2 r

n 2 
| IPjn * ̂  a j n M et { Ujn + n J »]„<*„> onC Ia ^ m e loi . 

On est donc, finalement, ramené à la recherche de la loi 

limite de 

k k 
n 9 n 0 £ Ut • n J" a. (v ) - k k jn ^ jnv n' n 

Z1 « -J ! 
n /2k 

k 
n 

et la condition £ a. (v ) + — permet de conclure . 
/2ÎT ] Jn n ^ 

n 

Exejnplzs : 
g 

0 Si v^ ~ (I + — ) . u la condition b) de la proposition 6 
/n 

s écrit : 
k 

f < f e i n d V 2 = l | P r K g j l 2 — t 
I ' n 

D'autre part 

j j » U Jn J n n J jn n J j 'n n J J ' J 

• J Î J . fefeineJ'n
dU-;feJn8ndlJfej'n^^]2 

* 7 JÏJ. 4 'j» Vn «n ̂  * \ .1, <j ej„ Vd* j V» *„ -u)' 

f ; l l 8 n " 2 l . l l ' j n V . H ^ - T " * * gnH4 
n J . J n n 

- I l e n l l 2 M2
 k 2 + ^ 

n n n 
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donc la condition lim sup 2 M < 1 est suffisante pour 
n 

que c) soit vérifiée. En particulier il suffit que lim sup ||g || < + 

2) Si v - (I + g,, -2—) y . 
n n /— 

/n 

La condition b1) s'écrit 

k 

n 

Un calcul analogue au précédent donne 

7 [le. e., dv - [ e. dv [e.r dv 1 < 2 M2 - 2 — || g| > j f [J jn j'n n J jn n j j'n nj n '^n 1 

k 5 / 2 

- 2 
+ 

2 ^ l | P r K g j l * 
n n 

et la condition c) est vérif iée dès que 

k5/2 

lim sup 2 M2 - 2 — llgjl2 < I 
n 

donc, en particulier, si | |g | | - ° ( e^) 

n 

Rejnart.qae/6 ; 

1) (e. ) = (e.) est total et si g tend fortement 
jn j °n 

vers g on a V • | |g| | 

En effet 

f < U - J - J » v a \ t 1
< J « ' i ) l - ° 

j»l n 

donc PrR gn * g 
n 
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2) On a des résultats analogues si v admet une partie 

étrangère à g. 

3) Nadaraja dans \j6] a obtenu la loi limite de la proposition 6 

sous des conditions plus fortes que les nôtres. 

- PvuUsancz astjmptotlqaz .* Soit a e ]0,lQ 

si w » N / 2k + k avec P(N > N ) = a (N 'v W(0,I)) n a n n a 

alors 

.2 l l s j l 2 - * . 
*,.<I|SJI > v„> - P„< " _ _ ° > N J — P,(N > N J - a 

n 
y ' n' n u /2Ïc~ a u » 

le test est-donc de niveau asymptotique a et, sous les hypothèses 

de la proposition 7, sa puissance asymptotique s'écrit 

P(N + — > N ) . 
/2 ° 

" Optimisation : Maximiser la puissance asymptotique 

A J / 4 

dv k 
revient donc à maximiser V . Quand Œ 1 + g cela revient 

du n /n 
•y 

à maximiser lim I|Pr.. g || (lorsque cette limite existe). Quand 
n-*» n 

||g || converge on est amené à choisir des espaces E tels 

que É- 5 S * ces espaces maximisent \\P*c S II donc aussi sa 
n 

limite. 

Quand g tend fortement vers g, Prv g aussi pour 
n , ix n 

1¾ n 
•n'importe quel choix de K de la forme 5" e. 0 e. où (e.) est 

2 
total dans L (u) . Les tests de ce type sont donc tous asymptotiquement 

optimaux. Cependant, à distance finie, il paraît préférable de choisir 

des espaces E } S 
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- E&jlcaclXz aAijmptotiquz : En appliquant la proposition 5 

avec c - k on voit que, si llgnll "* Y i la condition 

kn'2 3 
sup(l, sup |g |) -»-0 assure une puissance asymptotique égale à 1 

/n 

pour le test de Neyman-Pearson de niveau asymptotique a. 

L'efficacité asymptotique d'un test Hilbertien (de noyau 

variable et de dimension finie) optimal sera donc égale à sa puissance 

asymptotique : 

l l g l l 2 

e «= P(N + > N ) . 

/ï 
Suivant la valeur de ||g|| on peut obtenir n'importe quelle valeur 

de l'intervalle (a, 1 Q 

La condition b') peut s'écrire sous la forme intrinsèque 

R I « ltK;|lT II k<x.-> dv (x)||2 — 0 
L-!-1 n L^(u 0 u) J n n L4(u) 

où K' = K - 1, 
n n ' 

ce qui apparaît comme une généralisation dé la condition A. . 

Au lieu d'écrire la condition c) sous une forme intrinsèque 

on peut chercher directement une condition sur les valeurs propres de 

l'opérateur de covariance de la v.a. 

n n n n ' ' ' n 

où Y *v v , n 5 1 
n n 
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Cette v.a. est centrée et a valeurs dans l'e.v. E de noyau K' . 
n J n 

Soit C_ son opérateur de covariance. Alors 
n 

<c2 f,g> « E C<zn,f> < z
n . s > ] ; f. g « Én 

n 

- | fg dvn - J f dvn | g dvn 

Soit alors f une fonction propre de C_ associée à la valeur propre 
n 

X * <C. f, f> » [ f2 dv - (| f dv ) 2 - o 2 f(Y ) 
z
n J n J n n 

Alors si f , ...,f, désignent les fonctions propres de 
n 

C_ la condition 
n 

lîm inf[ inf a f J > 0 

peut être utilisée à la place de la condition c) . Cette condition est 

beaucoup moins maniable mais plus générale. 

- Cas où vn = (I + gn ——) u , n 5 1 . 

Alors on a vu que la condition b 1) pouvait s'écrire 

l|PrK « J l 2 - * * 
n 

En ce qui concerne la condition AL* on peut l'obtenir de la 

façon suivante : 

Soit f de norme 1 appartenant à £ , alors 
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a2 f(Yn) = { f
2 (« • gn -"—) du - [ff<< + gn -L-> du]' 

k 1 / 4 kI/2 

. . + - ^ - j f
2 g n d u - - i L . ( f f g n d u )

2 

k , / 2
 2 kI/4 

-> 1 - a2 f(Y ) s - " — G 2 + -"— G 
n /n 

d'où,par exemple, la condition 

1/4 

lim sup G < — 
/n 2 

qui assure A" 
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NOVAUK REPMVUISAHTS 

Soit H un espace de Hilbert dont les éléments sont des fonctions 

réelles définies sur un ensemble E donne et dont le produit scalaire est 

noté <.,.> 

Soit K une fonction réelle définie sur ExE, on dit que K est 

un noyau reproduisant pour H si 

a) Vt c E, K(.,t) e H 

b) Vf e H, t € E, <f,K(.,t)> = f(t) (propriété de reproduction). 

Si K existe il est unique et c'est une fonction symétrique et 

semi-définie positive. Inversement toute fonction vérifiant ces deux dernières 

propriétés est le noyau reproduisant d'un espace de Hilbert. 

Si H est de dimension finie d il admet un noyau reproduisant 

K donné par la formule 

d 
K(x,y) - l e.(x) e.(y) ; x,y e E 

j = l J J 

où e.,...,e. désigne une base orthonormale quelconque de H. 

Pour des détails sur les espaces à noyau reproduisant, on pourra 

consulter [7]. 
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