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S t a t i s t i q u e e t Analyse des Données 
2 - 1980 pp . 5-14 

ASSOCIATION UNIVOQUE D'UNE PREORDONNANCE ULTRAME TRIQUE 

A UNE PREORDONNANCE DONNEE PAR UNE METHODE GEOMETRIQUE 

Ala in BERTRANEU, u. e . r . de mathématique U n i v e r s i t é de 

Toulouse I I I , A t t a c h é S c i e n t i f i q u e p r è s 

l 'Ambassade de France à J a k a r t a . 

RESUME 

Dans c e t a r t i c l e , l ' ensemble des préordonnances de degré n e s t mis en co r r e spondance b iun ivoque 

avec un ensemble de cônes convexes d 'un c e r t a i n espace v e c t o r i e l . S o i t a l o r s ta une p r é o r d o n ­

nance de degré n e t fi l e cône c o r r e s p o n d a n t . Nous montrons que l ' e n s e m b l e des sous -cônes de fi 

a s s o c i é s à des préordonnances u l t r a m é t r i q u e s de degré n admet un p l u s grand é lément , pour l ' i n ­

c l u s i o n , fi ; l a préordonnance w co r re spondan te e s t l a prëordonnance u l t r a m é t r i q u e c h e r c h é e . 

Un a lgor i thme simple permet de dé te rminer fi e t donc u) . 

1) INTRODUCTION [ ! ] [ 4 j [ 5 ] 

P réc i sons le v o c a b u l a i r e u t i l i s é : S o i t I = { l , 2 , . . . , n } un ensemble f i n i , n > 1. Nous a p p e l l e ­

rons préordonnance sur I une r e l a t i o n de p réo rd re t o t a l sur 

i " = U i , j } | ( i , j ) 6 l * I , i ^ j } 

Une ordonnance se ra un ordre t o t a l s u r I . n s e r a l e degré de la p r ë o r d o n n a n c e . Une p r ë o r d o n ­

nance sur I é t a n t donnée, nous a p p e l l e r o n s rang de la p a i r e {k,m}£l , e t n o t e r o n s r (k ,m) le 

nombre e n t i e r : 

r (k ,m) = card {{ i , j } [ {i , j } 6 l " , { i , j }<<{k,m}, {k,m}^{L,j} + 1 

Une r e p r é s e n t a t i o n de la préordonnance s e r a une f i g u r e {M.} .^ de p o i n t s deux à deux d i s t i n c t s 

d 'un espace a f f i n e e u c l i d i e n t e l l e que : 

C i . i ' M j . j ' } et { j . j ' U t ' - . i ' ) - > IIMTM., ||< ||MrMj.|| 

et 



{ i . i ' M j J 1 } et { j . j ' ^ U . i ' } = > IIK̂ M.,11 - ||M"TM. ,|| 

u n i n d i c e de d i s semblance su r I e s t une a p p l i c a t i o n de I * I dans R t e l l e que : 

V ( i , j ) « x i f f ( i , j ) = f ( j , i ) e t f ( i , i ) = 0 

I l e s t c l a i r q u ' u r i n d i c e de d i s semblance sur I pprraet de d é f i n i r une préordonnance su r I par 

V ( i , j ) a * I . { i J M i ' . j ' ] <=> f ( i , j ) < f ( i ' j f ) 

De même, a p a r t i r d 'une p r é o r d o n n a n c e , i l e s t f a c i l e de t rouve r un i n d i c e de dissemblance l a 

d é f i n i s s a n t ; la r e l a t i o n " l ' i n d i c e f e t l ' i n d i c e f d é f i n i s s e n t l a même préordonnance sur I " 

e s t une r e l a t i o n d ' é q u i v a l e n c e , e t i l y a cor respondance b iunivoque e n t r e l ' ensemble quot ient 

e t l ' e n s e m b l e des p r é o r d o n n a n c e s . 

Un i n d i c e f e s t d i t u l t r a m ë t r i q u e s i , de p l u s : 

V i , j , k 6 l , f ( i , j ) < max { f ( i , k ) , f ( j , k ) } 

I l e s t c l a i r a l o r s que t o u t i n d i c e é q u i v a l e n t e s t a u s s i u l t r a m é t r i q u e . Une préordonnance e s t 

d i t e u l t r a m é t r i q u e s i un (= t o u s ) i n d i c e la r é a l i s a n t e s t u l t r a m é t r i q u e [ 2] . 

2) REPRESENTATION GEOMETRIQUE DES PREORDONNANCE S [ 3 ] 

S o i t {Mj ,M2, . . - ,M } un s implexe non dégénéré d ' u n espace a f f i n e A de dimension n - 1. Si E e s t 

l ' e s p a c e v e c t o r i e l a s s o c i é à A. on c o n s i d è r e l*espace Q(E) des formes quad ra t i ques d é f i n i e s sur 

E. Nous d i rons que q£Q(E) r é a l i s e une prëordonnance q) su r I , s i l ' i n d i c e : 

f : { i , j } - f ( i , j ) = q(M?M..) 

d é f i n i t u). Nous d i rons de p l u s que q e s t p ropre r e l a t i v e m e n t a { M . } . , s i q ne s ' a n n u l e s u r a u ­

cun couple de p o i n t s d i s t i n c t s . (Si q e s t p rop re e t s i qt'Q (E) , ensemble des formes p o s i t i v e s , 

i l e s t c l a i r que { M . } . , e s t une r e p r é s e n t a t i o n de la p réordonnance , A é t a n t muni de la mé t r ique 

d é f i n i e p a r q ) . 

Cons idérons l e s formes q. .£Q(E)» i < j , i ) j f l 
1 J 

d é f i n i e s par : q . . (M.M.) = 1, i ^ j 

qij ^ V " ° pour {k'm} * { i ' j } 

I l e s t a i s é de v o i r que ces formes son t d é f i n i e s de façon unique e t q u ' e l l e s forment une base 

de Q(E) . Dans c e t t e b a s e , la coordonnée de q^Q(E) sur q. . e s t q(M.M.). Démontrons a l o r s : 

P r o p o s i t i o n 1 

Cons idérons un e space a f f i n e A de d imension n - 1 e t E son espace v e c t o r i e l a s s o c i é , A é t a n t 

muni d 'un r e p è r e a f f i n e {M.}. . 0 p e r m e t t a n t de c o n s t r u i r e une base ( q . . ) . . de Q(E) 
i i = l , 2 , . . . , n i j i < J 

précédemment d é f i n i e . 



i ) S o i t 0) une préordonnance de degré n su r I = { l , 2 , . . . , n } e t r - 1 , r , . . . , r l e s p rangs 

d i s t i n c t s ( r < r» < . . . < r ) des p a i r e s de l ' \ 

So ien t f , . . . ,f t e l s que : 

fm =
 f = « q i j ' j î m = { { i ' M1* I r ( i • ^J> ra = ' • • • - . P -

(on a J « I e t donc f. = £ q . . pour tous l e s { i , j } ) . 

S o i t fi le cône convexe engendré par f , . . . , f , que nous a p p e l l e r o n s cône a s s o c i é à w. A l o r s , 

d 'une p a r t , l ' ensemble des formes propres de Q(E) ( r e l a t i v e m e n t à {M.}) s a t i s f a i s a n t à OJ e s t 

l ' ensemble des po in t s i n t e r n e s de fi ; d ' a u t r e p a r t , l ' en semble des formes n o n - p r o p r e s , s a t i s ­

f a i s a n t à eu, e s t l ' ensemble des p o i n t s i n t e r n e s du sous-cône convexe de Q engengrê pa r 

ïf , . . . , f } s i c e t ensemble n ' e s t pas v i d e , e t se r é d u i t à l a forme n u l l e s i n o n . 

i i ) Réciproquement, s o i t { A . , . . . , A } une s u i t e f i n i e , s t r i c t e m e n t d é c r o i s s a n t e de sous ensem-
1 P 

b l é s non v ides de S, ensemble des q . . , t e l l e que A * B. 

So i en t , Vm£{ 1, . . . , p } , f » Iq . . pour q . . ( A (on a f = I q . . s u r t o u t e s l e s p a i r e s [ i , j } ) , e t 

9 engendré par f , . . . , f . 

A l o r s , on peut a s s o c i e r à Q9 une préordonnance unique de degré n, t e l l e que Çl s o i t son cône 

a s s o c i é . / . 

i ) Supposons t ou t d ' abord que p = I : tous l e s { i , j } on t a l o r s le même r a n g , r - 1 e t Q se 

r é d u i t à l a demi d r o i t e ,\f , X 6 R . Comme f a pour coordonnées dans l a base (q. . ) . . , 

( i , 1 , . . . , 1 ) , i l e s t c l a i r que l ' ensemble des formes p ropres s a t i s f a i s a n t à ^ e s c {Af |/V^R+} 

e t que l ' ensemble des formes non propres se r é d u i s e à {0} . Nous supposerons main tenan t p>! ; on a : 

f (M?M ) » 0 s i r ( i , j ) < r 
m i j m 

S o i t q un p e i n t i n t e r n e de fi 

y M . M . ) = 1 s i r ( i , j ) > rffl 

P 

«i = i= i \ h • \ e R ; ! - v i - •• • • • • p 

S o i t q9 un p o i n t i n t e r n e du sous cône convexe de fi engendré par {f«, . . . , f } ; q^ s ' é c r i t : 

P 
q 2 * i - 2 Ui f i » U£ 6 %' , Vi - 2, . . . , p 

Remarquons de s u i t e que q e s t propre (ca r f (M.M.) = 1, V { i , j } i " ) e t que q e s t non propre 

(car f (MTM.) = 0, Vm {2, . . . , p } , pour { i , j } t e l que r ( i , j ) = 1 ) . En o u t r e : 
m i j 

( r ( i , j ) - r ( i \ j ' ) ) —> (fm(M?M.) - fm(M* M^,) , Vm€{l . . . p}) 

( r ( i , j ) < r ( i ' , j ' ) ) =-> (fm(M?M.) < f ^ M ^ M . . , ) pour m 

t e l que r ( i , j ) < ^ < r ( i ' , j ' ) 



(r Ci, j) < r(i\j')) = > (WM.M.) = f (M.,M.,) pour m 

tel que r < r(i,j) ou r > r(i',j')) 
m — m 

On en dédui t que : 

(r(i,j) = r(i*,j')) = > Cq h(M^) = q-i(Mi7M.î)), pour h « 1,2 

(r(i,j) < r(i\j')) — > (qh(M.Mj) < qh(M.1Mj,)), pour h = 1,2 

et donc que, r étant un indice définissant w : 

(r(i,j) < r(i'j')) <=> (qh(i,j) < qh(i',j')), pour h - 1,2 

e t pa r s u i t e q, e t q9 s a t i s f o n t à OJ. 

Réc iproquement , s o i t q s a t i s f a i s a n t à io : 

q = . . a- . q. . , { i , j } f i " M 1<J I J ^ i j 9JJ 

avec a . . = q(M.M.) 
i j i y 

Nous pouvons a l o r s é c r i r e : 

P 

q = J l am fm ' aVeC fm = Z q i j p ° u r r ( i ' j ) = V m = ' " ' " 'P 

( i l e s t c l a i r que a1 >ct' , pour s > 1 ) ce qui peu t s ' é c r i r e : 

q - a J C f J + . . . + f p ) + (al, - a j ) ( f ' + . . . + f ' ) + . . . + (a p - a p _ , ) f p 

= a , f , + c x 2 f 2 + . . . + a p f p 

avec a > 0 pour m = 2, . . . , p e t a. > 0 ( c a r a , = q(M.M.) pour { i , j } de rang 1) 
m i — ] i j 

Nous voyons a l o r s , que s i a. > 0 , q e s t p ropre e t e s t un p o i n t i n t e r n e de fi ; s i et. = 0 , q e s t 

a l o r s non p rop re e t e s t un p o i n t i n t e r n e du cône convexe engendré pa r f_, . . . , f . 
2 P 

i i ) ¥n6{ 1, . - . , o } , s o i t r = card (A. - A ) + 1 . On a r . = 1 . 

m 1 m î 

s o i t : r : I " •+ R 

{ i , j } •+ r ( i , j ) d é f i n i par : 
r ( i , j ) = r , m é t a n t t e l que q. . ^A e t q. . f A . (en posan t A . - 9) 

m ^ ^ i j m ^ i j > m+1 r p+1 ' 

I ] e s t c l a i r que r e s t un i n d i c e de d issemblance p ropre sur I qui d é f i n i t une préordonnance to 

su r I . Montrons que r ( i , j ) e s t le r ang de { i , j '} pour (o : 

Si r ( i , j ) = r m e t r ( i ' , j ! ) = r^ , 

( { i ' , j ' } < { i , j } , { i , j } i { i ' , j ' } ) <—> (r T ï i ,<r î n )<=> (m'<m) <=-> ( q . . . . ^ A^) 

e t ca rd {{i ' , j ' } \ {i ' , j ' )<{i , j } , {i , j > i U \ j ' )} + 1 = card (A} - A ) + 1 

- r ( i , j ) 

a l o r s ¥ m £ { î , . . . , p } , f = £q. . pour q . , ( A , e n t r a î n e que f = I q . . pour { i , j 1 t e l que r ( i , j ) > r 
m ^ i j î j m' ^ m n i j r , J -i \ , J / _ m 

e t fi e s t l e cône a s s o c i é a OJ. 



Par i ) des préordonnances d i f f é r e n t e s auron t des cônes a s s o c i é s d i f f é r e n t s , i l s n ' o n t même au­

cun po in t commun qui s o i t i n t e r n e aux deux ; on d é d u i t a l o r s l ' u n i c i t é de u) pour i i ) $ 

REMARQUE 

L ' a s s o c i a t i o n biunivoque qui précède a u r a i t pu ê t r e é t a b l i e à p a r t i r du r é s u l t a t g é n é r a l s u i ­

vant : "L'ensemble des p r é o r d r e s t o t aux sur un ensemble f i n i Xs ordonné pa r l ' i n c l u s i o n e n t r e 

p a r t i e s de X * X e s t un s u p - d e m i - t r e i l l i s coatomique " . 

Dans ce formal isme, l ' a s s o c i a t i o n précédemment d é c r i t e c o n s i s t e à a s s o c i e r à t o u t e p r é o r d o n ­

nance u l e s coatomes u) , . . . , w du t r e i l l i des p r é o r d r e s t o t a u x s u r I qui majorent w. A i n s i 

i i 

l ' é n o n c é du r é s u l t a t p o u r r a i t a i n s i prendre une forme p l u s s imple ; i l c o n v i e n t de n o t e r à c e t 

égard que l a c o n s t r u c t i o n géométrique d é c r i t e dans c e t t e p r o p o s i t i o n a é t é u t i l i s é e pour o b t e ­

n i r des r é s u l t a t s r e l a t i f s à la r e p r é s e n t a t i o n e u c l i d i e n n e d 'une préordonnance ( c f . [ 4 ] ) e t 

p r é s e n t e donc un i n t é r ê t par e l le-même. 

3) ULTRAMETRIQUE ASSOCIEE A UNE PREORDONNANCE [ 3 ] 

Nous reprenons l e s n o t a t i o n s de l a p r o p o s i t i o n 1 : 

P r o p o s i t i o n 2 

So i t h) une préordonnance sur I e t fi le cône a s s o c i é ; s o i t {f , . . . , f } l ' e n s e m b l e des formes 
3 P 

engendrant fi. S o i t { f . } . ^ , J e { l , . . . , p} l ' en semb le des formes f. p o s i t i v e s e t Q l e cône 
1 1 V J 1 *" 

convexe e i i ^ - -d r é par ces formes. Alors fi c o n t i e n t f e t l a Dréordonnance OJ d é f i n i e pa r fi e s t 

u l t r a m é t r i q u e . De plus Çî e s t le p lus grand cône pour l ' i n c l u s i o n a s s o c i é à une préordonnance 

u l t r a m é t r i q u e i n c l u s dans fi. fi s e r a appe lé sous cône u l t r a m é t r i q u e a s s o c i é à Çl. I. 

Démontrons t o u t d ' abord l e s lemmes : 

Lemme 1 

Soi t 0) une préordonnance su r I e t fi l e cône a s s o c i é . Alors s i f e t f" de 9 s a t i s f o n t à l ' i n ­

é g a l i t é u l t r a m é t r i q u e , que l s que s o i e n t a , 8 de R , a f + |3f" y s a t i s f a i t a u s s i . / . 

Remarquons tou t d ' abord que : V f , f" £ fi, Vi , j , k ¢ 1 , 

(f '(M?M.) < f ' C M ? ^ ) ) —> (f"(M?M.) < f ' ^ M J ^ ) ) 

En e f f e t , r ( i , j ) = r ( i , k ) e n t r a î n e que f (M?M.) - f (M?M. ) , Vmf{l, . . . , p} 
m i j m i K. 

et donc f'(M?M.) = f ' ( M J l ) ; 



10 

De p l u s , r ( i . j ) < r ( i , k ) e n t r a î n e que 

f (M?M.) < f (M"X) s i r ( i , j ) < r < r ( i , k ) 
m ^ j m i K m — 

e t que f (M7M.) = f (M?M. ) s i non. 

m i j m i \ 

par s u i t e , f'(M?M.) < fy (KA^) 

e t £"(M?M.) <_ f ' ^ M J ^ ) 

d 'où : ( f ,(M?M j)< f ' C M ^ y ) = > ( r ( i , j ) < r ( i , k ) ) —> (f"(M?M.)_< f ' ^ M ? ^ ) ) 

Sc i en t main tenant i , j , k donnés. Deux cas se p r é s e n t e n t : 

1er cas 

f'(M?M.) < nax t f ' f M ? ^ ) , f '(M^M.)l 

ce qui e n t r a î n e évidemment : f ' (M.M, ) = f '(M,M.) 

On a a l o r s : f"(M?M.) < f''(M?k ) 

ou f"(M?M.) < f"(>ÇM.) 

I l e s t a l o r s a i s é de v o i r que l ' i n é g a l i t é u l t r a m ë t r i q u e e s t v é r i f i é e pour af* + Sf"-

2ème cas 

f ' ( M > i . ) = max [ f O i ^ ) , f ' f t Ç ï l . ) ] 

e t f"(M?M.) = max [ f ' t M ^ y . f " ( î y î . ) ] 

Deux é v e n t u a l i t é s peuvent a l o r s se p r o d u i r e : 

1er sous cas 

f (M?M )̂ < f'(MJV) 

On a a l o r s : z"o£\ ) ' / " ( V * : . } 
1 ex — '-s. 'f 

e t donc : f \ 'y?M. * - i ! ( ? v - , 
i j le j 

e t ' *" ( iu i *> - r ï .y^ï .) 
- .T - J 

ce qui implique que l ' i n é g a l i t é u l trame t r i c h e *fi^ encor? v r a i e pour a f + Sf*". 

2ème sous cas 

f ' (M.ÎL *; = * '. ', . ) = r7(M.M.) 

et f'(M~V '. - : ..y - ; (̂1:.̂ -) 

et le résultat est alors trivial 0 

Lemme 2 

So i t ^ une préordonnance sur 1 e t fi, engendré par f , f , l l t : la coo: nr 

sous/*cône de fi a s s o c i é à une préordonnance sur I e s t engendr? ^ar un sous t -

{ f .} ' : , . / . 
i i = ] p 
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D'après la proposition 1, nous savons que tout cône associé à une préordonnance donnée peut 

être engendré par des formes f! f' , dont les coordonnées dans la base ( q . . ) . ^ sont 

égales so i t à "zéro" soi t à "un". 

Or, i l est c l a i r que toute forme f. ¢ fi : 
P 

! 
f - . Z , a . f. , a , f R 

i = l i i i + 

ne peut ê t re de ce type que si tous les a. sont nuls sauf un, égal a lo rs à 1 car , s*il n 'en 

é ta i t pas a ins i , et s i Ot. £ 0, (X. î 0 é ta ient les deux premiers éléments non nu l s , V(k,m) t e l 

que r(k,ra) = r. , V(k',m') t e l que r (k ' ,m ' ) = r . , les coordonnées de f suivant q, et q , , 

seraient respectivement a. et a. + a.0 K i i j 

Lemme 3 

Soit f 6 Q(E) tel que f - £q.. , la somme étant étendue à un sous ensemble non vide quelconque 
se ^ J 

de I . Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit positive est que : 
Vi.j,k, distincts de I, £(M?M.) 1 max (f(M?M.)f f(M?Mk)) ./. 

soit ^ la relation sur I = (i, ,.., n) : 

*i,j ^ I, (i r^> j) <~=> (f(M^) - 0) 

Cette r e l a t ion est évidemment réflexive et symétrique. Montrons que ^ e s t une r e l a t i o n d ' équ i ­

valence s i et seulement s i , quels que soient i , j , h d i s t i n c t s de I , 

(3,1) fCM^Mj) I m a x ( f O l J ^ ) , f f M ^ ) ) 

es t vé r i f i é e . 
* 

I l est c l a i r que s i (3, 1) es t vér i f iée et s i , i ^ j e t j ^ k, a lors j ^ k. 

Réciproquement Vi, j , k t I , (3,1) es t manifestement r é a l i s é s i f(M.M, ) ou f(M.M.) vaut 1. 

Si ces deux derniers termes sont nuls et s i ^ e s t une r e l a t i on d 'équivalence, a lors i ^ k, 

k ^ j et donc i ^ j ; (3, I) est alors v é r i f i é e . 

Supposons maintenant (3,1) vé r i f i ée ; ^ est une r e l a t i on d'équivalence e t notons 1 - . ,1 . , . . . , 1 
U 1 m 

les éléments de 1/^ . Considérons maintenant le m-simplexe régu l i e r de R d ' a rê t e 1 e t qui con­

t i en t donc m + 1 sommets numérotés de 0 à m. Plaçons au sommet k les points { N . } . ^ , 

V k = 0, . . . , m. Nous avons a lors : 

V( i , j ) € I * I t || N^N. | | 2 - f(M?M.) 
ce qui assure que f est posi t ive et de rang m. 

Montrons maintenant que réciproquement, s i f e s t pos i t i ve , a lors (3,1) es t vé r i f i ée : en e f f e t , 

i i< 
si nous supposons f de rang p, il existe alors une figure euclidienne de R , {N.}.r- telle que: 

N?N. H2 = f ( M ^ ) , V(i,j) f I x I 

I l est c l a i r alors que, les || N - N • ]i étant égaux a "zéro" ou "un" que 

|| N-N. | |2 <n,a, ( 1 1 ¾ 2 . || NTNJI*) 

et le lemme 3 est prouvé 0 



Lemme 4 

Sci t ÔÎ une préordonnance ul t ramétr ique sur I . Notons fi le cône associé engendré par : 

f i f
P 

Alors , V m 6 {1, . . . . p} , f e s t p o s i t i v e . / . 

Soit donc co une préordonnance u l t ramétr ique . I l en e x i s t e , car f s a t i s f a i t évidemment à l ' i n ­

é g a l i t é u l t ramét r ique . 

I l r é s u l t e de la proposi t ion 1 que toute forme interne à Q s a t i s f a i t à l ' i n é g a l i t é ultramé­

t r i q u e , c ' e s t à d i r e , quels que soient i , j , k, d i s t i n c t s de I , 

(3,2) q C M ^ ) < max { q O l ^ ) , qCM^)} 

si p > 1, supposons a lors q u ' i l ex i s t e m ¢ {1, . . . , p} e t un t r i p l e t ( i , j , r ) ¢ 1 x I x I t e l s 

que : 

V M T V >œax {f»(MiV- f(MjV> 
Alors £

m < M iV * ' e t V M i V • f»<MjV • ° 

Notons J* = {î, . . . , p} - {m} e t so i t q interne a Q défini par : 

Nous a l lons voir q u ' i l e s t possible de cho i s i r X t e l que q ne sa t i s fasse pas à (3 ,2 ) ; en e f fe t : 

,(Mjy - , 0 ¾ ) = i • x( s^, fs(Mji.) - ^ . f . o f o » 

Nous voyons que nous pouvons toujours , étant donné notre hypothèse sur f , trouver e t > 0 te l 
m J 

que : 
X <£. entra îne q(M.M.) - q(M?M.) > 0 

De même nous pouvons trouver c_ t e l que : 

X < £. en t ra îne q(M?M.) - q(M?M, ) > 0 

Alors, pour X < min (£ , , c^), q interne à Q ne s a t i s f a i t pas à (3D,^) e t , sn tv^sét/jtr-.-

¥ m £ { l , . . . , p } , f s a t i s f a i t I l ' i n é g a l i t é ul t ramêtr ique. D'arr'~s le lemuîs 3 : 

Vm Ç {l , . . . , p } , f e s t pos i t ive £ 

Démontrons maintenant la proposi t ion : 

Nous savons que f e s t pos i t ive ; ù es t donc non vide, contient f, et d*apros la proposit ion !, 

es t un cône déf in issant une préordonnaice 'JJ 

D'après l e lemme 3, Vj ¢ J , f. s a t i s f a i t à l ' i n é g a l i t é ul tramêtr ique, J étant f in i , par app l i ­

cat ion du lemme 1, quel que so i t f, in terne a fi^ , f s a t i s f a i t s 1v ; l é g a l i t é uî rrsfnii'-i iq j* 0 La 

préordonnance u) définie par Q es t donc ul i ramétr ique , 

D'après le lemme 2, tout sous cône de Q associé à une prëordonnance es t engendra par JP <-.* u< 

ensemble de {f.].rr. i et d 'après le lemme 4, un cône associé à une oriurâvr^o^iè J'-. " 
i î t i l , . . . , p ; 

métrique es t engendré par des fermes p o s i t i v e s . 

I l e s t c l a i r a lors que Ù es t maximum 0 
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REMARQUE 1 

Dans le cas où w est ultramétrique, on a évidemment Q - Q, 

REMARQUE 2 

I l e s t p o s s i b l e de c a r a c t é r i s e r w , sans u t i l i s e r l a r e p r é s e n t a t i o n géométr ique : Dans l e t r e i l -

l i des p r é o r d r e s t o t aux sur I , l ' ensemble des préordonnances u l t r a m é t r i q u e s qui majoren t une 

préordonnance OJ admet un p l u s p e t i t élément OJ -

De p lus OJ e s t égale à l ' i n t e r s e c t i o n des coatomes u ^ t r a m é t r i q u e s ( c f . P r o p o s i t i o n i , Remarque); 

ce r é s u l t a t a é t é é t a b l i d e p u i s , sous une forme légèrement d i f f é r e n t e pa r Schader (c f . [ 7 ] ) . 

4) CONCLUSION ET PRINCIPE DE LA RECHERCHE DE fi+ [ 3] 

Une préordonnance OJ sur I é t a n t dcnnée, i l s u f f i t donc de r e c h e r c h e r , parmi l e s formes f. e n ­

gendrant ft, c e l l e s qui sont p o s i t i v e s pour t r o u v e r Çl e t donc, l a p rëordonnance u l t r 2 i n é t r i q u e 

a s s o c i é e . 

Pour la r eche rche des formes f. p o s i t i v e s , n o t r e a l g o r i t h m e u t i l i s e r a l e f a i t que s i f. f<3 (E ) , 

on peu t c o n s t r u i r e une f i g u r e e u c l i d i e n n e dont f. donne l e c a r r é des d i s t a n c e s . 

A c e t e f f e t , cons idé rons l e graphe comple t , non o r i e n t é , sans b o u c l e s , dont l ' e n s e m b l e des 

sommets e s t I . Affectons a chaque a r ê t e ( j , j f ) l a v a l e u r f . ( M . M . , ) , e t supposons que ca rd ( I ) > 3 ; 

pour chaque ensemble de t r o i s sommets d i s t i n c t s . , l e s q u a t r e c o n f i g u r a t i o n s s u i v a n t e s s o n t p o s ­

s i b l e s : 

(1) (2) (3) W 

Seule la conf igura t ion (A)est non u l t r a m é t r i q u e , f- s e r a donc p o s i t i v e s i l a c o n f i g u r a t i o n (4 ) 

n ' a p p a r a î t p a s . 

A l ' i s s u e d 'un programme de t r i , l e s t ab l eaux COU (N,2) e t DIST (N) son t c o n s t i t u é s : s i n e s t 

le nombre de p o i n t s , COU c o n t i e n t l e s N = n(n - 1) /2 coup les ( i , j ), COU(J, 1 ) c o n t i e n t i ,COU(J ,2) 

c o n t i e n t j , i < j , e t DIST(J) c o n t i e n t l ' i n d i c e de d issemblance du coup le ( i , j ) , l e s i n d i c e s 

de d issemblance é t a n t rangés par ordre c r o i s s a n t . 
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COU 

DIST 

i 

j 

d ( i , j ) 

i ' 

j ' 

i 
î : ! 

=Ki\j'> 

i < j , 

d ( i , j ) < d ( i ' , j ' ) 

La r e p r é s e n t a t i o n géométr ique de 2) é t a n t supposée f a i t e avec l e s v e c t e u r s de base ( q . . ) r a n ­

gés dans l ' o r d r e s p é c i f i é pa r n o t r e t a b l e a u COU ( e t donc dans un ordre co r r e spondan t à l a p r é ­

ordonnance a s s o c i é e à l ' i n d i c e de d i s semblance de DIST), l ' a l g o r i t h m e se propose de v é r i f i e r 

s i l a forme 

fk = (0 , . . . , 0 , 1, . . . , 1) 

p o s s é d a n t k - 1 " z é r o s " comme p remiè re s coordonnées su r l a base q. . e s t p o s i t i v e ou non ; l a 

p r o p o s i t i o n 2 pour ra a i n s i ê t r e a p p l i q u é e . L ' a l g o r i t h m e complet e s t d é c r i t dans [ 3 ] . 

La méthode proposée p r é s e n t e beaucoup de p o i n t s communs avec l ' a l g o r i t h m e l e x i c o g r a p h i q u e de 

LERMAN (cf [ 5 ] ) ; t o u t e f o i s , dans n o t r e c a s , l e graphe de l a r e l a t i o n de p r é o r d r e sur I , e s t 

t o u j o u r s un sous -g raphe de c e l u i du p r é o r d r e u l t r a m é t r i q u e obtenu, a l o r s que ce n ' e s t pas tou­

j o u r s l e cas avec la méthode l e x i c o g r a p h i q u e . 

De p l u s , une é tude compara t ive des deux méthodes montre que no t re r é s u l t a t e s t , s o i t l e mime 

que c e l u i de LERMAN, s o i t s ' e n d é d u i t en suppr imant un ou p l u s i e u r s n iveaux de s t r a t i f i c a t i o n . 
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