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Alain BERTRANEU, u. e. r. de mathématique Université de
Toulouse III, Attaché Scientifique prés

1'Ambassade de France 3 Jakarta.

RESUME

Dans cet article, l'ensemble des préordonnances de degré n est mis en correspondance biunivoque
avec un ensemble de cBnes convexes d'un certain espace vectoriel. Soit alors w une préordon-
nance de degré n et  le cOne correspondant. Nous montrons que l'ensemble des sous—cdnes de Q
associds 3 des préordonnances ultramétriques de degré n admet un plus grand élément, pour l'in-
clusion, Q+ ; la préordonnance w, correspondante est la préordonnance ultramétrique cherchée.

Un algorithme simple permet de déterminer Q+ et donc w, .

1) INTRODUCTION [ 1] T4] [5]

Précisons le vocabulaire utilisé : Soit I = {I1,2,...,n} un ensemble fini, n > 1. Nous appelle-

rons préordonnance sur I une relation de préordre total sur

I = {{i,j}] (i,j)€r=1, i#j}
Une ordonnance sera un ordre total sur I". nsera le degré de la préordonnance. Une préordon-
nance sur I Stant donnée, nous appellerons rang de la paire {k,m}GI", et noterons r(k,m) le

nombre entier :
r(k,m) = card {{i,j}[{i,j}er", {i,j}<{k,m}, (k,mPf(i,j} + 1

Une représentation de la préordonnance sera une figure {Mi}iél de points deux 3 deux distincts
d'un espace affine euclidien telle que

{i,i'1<l, 5 ee {3,310, = |y, l< HMJTMJ..H

et



(i )<d503") et (5,3 00,1 == [ | = e, )

un indice de dissemblance sur I est une application de I = I dans R, telle que :

¥(1,j)€I=I, f£(i,3) = £(j,i) et £(i,i} =0
I1 est clair qu'ur indice de dissamblance sur I permet de définir une préordonnance sur I par :

V(L€ {1,3)<{i",§') o= £(1,))<E({1"]")

De méme, 2 partir d'une préordonnance., il est facile de trouver un indice de dissemblance la
définissant ; la relation "l'indice f et 1'indice f' définissent la méme préordomnance sur I"
est une relation d'équivalence, et il ¥ a correspondance biunivoque entre 1'ensemble quotient

et l'ensemble des préordonnances.

Un indice f est dit ultramétrique si, de plus :
vi’jskely f(laj) _<_ max {f(isk), f(j,k)}

Il est clair alors que tout indice &quivalent est aussi ultramétrique. Une préordonnance est

dite ultramétrique si un (= tous) indice la ré&alisant est ultramétrique[ 2] .

2) REPRESENTATION GEOMETRIQUE DES PREORDONNANCES [ 3]

Soit {MI’MZ""’Mn} un simplexe non dégénéré d'un espace affine A de dimensionn - 1. Si E est
l'espace vectoriel associé & A, on considére 1'espace Q(E) des formes quadratiques dé&finies sur

E. Nous dirons que q£Q(E) rézlise une préordonnance w sur I, si l'indice

£ 2 {i,j} » £(i,5) = q(M;Mj>

définit w. Nous dirons de plus que g est propre relativement 3 {Mi} si q ne s'annule sur au-

i€1
. R .+ ..
cun couple de points distincts. (Si q est propre et si q€Q (E), ensemble des formes positives,

il est clair que {Mi}iél est une représentation de la préordommance, A &tant muni de la métrique

définie par q).

Considérons les formes qi:éQ(E), i<j, i,5€1
)
définies par : qij (MiMj) =1, 1i<]j
* 3 .
%5 MM ) =0 pour {k,m} # {i,j}

Il est aisé de voir que ces formes sont définies de fagon unique et qu'elles forment une base

de Q(E). Dans cette base, la coordonnée de q€Q(E) sur qij est q(M:Mj). Démontrons alors :

Proposition |

Considérons un espace affine A de dimension n - 1 et E son espace vectoriel associ&, A &tant
muni d'un repére affinme {M.}. permettant de construire une base (q..)._. de Q(E)
i‘i=1,2,...,n 137153

précédemment définie.



i) Soit w une préordonnance de degré n sur I = {I1,2,...,n} et r, =1, Tgs sves T les p rangs

distincts (rl <, < ... < rp) des paires de I .

Soient f],...,fp tels que

fm = _Z' i 955 J m {{i,j}er ,r(l,J)zrm}, m=1,...,p.
i,jres
(on a JY =1 et donc f1 = Zqij pour tous les {i,j}).

Soit ) le cdne convexe engendré par El,...,fp » que nous appellerons cOne associ& & w. Alors,
d'une part, l'ensemble des formes propres de Q(E) (relativement 3 {Mi}) satisfaisant 3 w est
l'ensemble des points internes de Q ; d'autre part, l'ensemtle des formes non-propres, satis-—

-

faisant 3 w, est l'ensemble des points internes du sous-cdne convexe de  engengré par

=

{Ez,...,fp} si cet ensemble n'est pas vide, et se réduit & la forme nulle sinon.

ii) Réciproquement, soit {Al,...,AP} une suite finie, strictement décroissante de sous ensem—
bles non vides de B, ensemble des qij’ telle que AI = B.
Soient, ¥m&{!l,...,p}, Em = Zqij pour qij € Am (on a f‘ = Zqij sur toutes les paires {i,j}), et

0O engendré par fl’ cee, fp.

Alors, on peut associer 3 , une préordonnance unique de degré n, telle que y) soit son cBae

associé./.

i) Supposons tout d'abord que p = 1 : tous les {i,j} ont alors le méme rang, r, = 1 et () se

1
réduit 3 la demi droite Afl, x € R, . Comme f] a pour coordonnées dans la base (qij)i< i
{i,1,...,1), i1l est clair que 1'ensemble des formes propres satisfaisant 3y, est {Afl{kéR:}

et que l'ensemble des formes non propres se réduise i {0}. Nous supposercms maintenant p>!; on a:

-+ ’ . .
fm(MiMj) =0 si r(i,j) < T

OGN =1 sior(i,D) > x
Soit q, un pcint interne de §
P
q, = ifl ME A ERE, W=, L, p
Soit q, un point interne du sous cdue convexe de {2 engendré par {fz, cees fp}; a, s'écrit :
p
q; = 152 u £y € Rf , ¥i =2, ..., p
Remarquons de suite que q, est propre (car fm(M;Mj) =1, ¥{i,j} I¥) et que q, est non propre
(car fm(M:Mj) =0, vm {2, ..., p}, pour {i,j} tel que r(i,j) = 1). En outre

(r(i,j) = r(i',j")) == (fmm'i’v.j) = fm(Mz.Mj,), va€{l ... ph

(r(1,3) < r(i',5")) => (£,00M,) < £ (M M,,) pour m

tel que r(i,j) <r < r(i',j")



- L) —— ) = >
(r(i,j) <xr(',j')) > (fm(hiMj) f (Mi'Mj') pour m
tel que r < r(i,j) our >r(1',j")

On en déduit que

(r(i,j)

T'531) => (g, 04M,) = q (4 M,,)), pour h = 1,2

(£(1,3) < T@',3")) => (g, (MM0,)

[

qh(Mi'Mj'))’ pour h = 1,2
et donc que, r étant un indice d&finissant w :

(r(1,3) £r(@'3")) <= (q,(i,3) < q,(i",3")), pour h = 1,2
et par suite g, et q, satisfont 3 w.

Réciproquement, soit q satisfaisant 3 w :

z . . S
q = i<J al_') qlJ s {I:J] €I
-
avec aij = q(MiMj)

Nous pouvons zlors écrire

o f; , avec £ = Zqij pour r(i,j) = re m=1,..0,p

(il est clair que a; >, , pour s > 1) ce qui peut s'écrire :

= ' (f' ' | I | ' ' t ot [
q =]+ £ 4 (ay = o)) (£) + ...+ £2) + ... +(ap ap_,)fp

= a]fl + a2f2 + .., + apfp

avec o > Opour m=2, ..., p et Gy >0 (car o, = q(M;Mj) pour {i,j} de ramng 1)

Nous voyons alors, que si a, > 0O, q est propre et est un point interne de @ ; si o

- f_.
P

1 =0, q est

alcrs non propre et est un point interne du cOne convexe engendré par f

!
2!

ii) ¥m&i1,...,p}, soit r = card (A] - Am) + 1. On a r, = 1.

L . N
so1t : r : I R+

{i,j} = r(i,j) défini par :

r(i,j) = r_, m étant tel que qijGAm et q ¢ A_,, (en posant Ap+1 = @)

I est clair que r est un indice de dissemblance propre sur I qui définit une préordonnance w
sur I. Montrons que r(i,j) est le rang de {i,j ipour w :

$i r(i,j) = r_ et r(i',j") = r,

({ir, 30 )<ii, 31, {i,33f4i",3' ) <= (rm,<rm)<==> (m'<m) <= (qi'j'e Am)

et card {{i',j"}1{i",37)<{i, 3}, {i,j{i", 33} + 1 = card (A] - Am) + 1
= r(i,j)
1 ¥ | B £ = . .. b = .. i, 3] i,3
alors ¥m€{!,...,p}, o Zqu pour q1J€ A, entraine que f quJ pour {i,jl tel que r(i,j)>r,

et ¢ est le cdne associé 3 w.



Par i) des préordonnances différentes auront des cOnes assccids différents, ils n'ont méme au~

cun point commun qui soit interne aux deux ; on déduit alors 1'unicité de w pour ii)p

REMARQUE

L'association biunivogue qui précéde aurait pu &tre &tzblie a partir du résultat général sui-
vant : "L'ensemble des préordres totaux sur un ensemble fini X. ordonné par 1l'inclusion entre

parties de X < X est un sup-demi-~treillis coatomique ".

Dans ce formalisme, l'association précé&demment dé&crite consiste 3 associer 2 toute préordon~
nance & les coatomes wl’ ceey wp du treilli des préordres totaux sur f:qui majorent w. Ainsi
w=No,,

11
1'énoncé du résultat pourrait ainsi prendre une forme plus simple ; il convient de noter 3 cet
égard que la construction géométrique décrite dans cette proposition a &té utilis&e pour obte-
nir des résultats relatifs 3 la représentation euclidienne d'une préordonnance (cf. [ 4]) et

présente donc un intérét par elle-méme.

3) ULTRAMETRIQUE ASSOCIEE A UNE PREORDONNANCE [ 3]

Nous reprenons les notations de la proposition 1 :

Proposition 2

Soit w une préordonnance sur I et § le cOne associé& ; soit {fl’ ey fg 1'ensemble des formes

engendrant . Soit {fi}ieJ , Je {1, ..., p} 1'ensemble des formes fi positives et Q, le cone

convexe euye~dré par ces formes. Alors Q+ contient £ et la précrdonnance w, définie par Q, est

]
ultramétrique. De plus Q+ est le plus grand cdne pour l'inclusion associé& & une préordonnance

ultramétrique inclus dans Q. Q+ sera appelé& sous cOne ultramétrique associé& & Q./.
Démontrons tout d'abord les lemmes :
Lemme |

Soit w une préordonnance sur I et @ le cOne associé&. Alors si f' et f" de Q satisfont 3 1'in-

égalité ultramétrique, quels que soient o, B de R,, af' + Rf" y satisfait aussi./.

Remarquons tout d'abord que : ¥ f', f" € Q, ¥i, j, k €I,
L} nd \] e o— " -, n e
(f (MiMj) <f (MiMk)) > (f (MiMj) <f (MiMk))

En effet, r(i,j) = r(i,k) entraine que fm(MIMj)
et donc f‘(M?H.)
1]

fm(MiMk)’ Ymé&{l,...,p}

£ QLM )



De plus, r(i.j) < r(i,k) entraine que

1_’\;_\ " . P .
fm(Li.J' < fm(Mle) si r(i,j) < LS r(i,k)

et que fm{M;Mj) = fm(M;Mk) si non.

rar suite, f'(M:Mj) < f‘(M;Mk)

et £OM) < £ )

a'ob : (f'(M‘i‘MJ.)< f'(M‘i’Mkn = (r(i,j)< r(i,k)) => (f"(M;MJ.)_< f"m'i’nk))
Scient maintenant i, j, kK domnés. Deux cas se présentent :

ler cas
f'(M;Mj) <max [£'00M), f'(M;MJ.)]
ce qui entraine évidemment : f'(M;Mk) = f'(M;Mj)
On a alers : f"(M;Mj) < f"(M;Mk)
" a8 1
ou £ (MiAJ.) < f’(M:MJ.)

I1 est alors zisé de voir que 1'inégalité ultramétrique ect vérifiée pour gf' + Rf".

28me cas
1 emT = L TE v WV as
£ (MiMj) max LE' (MM ), f (M.kMJ.)]
T I¥ac _ n v Y24
et £ (MiMj) = max» Lf (MiMk). f (Mij)]

Deux éventualités peuvent alors se produire

ler sous cas

-

23

- >
£ (M, < £° M.
( le) (Mk J)
PO IPA - RS
On a alors : P A S 6
1 K - < G
et donc : CVMTML o= V(L
i N

e -y
et LY = DTV L)

it

cequi implique que 1'in<gaiizé ultram@tricre 2s: encor2 vraie pour af' + RfY,

2éme sous cas

. - s , -~

WMoY = £ ’ = T
{ (Mth, 'H'J) H \MJM‘)

1 -
WL Y =f'"

et f (Mj‘k i)
et le résultat est alors trivial ®
Lemme 2
Scit W une préordonnance sur 1 et $, engendré par fl’ fz, . SD le cda- =rc.
sous; cone de §. associé & une préordonnance sur I est engendr? jar un Scu:d ¢ -3
it} e

1 i=l,...,p



11

-

D'zprés la propcsition 1, nous savons que tout corne associé & une préordonnance donnée peut

gtre engendré par des formes fi,
zéro" scit a "un"

. fﬁ , dont les coordcnnées dans la base (q..)

ce: S
ij’i<j ont

égales soit 2

Or, il est clair que toute forme f. € & :

ne peut étre de ce type que si tous les &i sont nuls sauf un, égal alors a | car, s'il n'en
€tait pas a2insi, et si a, # 0, 0, # 0 étaient les deux premiers élé&ments non nuls, ¥(k,m) tel
que r(k,m) = oo ¥(k',n") tel que r(k',m") = rj, les coordonnées de f suivant Qe ©F Qe vy

seraient respectivement Qi et &, + ajm
Lemme 3

Soit £ € Q(E) tel que f = Zqij , la somme étant &tendue & un sous ensemble non vide quelcongue
de I . Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit positive est que
- - -
Co. .. <
¥i.j,k, distincts de I, f(MiMj) < max (f(MiMk), f(Mij)) ..

soit v la relatiom sur I = {i, eens nl}
-
¥i,j €I, (i ™35 <= (f(MiMj) = 0)

Cette relation est évidemment réflexive et symétrique. Montrons que v est une relation d'égui-
valence si et seulement si, quels que soient i, j, h distincts de I,

(3,1) f(M:Mj) < max (FO{M), f(M;Mk))

est vérifiée.

I1 est clair que si (3,1) est vérifiée e; si, 1V jet j Vk, alors j Vv k.

Réciproquement ¥i, j, k € I, (3,1) est manifestement réalisé si f(M:Mk) ou f(MTﬁk) vaut 1.

Si ces deux derniers termes sont nuls et si v est une relation d'équivalence, ilors i"Vvk,

k v jetdenci™3; (3,1) est alors vérifiée.

Supposons maintenant (3,1) vérifiée; " est une relation d'équivalence et notons IO’II""’Im
les &l&ments de I/™. Considérons maintenant le m-simplexe régulier de R™ d'aréte 1 et qui con-
tient donc m + ] sommets numérotés de 0 3 m. Plagons au sommet k les points {Ni}iek ,

¥ k=20, ..., m. Nous avons aiors

w(i,j) €1>1, | NZNJ. 12

= F(M]

ce qui assure que f est positive et de rang m.

Montrons maintenant que réciproguement, si f est positive, alors (3,1) est vérifide : en effet,
si nous supposons f de rang p, il existe alors une figure euclidienne de Rp, {Ni}iGI telle que:

|2

I NZNj = f(M:Mj), W(i,j) €1 %1

. s - - - ~
I1 est clair alors que, les || NiNjH étant égaux 4 "zéro" ou "un" que

2 > 112 xAG
” NINJ' ” f_max ( “k;Nk” s ” Nij“ )

et le lemme 3 est prouvé @



Lemme &

Scit w une préordonnance ultramétrique sur I. Notons Q le cdne associé engendré par :
fl’ cees fp
Alors, ¥ m € {1, ..., pl, fm est positive./.

Soit donc w une préordonnance ultramétrique. Il en existe, car f‘ savrisfait évidemment & 1'in-
égalité ultramétrique.
Il résulte de la proposition ] que tcute forme interne & § satisrfait 3 1'inégalité ultramé-

trique, c'est 3 dire, quels que soient i, j, k, distincts de I,

- - o
si p > 1, supposons alors qu'il existe m € {1, ..., p} et un triplet (i,j,r) € I xI x I tels
que :
> - -
fm(MiMj) > max {fm(MiMk>’ f(Mij)}
> > >
Alors fm(MiMj) =1 et fm(MiMk) = fm(MJMk) =0

-

Notons J' = {1, ..., p} - {m} et soit q interne 3 § défini par :

- z <
9= Mg £+ £, ) €R,

Nous allons voir qu'il est possible de choisir ) tel que q ne satisfasse pas 3 (3,2); en effet:
- - z > T -
) - M) = A M) - .
QM) - gD = 1+ (g, fs(MIMJ). e £ M)

Nous voyons que nous pouvons toujours, étant donné notre hypothése sur fm’ trouver £ > 0 tel

que :

A <e

- -> P 4
j entraine q(MiMj) q\MiMk) >0

De méme nous pouvons trouver £, tel gue :
> >

E . T .M.) - X >

€, aatraine q(M1MJ) q(MJMk) 0

2n cuasd ui.-

r

Alors, pour A < min (sl’ 62), q -nterne 3 ) ne satisfait pas 3 (3,2) e
£

i'iaZcalizé ultramétrique. D'ar="s le lemm

e

°

)

LN

¥vm€ {1, ..., pl, £ satis

¥m € {1, ..., pl, £, est positive T
Démontrons maintenant la proposition :
Nous savons que fl est positive ; Q+ est donc non vide, contiert £ ot d'apréz la prazosivion 1.

est un cOne définissant une préordoanance w

D'aprés le lemme 3, ¥j € J, £, satisfait & 1'inégalité ultramétrique. J étant fini, par appii--

3]

cation du lemme 1, quel que soit f, interme & &, , f satisfait > l'inégalité uizramériious, La

préordonnance w_ définie par Q* est donc ultramétrique.

D'aprés le lemme 2, tout scus cOne da Q associ& & une préordennance est enpendrd gar un b i
ensemble de {fi}iéfl 1 et d'aprés le lemme 4, un cOne associ& & ume prioviumnoiis s..° .
yerssPs

métrique est engendré par des fcrmes positives.

Il est clair alors que Q+ est maximum 2



REMARQUE 1
Dans le cas ol w est ultramétrique, on a &videmment Q, = Q.
REMARQUE 2

I1 est possible de caractériser w, , sans utiliser la représentation géométrique : Dans le treil~
1li des préordres totaux sur I, 1'ensemble des préordonnances ultramétriques qui majorent une

préordonnance w admet un plus petit élément w ,

De plus w, est égale & l'intersection des coatomes ultramétriques (cf. Proposition i, Remarque);

ce résultat a été &tabli depuis, sous une forme légérement différente par Schader (cf. [7]).

4) CONCLUSION ET PRINCIPE DE LA RECHERCHE DE Q+ [3]

Une préordonnance w sur I &tant dcnnée, il suffit donc de rechercher, parmi les formes fi en~
gendrant Q, celles qui sont positives pour trouver 1, et donc, la préordonnarce ultrezmétrique

associée.

Pour la recherche des formes fi positives, notre algorithme utilisera le fait que si fi6Q+(E),

on peut construire une figure euclidienne dont fi donne le carré des distances.

A cet effet, considérons le graphe complet, non orienté&, sans boucles, dont l'ensemble des

-~ . . >
sommets est I. Affectons 3 chaque arete (j,j') la valeur fi(Mij')’ et supposons que card (I)>3 ;
pour chaque ensemble de trois sommets distincts, les quatre configurations suivantes sont pos-—

sibles :

(1) (2) (3) %)

Seule la configuration(4)est non ultramétrique. fi sera donc positive si la configuration(4)

n'apparait pas.

A 1'issue d'un programme de tri, les tableaux COU (N,2) et DIST (N) sont constituds : si n est
le nombre de points, COU contient les N = n(n - 1)/2 couples (i,j), COU(J,}) contient i, COU(J,2)
contient j, 1 < j, et DIST(J) contient 1'indice de dissemblance du couple (i,j), les indices

de dissemblance étant rangés par ordre croissant.



cou i it C . i L oaa
1<J‘ 1 <J

] j!

} !

! i

1
DIST d(i,]) an,in a(i,j) <d@i',j3i")

La représentation géométrique de 2) &tant supposée faite avec les vecteurs de base (qij) ran-
gés dans l'ordre spécifié par norre tableau COU (et donc dans un ordre correspondant & la pré-
ordonnance associde 3 1'indice ce dissemblance de DIST), 1'algorithme se propose de vérifier

si la forme

£,= (0, «.ry O, 1, weiy 1)

possédant k - ] "z8ros" comme premiéres coordonnées sur la base q;; est positive ou non ; la

proposition 2 pourra ainsi &tre appliquée. L'algorithme complet est décrit dans [3].

Ls méthode proposée présente beaucoup de points communs avec l'algorithme lenicographique de
LERMAN (cf [51) ; toutefois, dans notre cas, le graphe de la relation de préordre sur I", est
toujours un sous-graphe de celui du pr&ordre ultramétrique obtenu, alors que ce n'est pas tou~

jours le cas avec la méthode lexicographique.

De plus, une &tude comparative des deux méthodes montre que notre résultat est, soit le meme

que celui de LERMAN, soit s'en déduit en supprimant un ou plusieurs niveaux de stratification.
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