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LE PROCESSUS STOCHASTIQUE ET MULTIPARAMETRIQUE DEFINI PAR UNE ESTIMATION

DE LA DENSITE DE PROBABILITE

SCHLEE Walter

Technische Universitdt Mlinchen, D-8000 Miinchen 2, Arcisstrafe 21

Résumé& : L'objet de l'étude est une estimation de la densit& de probabilité
bien adaptéeaux besoins du calcul automatique. Cette méthode d'estimation

est stimulée par un article de L.I. Boneva, D. Kendall et I. Stefanov:
"Spline Transformations: Three New Diagnostic Aids for the Statistical
Data~Analyst", Journal of the Royal Statistical Soc. Ser. B 33 (1971), 1-70.
Dans le texte ici il est recherch& une généralisation multidimensionelle,

la loi asymptotique de probabilit& et la convergence en moyenne quadratique
pour toutes les &lé&ments particuliers de l'espace R9. Dpe plus la convergence
en probabilité du processus stochastique defini par cette estimation de la

densité est démontré.

1. L'ESTIMATION. DE LA DENSITE

Soit xi,xz,...,xn un échantillon d'une population 3 g dimensions avec la den-

sité £ de probabilité&. Comme estimateur de cette densité il est proposé:

31

-1 — a z,=i,(x,)
£p(2gaeeerzy) = (nh%) z T]' k(¢ —J-—J—-3-1§) (1.1)

1=1  j=1 h
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Cet estimateur peut &tre transformé 3 la forme

E iR
fn(x,l,ooo,xq) = h .'n k( —J—'J-" )A”(l ,o-o,l )F (1 1')

,.-o,l =0

qui est utiliséedans les demonstrations des propriétés statistiques de f .

Lt'explication des paramétres est:

Il est donné une partition du RY en intervalles

q
ry = T Je,-0ps 1,
1=1
avec longueur du c8té f(h).

1(Xy) = (ii(xl)”"’iq(xl)) est le vecteur d'indices de l'intervalle I(i) ol
1tépreuve X, se trouve.

h est un paramdtre positive. n dénote les nombres des &épreuves. Les paramétres

n, h,B sont associés par les limites:
lim h(n) = 0, lim B(h)/h = 0, 1lim nh%n) = (1.2)
n-»co h->0 n—=»co
F, est la répartition empirique, F est la répartition théorique, f est la
densité théorique. On suppose que la fonction k : R—R a les propriétés

suivantes:

k(x) 2 0, k(x) = O v x : |x] > C, (1.3.1)
k est Riemann-intégrable (1.3.2)

jk(x)dx =1 (1.3.3)

R

sup lk(x)l < Cy (1.3.4)
X

Aﬁ(i1""'iq)g dénote la différence 3 plusieurs dimensions de la fonction

g : RY—) R relativement & la partition du R :

. : < . . j1+"+jq
Ap(l,l,...,lq)g = g((11-31)[3,...,(1q—Jq){?)(-1) (1.4)

j11j2""7jq



ol la somme est prise par toutes les valeurs jl’jZ""’ja = 0,1.

Aaﬁii,...,iq)Fn resp. Aﬁ(i1"ﬁ"iq)F est la probabilité empirique resp.

théorigue de l'intervalle I(ii,...,iq).

Pour les aises du calcul automatique nous proposons la suivante fonction k:

0 z £ =3/2
(2+3/2)%/2 =3/2 & z & =172
3/4 - 22  -1/2 € z € 1/2
Kk(z)= ) (1.5)
(2-3/2)%/2 1/2 €z € 3/2

o) 3/2 € 2

mais toutes les fonctions k sont admissibles satisfaisants les conditions
décrites dessus. Cette fonction a eté é&prouvé par Monte Carlo échantillons
feignants les lois de probabilité& usuelles en statistique et quelques den-

sités qui sont continues par morceaux.

La forme (1.1) d'estimateur £, met devant les yeux que notre estimateur de
"moyau" est different d'estimateur de Cacoullos (1966). L'estimateur de
Cacoullos est un estimateur propre de noyau (cf. aussi par.exemple Parzen
(19€2), Rosenblatt (1971)). En effet l'estimateur (1.1) doit &tre regardé
comme un estimateur du noyau discret qui est calculable immédiatement. Par

‘comparaison l'estimateur de Cacoullos est obtenu remplagant dans (1.1) 1l1a

quantité i(xl)ﬁ par X, = (xll,...,qu)' ¢a implique

c -1 & d z2,=X,

E(2eeerzy) = (nbD) ) M o 4L, (1.6)
- j=1 1=1 n

Pour la calculation cet estimateur fﬁ doit &tre discretifi&, c'est & dire
que fg est calculé en points discrets seulement. Par contre & ce fait il
suffit & calculer l'estimateur (1.1) en points if8 = (i,Byee0,i ) pour

tous i. Utilisant une fonction k comme (1.5) l'estimateur (1.1) peut &tre
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reconstruit entidrement par les valeurs dans ces points. C'est exactement
cette forme discréte, qui multiplie les suppositions des thé&orémes et aug-
mente les demonstations en comparaison au texte de Cacoullos. C'est

pourquoi les démonstrations ne sont pas données en détail.

2. LES PROPRIETES ASYMPTOTIQUES

Les resultats de ce paragraphe sont fondés sur les tres lemmes suivants.

On suppose que les propositions (1.3) sont valables pour les tres lemmes.

Lemme 1 :

1
E a x -i.nR q
. j B 1 q
lim 41 ) (3 = (.fk (y)dy ) (2.1)
h+0 Tr h Yoy

il""’iq i=1

Lemme 2 :

Soit g Riemann intégrable et flg(x)ldx < @
q

5(11,-o-,iq) € 111 ](ij-i)P, ijﬁ] et g continue dans un voisinage de x:
j=1

Alors v 1 2 1

3 X, -i.P q
lim E i e oo i = 1 q Y
lin_ E 'T S BT gk, 1) = g0kt nan? 2.2)

11’...’iq j=1

Lemme 3 :

Soit g Riemann intégrable et ﬁg(x)ldxgw ’ (xi,xz,...,xq) l= (y1,y2,...,yq).

Alors ¥ r,s 2 1

1i s kE( fl:ilf y kS _l__lf g, g i i
Lin E ’n’ ( ) () atdtig, 1) =0 (2.3)

11,...’ic j=1
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Les démonstrations des trois lemmes sont analogiquesd les lemmes correspon-
dants de Cacoullos regardant la supposition additionelle d'intégrabilité de
Riemann de k et de g. A ce moment 13 il n'est pas possible 3 reduire cette

condition. Les démonstrations des lemmes 2 et 3 utilisent les lemmes précé-
dants.

On peut considérer ces trois lemmes comme discretes versions des resultats

correspondants de Bochner (1960), qui sont d&jd appliqués par Parzen (1962)
et Cacoullos (1966). Les démonstrations sont analogues 3 les démonstrations

données par Bochner (1960), Parzen (1962) et Cacoullos (1966).

Théoréme 1 :

Soit la densité& théorique f Riemann intégrable.
L'espérance mathé&matique de £ est non biaissée en limite pour tous x & RY

od f est continue dans un voisinage de x :

lim Efn(x) = f(x) . (2.4)

n=c

En outre il est valable pour la variance :

1im var (Vnh® £ (x)) = £(x) ([k%(y)dy )9 (2.5)
n=->0

Si k est symmé&trique par rapport 3 O et f a dérivées partielles continues

jusqu'd l'ordre 2 dans un voisinage de X et n est assez grand le biais est

bt <x)] = & o-f(x)e n? )E ftzkmdt + B, const. (2.6)
n 2 i=1¥ % R

Les relations (2.5), (2.6) et

2 2
E(fn(x)-f(xn = var (f_(x))+(b [fn(x)])

annoncent la convergence en moyenne quadratique de fn vers f en tous les

points x od f a les propriétés ci-dessus.
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A demontrer on utilise les lemmes 1,2,et 3 et les relations
ER™AG (P -F)) = £Cf(i))
Ecnp™ A (F -F))%) = £0E(1))(1-A(1)F)
E(na9a01) (F -F)=AC1) (F_-F)) = - £(f(iN )@

§(i) est un valeur propre de l'intervalle il (i, -8, i,81].
1 1
1=1

Théoréme 2 :

Soient En =-Jnhq (fn- Efn) et lim n(ﬂ(h(n)))ch . Il est supposé que
n-»w
Xy Xq9XpyeeayX € R9, r quelque nombre naturel, dénotent points ol la densité

f est continue et strictement positive. Alors :

. N .
Le vecteur alé&atoire (fn(xl),...,zn(xr)) converge faiblement vers un vecteur
aléatoire gaussien avec espérance O et les variances asymptotiques données

par (2.5). Les covariances asymptotiques sont O.

Remargue :

En peut &tre replacé par Z; =-4nhq (fn-f) seulement si on suppose conditions

supplémentaires pour h(n).

La démonstration de ce théorédme a besoin

(i) des resultats du théoréme 1,

(ii) du lemme 3 pour la calculation des covariances asymptotiques,

(iii) d'un théoréme limite centrale 3 plusieurs dimensions. Appliquant le
critére de la convergence vers la loi gaussienne de Lodve (1977, p. 307) on

établit le resultat:

Lemme 4 :
Xnk k = 1,2,...,n soient vecteurs aléatoires independants.

On suppose que l'espérance mathematique de Xn

(nk)
ij

K est O. La matrice des co-

variances soit designée par t(nk) = (6 ).
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Xink denote la i-iéme coordonée du vecteur xnk'
Si les relations
n
1im Y &™) =0 pour i ¢ ; (2.7.1)
n—>e k=1 1]
min lim 3o &™) > o (2.7.2)
i n=-e k=1
2 max E|x | )
lim max X, l .= 0 (2.7.3
n—w k=1 i ink
sont valables alors
n
Yn = E xnk.converge faiblement vers un vecteur aléatoire gaussien
k=1 '
avec espérance mathematique O et avec une matrice des covariances qui est
. n
diagonale et a les elements diagonaux 1lim E e&?k) = 612.
n k=1 11 1

Ce lemme implique th&oréme 2 par la proposition bien connue qu’ une vecteur
aléatoire a une répartition gaussienne si toutes les applications linéaires

de ce vecteur sont variables aléatoires gaussiennes de la dimension un.

3. LE PROCESSUS STOCHASTIQUE

3.1 Un espace propre

Il n'y a que deux textes concernants le processus stochastique defini par
l'estimation de densit& (Cacoullos (1966), Rosenblatt(1971)). Mais Cacoullos
démontre seulement la convergence faible des distributions marginal_es & di-
mensions finies du processus stochastique Zg = nhq(f: - Ef:). Ce n'est pas
aséez (Cf. par exemple Billingsley (1968)). En effet il est possible 3 dé&-
montrer complétement la convergence faible du processus zg, mais dans le
texte ici nous considerons seulement le processus 5n défini par l'estimateur
(1.1). D'autre part Rosenblatt normalise son processus d'une manidre, qui
est moins praticable.

Les densités théoriques avec discontinuités ne sont pas traitées jusqu'ici.

Neanmoins cettes densités sont necessaires pour la pratique. En outre il est



38

meilleur de considerer l‘'espace R4 gue l'espace ED,i]q comme l'espace

paramétrique (par contre 3 Rosenblatt).

L'espace propre est un espace de Skorohod. Nous &laborons cet espace D( RrRY)

selon la conception de Straf (1970).

Ajustant la partition de l'intervalle de Neuhaus (1971) & l'espace para-
metrique RY nous parvenons d crit@res plus pratique que les critéres de

Straf (1970) pour la convergence du processus stochastique dans D( RY).

L'espace D( RY) se compose d'un sous-—-ensemble de l'ensemble des fonctions
£ : RY—3R. Il est muni d'une métrique qui engendre un espace métrique

complet.

AR définir la métrique nous utilisons un ensemble des fonctions A.=/ll* 42 ces
...Aq. L'ensembleA.i est un ensemble des fonctions strictement croissantes

A: R—>R qui ont une dérivée en tous les points.

EkmA& nous définissons une norme qui est compatible avec la loi de la compo-

sition des fonctions L e A’i :

<0
Al = log &'(t) Z 1 A—(—t-)-’ (3.1)
Iall= gig lios s o Lgyaee,  Pos i

ol (73) est une séquence strictement croissante des nombres positifs qui ne

sont pas bornés.

Il y resulte une norme dans A :

[All =, max “’\i“i v o= Agx Aoxallxf (3.2)

i=1,2,..,q N

En effet il est possible démontrer quel[ﬂ“i et“ﬁ[lsont normes.

Désormais nous utilisons la dénotation A.pour le sous-ensemple dé&fini par
Il ¢ e0.

Les partitions finies du RY & intervalles annoncées ci-dessus sont dé&finies

comme suit:
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Soient donnés les points t,l,tz,...,tre rR2. ces points sont augmentés par les
deux points t_ = (=, ...,-0) et t_ , = (+&,...,+@). La partition 'R(tl,tz,..,tr)

engendrée par t‘l""’tr est l'ensemble de tous les intervalles R :

R = ]u,l,u,l')x ..... . :]uq,uq'

ol ") est egale & "]" resp. "[" si uy ¢ resp =00 (3.3)

et Uy, uJ.'eKJ. = {toj""’tr+1jl et uj £ uj', ]uj,uj'[nKj = ¢.

On dit que la partition R’(t.l',...,tr') est plus fine que'n('c,l,...,tr) si

{tyoeeest 3efey, e, } r 3 r

t ¢t

t £
t =t r! r

1 1

(ol £ denote l'ordre des vecteurs)
m(R) 2 m(R"*)
o) m(R) est la longueur du plus petit c8té& entre tous les intervalles finis

de R.

La relation "plus fin" est une relation d'ordre dans l'ensemble des partitions

R(tyyeee,yt,) du r4.

On dit que f: R9— R est une fonction en escalier s'il existe une partition
R(tl,...,tr) tel que f est constante sur chaque intervalle R d'une certaine

partition ®( Eyyeeest )

Soit B( qu) l'ensemble de toutes les fonctions réelles bornées f : R —R.
La métrigque de Skorohod en B( RY) est d&fini avec l'aide de la norme "..."

sur A selon Straf (1970):
d(x,y) = inf {€20,3hed, IMIceet sup|x(t)-y(ht)|2e} (3.4)
£
Définition

pD( R?) est l'ensemble des fonctions de B( RY) qui a une distance Skorohodienne

O de l'ensemble gdes fonctions en escalier :
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pC RY = { xeB(RY), d(x,®) = 0}

Suivant Straf (1970) on démontre que D( RY) est un espace (quasi-)métrique

complet.

Les elements feD( R1) peuvent &tre caractérisés uniquement par un module

w'(£,§,p). Soit w(f,R) = sup{ l£¢E)-£(s)| : t,s eR}

=

w'(f,d,y) = inf max w(f,R) (3.5)
ReR

ol 1'infimum est pris dans les partitions n(t‘l"“’tr) qui a m(R) 24

et |t ], [t 1 =y

On a le resultat :
Pour que f e D( RY) il faut et il suffit que lim w'(f,d,r) = O. La limite est
(&,

prise en direction de l'ordre des partitions comme il est décrit par d et .

Suivant Straf (1970) et Neuhaus 1971 et utilisant la caracterisation d'un

espace relativement compact par Ascoli on parvient &

Théoréme 3 :

Pour qu'une suite {xn} des processus stochastiques de D( rRY) convergent faible-

ment il faut et il suffit que

les distributions marginales 3 dimensions finies de Xn convergent faiblement

dans un sous-ensemble dense du RY (3.5)

et pour tous ¢ » O il existe un Mée iR avec

P( sup |Xn(t)| > Mg) 4 € vn (3.7)
t

et pour tous & » O

lim lim sup P(w'(x_,{,») >€) = 0 (3.8)
(§,#)n—a n

ol %im est prise en direction de l'ordre des par-
,7)
titions (=0, p—>+2).
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Théordme 4 :

On suppose que

(4.1) la densité théorique f est un element de D( R?) et

(4.2) pour tous les d = m(R) assez petits et pour tous les P = max(ltil,ltrl)
assez grands il y a une partition 'R(t.l,...,tr) tellement que f a derivées par-
tielles bornées en toutes les variables dans l'intérieur de chaque Re®R et
(4.3) la fonction k qui se trouve dans la formule de l'estimateur £, a une
derivée et

(4.4) le paramdtre f3 est une fonction du nombre n d'échantillon tellement que

ﬁs 2 const/n pour tous n assez grands.

A ces conditions l'estimation gn(t) = vnh4 (fn(t) - Efn(t)) considerée comme un
processus stochastique g-paramétrique en D( RY) converge faiblement vers un

processus aléatoire gaussien.

Démonstration :

Il faut démontrer les suppositions (3.6), (3.7) et (3.8) du théoréme 3.

La supposition (3.6) se montre juste parceque sous les conditions (4.1) - (4.3)

les points de continuité de f sont dense dans IRY et le théor@me 2 est valable.

En fin les deux lemmes S et 6 suivantes é&tablissent les suppositions (3.7) et

(3.8).

Les suppositions de théoréme 4 soient valables pour les lemmes 5 et 6. A cause

de brevité soit

a x.-i.B
k(x,1) = ﬂ k( e ).
5=1 "

Lemme 5
R est un element de la partition &(tl,...,tr) qui est choisie par rapport & f
comme il est décrit en théoréme 4.

Alors

- 2q q
lim > 2 Reup, 2 ek ﬁ_-q- =jfdx Jxey)2tay)

Nn—3co ui,--,uq il,oc,iq n R
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Lemme 6

I1 existe une constante propre £y tellement que pour tous v :

21 (1-1)q E a
a)gl'in(t) | e B £, ¢ ﬁ(t,i)alﬂf(i))(%) + o(A)

ig5eesd

q
21 (1-1)qg a A > n.d
b) E|%’n<t>-§n(s> e p, B . e, ks, 500 |2 scfienag e
11""lq
+ § Ree, 02 g s G L o] .
gseeriyg

La démonstation du lemme 5 utilise lemme 1 et les suppositions (4.1) et (4.2).

En la démonstration du lemme 6 les moments des variables aléatoires gn(t) et
Zn(t)-gn(s) sont &valués par raisonner analogiquement 3 le lemme (5.2) de Neu-
haus (1971) et par utiliser les lemmes 1,2,3 ci-dessus et les suppositions des

derivées de f.

Par les suppositions (4.2), (4.3) et (4.4) les supremums dans (3.7) et (3.8)

sont ramenés 3 les supremums sur les points de la partition R(ti""’tr) qui

existe par (4.2).
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