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Solution globale de I’équation
d’un gaz visqueux isotherme
dans I’espace entier avec une grande force extérieure
dérivant d’un potentiel.

RACHID BENABIDALLAH (*)

1. Introduction.

Dans le présent travail on se propose de démontrer l'existence et
P'unicité de la solution globale du systéme d’équations

.1) du — %Au+Vo+(u-V)u=0 dans R,
1.2 S0+uVo—u-V®+V-u=0 dans R?,
(1.3) o =10g(0/0e)

avec les conditions initiales
(1.4) u|t=0=u07 a|t=0=10g(90/9eq)=009

sous P'hypothése de la petitesse des données initales u,, gy.
L’opérateur A figurant dans (1.1) est donné par

1.5) Au = pudu + AV(V-u)
avec deux constantes positives u et A, tandis que @ = &(x) est une fon-

ction scalaire donnée. Quant a la fonction @, = 0q (%), elle est donnée

(*) Indirizzo dell’A.: Université de Tizi-ouzou, Tizi-ouzou, Algérie et Diparti-
mento di Matematica, Universitd di Pisa, Pise, Italie.
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par
(1.6) Oeq () = exp( — (®)).
Pour la fonction & on suppose les hypothéses suivantes:
1.7 ®eL” (R,
(1.8) Vo e WE(R?).

On remarque que (1.6) et (1.7) (et la régularité de ®) entrainent qu'il
existe deux constantes positives M, et M, telles que

(1.9) 0<M SQ@)SMy<®© VYreR®.

Si on substitute les relations (1.8), (1.5) et (1.6) dans les équations
(1.1) et (1.2), ces derniéres s’expriment sous la forme

(LDbis  Gyu+ (w-V)u — é (udu + AV(V-u)) + % Vo=-Vo,

A2)bis 8,0+ V-(ou) =0.

Le systéeme d’équations (1.1)bis et (1.2)bis est un modele simplifié
du mouvement d’'un gaz visqueux dont la température est considérée
constante et la pression est égalée a la densité, mouvement sous la force
dérivant du potentiel .

Dans le cas ou @ est suffisamment voisin d’'une constante, le proble-
me pour le systeme d’équations d’'un gaz visqueux et calorifére a été ré-
solu par Matsumara et Nishida[MN1],[MN2]. En outre, Matsumura et
Padula [MP] ont démontré que dans un domaine borné un résultat ana-
logue a lieu pour une force dérivant d’'un grand potentiel.

Dans la suite, on convient de désigner par Vu et VVu pour une fon-
ction % & valeurs dans R® les vecteurs de R® et de R*" respectivement
dont les composantes sont 0, u;(i,j=1,2,3) et 0, Fpu;(i, ], k=
=1, 2, 3) respectivement. Par ailleurs, H™ et Wy*(m e N, p = 1) dési-
gneront les espaces de Sobolev H™(R®) et Wy"(R?). Pour les espaces
de Sobolev on utilisera constamment dans la suite les théorémes d’im-
mersion de Sobolev (y compris naturellement le théoréme de Morrey;
voir par exemple[B]) et leur application sera sous-entendue lorsqu’on
n'aura pas besoin de la souligner particuliérement.

Je tiens a remercier le professeur H. Fujita Yashima pour son aide
constante durant ce travail.
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2. Equations linéarisées.

Dans ce paragraphe nous étudions les équations linéarisées
1 -
2.1) Su ) Au=g,

2.2) dio+v-Vo=h.

Cette étude nous servira dans le paragraphe suivant a la démonstra-
tion de l'existence et l'unicité de la solution locale.

On consideére d’abord 1’équation (2.1), ou g, et g sont des fonctions
données.

Dans la suite, on suppose que

(2.3) 0oelL”, VIOg(QO/Qeq)GL3

(les hypotheses (1.7)-(1.8) sur @ sont toujours supposées).
On a alors la

PRrOPOSITION 2.1. Sous les hypothéses
2.4) weH?, geL?(0,T;H"),

Uéquation (2.1) admet une solution we L* (0, T; H?) N L2(0, T; H?)
et une seule.

Pour la démonstration, il nous convient d’introduire deux espaces de
Hilbert X, et Y, . X, consistera en les fonctions u a valeurs dans R?
telles que €7u € H& et que u — 0 pour || — =, tandis que Y, consiste-
ra en les mémes éléments que H2. Leurs normes ||u||X = ((u, U)x,, )L/2
et ||u||yg ((u, wy,, )}/2 sont définies par

@5 (, 0, = (Vau, Vaolye + (

Ver \/_)+

1 1
+(VA( r Au), VA( = Av))Lz ,

26)  (u, )y, = (Voou, Ve +

+(VAu, VA’U)LZ + (
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2.7 Vau = Yay, ..., ay)
avec
a/l=-\//'—‘ax1u11 a’2=\//:ax1u2""’a8=\//;ax3u2,

3
a9 = \//‘_‘a:ogu3 y Q0= \/E(V-u) = \/z 21 O, U -

L’opérateur V, vérifie, comme on le voit aisément, la relation
2.8) (Vau, Vav)2 = — (Au, v)2 = — (u, Av)p2

pour toutes les fonctions u, v pour lesquelles tous les membres de (2.8)
sont bien définis.
L’opérateur A étant elliptique (& coefficients constants), on a

¢'lAulzr < [VVuler < clAullr  (pell, «l)

(comme il est si bien connu depuis [K] et d’autres), et done, compte tenu
de (2.3), la norme |- ||YQ0 équivant & la norme |- ||z et 1a norme |- "Xeo ala

norme dans H? des dérivées premiéres d’une fonction. C’est-a-dire, il y
a deux constantes positives ¢ et ¢’ telles que

¢ lully, < ol < llaly
2.9) ,
¢l < IVule < clul, -

On pose en outre
(210) Il 7y, = el + Il
Cela étant, la proposition 2.1 résultera des lemmes suivants.

LEMME 2.1. On suppose que
2.11) Uge Yy geL?0,T; H')

(0o étant domnée et vérifiant (2.3)) Alors il existe un élément u e
e L*(0, T; X, N Y, ) et un seul vérifiant

T T
@12 [{@, p)x, — @, 3,0)y, bdt= [ (g(t), @O}y, dt+ (g, p(O))y,,
0 0
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pour toute fonction ¢ telle que
@13) @eL?(0,T;X, NY,), peL®0,T;Y,), ¢, T)=0,

ou (-, )Y généralise de maniére évidente le produit scalaire (-, )YQ0 dé-
fini par '(2 6).

DEMONSTRATION. On pose
au, v) = (u, V)x,, -

De cette définition et de (2.10) il résulte immédiatement qu’il existe
deux constantes a et S indépendantes de ¢ telles que

(2.14) la(u, v)| < ”’“'“XQOnXQO||v||)@OnYg0 )
(2.15) a(u, u) + ﬂllu”%go = a||u||§(gonyg0 , a>0,

pour tout u,ve X, NY,
Done, d’apres le theoreme 1.1 de[L], chap. IV, il existe un unique
élément u e L2(0, T; X, 0 N Y, o) vérifiant la relation (2.12). =

LEMME 2.2. Sous les hypothéses (2.11), lélément u donné par le
lemme 2.1 satisfait, pour tout t e [0, T, a linégalité

t . t
@16) [l 0,70+ [ k[, < luall, +e1+0) [ ol ds,
0 0

ou ¢ est une constante qui ne dépend ni de u ni de g.
DEMONSTRATION. On pose

3 r+n

v =% [ mmar [ wwode @ n>0
n

8- r

]

avec
’—}3-7- pour 0 <rs<ge,
- 1 pour esr<t, —¢,
Xe(r)=‘ 1
;(t1—?’) pour t;, —e<r<t,,
| 0 pour r =t; ,

u(x,7) pour =0,

wx, T) = {

0 pour 7<0.
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La fonction y ainsi définie satisfait a la condition (2.13). Si on la sub-
stitue & @ dans la relation (2.12) et si on fait tendre en premier lieu ¢
vers 0 puis # vers 0, on obtient

tl i

@1 Lutl, + [ Wk, ds = 5 luolk, + [ (06) uo)hy, ds
0 0

(pour les détails de P'usage de la fonction vy, voir [LSU]).
Comme on a

(g, whry, | < ¢’ lgllar (lellxy, + llelly,)

avec une constante ¢’ déterminée par u, A, 0, (voir (2.5), (2.6)) il
vient

|1

I (9(s), u(9)y,, ds

0

<2c'%(1+1) ||9||%2(0, t;EH T

3 1
+ 1 "u”%%o, t1; Xo,) + ] "“"i“’(o, t1; Yo,) *

Cette inégalité et (2.17) nous donnent
t
1 1
Lttt + 3 [ o, ds <
0

1
< 2l + 2021 + )llglsco, e + g Iullmco,:3

pour tout {; € [0, t]. En prenant I'extréme supérieur des deux termes
du premier membre de cette inégalité par rapport a ¢, € [0, ], on ob-
tient (2.16). =

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.1. Elle résulte immédiate-
ment de (2.9)-(2.10) et des lemmes 2.1 et 22. =

On considére maintenant 'équation (2.2). L’existence et I'unicité de
la solution et son estimation se démontrent d’'une maniére analogue au
théoréme 3.2 de[BF]. On a en effet la



Solution globale de I'équation etc. 251

PROPOSITION 2.2. On suppose que

218) {veLl(o, T; X,,),
heL?(0,T; H?), o,eH".
Alors Uéquation (2.2) avec la condition initiale
(2.19) Oli=0=0¢
admet une solution et une seule dans la classe
(2.20) oeL>(0,T; H?)
et la solution o satisfuit a l'inégalité
@21) ol =0, s 2 < (ool + IRlE2co, & 2)) exp (¢ + cllvllz1 o, t Xp))

pour tout te [0, T].

DEMONSTRATION. Nous la démontrons d’une maniére analogue au
théoreme 3.2 de[BF]. En effet, compte tenu de la relation

3 1/2
@22 [¥oll- < o 3, Iouolhe] < el

(voir (2.9)) nous pouvons procéder de la méme maniére que dans la
démonstration du théoreme 3.2 de[BF] pour obtenir

223)  |[Volf =0, 1) < (IVoolfin + [VRIE2co, 1 1)) exp (2 + cllvllzio, & Xg))
En outre, si on intégre sur R® I'équation (2.2) multipliée par o et si

on tient compte de la relation

Ja’u-Va= -1 J(V-v) o],
R3 R3

alors il est aisé d’y appliquer, a l'aide de (2.22), le lemme de Gronwall
pour obtenir 'estimation de ||o|fZ = o, ;; 12y, qui, jointe & (2.28), nous donne
221). m=m

3. Solution locale.
THEOREME 3.1. Sous les hypothéses (1.7)-(1.8), si on a
3.1) upe H? , ope H?,
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alors il existe un T' > 0 tel que les équations (1.1)-(1.3) avec les condi-
tions (1.4) admettent dans Uintervalle [0, T'] une solution et une seule
dans la classe

3.2) weL®*(0,T'; H3) NL2(0, T'; H?),
3.3) oeL>(0,T'; H?).

DEMONSTRATION. En vertu de (2.9), elle se réduit & la démonstra-
tion du lemme 3.1 cité ci-dessous. W

REMARQUE 3.1. 1l existe une fonction ¥: R, — R, décroissante et
telle que 7' mentionné dans 1’énoncé du théoréme 3.1 satisfasse a

0 < 3(||uollgz + lloollaz) < T,

ce que 'on déduit tout facilement de (2.9) et des raisonnements qui nous
conduiront a I’établissement de lintervalle [0, T''] de 'existence de la
solution dans le lemme 3.1.

LEMME 3.1. Sous les hypothéses (1.7)-(1.8), st on a
(3.4) weY,, 0ToecH?,

alors il existe un T' > 0 tel que les équations (1.1)-(1.3) avec les condi-
tions (1.4) admettent dans Uintervalle [0, T'] une solution et seule
dans la classe

(3.5) ueL” (0, T’;YQO)OLZ(O, T'; Xo,)»
(3.6) oceL”(0,T'; H?).

Pour démontrer le lemme 3.1 nous nous servirons des lemmes
suivants.

LEMME 3.2. On pose

3.7 hu)=u-V®& —-V-u,

3.8 hi(uw)=u-V® —u-Vo,—V-u.

Sous les hypothéses du lemme 3.1 on a, pour tout ueX, NY,,
3.9) )2 < ellull,, ,

(3.10) I ) < ellel,

avec une constante ¢ qui dépend de @, mais pas de wu.
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DEMONSTRATION. Les inégalités (3.9)-(3.10) sont des conséquences
immédiates de I'immersion de Sobolev, de (2.9) et des hypothéses du
lemme. =

LEMME 3.3. St o est la solution de léquation (2.2) avec v=u h =
= h(u) (o h(u) est définie par (3.7)) et avec la condition initiale (2.19),
alors pour tout t >0 et tout we L™ (0, t; Y@o) NL2(0, t; XQo)’ on a

@11 o = ogllL=co, ;) < et Pllulle= o, 1 v,,) (€XP (¢ + ¢ ltllp1co, 1 x,))) 5
(.12) [[Vo—Voyllp=(o,5 2% < ct 2 ullL=c, s Yo, (exp (t+c¢'|lullzo, s Xgo)))
avec deux comstantes c et ¢' ne dépendant ni de o ni de wu.
DEMONSTRATION. Si on pose
v=0-0y,
il est aisé de voir que v satisfait & I'’équation
3.13) v+ u-Vv=nh(u)

avec h, (u) définie par (8.8). Si on multiplie 'équation (3.13) par v|v| et
si on Pintéegre sur R3, on obtient

Compte tenu des inégalités (2.22), (3.10) et du fait que v|;-, =0, il est
aisé de déduire de cette égalité, a 'aide du lemme de Gronwall, I'inéga-
lité (3.11).

Quant a (3.12), elle résultera d’'une facon analogue de I'égalité

1d 2 1 2
5 3 (V|22 j(V w) |Vv|? +

J(a )81 8,v = f(Vhl(u)) V,
1]—

qui s’obtient en multipliant le gradient des deux membres de (3.13)
par Vv (pour les détails voir la démonstration du lemme 4.4
de[BF]). =
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LEMME 3.4. Sous les hypothéses du lemme 3.3, on a, pour tout
t>0 et tout we L= (0,1t Yy ) N L%(0, t; Xo,)s

314)  |lo—ogllu=(o,t, =)< ct®ullL=co, 5 v, (€xP E + ' [eellp1c0, Xp0) T

+ct/® (exp (¢ + ¢’ [[flLrco, 1 Xop) Mloollgz + [l = o, & Yoo) T lleellz2o, ¢ Xeo)) )
3.15)  [|Vo = Vogllp=o, 1 28 < et/ (exp (¢ + ¢'[[ullz1o, 1 x,))) X

X (loollaz + llulle=co, & v + [%llzzo, 5 x5, -

DEMONSTRATION. Les inégalités (3.14)-(3.15) sont des conséquences

immédiates de (2.21), de (3.9), de (3.11), de (3.12) et des inégalités
évidentes

llo = ooll- “0,5 L") S c(lo - 00"L © (0, t; L3)“VU VUO”L “0,502) T
+[Vo = Vaolli2 o, 5 12, (IVoll2 o, 1y + Vool

”VU— VUo"m(o, L% S ”VU— VUo"},/Z(o ¢ LZ)(”VUH}/Z(O t; Yt ”V%”l/2

LEMME 3.5. On pose

(3.16) o(u, a)=(%—%)Au—(u-V)u—Vu,

ou o étant définie par (1.3). Il existe une constante c me dépendant
ni de u de o telle que

@17 g, D2, a1 < 82 (=0, v + VOl 0,6 1)) +
+(exp (loll. = o, & =) #llz2co, 7; x,)) ¥
X(llo = oollz= (0, ;=) + |V = VoollL= o, 5 £3))

pour tout t > 0, et pour tout ue L”(0,t; Y, )ﬂL2(0 t; Xo,) €t pour
tout oe L= (0, t; H?).

DEMONSTRATION. Pour montrer (3.17), on remarque d’abord que
318) |[lexp(=0 +0y) = D= < exp(llo = aolz=)llo = ool ,
conséquence immédiate de la relation

lexp(—s+s9) —1)[<|s—so|exp(|s —s|) Vs, s0eR.
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Cela étant, il est aisé de voir, grace a (3.18) et & la relation

1 1Y_ 1 _ _
(5—@—0)—90(exp( o +00)— 1)

(voir aussi (1.8)), que
1

1 1

= - =1]A
( T ) * Voo
avec une constante ¢ qui dépend de o, (donc de g,) mais pas de » ni de o

(donc ni de o).
En outre, comme

Au

(3.19) < c(explofl, =) lo = oy -

L2 1,2

axi((% - é)Au) =(exp(—0o+0y)—1)3, (%Au) -

—(exp(—0 + 00) — 1)(8,,0 — 8,,0,) %Au (i=1,2,3),

il résulte de (3.18) que
1 _ 1
axi(( 9 2 )Au)

< c(exp |lollL= )(lo — aollL= + [IVo = Voyls)

<
L2

(3.20)

1,2

1
VA( %0 Au)
Par ailleurs, il est aisé de voir qu'on a

1

2
Voo L2
avec ¢ une constante qui dépend de g, mais pas de u.

Si on rappelle I'expression (3.16) de g(:, -), I'inégalité (3.17) découle
immédiatement de (3.19), de (3.20) et de (3.21). =

Au

3.21) lw- V)l < (IIVAull%z +

DEMONSTRATION DU LEMME 3.1. L’existence d’une solution (u, o)
dans un certain intervalle [0, T''] sera démontré par le point fixe d’'une
application résultant de la résolution des équations linéarisées.

Pour ¢t > 0 on définit ’ensemble B; par

(3.22) By = {u| |||, Yo T lleliE 2o, & Xgp) S 8luo %, } -

Soit
ﬁ € $t .
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En rappelant la définition de B;, on a d’aprés le lemme 3.2
h(w) e L2(0, t; H?),

ol h(-) est donnée par (3.7). Donc I'équation

(3.23) 0,0+ u-Vo = h(u)

avec la condition initiale

(3.24) 0|t=0=10g(90/9eq)€H2

admet, d’apres la proposition 2.2, une solution ¢ = (%) et une seule
dans la classe

(3.25) o(w)e L= (0,t; H?),
ce qui définit I'application
(3.26) o: B,—L>(0,t; H?).

On remarque en outre que la proposition 2.2 (en particulier I'inégali-
té (2.21)) et la relation (3.9) entrainent l'inégalité

@27 lo@le=o,vmu2 <
< (loollz + el 2, t; Xp,)) €XD (¢ + ¢’ t 12 [l o, X))

qui est valable pour toutu e B; avec deux constantes c et ¢’ ne dépen-
dant ni de ¢ ni de u.
o(u) étant définie, on pose

(3.28) o) = 0, exp(o(u)) .

On considére maintenant 1’équation
(3.29) du — -91; Au = (@, o@)),

ol g(+, -) est donnée par (3.16) (voir aussi (3.28)).
D’apres le lemme 3.5 et la relation (3.27), on a, pour u e %;,

9, o(w)) e L*(0, t; H').

Donge, si on applique les lemmes 2.1 et 2.2 & 'équation (3.29) avec la con-
dition initiale (2.11), celle-ci admet une solution et une seule dans la
classe L~ (0, t; Y@o) N L2%(0, t; XQ0 ). Cette solution, que nous notons

(3.30) u=G(u),



Solution globale de I'équation ete. 257
définit I'application
3.31) G: 3, —>L7(0,8 Y, )N L2(0, t; Xo,)-
En outre, d’apres (2.16), v = G(u) satisfait a
3.32)  lullf - 0,15 v, + [%lZ200, 4 x,) < Ao 7, +
+e(1 + t)|lg@, o@)|E20, 1; 11y

avec une constante ¢ ne dépendant pas de ¢ ni de u.
En rappelant I'inégalité (3.17), on déduit des relations (3.14), (3.15)
et (3.32) qu'il existe un T > 0 tel que pour tout ¢t €]0, T] on ait

333)  NG@IE .00+ IG@ e, x,) < Bl Ve .
Les relations (3.22) et (3.33) entrainent que
(3.34) G(®,)c®, pour 0<t<T.

Nous considérons maintenant deux éléments %; et u, pour 0 <t < T
et notons

(3.35) u = G(w,), uz = G(ug)

leurs images par l'application G donnée dans (3.31). Nous posons en
outre

(3.36) W=U — Uz, W=1Uy — U, s=0(uy) —o(up),

oul o(-) est l'application donnée dans (3.26).
La différence de I'équation (3.23) avec u = u, et celle avec u = u,
(voir aussi (3.7)) nous donne

3.37) 08 + uy- Vs = hy(w)
avec
he(w) = —w-Vo(uz) + w- Vo - V-w.

Le produit scalaire dans L? des deux membres de (3.37) avec s nous
donne

L 5l ~ [ (v-7)5 < Va5l t + VLo + V0@l

R
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Comme
(3.38) §|t=0=01

il est aisé d’en déduire, a I'aide du lemme de Gronwall et des relations
(8.22) et (8.27) (vois aussi (2.22)), que

(8.39) 1812 = o, 1; 22 < CtlVa®lE = o, ¢; )

avec une constante ¢ ne dépendant ni de %, u, ni de t€]0, T1.
D’autre part, on voit aisément que

VR @)z < e(||Val2 + [VVa]lL2 ) + VD Ilws + Vo (@e)llg) -

Done, compte tenu des relations (3.22), (3.27) et du fait que ¢ €]0, T], on
obtient
LZ)

avec une constante ¢ indépendante de %;, up € B, (0 <t < T).
En outre, 4 I'aide de I'intégration par parties et a (2.22), on déduit fa-
cilement que

1
Qo

Aw

(3.40) |Vhe ()2 < C(”VAE”L2 +

(341)

[ V@, -v5)- V5 | < V&l [Vl < el IVl -
R3

Si on applique maintenant I'opérateur différentiel V & I'équation
(8.37) et si on en fait le produit scalaire avec Vs, il en résulte, a 'aide de
(3.40) et de (3.41), que

2
L aw| |.
Veo Iz

De cette inégalité et de la relation (3.38) on déduit, a ’aide du lemme de
1

Gronwall, que
2
Voo L2(0, t; L?)

avec une constante ¢ ne dépendant ni de %, %z € B, ni de t <10, T1.

@ |08l < ot + [, ) IV5lE: + c(nwn%z -

Aw

(342)  |Vs[}-,412 < C("VA B2, 52 +
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On considére maintenant la différence de I’équation (3.29) avec u =
=u, et celle avec u = uy; c’est-a-dire, on a

(3.43) dw — —Qlo-lAw = 5@, ),
oll
_ 1 1\ .-
(A --L \a
g(w, s) (Q(ul) Q(uz)) Uy +
L - Law-vs- @)% - @ V)@
o(uy) Qo ! 2

avec o(-) définie par (3.28).
Compte tenu de la relation

lexp @1 — exp @3[> < (exp (max (@i« |@2le= e — @2l @=1)

(@1, @2 étant deux fonctions génériques), le produit scalaire dans L2
des deux membres de (3.43) avec gow et —Aw nous donne

2

. Sy

Veo

< c(exp (max(”a('ﬁl) - 00||L°° , ||0(5¢_2) - Uo”m )) "§”L3 X
1 Aw 1 A,

+c(exp o) — ogllL=)llo(@2) = aolly= + llo(z) — aols) %

<

=

1
(3.44) 2 y

L (Veawlts + IVawlt) + (uvAwu%z E

1 4z,

Loaw| +lolye

L6

2

1

Veo

Aw Aw

X

+ ”w||L6) + c(lle||L2+ )||§||H1 +
L2 1,2

1, 1
— Aw

Veo Lz( Veo
1

Veo

Aw

+c(||w||Ls . 2)(||W||L2 + Vaswlie) x
L

X (@ |z + [ llzs + |V lzs)

avec une constante ¢ qui dépend de ¢, mais pas de %;, us € B; (0, <t <
< T). Or, des calculus élémentaires et les définitions de X, et de Y, nous
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permettent de transformer (3.44) en

2
<
Voo e

< c(exp @ max (o (@s) — oollu=, llo@) = ool ) [5l2[V5llee [ [, +

(3.45) % (IVoowlRe + [Vawl3e) + (IIVA w2 +

2

+e(exp2]|o (@) — ool = o (@) — aoflE = + o (z) — oolZe) Aw| +

1
Veo

w el + c(VeomlBe + IVl )1 B, + Il

L2

En intégrant les deux membres de (3.45) par rapport a ¢ et en tenant
compte des relations (3.22), (3.27), (3.39) et (3.42), on obtient

346)  [[Vioowlf =0, 22 + IVawlf = (o, ¢ 22y +

2
Aw

<
L2(0, t; L?)

1
+|VawlFz, ¢ 12) +
Voo
1

+
VQo L2(0, t; L?)

+c(lo(@) = olf =0, =) + lo@z) — 0ol =0, %) X

Aw

< ct2|Vawllp= (o, £2) (”VA@_U”LZ(O, ;L% t

2
1

Veo

Aw + Ct2”VA@||§,°°<0, 12yt

L2(0, t; L2)

X

2
L aw

+
Voo L2(0, t; L?)

+Ct("\/&m|%"’(o, 02 T IVawlf= 0,6 22) -

+Ct(||VAw”%2(o, L%t

Si de nouveau on tient compte des relations (3.22) et (3.27), on déduit ai-
sément de (3.11), (3.14) et de (3.46) (voir aussi (3.35)-(8.36)) I'existence
d'un 7'€]0, T] tel que

@4n  l6@) - 6@k < 3 T - Tl VE, Te sy,
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ou |||z est la norme définie par

B48)  |lwlE = [Voowl} =, ;12 + IVawl|} =, r; 12y +

1 2

Veo

En choisissant maintenant un élément (quelconque) %, de By, on
définit par récurrence

(3.49) Upr1=GU,) Yn=l

+||Vawlfze, 7, 12y + Aw

L2(0,T'; L?)

ce qui est possible grice a (3.34) et au fait que 0<T'<T. On a
donc

(3.50) Upe Bp, Vm=1.

La relation (3.47) implique que la suite {«, } converge dans la norme
||l vers une fonction %. On a évidemment

lazllp < oo .

Or, la relation (3.50) nous permet d’en extraire une sous-suite
{u, } qui converge vers un élément we By dans la topologie
L>(0,T'; Y, )N L?(0, T'; X, ) faible *.

En vertu de l'unicité de la limite on a

SN

U=
et done
’E € g‘BTV .

Par conséquent, en vertu de (8.34), G(%) est bien défini et appartient
4 B7.. Comme % est la limite de {u,, } dans la norme ||- ||, (8.47) implique
que

3.51) u=G(u).

C’est-a-dire, si on définit o(#) comme dans (3.25)-(3.26), (&, o(%)) sera
une solution du systeme d’équations (1.1)-(1.3) dans lintervalle de
temps [0, T'].

Pour démontrer l'unicité, nous considérons deux solutions
(uy, o(uy)) et (uy, o(uy)) appartenant aux classes indiquées dans (3.5)-
(3.6). Vu que la solution o de I’équation (3.23) est unique, il nous suffit
de démontrer que u; = u,.



262 Rachid Benabidallah

Supposons par I'absurde que u; # u,. Alors, en posant
352)  t* =inf{t > 0| [lus — usllL= (o, 1; vy + 11 — %slle2o, 1; x,,) # O},
(B53) ur=Uy o= U igr, OF =0y |impe =03 |i=¢e,
on peut trouver un ¢ > t* tel que
854)  wilf} = oo, 5 wper + lilBecen 5 x,00 < Bl* [}, (G=1,2),
ol o* = o(t*).

Cela étant, en répétant les raisonnements qui nous ont conduits a
(8.47) (voir aussi (3.48)) on trouve un 7" > t* tel que

(3.55) Gw) - Gl < £ s - walf

o la norme ||+ est définie par (3.48) en remplacant (0, T')
par (t*, T").
Or, comme u; — %y = G(u;) — G(uy), (3.55) peut étre vérifiée seule-

ment si
u—us=0 pp dans R® X [t*, T"],

ce qui contredit la définition (3.52) de t*.
Le lemme est complétement démontré. =

4. Inégalités s’obtenant des produits scalaires des équations avec
des fonctions convenables.

Dans ce paragraphe, nous allons établir I'égalité (4.2) et les inégali-
tés (4.3)-(4.6). Ces inégalités seront obtenues sous ’hypothese
4.1) Vol =0, w; £3) < 80
ol ¢ est un nombre positif donné. On verra dans le paragraphe suivant
que lhypothése (4.1) est vérifiée sous les hypothéses du théoréme

5.1.
On ala

PROPOSITION 4.1. Si (u, 0) est la solution du systéme d’équations
(1.1)-(1.3) appartenant & la classe

ueL”(0,T; Y, )NL*0, T; Xo,)
oeL>(0,T; H?)



Solution globale de I'équation ete. 263

(avec un certain T > 0) et st (4.1) est vérifiée, alors on a

(4.2) ‘2]:“ e ("\/Z)u"m + J Qeq(aea —e? + 1)) + ”VAMIEZ =0

dt
R3
d 1 ¥ 1
43)  LVulpet|| L aul| <elVodolte+ Le,(explloly-)|Vaulpet
dt \/Z) L2 €
+¢, (exp([lo]lz =) ”—Au nvAuan(||vAu||Lz+ L Au ) Ve >0,
L2 \/5 L2
@4 L9 (|volg.+ —2— J ou-Vo|+ —L— |\ Vol <
2 dt pta 20u+ 1) +,1)
R
<cy(exp 2 fol.-) (H—Au Va( L au)| |IVeVolu:IVol: +
L2 L
+ey(expllollye) Vaulf,
45 L H—I—A vA(lAu) i < ¢5 (expllo]l, - )l Va dolE: +
dt |l Ve @l
+eslexplol)|| Va3 Au)| || F=au) (IWpule+ | = au] ),
0 L2 vg L2 \/Z) L2
46 L2 (jaofp.+ 2 j o(V-u)do| + —L Ve dolp: <
2 dt R 2u +,1)
R

+
12

2

2) Vo 4oll,2]| 0]l +
L

<er(exp 3 lofl-) (

+c5 (exp 2o, -) (IIVAuII%z +

+ )||A0||L2 +

L2

2

1
— Au
Ve

)
1,2

+¢o(exp 2|ofl; =) (IIVAMII%Z +
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on ¢;(i, ..., 9) sont des constantes qui ne dépendent que de u, A et D,
tandis que le nombre positif ¢ figurant dans (4.3) sera déterminé con-
venablement dans la suite (voir (5.10)-(5.12)).

DEMONSTRATION. Nous la décomposerons en cinq parties corres-
pondantes 4 la démonstration de 1’égalité (4.2) et des inégalités (4.3)-
(4.6). Pour la démonstration de celles-ci, nous convenons d’indiquer par
((1.1), -), (V(1.2), -) ou (4(1.2), -) le produit scalaire dont le premier fac-
teur est I'équation (1.1) ou (1.2), & laquelle est éventuellement appliqué
Popérateur V ou 4.

Dans la suite, ¢ désignera des constantes qui ne dépendent ni de » ni
de 0. On utilisera constamment I'immersion de Sobolev sans toutefois la
citer dans chaque dérivation d’inégalité ou elle sera appliquée.

DEMONSTRATION DE (4.2). L’égalité (4.2) s’obtient du produit sca-
laire ((1.1), ou). En effet, ce dernier n’est autre que

@D L Liveult- & [@o)lul* + Vault+
2 dt 2
R3
+ J ou-((u-V)u) + J ou-Vo=0.
R® R®
En vertu de (1.2)bis, on a

1 [@ernur=-1 [ @-@ulu= [ ou-@-vw,
R® R® R®

IQu.VU: I(atg)a= % jgeq(ae"—e”+ 1).
R® RS R®

Donc, de (4.7) découle immédiatement I'égalité (4.2). =

DEMONSTRATION DE (4.3). Le produit scalaire ((1.1), —Au) s’écrit
2

1d

(4.8) E (—iz "VAu"%ﬂ + = Il + 12

L2

1
— Au
Ve
avec

L =- J(VAM)'VAVU,

R3

I= j ((u-V)u)-Au.
R3
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Il n’est pas difficile de voir que

|1, | < élVedolfz+ % (exp loll,=)IVaulf: (e>0),

1 Ay

Ve

1
|Iz| < c(exp ||0||L°°) ” — Au ”VAu"L2 "VAu"L2 +
Ve

Lz L2

Ces inégalités, jointes a (4.8), entrainent (4.3). =

DEMONSTRATION DE (4.4). Comme

- __1 -1
I(V(V u))-Vo = P J(V Au)o = PE I(Au) Vo,

R3 R3 R3

a laide de 1’équation (1.1), on a

I(V(V-u))-VU= ﬂ_}'}: J(VU)‘(Qatu+QVU+Q(u'V)u).

R® R®

La substitution de cette relation dans I'expression du produit scalaire
(V(1.2), Vo) nous mene a

7
l1d _2 : _1 2, = .
a9l 4 (||Va||Lz+ Y j ou v«:)mﬂnvawum 3,
R®

ol

o~
|

_1 . 2
5 I(V u) |Vo|?,

R3

3
L=~ 3 [ (000,48, 0

L) =

Iy j(a ®)(8,,u;) 9,
,j=1

I, = j (8,0, P) 3,
,j=1
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-1 .
15'— ‘u+1 JQ% (Va)ata,

R3
L= 1 I@(ao)2
6 ﬂ"l’ﬂ, t b
R3
—__1 ) .
I; = ey o((u-V)w)-Vo,

R

les termes I et I étant calculés compte tenu de (1.2)bis et de (1.3).
Or, on a

1
11+ 1| < oexp 5 lolh-) Vul- Ve Volls Voll: <
L

I+

(pour la deuxiéme inégalité, rappeler I'inégalité qui précede (2.9)) D’au-
tre part, compte tenu de (1.7)-(1.8) on établit aisément

Aull +

12

1
< c(exp 3 ||0||Lm) VA(EAu) 2
L

) Ve Voll,2[Voll.:

1
I3+ 1| < EPE) [V Volff: + c(explofl,=) [V.aullf: .

Finalement, a l'aide de I'inégalité
1802 < e[| Vaullz

conséquence immédiate de I'équation (1.2) et des conditions (1.8) et
(4.1), on obtient aisément, a I’aide encore de (4.1), que

|I5 + I + I7| < c(expllofly =) [|Vaulf: .

En adjoignant les inégalités relatives aux termes I;(¢ =1, ...,7) a
(4.9), on obtient (4.4). =

DEMONSTRATION DE (4.5). On considére le produit scalaire
((1.1), A((1/0) Aw)). Tl S’écrit

2 2

(4.10) +

L2

SIEN

1
2

3
=2 I
2 i=1

1 1
— Au VA(—Au)
H Ve ¢

L



Solution globale de I'équation ete. 267

avec
_ 1
- J VA(EAu)-VAVo,

IZ=JVA(éAu)'VA((u-V)u),

L=- 2 1ju( (3 (Au)))«Au)j,

(Au); étant la j*™ composante du vecteur Au € R® (5 a été calculé com-
pte tenu de (1.2)bis)

On a évidemment

2
L1< % {|Va( % 4u)| +clexplol Vool
L2
1+ 13| < clexpllol) |V (5 4u)| || 2= Au
Q L2 ‘\/5 L2
AVaulzz + A au
Vo o lle
Ces estimations, jointes a (4.10), entrainent (4.5). ®
DEMONSTRATION DE (4.6). On a
AV u) = ”——— V- (Au) = —(Va Vo) Au + —QV (;Au) -
= ﬂ————(VG Vo) -Au + -—-—IQV B,u+ Vo + (u-Vyu),

ol la derniére égalité est due a (1.1). A l'aide de cette égalité on peut ex-
primer le produit scalaire (4(1.2), 40) sous la forme

aml 2 (nA o+ [ uma) ¢ L Veaolt:= 3, 1
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avec

I,== I(V u) |40|?,

R3

I,=-2 2 (0, %;)(8,,0,,0) 4o,
,j=1
R3

Ig= - [(Au)-(vo)Aa,

R3

I,= j(Au)-(qu)Aa,

R3

L=

3
I=2 3 [ Gru;)8,8,9) 40,
3

Ig= j u-(V(4D)) Ao,

R3
Io= - ﬁ o(Vo — V@)-(8,V0) V-u,
R8
el EAGRORCALY
Rs
ITg= — —— jg(@,a)(V u)do,
To= — — —_
10= IV_(VU Vo)- (\/EAu)Aa,
Iy= - ﬁ o(V-((u-V)u)) do.

R
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On a

1
11+ 1y | < o{exp 3 lolh-) Vul,- [V dofls ol s <

<c(exp £ fol,- ( |

(voir la démonstration de (4.4)). En outre, puisque

VA(éAu

‘—Au

) IVe 40],2]l 401,

L2

o
1131 < oexp 3 ol ) aul,s Ve alysl dols,

on voit aisément que le terme I3 s’estime de la méme maniére que
I+ 1,.

11 est, d’autre part, facile d’estimer les termes I,, I et I, de sorte
qu'en vertu de (1.7)-(1.8) on a

Ve 40l +

[ Iy + Is + I | < —— i +A)

2

+c(exp2|ofz-) “ —=Au| +clexpllofz=)[Vaulfe .

L2
Par ailleurs, compte tenu de (4.1), on a évidemment
|1; + I | < c(exp o] ) [Aull.2]|3, Vol|.2 .
Or, si on applique 'opérateur V a I'équation (1.2), on obtient
18; Vollz < c(lAullpz + [Vaullz2) + c(IVaul: + [Aull2) |doll.: -
En outre, a 'aide de (4.1) on déduit de (1.2) que
18;0lls < c(Vaullye + |AulL2) .
Il en résulte que

2
+

L2

|I; + Ig + Iy | < c(exp2|lof= )(”VA’“”%“’ +

2
"AU||L2 .

+e(exp2llofly« )| [Vauls + || 2= Au
Ve

L2
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Quant & I3, on a évidemment

2
1

1 2
Io| € ———= A4 + Aul +
I 10| 4(/4"'1) ”\/5 G”L2 c \/5 L2
+o(exp Lloly- || Gz u| +|[Va(F4u)| |IVedoly:doly: .
2 \/5 L2 Q L2
Finalement, on a
1 1
1| < elexp2ol,-) H—Au Waulys+|| 2= 4u)| |ldoly:.
! Vo ool Vo ool

En adjoignant ces estimations & (4.11), on obtient (4.6). =

5. Solution globale.

THEOREME 5.1. On suppose que @ satisfait aux conditions (1.7)-
(1.8) et que les normes ||[ugl|g2 et ||oo|lz2 sont suffisamment petites. Alors
les équations (1.1)-(1.3) admettent, dans lintervalle de temps [0, =],
une solution (u,o) et une seule dans la classe

(6.1) ueL>(0, »; H?), VueL?(0, ©; H?),

(5.2) oeL”(0, ©; H?), VoeL?(0, ©»; H').

DEMONSTRATION. Le théordme (5.1) résultera du théordme 3.1 et
de la remarque 3.1, si nous démontrons une estimation a priori selon la-
quelle les normes |u(t)||zz et ||o(t)|z2 restent uniformément bornées
pour tout ¢t € [0, «[. En effet, si |[u(t)|z2 + ||o(t)||z2 < M avec un certain
nombre M < =, alors d’aprés le théoreme 3.1 et la remarque 3.1, (u,0)
peut étre prolongée dans lintervalle [t,t+ T'] avec T'= HM) >0
(voir la remarque 3.1), ce qui nous permet de prolonger (u, o) dans tout
[0, o[.

A cette fin, on pose

2

63)  ot) = ||Vaul: + + +

2
1
— Au
Ve L2

12

_ 1 o WEvalle, . 1 2
b ok IVEVolts + oL VR ol
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1
G4 £t = 3 KVeulls + Kl Vaulf: + L KslVolf: +
1 © 1 1 1
+K|— A + = Ki|ldol: + K I, + —— KpI, + —— K 1.
4\/571«112 25"0"L2 1h ) 2d2 Y 513,
ol
I, = J' Qeq(0e” —e” +1),
R3
(5.5) J 12= IQ’M,'VO,
R3
Iy = jg(v-u)Aa,
\ R3
tandis que K;(i =1, ..., 5) sont des constantes & déterminer convena-
blement (elles seront définies par (5.9)-(5.13)).
Nous voulons en effet choisir les constantes K;(i =1, ..., 5) de sorte

que, sous ’hypotheése (4.1) et 'hypothese
(5.6) lollz= o0, w; =) < 64

avec une constante positive d;, on ait

6.7 L) =0,
(5.8) % £(t) + aXt) < a® (LB + £(1)),
avec une constante a, qui est déterminée une fois que d, et 9, le
sont.
Nous proposons de déterminer les constantes K;(i =1, ..., 5) et le
nombre ¢ figurant dans (4.3) par les relations suivantes
(59) K3 = K4 =1 5
(5.10) K5=1+4(,u+).)c5exp51,
(5.11) KZ =1+ ¢ + CQK5 exp2(51 ,
(5.12) e 1

Y APEEIRCE
(5.13) K, =1 + max(cy, C12),
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oll ¢;y et ¢;; seront définies par (5.15)-(5.16), tandis que c;, est définie
par

Ci2 = %ClKg expd; +cqexpd; + ¢ K; exp26; .
Pour montrer (5.7), on remarque d’abord que
(5.14) > Moz <1y,
ce qui résulte de la relation
%szsses—es+1 Vs=0

(voir aussi (1.9)). Par ailleurs, grice a I'hypothése (5.6), il existe deux
constantes ¢,y et ¢;; (dépendantes de d,) telles que

1
(5.15) I | < 5 (u+ D)[[Voliz + e IVoul:,

(5.16) 15 1< 5 (u + D dolfs + e [Vaulfs

On voit aisément que les inégalités (5.14)-(5.16) et la définition de
L£(t) (voir (5.4)-(5.5), (5.9)-(5.13)) entrainent (5.7).

D’autre part, si on substitue 'expression (5.12) de ¢ dans (4.3) et si
on somme l'égalité (4.2) et les inégalités (4.3)-(4.6) multipliées par les
constantes K; (i = 1, ..., 5) données par (5.9)-(5.13), alors on obtient im-
médiatement I'inégalité (5.8).

Or, on voit aisément que les inégalités (5.14)-(5.16), 'hypotheése (5.6)
et la définition de £(¢) (voir (5.4)-(5.5), (5.9)-(5.13)) impliquent qu’il
existe une constante y, telle que

(5.17) lu@®[Fe + llo@lffz < vo£(t).

On a done en particulier

(56.18)

IVo@)|s < v, £(2)
lo®E - < y2£0)

avec deux constantes y; et v,.
On suppose maintenant que

(6.19)  £(0) <m1n(— + —(1 V1+4/a),(1/y,) 6% (l/yz)df).
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Alors, comme on a

a(s + \/5) <1
pour 0 s s<1/a+1/2(1 —V1+4/a) on déduit de (5.8) que
(5.20) LE)<LO0) VE>0.

En méme temps il résulte des relations (5.18)-(5.20) que

{ IVo@)ls < 60,

(5.21) lo@®ll,- < 64

pour tout t> 0, cest-a-dire que les hypotheses (4.1) et (5.6) sont
vérifiées.

Donc, maintenant on peut dire que (5.19) entraine (5.20) sans les hy-
potheses (4.1) et (5.6). Par conséquent, en vertu de (5.17), sous I'hypo-
theses (5.19) on obtient l'estimation a prior:

w2 + lo@|E2 < yo£(0)

pour tout ¢ > 0, ce qui, d’apres le théoréme 3.1 (voir aussi la remarque
3.1), nous permet de prolonger la solution (u,0) dans tout lintervalle
[0, [.

Finalement, comme

1 — a(L@) + LB)Y?) 21— a(L(0) + £0)'/2) > 0
pour tout ¢t > 0 (voir (5.19)-(5.20)), (5.7)-(5.8) entrainent que
@(-) e L1 (0, »).
Comme
Va2 + [Voliz: + [4olfe < caxt)

avec une constante ¢ (voir (5.8)), on voit aisément que u, o appartienent
a la classe donnée par (5.1)-(5.2).

L’unicité de la solution résulte du théoreme 3.1, ce qui achéve la
démonstration du théoreme 5.1. =
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