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REND. SEM. MaT. Univ. Papova, Vol. 84 (1990)

Uber einige Ringklassen.

WALTER STREB (*)

Einleitung.

Wir geben zunichst einen Uberblick iiber die Ergebnisse in den
Abschunitten I-VII dieser Note, wobei gleichzeitig die benétigten No-
tationen und Definitionen eingefiihrt werden.

NOTATIONEN. Sei K eine Klasse von Ringen R. Wir definieren
Teilmengen U(R), H(R) und UH(R) von K wie folgt:

TeU(R) :<TeK und T Unterring von R;
TeH(R) :<TeK und T homomorphes Bild von R;
Te UH(R):< Te K und es existiert 8 € U(R), so dal T € H(S).

ws

Ein Ziel der Untersuchungen ist es zu einer vorgegebenen Klasse
K von Ringen eine moglichst «einfache » Teilklasse Ky; zu kon-
struieren, so dafl gilt: Zu Re K existiert stets T e KyyzN UH(R).
Neben interessanten Einblicken in die Struktur von Ringklassen ermog-
licht dieser Ansatz Anwendungen der folgenden Art: Gegeben sei eine
Eigenschaft F, definiert fiir alle Re K (d.h. E(R)e€ {w, f}, w = wahr,
f = falsch), wobei gilt: Mit E(R) = w und T € UH(R) ist B(T) = w.
Dann gilt folgende Metaaussage: Mit E(T) = f fiir alle T € Ky ist
E(R) = f fir alle R e K. Bei Anwendung auf die Klasse K der nicht-
kommutativen Ringe erhidlt man Kommutativititssitze vgl. [10]
und [11]. Zahlreiche Problemstellungen, welche von I.N. Herstein
u.a. untersucht wurden, gestatten eine analoge Bearbeitung.

(*) Indirizzo dell’A.: Fachbereich 6, Matematik Universitit Essen, GHS,
UniversitiatstraBe 2, Essen, 1-4200, B.R.D.
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In dieser Note bestimmen with K,

I) fiir die Klasse der nichtantikommutativen Ringe;

II) fiir sechs in der Literatur hiufig auftretende Ringklassen K.

NOTATIONEN. Stets sei F' Korper oder Z (Ring der ganzen Zahlen),
R F-Algebra, F{w,,...,»,} Polynomring in den nichtvertauschbaren
Unbestimmten #, ..., #,. Fir fe F{»,,...,»,} und A C R notieren
wir fe PI(A) gleichwertig f(A) = 0 :<> Bei allen formalen Substitu-
tioven a; —»x;, a,€ 4, 1<i<n gilt f(a,, ..., a,) = 0. Sei weiterhin

Foltyy oy @} := {f€ F{my, ..., @,}: f n-fach linear} ;
PIL(R):=F,{z,, ..., x,} N PI(R).

Sei P die Menge aller Primzahlen und #,, p € P der Primkérper
mit p Elementen. Fiir ne N (Menge der natiirlichen Zahlen) sei

P(n):= {pe P: p|n}.

Sei K, die Klasse aller Ringe R, so daB R torsionsfrei (wir
setzen char R = 0 und F(R) = Z) oder pR = 0 mit p € P (wir setzen
char R = p und F(R) = F,).

ITI) Sei Re Ky, mit 1€ R, F = F(R) und PI, ,(R)=0,
1< meZ Wir zeigen, da gewisse Invarianzbedingungen an PI,(R)
fir ¢ =n bzw. i€ {n, n + 1} hinreichend dafir sind, daB PI_(R)
genau gewisse Standardformen enthilt bzw. R kommutativ ist.

NoOTATIONEN. Fiir a,be R und 4, BC R sei

(@, b] := ab— ba, [A, B]:= {[a,b]: a€ 4, be B},
aob:=ab+4 ba, AoB:= {acb: ac€ A, beB}.
Sei R’ bzw. R° das von [R, R] bzw. RoR erzeugte Ideal von R und
R, bzw. R, die Menge aller nilpotenten bzw. reguliren Elemente
von R.
Fir QC P sei Ky die Klasse der Q-torsionsfreien Ringe (fiir p € Q
und 0z re R’ gilt pr £ 0).
fe F{x, y} heile homogen vom x-Gard m und y-Grad n :<>

fiw, jy) = " *f(w, y)  fir alle 4, j€Z.
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Jedes fe F{x, y} besitzt eine eindeutige Darstellung f = > f; ;, wobei
fi,; € F{®, y} homogen vom z-Grad ¢ und y-Grad j. Sei »: F{z, y} —
— F[», y] der kanonische F-Algebramorphismus.

IV) Sei QCP, Re Kq, L€ R. Sei weiterhin fe Z{r, y} homo-
gen, wobei gilt: Fir T € Kq mit f(T) = 0 ist T'= 0. Sei schlieBlich
X Ideal von R mit X+ R oder X = R,;; und f(R\X)=0. Wir
zeigen zunichst einen Struktursatz und dann unter Zusatzbedingungen
R'=0.

Ein bekannter und vielfach variierter Satz von I.N. Herstein
besagt: R'= 0, falls gilt:

(%) Zu a € R existiert stets f(x) € Z[x], so daB a— a?f(a)eZ(R)
(Zentrum von R).

Wir bearbeiten Verallgemeinerungen dieses Satzes, welche in einem
gewissen Sinne optimal sind.

V) Fiir ¢ € R geben wir allgemeine hinreichende Bedingungen F
dafiir an, daB a € Z(R). Man kann dann Z(R) bei (%) ersetzen durch
X C R, wobei jedes @« € X Bedingung F erfiillt.

NOTATIONEN. Sei {...> bzw. (...) der bzw. das von ... erzeugte
Unterring bzw. Ideal von R. Sei G C F{x,y} und R F-Algebra.

R heiBle G-Ring:<>Zu a,be R existiert stets f,,€ @, so daB
f(a, b) = 0.
Sei zusdtzlich »(G) =0 und f= Y f;; fir alle fe G.

3<it+i
R heiBe «-G-Ring:<>Zu a,be R existiert stets f,,€ @, so da
[a, b] = fa,b(a'a b).
R heifle a-Ring:<>R o — Z{x, y}-Ring.
Seien stets B und 7 Ringe und D Schiefkorper (D' 0).

VI) Falls a, b€ R existieren, so daB [a, b] ¢ ({a, b))%, so exi-
stiert T € UH(R) mit T'+ 0 = (71")? und damit T € UH(R) mit wohl-
bestimmten Eigenschaften [8]. Anderenfalls ist B «-Ring. Sei K die
Klasse der «-Ringe. Wir zeigen: Fiir bekannte konkrete Schiefkérper D
(D' 0), insbesondere verschrinkte Produkte und D mit exp D = 2,
gilt D¢ K. Die wichtige Frage, ob D¢ K fiir alle Schiefkérper D
gilt, ist schwer zu entscheiden. Unter Einschrinkungen an f, , erhalten
wir weitere Strukturaussagen fiir Ringe.
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VII) Mittels Matrizenarithmetik realisieren wir optimale G C
CZ{w, y} und QCP, so da M,(F,) (Ring der 2-2-Matrizen iiber F,)
kein G-Ring fiir alle p ¢ Q. Fiir umfangreiche Klassen von G-Ringen
R e Kq mit J(R) = 0 gilt dann R'= 0.

I. Klasse K der nichtantikommutativen Ringe.

NOTATIONEN. Sei peP, ke N und X CR,
t(R) := {a € R: es existiert ke N, so daB ke = 0} ;
t,(R) := {a € R: es existiert ke N, so daB p*a = 0} ;
R, :={aeR: ka=0}, 2R:={a*cR:ack};
ann, X := {ac R: aX = 0}.

BEMERKUNG. #(R) ist eindeutig direkte Summe von Ringen T' mit
(=1, peP.

SATz 1. Zu jedem R e K existiert T e UH(R) mit (1V...V7):

1) T=PF,, 25+peP oder T = 7Z[4Z.
(2) T = Za mit p*a=pat=a*=0, a®= p*lg,
2+#peP, 1<keN.
3) T'=F,a®F,a® mit a*=0, 2#peP.
(4) T =<a)= Ty =1(T) mit 40 =2a3=0.
(5) T=<a,b) =Ty =1%(T) mit T'=2(02T)=0.
(6) T =<a,b) =1(T) mit 2*T)=0, T°CT', T'"T=0=TT',

wobei T oT,, =0 oder T nilpotent.
(y 2T=0.

(Wegen §8'= 8° fiir alle S UH(R) 16st [8] das Problem) .

BEWEIS. (4) Sei zundchst 2(2R) # 0, 4 € R mit 242 0, I maxi-
males Ideal von <{u) mit 2u2¢l, T=<u)/l, a=u-+1 und V =
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= ann, 7°. Dann ist

(%) T° kleinstes Ideal von T, V = T oder F := T|V Korper mit
p" Elementen, p € P, r € N [5; Corollary 1, p. 255].

Fir V = T gilt 4a® = 0. Anderenfalls sei 0.E. 2F = 0 wegen (1),
also 4a® = 0.

(i) Sei ann, {a} = 0. Dann gilt 4¢ = 0 und 24 0 fiir alle
te€N. Fiir

e:=a*"1 gt e2—e€eV,

also 2(e2— e)a® = 0, somit 2(e?— ¢) = 0. Wiederholt man obiges Vor-
gehen fiir ¢ = ¢, so erhilt man zusdtzlich 2(a?— a) = 0 = 4a.

Wir zeigen: T ist endlich. O.E. sei a?7#a. Wegen (%) und
2(a®— a) = 0 existiert fe Z[x] mit Koeffizienten aus {0, 1}, so daB
(62— a)f(a)a = 262 = 24. Mit 27 ist demnach auch 7' endlich.

Wegen ann, {a} = 0 existiert 1 <n€eN, so daB a” = a. Somit
ist 1=a"*eT, also Z/4Z e U(T), demnach (1).

(ii) Sei ann, {a} # 0 = T,. Dann gilt a® = 0. Nach (%) ist
p2a2 =0, also pa? =0 mit 2cpe P. Wegen (3) sei 0.BE. pa~0.
Dann gilt T°C (pa) = pZa, also 2a2 = pia, i€ Z, sSomit 0 = 2pa? =
= p2ia. Mit der Bemerkung realisiert man p*a = 03 p*~1a mit

™. Dann ist (a2) = (2a?) C (p*la) = p*1Za, also a® = p*1lia
mit p, . Fir a:=1"1a gilt (2).

(iii) Sei ann, {a} # 054 T,. Dann gilt 4a® = 2a3 = 0.

Angenommen a ¢ Tp;. Fir 2 <7 e N ist wegen 2a® = 0 die Defi-
nition I,:= {f e Fy[]: a'f(a) = 0} sinnvoll. Es existieren 2 <leN und
geFy[x], so daB I,=1,,, und 2a®= a’g(a), insbesondere O = 2a® =
= a'*1g(a). Somit gilt ge I, \I,, Widerspruch.

Fir 4a5 0 gilt (2a2) C (4a) = 4Za. Also existiert ¢eZ, so daB
2a? = 4ia. Somit gilt 0 = 442 = 8ia. Mit der Bemerkung realisiert
man %(7) = T. Insgesamt gilt (4).

Im folgenden sei o.E. 2(2R) = 0.

(B) Es existiere zunichst T' € UH(R) mit T'= 0 T°. O.E. sei
R =1T. Seien u,v€ R mit uovs 0, I maximales Ideal von d{u, v)>



44 Walter Streb
mit wov¢ I, T = {u, v)[I, a =u -+ I, b =v 4 1. Es gilt
0 = 2(a + b)2— 2a%— 2b* = 2(acb) = 4ab .

Sei c¢e€ {a,b}. Angenommen c¢ T,;. Fir 1<ieN ist wegen
2¢i = 0 die Definition I,:= {f € Fy[x, y]: ¢'f(a, b) = 0} sinnvoll. Es
existiert 1 <leN und ge F,[w, y], so daB3 I, = I, , und aob = a'g(a, b),
also 0 = 2a2b = (aob)a="a'+'g(a,b). Somit gilt g€ I, \I,, Widerspruch.

Fiir 4¢+# 0 gilt T°C (4¢c) = 4Z¢, also aob = 4i¢ mit ¢ €Z, somit
0 = 2a0b = 8ic. Mit der Bemerkung realisiert man #,(7) = 7. Insge-
samt gilt (5).

(O) Sei schlieflich. 7°C 7" fiir alle T'e UH(R). Wie bei (B)
erhilt man T = <a, b) mit kleinstem Ideal T°= (aob) und 2(aob) = 0,
somit 272 =0 = 2T°. Wegen (7) sei 0.E. T nicht prim, also (7°)? = 0.

Sei zunichst 7°C Z(T) und V := ann, T°. Wie bei (4) erhilt
man (%). Angenommen VoV = 0. Fiir VoI s 0 bzw. = 0 wihlt
man ceT und deV bzw. deT mit cods 0. Dann gilt

0 = [(¢”— ¢), d]o* = p[o, d]e*** + [, d]¢* = [¢, d]c*,

also ¢eV, Widerspruch. Also ist VoV 0. Mit R =V beginnt man
bei (O) und erhalt (6) bis auf #(T)= T.

Wegen T°C T'=[a, b]Z existiert 05~ i€ Z, so dall aob = i[a, b],
also 0 = 2a0b = 2i[a, b]. Wegen T’ endlich erfiillt 7 ACC fiir Ideale.
Demnach existiert k€ N, so daBl Ty = Ty, Angenommen 2¢T = 0.
Dann existiert 1€ T mit aob = 2*¥¢. Also gilt 0 = 2a0b = 2*+1¢, somit
0 = 2*¢, Widerspruch. Demnach gilt (6).

Fiir T°T 5 0 schlieBt man wie in [8] auf (7), indem man’ und [, ]
durch o ersetzt.

II. Spezielle Klassen K, nichtkommutativer Ringe.

NotATIONEN, Seien J(R), N(R) und P(R) der Reihe nach das
Jakobson-, Nil- und Prim-radikal von R. Seien M,(R) der Ring der
n-n-Matrizen iiber R und e,; die zugehérigen Matrizeneinheiten.

R, := {a € R: es existieren ¢ j€N, so daB a' = a'} ;

R, :={¢cR: e2=¢}.
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Die Ringklassen M,, M,, M, C, C, werden in [8] definiert. Wir
definieren Ringklassen K, wir folgt:

ReK, :<{ab]: a,beR}CRy;
ReK, < R,,=R;

ReK; :< R «-Ring;

ReK, :<[Ry, Ryl =0;
ReK, <R, \ZR)#90;
ReK, :<R'¢Ry;

ReK,,:< ke K, und R n-torsionsfrei .
BEMERKUNG 1.

(1) Zu R e K, existiert Te UH(R)yNn (M v 0).

(2) Zu R e K, existiert Te UH(R)N (M U C,) .

3) Zu Re(K,N K;) U (K,N K,) existiert Te UH(R) N M .
(4) Zu Re K, existiert Te UH(R)N (M, U M,).

BeEwEeis. (1) Fir Schiefkorper R gilt R'= 0 [3; Theorem 3.1.3,
p. 74]. Sei nun R = R, = J(R). Angenommen es existieren a, beR
mit ¢:= [a, b] % 0. Dann existiert 1<<neN, so dal ¢*=¢. Zu
d:= ¢* ! existiert ee R, so dall d 4 ¢ = de. Dann gilt ce = cde =
= ¢d + ce = ¢ -} ce, also ¢ = 0, Widerspruch. Nach [8] gilt (1).

(2) Zu jedem a€ R existiert f,(x)€Z[x], so daB a— a?f,(a) € Ry
[1; p.1]. Angenommen es existiert T € UH(R) N (C\ (,). Dann ist
[Tois Ton] = 0, also T «-Ring, Widerspruch.

(3) Gilt nach (2) und [1; Lemma 2, p. 2].

(4) Sei 4 = eeR,;)\Z(R). Dann existiert ac R, so dall v:= ea —
—eae7= 0 oder ae— eae+= 0. O.E. sei v 0. Dann gilt uv =9, vu =
= 0 = v? und man verfolgt fiir T = {u, v) den Beweis von [8; Corol-
lary (1)].
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BEMERKUNG 2.

(1) Zu Re K, existiert T € UH(R), so daB
(%) T = M,(F,) oder T Schiefkérper oder 7 prim mit J(T) = T .

2) Zu Re K,, existiert T € UH(R), so daB ((%) mit char Tfn)
oder charT = 0.

BEWEIS. (1) Sei zunéchst J(R)'¢ Ry;. O.E. sei B = J(R). Wihle
a€ R\Ry, X:={a': ieN} und I Ideal von R maximal mit
INX=¢. Fir T= R/I gilt (). Sei nun R'¢ J(R). Uber primi-
tive Bilder von R/J(R) realisiert man (%). Aus R'CJ(R) und J(R)C
CR,, folgt R'C R, Widerspruch.

(2) Sei Q = P(w). Wegen (1) sei o0.E. ,(R)'C R, fiir alle p ¢ Q,
also auch #(R)= @ t,(R)'CRy. Fir I:=1R) gilt
peP\Q

(R'AIPCIRINICII'ICI'C Ry,

also RRNICR,, somit R'¢I. Fir T = R/I gilt somit T'¢ T,; und
char 7 = 0.

III. Invarianz-Eigenschaften von Polynomidentitiiten.
NOTATIONEN. Seien 7., 0 <k <mn, bzw. 0,, Abbildungen
F. oy .., w} > F,° ..., 00}
definiert als lineare Ausdehnung der Zuordnung

x T; X, @;

it Digyy oo in > Ly eee L. L

kpy Vik oot

(PRE .’I;in

bzw.

€X; & €X; —> &

1 Vig 0 Yin

L4, X5, -

Gyt

Sei T, bzw. 8, die von {7,: 0<k<mn} bzw. {0,.} erzeugteGruppe
2, die Gruppe der Permutationen von {1, ..., n},

Op= 2 SIgN (M) @py . By UNAd T = D Ppyeee Ty
€X' nEZn
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Fir fe F.{»,, ..., »,} sei 0,f die formale Ableitung von f nach =,
1<ign.

Im folgenden sei R € Ry, mit 1€ R, F = F(R) und PI, = PI,(R),
t € N. Weiterhin sei PI, , =0+ PI,, 1L<neZ Wegen 1€ R gilt:

(*) Mit fePI, ist 0,f =0, 1<i<n.

SATz 1. Sei PI; Si-invariant, n<i<n -+ 1. Dann gilt R'=0.

BEwEis. Wir fithren die Annahme #% > 2 zum Widerspruch. Sei
0%f= > w=xf;ePI, Dann ist

1<ign

(a') fn+ Z xianfiZan:()

1<i<n

und

2 @iy @na] = (01,0) @1 — 03 iy (Bpsr ) € Pl

1<ign
also mittels 0,

() 2% Oufil®:, @apa] € PI(R),

1<i<n

. . —2
somit mittels x, — x,,;, und o}

(0) z [xi}wn]anfiep-[n-

1<i<n

Wegen

xianfi[wny mn+1] - wnanfi[mi’ wn+1] - Ul,n([wiy .’I/‘,,] anfi) wn.*.l _I"
+ O'in+1(wﬂ+1[wi’ .’D,,] an f:)

und (a— ¢) ist g = fu[®n, Tnya] € PL,,,, also

[fm .’17,,] = an+1(0';l,n+1(g)) ePI, ’

demnach. 0,f, = 0, 1<i<<n. Analog erhilt man 0,f, = 0, 1<i+# j<n,
also f; = 0,f =0, 1<i<n, Widerspruch.

LeMMA 2. Sei char R+ 2,3 <neN und PI, T,invariant. Fiir
fePI, mit 7,,f=—f und 7,,f=1 gilt f=0.
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BEwEIS. Fir 4,4, k,1eN und @, b, ¢, d, p, g€ Z sei
x(iy §, ky 1) = [@;, @;](2r02,)

und

w(a’ b,’ Z: d,’p, q) = ax(t, §, k, 1) + bx(s, k, §, 1) + ox(s, 1, §, k) +
+ da(j, k, 5, 1) + p2(j, 1, 4, k) + qu(k, 1, %, §) .

1,2,3,4
a, b, ¢, d, p,
Sei # >4 und o.E. #,x,... z, Monom von f. Dann gilt eindeutig

;f:w( 172)374 )wswe."w"_l_ z w(r 1727395 )g‘+g

Fir » = 4 hat man f= w( _q)’ also f =0 wegen (x).

a, b, c,d,p,q B<i<n 9 Siy Liy Uiy Viy Wy
mit
Os = Ty®e®; ... T DA Gipy = T, 40 a(9:), B<I<m.
Sei r= Y ry.,w= > w;. Mit 0,f = 0 = 04(7;,,f) erhilt
pgisn i

man mittels Koeffizientenvergleich. 2a +r =2b+s=2d + 4 =20
bzw. —a+d+p—q—r=0=—b—d—p+qg—s und o + b+
+e¢c—p+s=0=—a—c+d+p-tu,alsoat+b=0=>b+4d. Mit
0;y 1<i<3 erhélt man analogd+p=p+¢=0,b+c=¢+q=0,
a+c=c+p=0, also a =0, Widerspruch.

SAtz 3. Sei PI, T,invariant char R = p. Dann gilt:
Pl,=Fo, und 2|n fir p=20;
(PI,= Fo, und 2|n, pfn) oder (PI, = Fz, und 24n, p|n)
oder (PI,€{Fo,, Ft,, Fo,+ Ft,} und 2p|n) fir p>2.
BewEis. Fir fePI,seif,.=f47,,f,1<i<n. Mitfistf,  ePI,

und 2f =f; 4 f;_. Man erledigt n<3 mit (%). O.E. sei 3<n. Wir
verwenden in folgenden eine leichte Verallgemeinerung von Lemma 2.

Sei zunichst 4 <n. Fir g=+/,, gilt g— 7,,9 =0 fir 2<i<n,
insbesondere 7,_;.g = ¢, also auch g— 7, ,9 = 0. Insgesamt gilt f, , €
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€ Fr,. Analog erhilt man f, _€Fo,. Insgesamt gilt fe Fo,-+ Fr,.
Mit (%) erhilt man die Behauptungen.
Sei nun » =4. Fiir g=f;, hat man

Ty =0=Ty,g und 0i(72,49) =0, 1<i<4.

Man errechnet f, . € F'r, und verfihrt wie oben.

IV. Eingeschriinkte Polynomidentitiiten.

NoOTATIONEN. Sei R* := R\ {0} und # M die Méchtigkeit einer
Menge M. Fir k#0%1€Z sei f»':= f(k 4+ »,1 4 y). Dann gilt

() (f5%i,s = km=tlr=i(fo1), 5 .

X C R heifle u-Menge, u € N :<> Zu jedem a € R existiert 0= keZ
mit |k|<u, so daB k + a¢ X.

Jede additive Untergruppe 4 von R mit 1 ¢ 4 (insbesondere jedes
echte Ideal von R) und R, ist 2-Menge.

Fir a,be R und ACR sei

[@) blo:=a, [a,bli:=[[a, ]];, D], O<i€Z.
EZ(A):= {ac A: zu be A existiert stets m, neN, so daB
[@y 5], = 0} ;
Ez(A) = {aec A: zu be A existiert stets ne N, so daB [a, b], = 0} .
Sei @ = E(R) die Einheitengruppe von R. Fiir a, b€ G sei
@*b)y = a, (a*D),:= aba1b"', (a*D)iy:= ((@*b)skb),, G€N;
Hz(Q):= {a € G: zu be G existiert stets n e N, so daB (a*b), = 1} .

Fir a,be G gilt
a*b = [a, bla bt 1.

Fiir Ringe R mit ([¢, G])* = 0 wie in Satz 2 gilt deshalb

(%) (a*b), =1 < [@, b], =0 fiir alle ¢, b€ G und neN.
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Insbesondere ist Hz(G) = Ez2(G). Die Ringklassen M,, C,, E,, C,,
wurden in [8] definiert. Im folgenden sei 1€ R, feZ{w, y}, v/=0
und f = f, , homogen mit m >1<neZ.

LEMMA 1. Sei char R'=0 und X C R u-Menge. Dann gilt: Mit
fIRNX) = 0 ist f(R) = 0.

BEWEIS. Zu a, b€ R existiert k= 0~ 1 €Z, so daB fir je unend-
lich viele ¢, j€Z gilt: k 4 ia, I + jb ¢ X, also f*!(ia, jb) = 0. Dann
ist (f%Y);(a, b) = 0, 1<i<m, 1<j<n, somit f-i(a, b) = 0 wegen (x),
schlieBlich f(a, b)) = 0 wegen 1 € RE.

Sa1z 2. Sei QCP, Re Kq,
T'=0 fir alle T € Kq mit f(T)=0.
X Ideal von R mit X 5= R und f(R\ X) = 0. Dann gilt:

(1) R'CHR).
(2) [R’y R'] = 0. Insbesondere R'[R', R] = 0 = (R')3.

(8) I:=R[X, X]R= R’ Insbesondere ist R'= 0, falls X = R’
wegen (2).

(4) ([@, G1)® = 0. Insbesondere (J(R)')*= 0.
() Fir a,be @ und 1<meZ gilt:

Aus [a, b],, = 05~ [@, b]ny  folgt m = 2.

(6) Ez(@) ist kommutativ. Insbesondere ist @ kommutativ, falls
Bz(G) = G.

(7) Ee(J(R)) ist kommutativ. Insbesondere ist R’'= 0, falls
Ez(J(R)) = J(R) = X wegen (3).

(8) Es gilt R'= 0, falls Fz(G¢) = G und R endlich dimensionale
Algebra iiber einem unendlichen Korper.

(9) Es gilt R'=0, falls X = J(R) und folgende Bedingung
erfiillt ist: Zu a, b € G existiert stets I, re N mit P(l)C Q, so daB
[a’, b], = O oder (a*d), = 1.
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Bewes. (1) Sei B = R/t(R). Fiir X 5 R gilt f(B) = 0 nach Lemma,
also R'C{¢(R). Anderenfalls gilt X = R, insbesondere #(R)¢ X. Fiir
det(R\X ist ({d} + X)N X = 0. Also gilt f(R)= 0, somit R’ C {(R).
Insbesondere ist UH(R)C Kg.

(2) Fir T = R/X ist f(T) = 0, also T'= 0, somit R'C X.

Betrachte My(¥,): Sei I, = 4 F,e;; und S, =F,1+ I,.

1<i<i<3

Fir p¢Q gilt f(8,) % 0 wegen 8,0, also f-Y(I,) 0. Somit ist

(M r=klzyl+9@9), ¢ =3<Z;~ 95, keZ*, P(k)CQ.
K1TI
Sei L Ideal von R mit (1 4+ L)N X = @. Dann gilt f: (L) = 0. Sei
T primes Bild von L und Z = Z(T). Fir #Z = oo gilt f»Y(TZ- 1) =0
[7; Corollary 2.3.33, p.131], also f(TZ') = 0 wegen 1€ TZ-1, somit
T'= 0. Anderenfalls ist Z Korper, also f(7) = 0 wegen 1€ Z, somit
T'=0. Insgesamt gilt L'C P(L). Wie in [9] erhilt man

[P(L), P(L)] = 0.
Speziell hat man [X’, X'] = 0 (L = X), also [R’, R']C X' C P(R),
somit R'C P(R), und P(R)'=0 (L = P(R)).

_(3) Fir B= R/I ist f(R\X,B\X)=0 und [X,X]=0. Fir
aeX, be RNX gilt ab'a = a®b’, b'a® = ab’a = a?b?, also f(a,b) =0
und analog f(b, @) = 0. Insgesamt hat man f(RB) =0, also R'= 0.

(4) Fiir a,b,c,de E(R) und re R gilt
0 = [a, b]rf(c, d) = Kk[a, b] r[c, d] c™*d !
nach (2), also [a, b]r[ec,d] = 0.

(5) Angenommen 2 <m. Firr d= (a*d),_, und ¢ = d*b gilt
[¢, b], = 0 wegen (%) und (4) und [b, ¢], = [[b, ¢], [d, b]d~*b~*+1] = 0,
also 0 = f(c, b) = k[¢, b]c™—*b™~1, somit 0 = [¢, b] = [a, b],._, Wegen (%)
und (4), Widerspruch.

(6) bzw. (7) Fiir a, b€ Be(G) baw. a— 1, b— 1 € Ez(J(R)) gilt
[@, b]s = 0 = [b, @], nach (5). Wie dort erhdlt man [a, b] = 0.

(8) gilt nach (6) wegen R = Z(R)G [6; Lemma, p. 247].

(9) Fir acJ(R)', beJ(R) gilt O = [(1 + a)!, 1 + b], wegen ()
und (5), also O = I[a, b], wegen (2), somit 0 = [a, b],. Verwende (7).
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SAaTz 3. Sei f(R\ Ey) = 0 und (1 oder 2). Dann gilt R'= 0.
(1) Fir Te B,u M,V O, gilt f(T\T) # 0.

(2) Sei QCP und ReKq. Fir Te(H,NKg)U 0,V {8,: p¢Q}
bzw. Te M, gilt f(T)+ 0 baw. (TN Tp) 0.

BEwEIs. (1) gilt nach [8; Corollary (2)].

(2) Analog zum Beweis von Satz 2 gilt RB'Ci(R), UH(R)C Kq
und ().

Angenommen es existiert T =714 T,,€ (0, mit p*1 =0, p¢Q,
so dal Te UH(R). Seien a,beT,;: Fir 14 a,1+b¢ Ty gilt
0 = fv(a, b) = k[a, b], also [a, b] = 0. Fir (1 4+ a)* =0, neN gilt
[a¢, b] = [a(1 + a)*, b] = 0. Analog schlieBt man fir 14 beRy.
Insgesamt ist 7'= 0, Widerspruch. Nun gilt (2) nach [8; Corol-
lary (2.3)].

V. Bedingungen an a € R hinreichend fiir a € Z(R).

LEMMA 1. Sei Te U(Z(R)), #T = oo, T* C Ry, char T = p,
F = F(T) (falls 1 € R und char R = 0 wére T = Z1 geeignet), M C R,
# M < oo und a € R mit (1) oder (2). Dann gilt a € Z(R).

(1) Bs existiert X C F[x]* mit # X < co und Y C (Fz + Fy) X
X (Fz 4+ Fy) mit # Y < oo, wobei fiir (iz + jy, kv 4 ly) € Y gilt, daB
j = 05~ il — jk.
(@) Zu jedem r e R existiert fe X und (g, )€ ¥, so daB
[f(g(a, 7)), B(a,7r)]€ M  oder g(a, r)oh(a,r)e M .

(b) pidegf fir alle fe X.
(2) Es existiert f= Y fi,;eF{w,y} mit foo7 05~ foy,.

iti=n
(¢) Fir 4,4, keN mit ¢ +j=mn, k<n und (j—1)k<i<jk
ist (yo*)*-1y Teiler eines Monomes von f;; (etwa f= (z + y)* + Wy
mit e {0, 1, — 1} wire geeignet).

Fiir jedes re R gilt [a,r]€ M oder aore M oder f(a,r)e My.
‘Weiterhin sei P(R) = 0.
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BEWEIS. (1) Sei zunéichst p#2 und seR. Wegen #Y, # M < oo
ist die zweite Bedingung aus (a) hochstens fiir endlich viele r € s + T er-
fiillt. Wegen # X, # Y, # M < oo existiert fe X, (g, h)€ ¥ und te M, so
daB [f(g(a, s + 2)), h(a, s + 2)] = ¢ fiir unendlich viele ze T. Sei ge-
nauer f(g(a, s + 2)) = > $;#° mit » = degf. Mittels Homogenisie-

o<igsn
rung erhilt man [s,_,, h(a, s)] = 0, wobei s,_, = mg(a, 8) mit me F'*,
also [a, 8] = 0.
Fir p = 2 beachtet man wov = [u, v] und schlieBt wie obeu.

(2) Wegen (1) sei o.E. X := {re R: [a, r]# 0% aor} #~ 0. Sei
r€ X und s € R\ X. Fiir fast alle z e T gilt [a, 72] ¢ M und aorz ¢ M,
also > 2'f, (a, r) = f(a, rz) € M. Mittels Homogenisierung erhilt
1,9
man f; (@, r) = 0 fir alle 4, j mit §>0 und f,.(a, r) € My, insbe-
sondere a*t! = 0.

Fiir n<k erhélt man mittels f,_, ,(a, r) = 0, daB a*ra* = 0. Wegen
a*sa* = 0 ist Ra* beschrankt nil, also a* = 0 nach [7; 1.6.25, p. 46].
O.E. sei 1<k<n. BEs existieren 4, j€ N mit (¢). (Man beginnt mit
t=mn—1, j=1. Ist jk <7, so ersetzt man ¢ durch ¢— 1 und j
durch j 4 1. Dieses Vorgehen wiederholt man bis erstmals ¢<jk
erreicht ist. Dann gilt (j— 1)k <i -4 1, also (j— 1)k<i). Wegen
a1 = 0 erhidlt man mittels f; (@, r) =0, daBl a*(ra*)’ = 0. Wegen
a*(sa*)’ = 0 ist Ra* beschrankt nil, also a* = 0 wie oben. Mittels
Induktion erh#lt man a = 0.

LEMMA 2. Sei R PI-Ring mit (x) UH(R)N (M U C) = 0.

(1) Sei aeR, @eZ(R) fir alle primen Bilder B von R mit
# Z(R) = co. Dann gilt a € Z(R).
(

2) Sei QCP und Re Kg. Dann gilt R/P(R)e Kq. Ist #Q< oo,
so gilt zusdtzlich R/P(R) = N P,

P prim, R/PeKQ

BewErs. (1) Fiir prime Bilder B von R gilt # Z(R) = oo wegen
(%), also [a, R] C P(R), somit a € Z(R) nach [8] wegen (%).

(2) Sei peQ, re R und preP(R). Dann gilt p»r*» = 0 mit neN,
also ™ = 0. Weiterbin ist p[r, R] = [pr, R] = 0 nach [8] weg=n (),
also r € Z(R). Es folgt r € P(R).

Modifiziert man die Koeffizienten der Polynome in Lemma 1 so,
daB die Aussagen simultan fir Fe {Z} U {F,: p € P} giiltig sind, so
liefert Lemma 2 unmittelbar ein Corollar zu Lemma 1.
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VI. «-Ringe E.

NoTATIONEN. Ist F Unterkorper des Korpers K, so sei Aut (K |F)
die Automorphismengruppe von K iiber F. Im folgenden sei E o-Ring,
D «-Schiefkorper und Z:= Z(R) bzw. Z(D).

LEMMA 1. Sei R einfach mit Z % 0. K Unterkérper von B mit
ZCK, [K:Z]< oo und Aut (K|Z)s# 1. Dann ist char R=p# 0
und K F-algebraisch.

BEwEIs. Mit dem Doppel-Zentralisator-Satz [6; p. 232 und Ex. 5,
p- 233] erhilt man T e U(R) mit T einfach und KC T, [K.Z(T)] =
=g€eP und 1 g€ Aut (K:Z(T)). O.E. sei R = T. Nach dem Satz
von Noether Skolem [6; p. 230 und Ex. 1, p. 231] existiert a € E(R),
so daf

(@) be = abe fir alle be K.
Sei B:= 4 o'K= @ o'K mit neNU {co} und be K\ Z fest gew-

0<i<oo 0<i<n
ghlt. Dann existiert ein endlich erzeugter Unterring T von Z, so daB
(b) b9, bce + Tb7,
0

<i<a

(¢) ar€ + Ta'b?, falls n % oo.

0<<i<n,0<i<a

Fiir alle 2€ Z*, u = za und v = 2b erhilt man mit (¢ — ¢):

0= ’Il/(’l) —_ ’0‘7) — [u, ’D] = u,u(u7 ’U) e u(v _ ’0‘7) Z uifi(/l), . ,vaﬂ'l) ,

also X uify(v, ..., v") =1 mit f; € Z,, ..., #,_,], somit

2¢;;(?)a’b’ =1 mit g,; € T[],

0<i<n,0<i<a

demnach zg,o(2) = 1, also 2! T-ganz. Insgesamt ist Z T-ganz. Fir
te T* ist t-1e Z, also T-ganz, somit t*e - Tt Multiplikation

0<i<k
mit #*-1 erbringt -2€ T. Also ist T endlich erzeugter Korper. Nach
[6; Corollary 1, p. 255] ist char 7' = p = 0 und 7' F,-algebraisch, also
auch Z und K.
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SATZ 2. Sei 1 < deg D << co.
(1) Fir jeden Unterkorper K von D mit ZC K gilt:
() Aut(K|Z) =1,
(b) K ist Z-separabel.

(2) Fir a,ce D gilt: Mit [¢, a], = 0 ist [¢,a] = 0. (Mit coa = 0
ist [¢, @] = 0).

(3) Ha(D*)= Z*.

BEWEIS. (1, a) Anderenfalls wire nach Lemma 1 K, also D F-alge-
braisch, somit D'= 0, Widerspruch.

(2) Angenommen [¢, a]= 0. Wihle we D, so dall a = [¢, a]w.
Sei b:= cw. Dann gilt 0 = [[¢, a]w, a] = [¢, a][w, a], also [w,a]=0,
somit @ = [b, a], demnach aba—'= b— 1, Widerspruch zu (1, a). (Fir
a7 0 folgt aca™ = — ¢, also 2¢ = 0 nach (1, a)).

(1, b) Anderenfalls gilt char D = p == 0 und es existieren a, b€ D,
so daB [a&, b]~ 0 = [b, a*] = [b, a],, Widerspruch zu (2).

(3) Angenommen es existiert ce Hz(D*)\Z*. Sei K maximaler
Unterkérper von D mit [e¢, K] 0. Wegen (1,b) gilt K = Z[b] mit
be K. Dann existiert 0<keZ, so daB (a*d), = 15 a*b fir a = (¢*d),.
Also gilt [a*b, b] = 0, somit [aba—?, b] = 0, demnach Aut (K |Z)s~1,
Widerspruch zu (1, a).

COROLLAR 3. Sei 1< d = deg D < oo und 2%fexp D. Dann gilt
24d und (3td oder 32|d).

BEWEIS. Angenommen nicht. Nach [6; Satz, p. 261] sei o.E.
d e {2%, 3}. Nach [7;3.2.29, p. 183] und Lemma 1 ist d = 2* mit
k> 2. Sei K Unterkorper von D mit ZC K und | = [K :Z] maximal
unter der Bedingung ! < deg D. Nach dem Doppel-Zentralisator-Satz
sei 0.BE. D = C,(K), also

() jeder Unterkérper K von D mit Z c K maximal,

wobei d = 2* mit k> 2 wie oben. Nach [7; 3.1.71, p. 173 und 3.1.38
und 39, p. 164] besitzt D eine Involution * erster Art. Nach [7; 3.2.34,
Pp. 185] existiert * und a € D\ Z mit a* = a Z-algebraisch vom Grad <
< 2%1, Widerspruch. zu (*).
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COROLLAR 4. Sei R PI-Ring. Fir alle a,be R gelte

fap = [2, 9] Z 5’”:‘,:’”?]’ EZ{% C’/} .

1<i+
Dann ist R'CJ(R), J(R)'=0 und M,N UH(R) = 0.

Bewels. Fiir Schiefkérper R schliet man analog zum Beweis
von Lemma 1 auf R'=0. Ist B = M,(F,), p€P, so liefern a =¢,,
und b = ¢, , einen Widerspruch. Standardschliisse erbringen R'CJ(R).
Fir a, b € J(R) sei ¢ := [a, b]. BEs existieren ¢, deJ(R), so daBl e = ec
und ¢ 4+ d =cd. Es folgt ed = ecd = ec + ed, also ¢ = ec = 0.

COROLLAR 5. Sei R PI-Ring und J(R) = 0. Dann gilt EZ(R) =
= Z(R).

BEwEIs. O.E. sei R primitiv. Fiir Schiefkorper R verwendet man
Satz 2 und [4]. Anderenfalls ist R = M,(D), da R «-Ring. Man testet
ac EZ(R) mit be{e, , €1+ €12}

BEMERKUNG 6. Sei (%) M,(F,)¢ UH(R) fiir alle peP.

(1) Ist T primes Bild von R, so gilt T.,= T, insbesondere
RuCP(R,.
(2) P(R)Y=0.

BewErs. () Fir @, r€ R mit a2 = 0 und racJ(R) gilt ara =

= [a, ra] = fo ro(@, ra) = arag(ra) mit g(ra) € J(R), also ara = 0.

(1) Es reicht zu zeigen, daBl 7'; = 0. Angenommen es existiert
e € T* mit a® = 0. Wegen (t) ist aJ(T)a = 0, also J(T) = 0. Wegen
(*) ist T subdirektes Produkt von Schiefkérpern, Widerspruch.

(2) Sei ¢e P(R) mit ¢**=0. Fiir d:=¢2"", k> 0 gilt (d)2=0
wegen (f). Ein Induktionsschluf erbringt, daBl (¢) nilpotent ist. Fiur
a, b € P(R) ist demnach. (@) 4 (b) nilpotent. Nach mehrmaligen Sub-
stitutionen f,, — [, y] in f,, = zg,-[m, y]h; erhalten alle Monome von
fo,» hinreichende Lénge, so daB [a, b] = f,.(a, b) = 0.

BEMERKUNG 7. Fiir alle a, b€ R gelte (a) oder (b):
(¢) Kein Monom von f,, besitzt die Gestalt z‘y, i€ N.

(b) fa,b = 2 (fa,b)i,l + z (fa,b)l,i .

Dann gilt (%) aus Bemerkung 6.
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BeEwEIS. Angenommen nicht. O.E. sei B = M,(¥,), peP.

(@) Fir a, r € R mit a® = 0 gilt ara = [ar, a] = fa,q(a7, @) = 0,
Widerspruch.

(b) Fir a = 6,5, b=1¢,, und ¢ = [a, b] gilt a®> = 0 = b* und
coa = 0 = cob, also ¢ € Zac + Zbc = Za + Zb, Widerspruch.

BeMERKUNG 8. Fiir alle a,be R gelte: Kein Monom von f,,
besitzt die Gestalt x'y oder xy’, ie N. Fir e e"R,.d gilt e € Z.

BewEgls. Fiir ae€ R, b:= eae— ea, ¢:= eae— ae gilt be = b* =
=0=c¢*=ec, ¢b =b und ce = ¢, also b = [¢, b] = f, ,(¢, b)) = 0 und

¢=[c,e] = {,,(c, ) = 0, somit [e, a] = 0.

BEMERKUNG 9. Fiir alle a,beR gelte: f,, = g, 4 h, Wwobei
ga = 2 (9a)iy und h, = > (k) ;. Dann gilt M N UH(R) = §.
@ i

BEwEIS. Angenommen T = ¢,,F,+ ¢,,F,€ UH(R). Dann gilt:
Zu u,ve T existieren g,(x) und h(y), so dag

[u, v] = (9,(u)u + h,(v)v)[u, v].
Mit %% v € {€11, €12y €11+ €12} erhilt man
gr(]') = gs(]‘) = gr(l) _l_ gs(l) =1 fir r = 61,1 und s = 61,1 —I_ 61,2 ’

Widerspruch. Die anderen Ringe bearbeitet man analog.

VII. Optimale Kommutativititssiitze fiir R mit J(R) = 0.

NoOTATIONEN. Fiir fe Z{x, y} mit »(f) = 0 gilt

pr=1Iflle, 1+ fwy), f= 3 fu, WeZ.

<i+i

Fir ¢,j€Z sei ¢II j der groBte gemeinsame Teiler von ¢ und j.
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BEMERKUNG 1. Sei G CZ{w,y} endlich mit »(G) = 0. Fir alle
f: Zf,-,,-GG Sei

iy 9

n,:=[11f;;] und Pn,)CQCP.
i

Sei D Q-torsionsfreier @-Schiefkoérper. Dann gilt D'= 0.

BEWEIS. Angenommen D's~0. Sei k:= max {i,+ jo: es existiert
f=>"f,€q s0daB f;, ; #0}. Zuc:=1+a, d:=1+b, a,beD
existiert stets fe @, so daB f(zc, 2*d) = 0 fiir unendlich viele z € Z(D).
Mittels Homogenisierung erhilt man

0=7f,1+a,1+0b)=]f,l[a, b] + (fi,i) (a, b

Es gilt n, = zn,,lf,,l mit n, ;€Z, also 0 = na, b]—l—Zn,, (f.)(a, b).

‘Wie oben erhalt man nun fir e =a,d=>be D ein feG, so daB n/a, b].

BEMERKUNG 2. Sei D Schiefkérper, D'~ 0, F € {Z(D),Z}, G C
C F{x,y} mit #G<#Z und D «-G-Ring. Dann gilt #Z(D) = #Z.

BeEwEis. O.E. sei F' = Z(D). Angenommen # Z(D)> #7Z. Dann
existiert zu a,be D stets fe @, so daB [za, b] = f(2a, b) fir unend-
lich viele z€ Z(D). Mittels Homogenisierung erhéilt man [a, b] =
= > fi,i(@, b). O.E. sei f= > f,, fiir alle fe G. Analog erhilt man

2<i F]
jetzt [a, b] = 0.
Eine leichte Rechnung erbringt

BEMERKUNG 3. Sei R = M,(F,) und a, b € R. Dann gilt <a, b) =
# R < [a, b]2 = 0.

BEMERKUNG 4. Fir ¢ = (a;;), b = (bs,;) € My(Z) sei
fo := 22— spur (a)x | det (a),

faos: := woy — spur (b)x — spur (a) y — aob -+ spur (b)a + spur (a)b

fa,b = XY — by o® — @1, Y + G105 -
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Fiir [a, b]2=mn0 sei I,, das von f,, f,, fu: erzeugte Ideal von
Z{a, b},

Gy, = {1+ nw 4 ey 4 myxy 4 g:
w,€Zy, Py [ n [ ms [ m) CP(m), gel,,},
é:,b = {fe Gf,bi »(f)=0, f— 2 fz‘,i = 'n’f[a’y b], P(’”’;) < P("")} .

3i+i

Fiir a,; = 0 = b,, und [a, b] 7 0 sei I,, das von f,, f,, faos, far €TzEUZLE
Ideal von Z{a, b},

G, = {m+ mx 4 13y + g: W €Z, P(n, [ my [ m3) CP(n), g€ L,,}

und G7, wir oben. Sei G C@G", endlich, J(R) = 0 und R n-torsions-
frei.

(1) Ist R G;,-Ring, so ist R subdirektes Produkt von Schief-
korpern und primitiven torsionsfreien Ringen.

(2) Ist R G-Ring, so gilt R'=0.

BeEwEls. (1) Angenommen die Behauptung gilt nicht. Dann exi-
stiert T := M,(F,) € UH(R) mit pfn. O.E. gei R = T. Mittels des
kanonischen Ringmorphismus —: M,(Z) — T und Bemerkung 3 erhélt

man den Widerspruch g(a, b)7 0 fiir alle ge G} ,.

(2) gilt nach (1) und Bemerkung 1.

Zur Konstruktion von a, b € M,(Z) mit [a, b] = + » machen wir
folgende

BEMERKUNG 5. Seien a = (a,;), b = (b;;) € My(Z) mit [a, D]?=
= 4n#0. Sei e:=a,,[1by,. Dann gilt ¢|n. Es existieren ¢, j € Z*,
so daB ta,, -+ jb,; =e. Sei
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(wobei id +jb=0), d=bi"' =— dj—1 = (g g) Dann gilt:

(1)
(%2)

a=ay,6c—jd+a,,1, b="by,e'c+ id+ b,,1,
[a,b]=1[c,d] und [e, d]>= (rv— su)ue - v2e*=+4n.

Umgekehrt konstruiert man a, b € M,(Z) mit

[a,0)P=+1 (m=e¢=1)

wie folgt: Sei *e {+,—}. Wihle veZ, dann u€Z mit u|*1— v
Wegen u[]v =1 existieren r, s€Z, so dal (x,). Wihle i 07,
A1y by, €Z, s0 daB dia,, + jb,; = 1. Wihle schlieBlich a,,, b, € Z.
Fir a, b€ My(Z) gemiB (%,) gilt [a, b]2 = £ 1.
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