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Eine Kennzeichnung der endlichen einfachen Gruppe J,
von Janko durch eine 2-lokale Untergruppe.

TRAN VAN TRUNG (*)

1. Einleitung.

Das Ziel dieser Arbeit ist der Beweis des folgenden Satzes:

SATZ. Sei G eine nichtabelsche endliche einfache Gruppe vom
Charakteristik 2-Typ. Sei M eine 2-lokale Untergruppe von G derart,
da die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Setze Q@ = Oy(M) und Z = Z(Q). Dann gelte M = N (Z).
Weiter sei @ eine spezielle Gruppe der Ordnung 2%, Z ~ E, und
M|Q ~ Xy x Ly(2). Ist x# ein Element der Ordnung 7 aus M, so gelte
Co(z) = 1.

(2) Ist y ein Element der Ordnung 3 aus M mit [», y] =1, so
gelte Cy(y) = Z.
Dann ist G isomorph zu J,.

BEMERKUNG. (@) Die kiirzlich von Janko entdeckte einfache
Gruppe J,[5] enthilt eine 2-lokale Untergruppe, die die Voraus-
setzungen des Satzes erfiillt.

(b) Die Gruppe O7,(2) besitzt eine 2-lokale Untergruppe M, die
die Bedingung (1) des Satzes erfiillt. Sind # bsw. y Elemente der Ord-
nung 7 bzw. 3 aus M mit [#,y] =1, so ist O, 4, (y) eine spezielle
Gruppe der Ordnung 2° mit Z(C,,,,(y)) = Z(0,(M)).

(*) Indirizzo dell’A.: Mathematisches Institut der Universitit Heidelberg -
Im Neuenheimer Feld 288 - D 6900 Heidelberg, Bundesrepublik Deutschland.
Diese Arbeit wurde von DFG-Mitteln unterstiitzt.
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In dieser Arbeit verwenden wir die Bezeichnungen aus [4]. Weiter
heiBt eine endliche Gruppe X vom Charakteristik 2-Typ, falls
Cx(0,(N))C 0,(N) fiir alle 2-lokale Untergruppen N von X ist.

Wir beweisen zuerst ein Lemma von T. Yoshida, auf das mich
Dr. G. Stroth aufmerksam gemacht hat.

LemMMA Y. Sei X eine endliche Gruppe, S € Syl, (X), A C 8, 4'=1
und exp (4)<4. Sei weiter |47 N Nz(A)|<|A|/4 fir jedes ge X —
— Nx(4). Dann ist SN X' = 8N Ng(A)'.

BEWEIs. Sei §;= Ny4) und [8,:8;| = 2. Sei € 8,— 8,. Dann
ist A*C §,. Das widerspricht der Annahme [4*N 8,|<|4|/4. Also ist
S C Ny(A). Setze H = N(A). Dann ist N;(S)C Ny(4). Sei nun die
Behauptung falsch. Dann liefert [7, (4.1)], daB es ein g X — H gibt,
so dal H N H? eine Singularitit von H ist. Weiter ist 88N 8¢
€ SyL(H N H?). Nun ist [AN SN 8| = ]|4N 8| = |41n S|<|4]|/4.
Also ist 4<]4:8N 8N A|. Nach [7, (3.2) (3)] ist SN 8§ eine Sin-
gularitit von S. Nach [7, (3.10)] gibt es ein Konjugiertes 7' von
8N 8 mit |[A:ANT|<4. Bei se68 mit T*= 8N 8. Dann ist
[ANT|=|ANT| =]|AN8SN §|. Das ist ein Widerspruch. g.e.d.

2. Beweis des Satzes.

Von nun an sei G eine endliche Gruppe, die den Voraussetzungen
des Satzes geniigt. ,

Setze M = M/Q = X' x L, wobei £~ X, und L~ L,(2). Weiter
setze M = M/Z.

Wir beweisen den Satz durch eine Serie von Lemmata.

LEMMA 1. Seien g, A, € M mit o(p) =5, o(4) =3 und 1, € L.
Dann gilt Cy(p) = Z und Cy(4) = Es,:

BEWEIs: Es ist 7 “CM(Q)I. Da ein Element der Ordnung 7 aus M
fixpunktfrei auf @ operiert, gilt Oqo(g) = Z. Insbesondere ist Cy(Z) = .
Sei Fy, = <0, 4,/6" = A3 = 1) C M eine Frobeniusgruppe der Ordung 21.
Es ist F,, CL. Offenbar ist Cy(Fy) ~ 2. Setze § = Cy(F;). Wegen
Co(0) =1 ist |Cg(4)| <27 und |Ch(A,)| = 2. Sei #e€ S mit o(x) = 5.
Da Cy(4,) von <{«)> normalisiert wird, gilt |Cq¢(4,)| = 2°. Angenommen,
es sei Cg(4;) nicht abelsch. Wegen COy(4;) N Z = <z) und Cq¢(d) N
N Cg(®) = (2) ist Oy(4,) extraspeziell. Somit ist Cg(4,) = Dy % Dy. Sei
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€8 mit o(4)==3. Dann ist Cg,(4) 2<2>. Das widerspricht der
Voraussetzung (2) des Satzes. Also ist Cgy(4,) abelsch. Wegen
CUQ(}“)(w) S <z> gilt CQ(ll) ~ E32- q.e.d.

LEMMA 2. Sei Fy = (0, 44/6" = A; = 1) eine Frobeniusgruppe der
Ordnung 21 von M mit F,, C L. Dann ist 8 = Cy(Fy) ~ 25, Sei §,C8
mit S,~ A;. Sei D e Syl (8), E_—DﬁSoeSyl (8,) und feD—FE
eine Involution. Dann gilt Cy(E) = Cyle) =~ E,, fir alle e¢c E,
Colf) = By und Co(E) N Colf) = F,

BewEis. Es ist Ny E)~2,. Wegen Cyk)~ E,; gilt |Cole) N

N Co(4y)|>22 fiir alle e e E. Also ist |Co(H) N Co(A)|>4. Weiter ist
Co(A) N Z = (z)>. Somit ist Cy(F)2 Z. Insbesondere enthilt Co(E) — Z
Involutionen. Setze W = Co(E). Sei i€ Ny (E) mit o(d) = 3. Of-
fenbar wird W von <0, A> normalisiert. Wegen Cy(f) =1 und
Cw(A) = Z gilt |W| = 29, Sei e e Ef. Dann invertiert e ein Element y
der Ordnung 3 aus §,. Wegen Cy(y) = Z folgt Oy(e) == W. Angenom-
men, es sei W nicht abelsch. Dann ist W' = @(W) == Z. Da Z(W)
von <0, 2> normalisiert wird, ist Z(W) = Z. Also ist W eine spezielle
Gruppe der Ordnung 2° mit Z(W) = Z. Da W von Fy x (1) normali-
siert wird, haben wir Co(W) = Z oder Co(W) = W,, dabei ist |[W,| = 2°.
Sei Co(W) = Z. Dann ist Oy (W) = ZxXE<Q-E. Da Cyle) = W fir
ec E' ist, hat e genau 64 Konjugierte unter der Wirkung von @, im
Widerspruch zu Zx E<Q-E und Z X E ~ E;,. Also ist C’Q(W)
Es folgt Q = W-W, und WnNW,=Z. Wegen Cy4)~ 25 gilt
Oy (A) = Ep. Also ist |Cy(e) N Oy (4)|>4 und Oy (e) N Cy (A) ¢ Z
fiir e Ef, im Widerspruch zu Cy(e ) W. Damit ist W abelsch.
Wegen Cy(4,) ~ E; und |Cy(4,) N Z| = 2 enthdlt W — Z Involutionen.
Algo ist Q,(W)+#Z. Da .Q( ) von <6, 2> normalisiert wird, gilt
W= (W)~ E,. Nun ist 3|[C4f)]. Wegen |C,,(f)|>8 enthilt
Co(f) — Z Involutionen. Sei 2,€ C4f) mit o(4,) = 3.

Da Cf) von <60, A,> normalisiert wird, ist |Co(f)| = 2°. Angenom-
men, es sei Co(f) nicht abelsch. Offenbar ist Co(f)' = D(Co(f)) =
=Z(0o(f)) = Z. Da Cof) von <0, 4, A) normalisiert wird, gilt
Co(C4(f)) = Z oder X, dabei ist X eine spezielle Gruppe der Ordnung 2°
mit Z(X)=Z und OufyN X = Z. Sei OyOqf))= Z. Dann ist
Co.i5(Colf)) = Zx<(f>=Q-{f> und Z x{f) ~ E,;. Andererseits besitzt
die Nebenklasse /@ genau 64 Konjugierte von f unter der Wirkung
von @, ein Widerspruch. Also ist Co(Cyo(f)) = X. Es folgt Cx(4,) ~ Es
und |Cx(f) N Cx(4)|>4. Somit ist Cx(f)2Z, im Widerspruch zu
Colfin X = Z. Also ist Cyf) abelsch. Da Cgy(f) —Z Involutionen
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enthilt, ist ©,(0q(f)) 2 Z. Ferner wird 2,(Cq(f)) von (6, A,> normali-
siert. Also folgt Co(f) = 2,(Cq(f)) =~ E,». Da f ein Element der Ord-
nung 3 aus N (E) invertiert, ist |Cw(f)|<2¢. Weiter wird Cy(f) von
{0> normalisiert. Daher ist Cy(f) =~ H,. q.e.d.

Sei E eine feste Sylow 2-Untergruppe von 8,. Setze W = Cy(¥)
and V=EXW. Est ist W~FE, und V=E,.. Sei T eine Sylow
2-Untergruppe von M, die V enthélt.

LeMMA 3. Es gilt:
(a) V=T.

(b) Nu(V)]V ist eine treue Erweiterung einer elementar abelschen
Gruppe der Ordnung 2° mit X3 X Ly(2).

BEWEIS. (a) Nach Lemma 2 ist Cy(e) = Co(E) = W fiir e € E*.
Wegen Cq(e) = W invertiert e keine Elemente der Ordnung 4 von Q.
Also liegen alle Involutionen der Nebenklasse ef) in eW. Somit ist
V<T.

(b) Es ist Ny(Q-E)/Q-E ~ 23X L4(2). Da Nyu(Q-E) die Menge
aller Involutionen aus V — W normalisizert, folgt V < Nu(Q-E).
Andererseits normalisiert N(V) die Gruppe @-E, also gilt Ny(V) =
= N,(Q-E). Daraus folgt (b). q.e.d.

LeMMA 4. Sei W = {u € Qo(u) = 2 und |Cy(u)| = 23}. Dann gilt
Q = <Uy und W = WN W.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst, daB W = @ ist. Sei A, € Ny(V) mit
o(A4)=3 und 1,€L. Dann ist Cy(l)~E, und Ou(i)#Z. Sei
we Cy(ly) — Z. Wegen Co(l) ~ E,s gilt Cq(u)2 Co(4,). Damit ope-
riert (1,> fixpunktfrei auf Q/Cq(u). Da 2<|Q/Cq(u)| <8 ist, erzwingt
das |@/Cq(u)] = 4. Also ist WU = @. Da ein Element der Ordnung 35
aus M fixpunktfrei auf § operiert, folgt @ = (). Offenbar ist
Ny(W) = Ny(V). Setze X = (W W). Dann ist X2Z und X <
<1t Ny(W). Da ein Element der Ordnung 7 aus N(V) fixpunktirei
auf X operiert, folgt |X| = 2° order 2°. Ferner ist Cxlz(i) =1 fir
leNu(V), oy =3 und AeZX. Also ist |X|=2°. Daher ist
W= bnNnWwW). q.e.d.

LEMMA 5. Seien s,t, r € M — @ Involutionen mit 5¢ X, e L und
7¢ X, r¢ L. Dann gilt:

(@) |Cq(t)| <2 und Cy(t) enthilt keine elementar abelsche Unter
gruppe der Ordnung 2°,
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) |Co(r)| <28 TIst |Co(r)| = 28 so ist Cy(r) nicht abelsch.
(e) Ist [i,§] =1 fiir i, je{s, ¢, r}, i 74, s0ist |Cg(d) N Co(i)| <28,

BEWEIS. (a) Offenbar invertiert ¢ ein Element x der Ordnung 3
aus M mit Ze L. Wegen |Oq(z)] = 2° gilt |Co(?)|<2%. Angenommen,
Cy(t) enthalte eine elementar abelsche Untergruppe A der Ordung 2°.
Dann ist A®C Cy(t*). Wegen |A| = |4*| =2° und AN A2C Co(t) N
N Oy(t?) C Colw) ist 23<|A N A=|<25% TFerner ist Z¢ Co(t) und Z ¢
¢ Co(t®). Also ist Z¢ AN A=, Somit folgt 2¢<|4 N A% <25 Sei
|4 N A=| = 24 Dann ist [(4, A*)| = 214, Nach Lemma 4 gilt @ =
= (4, A*){u) mit geeignetem u € U.. Wegen (4 N A*)-Z| = 2¢ und
(AN A2)-ZCZ(<A, A=) ist |Co(u) N (4 N A°)-Z|>2* und Co(u) N
N(ANA=-ZCZ(Q), ein Widerspruch. Also ist [4 N A2 =25,
Somit ist AN A= Cy(x) und [<4, 4*)| = 218. Es ist (4, 4*C
C Co(4 N A®) 5£Q. Ferner operiert x fixpunktfrei auf Q/Co(4 N A%),
also gilt Co(4 N A%) = (A4, A=). Sei §e C3(Z) mit o(y) = 5. Dann
operiert (7> auf Co(4 N A®). Aus C,(%) = 1 folgt ein Widerspruch.
Also enthélt Cy(?) keine elementar abelsche Untergruppe der Ordnung 2°.

(b) Es ist 7 = 7,-7,, dabei ist 7, € T, 7, € L und o(r,) = o(7,) = 1.
Da 7 ein Element der Ordnung 5 aus M invertiert, ist |Cy(F)|<2°.
Ferner ist C,(F) = Z. Daraus foglt |C r)|<2% Weiter 1nvert1ert 7 ein
Element 2, der Ordnung 3 aus M mit 4, € L. Wir haben § = P, xP,,
wobei P, = C;(1,) und P,= [{, 4,]. Seien P, bzw. P, Urbilder von
P,bzw. P, in Q. Dann ist P, ~ E,» und |Py| = 2%, Sei Cg(r) = 28
und sei Cy(r) abelsch. Wegen |Cy(F)| = 2® gilt Cy(r) = Co(¥). Setzen
wir X = Cyo(r) N Co(4,), 80 ist X ~ B, und X £Z. Da Cy(r) abelsch
ist, gilt Cqo(r) C Oo(X). Es ist |0, (F)| = 2°. Also ist |C,(r)] = 2°.
Weiter ist C, (1) N Cp (™) € Z und Co(X) N P, ist (4,)-zuldssig. Wegen
Cp(r)C Co(X) N P, gilt Co(X) N Py= P,. Damit ist X C Z({Py, Py)).
Da (P;, P,> = @ ist, folgt ein Widerspruch. Somit ist (b) bewiesen.

(¢) Sei [s,t]= 1. Da die Involutionen der Nebenklasse s in
§04(s) liegen, ist Ny(Cq(s)) € L. Wir haben #*= z-1, dabei ist xe M,
o) =3 und Ze L. Wegen Cys) =~ E, und Cq(s) N Co(x) =~ K, folgt
|Co(s) N Co(t)|<2¢. Sei [s,7] = 1. Es invertiert » ein Element y der
Ordnung 3 aus M mit 7€ L. Da [Cq(3) N Co(§)| = 8 ist, gilt |Cg(5) N
N Cg(F)|<2¢. Somit ist |Cg(s) N Cg(r)|<2° Sei schlieBlich [r,?] = 1.
Rs invertiert 7 ein Element 1 der Ordnung 3 aus X. Da (1) fixpunkt-
frei auf Co(f)/Co(f) N Z operiert, folgt |Co(F) N Co(f)| <28 Also ist
|Cq(r) N Cq(t)|<2°.  q.e.d.
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LeMMA 6. Sei U eine Vierergruppe von Ny(V) mit U L. Dann
gilt |Cw(T)| <2

BEWEIS. Setze N (V) )= DxL, dabei ist D~ X, und L ~ L, (2).
Sei C = <(1,5/13=35"=1) ~2%, eine Untergruppe von D. Es ist
[Ow(8) = |Cw(3%)| = 2¢ und Ow(S) N Cw(5?) = Z. Setze A = Cyw(3) und
Y = Co(A). Wegen Cy(5) ~ E, ist Y2 W. Da Y von L normalisiert
wird, gilt |Y| = 212, Wegen Co(W) = W ist Z(Y) = A. Sei F, =
= (0, 1,/6"= 12 =1) eine Frobenius-gruppe der Ordnung 21 von L.
Nach einem Theorem von Maschke ist ¥ = 4 x B, dabei ist B eine
F,,-zulsissige Untergruppe von ¥. Sei B das Urbild von B in Q. Dann
ist |[B| = 2°, und B ist nicht abelsch. Wegen Z(Y) = A4 und da Fy
auf B operiert gilt B'= @(B) = Z(B) = Z. Also ist B speziell. Nach
[2] ist die Struktur von B eindeutig bestimmt. Insbesondere ist
B = B,® B,, dabei sind B, and B, zwei isomorphe (f>-Moduln und Z
ist als ¢f)-Modul nicht isomorph zu B, und B,. Wegen A% und
AN An=1 sind A% und 4 als {#>-Moduln isomorph zu B, und B,,
aber nicht zu Z. Ferner ist W = Ax A% und L operiert auf A
und A%, Damit sind 4 und A% als L-Moduln dual zu Z. Also folgt
|Cw(T)|<25. q.e.d.

LeMMA 7. V ist die einzige elementar abelsche Untergruppe der
Ordnung 2! von T. Insbesondere ist V schwach abgeschlossen in T'
in bezug auf G.

BEWEIs. Sei V, eine elementar abelsche Untergruppe der Ord-
nung 21! von 7. Angenommem, es sei V,C@Q. Da M irreduzibel auf
Q operiert, gibt es ein he M mit V,= Vis#V,. Offenbar gilt 28<
<|V,N V, <21 und |(V,, V;,,>|>212 Welter It VNV, CZ(KVy, Vo).
Nach Lemma 4 ist.Q = <(V,, V,>+X, Dabei gilt

X =<Cuy, falls KV, V| =21

X = {uy, uyy, falls KV,, V)| =2

X == (g, 05, 05, falls KV, V| = 212,
mit geeigneten w, u, Uy, v;, 5, 9; € W. In allen Fillen gilt |Co(X) N
N ViN Vy>24 Aber Co(X)N V,N V,CZ(Q). Das ist ein Wider-
spruch. Also ist V,¢Q. Wegen T ~ D,xD, gilt |V,;NQ|>2°. Sei

|V1/ViNQ|>2% Dann enthdlt V,— (V;N@Q) zwei Involutionen s, ¢
mit se X, teL. Aus V,NQC Cy(s) N Cqt) folgt mit Lemma 5(c) ein
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Widerspruch. Also ist |V,/V, N @|<2%. Nach Lemma 5 gilt |V,/V, N
N Q| =22 und V,C2. Mit Lemma 2 erhalten wir V,= V. q.e.d.

LEmMmA 8. T ist eine Sylow 2-Untergruppe von G.

BEWEIS. Angenommen, es sei T ¢ Syl, (¢). Dann ist 7Cc T, @
und |T,:T|=2. Sei teT,— T. Nach Lemma 7 ist V= V. Ferner
ist Q*¢@. Mit Lemma 2 und 5 folgt Z!C@. Insbesondere ist
@NQH=>21. Sei VN@Qts~1. Nach Lemma 4 ist W = (WnN W,
also gibt esein u e WN W mit ute VN Q!— Q. Wegen | N Q¢|>211
gilt |Conqe(ut)|>2% Also ist W == Oy, q(u?) CQ N Q. Somit ist Wt=
=(VNEI=VNECYNEQ!, im Widerspruch zu der Annahme
VN@t=1. Also ist VN@*= 1. Inbesondere ist VN Q:CQ. Es
folgt VN@QcQNV=W. Da |[VNnQ|=|W gilt VNnQi=W
Nach Lemma 4 gibt es ein u € U, derart, daBl ute@Q!—Q ist. Wegen
[Cpe(ut)| = 21 folgt |Cpnq(u?)| = |Cw(u?)|>2". Da VNQ!=1 ist, ist
ut¢ V-Q. Somit invertiert u! ein Element A der Ordnung 3 aus
Nu(V). Wegen |Cw(A)| = 22 folgt |Cwp(ut)| <2¢, ein Widerspruch. Also
ist TeSylL(G). q.e.d.

LEMMA 9. Sei |[VoN Ny(V)| = 2 fiir ein g G@— Ng(V). Dann
gilt V"N Ng(V)C V.

BEWEIS. Wegen T e8yl, (Ny(V)) kénnen wir o.B.d.A. annehmen
Ve T| = 2. Setze X = VN T und T = D, xD,, dabei ist D, ~
~D,~D,, D,cX,D,CcL. Angenommen, es sei X ¢ V. Offenbar ist
X N @Q|>2% Wegen V¢ ¢ M ist Z ¢ X. Mit Lemma 7 folgt insbesondere
XgQ Also ist X 5 1. Sei XCD,. Sei|X|= 2. Dannist [XN@Q|=2° und

= (8> X (X N Q) = (x> X Cy(x), dabei ist 1€ X — . Wegen Cy(x)22
lst X2Z, ein Widerspruch. Also ist |X| =14, [XNQ| = 2% und
Xngc C’Q(X ). Andererseits ist X =V, also gilt nach Lemma 2
[Co(X)| = 2%, ein Widerspruch. Damit ist X ¢ D;. Sei X N D, = 1.
Dann ist [X|<4 und |X N Q|>2¢. Sei |X| = 2. Dann ist |[ XN Q| =2°
und X NQC Cy(X). Da X N D, =1 ist, liefert Lemma 5 einen Wider-
spruch. Also ist |X| = 4 und |X N Q| =2¢. Nach lemma 5 gilt X C D,.
Sei [ XN Z| = 2. Dann ist Cy(x)2 C,(x)- (XN Q) fiir ein € X — Q.
Aus Cu2)-(X N Q) =~ E,, folgt nun mit Lemma 5(a) ein Widerspruch.
Also ist | XN Z| = 4. Da ein Element der Ordnung 5 aus X fix-
punktgrei auf Co(X)/C,(X) operiert, folgt [Co(X)| = 2. Daher ist
[Co % (€)]>2¢ fir ee [ 42 VVegen W = Cgfe) folgt [WN Co(X) )| >2¢
im Wlderspruch zu Lemma 7. Somit ist X N D, 1. Wegen X ¢ D,
gilt 22<|X|<2¢ Sei 2:<|X|<2:. Dann ist 2°<|X N Q|<2* und
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XN QCc CyX), im Widerspruch zu Lemma 5. Also ist |X| = 2¢ und
|X N Q| = 2¢°. Insbesondere ist XN Vs£1. Da X N Q C Co(X N T) ist,
gilt XNQCW. Aus |[XN Dy|=4 und X N QC 0o(X N D,) folgt mit
Lemma 6 ein Widerspruch. Somit ist X C V. q.e.d.

LeMMA 10. Es gilt:
(@) No(V)¢ M.
(b) Ng(V) enthalt keine Untergruppe vom Index 2.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst, daf |VoN Ng(V)|<2° fiir alle g€
€@ — Ny4(V) ist. Angenommen, es sei |[V?N Ng(V)| = 21° fir ein
ge@— Ng(V). Setze X = V¢N Ny(V). Nach Lemma 9 ist XCV.
Offenbar ist Co(X)¢ M. Nun ist V/X eine Involution aus Oyx(X)/X.
Sei Y das Urbild von O, 4 (V/X) in Ce(X). Dann gilt VC Y C Ny(V).
Sei ye Y ein Element ungerader Ordnung. Wegen [X,y]=1 ist
[Vy,yl =1. Da Cg(V) =V ist, gilt y = 1. Also ist Y eine 2-gruppe.
Sei VY. Es gibt ein he No(V) mit V& Y*C T. Weiter ist X»C
CVCT und X*=V*NNgV) = V*N Nyu(V). Wegen [X, Y] =1 ist
[X" Y*] = 1. Wegen C, (X" = V ist das ein Widerspruch. Also ist
V = Y. Insbesondere ist V/X selbst-zentralizierend in C4(X)/X.
Daher besitzt Cy(X)/X ein normales 2-Komplement J. Sei K das
Urbild von J in Oy X). Dann gilt K = X XR. Dabei ist R eine
2’-gruppe. Es ist |Co(X): K| = 2. Also ist R = O(Cy(X)). Es folgt
R<NyX). Dies widerspricht jedoch der Voraussetzung, dal G vom
Charakteristik 2-Typ ist. Also ist |Ven Ny(V)|<2® fiir alle ge G —
— Ng(V). Nach Lemma Y ist T7NQ@ = TN Ng(V). Somit ist
Ng(V)¢ M und N4(V) enthélt keine Untergruppe vom Index 2. g.e.d.

LeMMA 11. Es gilt Ny(V)/V ~ M,,.

BEWEIS. Setze N = Ny(V), N = N/V und Ny,= Ny(V)/V. Es
ist W, ~ Ey-(ZyxL4(2)). Sei A€ N ein Element der Ordnung 3 mit
Cy(A) = Z. Dann gilt N({A>) = Ny ((AD) = 23 X Ls(2). Sei O(N) #1.
Offenbar ist O(N)N N;=1. Also ist 1¢ O(N) und Cy(4) = 1.
Insbesondere ist O(N’) eine 3'-Gruppe. Ferner ist N isomorph zu
einer Untergruppe von GL(11,2). Wegen |GL(11, 2)|, = 3%-52-7%-11-
-17-23-312-73-89-127 ist O(N’) eine {5, 7, 31, 73, 127}-Gruppe. Sei
F =<0, 4,/0"= A} = 1) eine Frobeniusgruppe der Ordnung 21 von
Ny ({A)) derart, daB ONNKD)(?) = {4, 7/A3 = 12 = 1) ~ 2 ist.

(a) Sei 7 ||0(N)]. Offenbar normalisiert {4, ) eine Sylow 7-Unter-
gruppe R, von O(N). Nach dem Frattini-Argument gilt N = O(N)-
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-Ny(R;). Insbesondere ist Cy N(j{')(<l, 7)) ~ Cx ({4, 7)). Ferner ist
On((% ) = Cx (K4, 7). Also ist Oy ({4, ) = Oy R, (K4, 7). BEs
folgt F x {4, ) C Ny(R;). Wegen Cg (A) =1 gilt 1+#Cg(7)# R,.
Damit ist |[R,] = 7% Es ist R;= Og(7)X[R;, 7] und Cg(7) =~
~[R;, 1] = Z,. Setze Cg(7r) = <0,> und [R;, 7] = <{6,>. Dann ist
RKO) =<0,,0,,0> ~ H,s. Wir haben W = [V, 0] ~ E,, und Oy(7) ~ E,.
Ferner ist <0,, 7) eine Diedergruppe der Ordnung 14. Also gilt Cy(7) N
N Cy(0;) = E; und Cup(t)N[W,0,] ~ E,. Setzen wir W,= Cy(r)N
N Cw(0,) und Wy, = Cy(r) N[W,0,], so ist W,NW,=1 und Cy(z) =
= W, xXW,. Wegen 0,¢ M ist W, Z. Da W,N Z von <{6) normali-
siert wird, gilt W, N Z = 1. Aus dem Beweis des Lemmas 6 wissen
wir, daBl Ow(7)/Z und Z zwei nichtisomorphe (f>-Moduln sind. Also
sind W, und W, die einzigen <{f)-zulidssigen Untergruppen der Ordnung 8
von Cy(7). Daher gilt W, = Z. Somit wird Z von <0, 6,> normalisiert
und C45(%) = Z,, ein Widerspruch. Also ist 7f|0(N)].

(b) Sei 5]]0(J\P)|. Da O(N’) eine 7'-Gruppe ist, normalisiert
5 x {4, ©> eine Sylow 5-Untergruppe KR, von O(N). Wegen Cg (1) =1
gilt |R;| = 52 Insbesondere ist [0, R;] = 1. Damit normalisiert R,
die gruppe W = [V,0]. Weiter operiert R; treu auf W. Also ist
|Cw(o)] = 2 oder 2° fiir alle p € Rf. Da COw(p) von <> normalisizert
wird, ist das ein Widerspruch. Also ist 54|O(N)].

(¢) Sei 31||0(N)|. Da O(N) eine {3, 5, 7}'-Gruppe ist, normal-
isiert § x<{4, v) eine Sylow 31-Untegruppe R; von O(N’). Wegen
Og,(A) =1 gilt 1 #£0g (7) # Rs,. Also ist [Ry| =312 und Og, (1) = Zy.
Es folgt [Cg, (), 0] =1. Weiter ist [W, Cg_ (7)] =~ E,sund [W, Og_(7)]
ist (0)-zuldssig, ein Widerspruch. Also ist 314|0(N)|.

(d) Sei 73, 127]]0(N)|. Dann normalisiert F x (1, t) eine Sylow
73-Untergruppe R,; und eine Sylow 127-Untergruppe R, von O(N’).
Da Cg (4) = Cg,, () = 1 ist, gilt [Ry, 7]~ Ry und [Ryy, 7] ~ Rioz.
Andererseits ist Og (7)~1 und Cg(7) #1, ein Widerspruch. Also
ist 73, 127)|0(N)|. Damit haben wir O(N) = 1. Sei 0,(N) #1. Wegen
[N]y = | Ny], gilt Oy(N) € N,. Weiter operieren (6) und (1) fixpunkt-
frei auf Oy(N;). Also ist Oy(N’) = Oy(N;). Sei 0, das Urbild von O,(N)
in ¥N. Dann ist O, = @ -V und Z(0,) = Z(Q) = Z. Insbesondere ist
Z<aN. Aus N ¢ M folgt ein Widerspruch. Also ist O,(N) = 1.

Sei J€ ein minimaler Normalteiler von N°. Sei X =J N N, und §
eine Sylow 2-Untergruppe von X. Dann ist 8 eine Sylow 2-Untergruppe
von J8. Nach dem Frattini-Argument gilt N> = J0-Ny(8) und N, =
=L Ny (8). Wegen N,/0y(N,) ~ 2y xILs(2) und LN, ist 1
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# 0,(N,) NLE<aN;. Da ein Element der Ordnung 21 aus N, fix-
punktfrei auf 0,(N;) ~ E,. operiert, folgt O,(N;) CX. Angenommen,
es sei L= Ny. Sei 4, €X. Dann ist Ny/X ~ Z,, Ly(2) oder Z, X Ly(2).
Sei N/X ~ Z,. Dann ist |X|,= 2°. Also ist |N’/¥|,= 2. Damit be-
sitzt N°/J€ ein normales 2-Komplement. Insbesondere hat N eine
Untergruppe vom Index 2, im Widerspruch zu Lemma 10(b). Sei nun
Ny L =~ L4(2) oder Z, x Ly(2). Dann ist Cz(4d,) = (4,). Nach [3] gilt
J ~ A; oder L,(7). Wegen |J|,>2° ist das ein Widerspruch. Also
ist 4,¢X. Es gilt N,/ =~ 2; oder X3 X Ly(2). Sei N;/L ~2;. Dann
ist |XL|,= 2° und |N°/L|;=2. Also hat N’/J€ ein normales 2-Komple-
ment. Somit besitzt N’ eine Untergruppe vom Index 2, ein Wider-
spruch. Also ist N3/ ~ 23 X L(2). Es folgt L = 0,(N;) und O,(N;) C
- CSyl, (J). Wegen N y(05(N1)) = Ny gilt N = JC- N po(05(N)) = I+ Ny
Also hat N eine Untergruppe vom Index 2, ein Widerspruch. Damit
haben wir X = N’, CJC. Insbesondere enthilt JC eine Sylow 2-Unter-
gruppe von N°. Da das Zentrum einer Sylow 2-Untergruppe von N
von der Ordnung 2 ist, ist J& einfach. Nach [1] ist &~ M,, oder
Ly(2). Sei &~ Ly2). Dann ist (A, 4,> €Syl; (¥X). Wegen

Ny, ({2 20)[2y 2oy = B, und  Nyge((4, 4)[<A ) = Dy

folgt A~ 1,. Das ist jedoch ein Widerspruch zu |C,(1)] =2° und
¥

|Cy(4)] = 2% Also gilt &~ M,,. Wegen Out (M,,) =1 ist &= N
Also ist N = No(V)/V=M,,. q.e.d

LeEMMA 12. G=J,.

BeEwEls. Mit [6] folgt die Behauptung. q.e.d.
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