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Rexp. SEM. Mar. UN1v. PADOVA, Vol. 60 (1978)

Su una generazione del gruppo simplettico modulare
di Siegel-Conforto I'(n, A).

MARIO ROSATI (¥)

Sunto - In questo lavoro si dimostra che il gruppo simplettico modulare
I'(n, 4) di Siegel-Conforto & generato da tre suoi sottogruppi notevoli:
D(n), R(n, 4), G(n, 4).

SUMMARY - In this paper we show that the Siegel-Conforto’s symplectic
modular group I'(n, 4) is generated by three subgroups: D(n), R(n, 4),
G(n, A).

1. Sia #>1 un intero ed M,(Z) Panello delle matrici quadrate di
ordine n su Z. Sia inoltre M una matrice emisimmetrica di ordine 2,
nella forma normale

0 4
(1) M:[—.A o]

dove A = diag {d;y ..., 0,) € b, ..., 6, sono i divisori elementari di M,
soddisfacenti le condizioni di divisibilita:

2) 8,]04] .. |6 -

Con riferimento alla matrice M, consideriamo il gruppo moltipli-

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto di Matematica Applicata dell’Universitd di
Padova.
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cativo I'(n, A) delle matrici T' € M,,(Z) che soddisfano la condizione

(cfr. [2], [5]):
3) TMT ,— M

(T_, indica la trasposta di T'). Tale gruppo é denominato da altri autori
gruppo paramodulare (cfr. [1]). Posto:

@ T:[A B]

¢ D
con A, B, C, De M,(Z), ricordiamo (*) che la (3) equivale alle:

AAB_, — BAA_, = 0O
(5) CAD_,— DAC_, =0
AAD_,— BAC_, = A

e che, sempre in forza della (3), risulta:
(6) A-1AA, ABA, A7104, A1DAeM,(Z).
Nel gruppo I'(n, A) consideriamo i tre sottogruppi seguenti:
I) D(n)= {Tel(n,4)|A, B, C, D diagonali} .
In D(n), che & indipendente da 4, le (5) si riducono alla:
AD—BC=1I.
) RK(n,A) = {Tel(n, 4)|B = C = 0}

costituito dalle T della forma:

U (0]
T :[0 AT —1]

con Ue Q(n, A). Qui Q(n, 4) & il sottogruppo del gruppo lineare ge-
nerale GL(n,Z), costituito dalle matrici U tali che:

A1 UA € Mon(Z) .

(*) Per le generalitd qui occorrenti, rimandiamo a [2].
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(III) B, A)={Tel'(n,A)|[A=D=1;C= 0}

costituito dalle T della forma:

I B
=, f
con AB_,= BA.

Scopo principale di questo lavoro ¢ quello di mostrare che il
gruppo I'(n, A) & generato dai tre sottogruppi D(n), R(n, 4), G(n, 4).

Si tratta di un contributo alla generalizzazione dei risultati del
lavoro [3], dal caso 4 = I dei divisori elementari unitari, al caso di
divisori quaiunque.

2. Dimostriamo innanzitutto due lemmi.

Poniamo: ;= §,/6, e @ = diag<0,, ..., 0,).

LemMA I. Se la colonna H = hl & tale che:
h,
H, ®-*H sono intere
@ i = (2 2 2) <
esiste una U e Q(n, A) tale che:
h
(8) UH = (,_)
0

Per n =1, 2 il lemma si verifica facilmente.
Per n>3 procediamo per induzione rispetto ad n. Osserviamo in
primo luogo che, posto:

by
H=]: , @' = diag Oy, ...,0,_»>
hn—l

le H', @' soddisfano le (7) in dimensione n— 1. Cid si vede subito
tenendo anche conto delle condizioni (2) sui divisori elementari,
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cosicche se

h Fon_ )
(hyy oevy buy) = (b‘:’ ey on—:) =h

esiste una U'e Q(n—1, A'), e quindi una

U 0
Ul:[O 1]6Q(n,A)

tale che:

Poiché ovviamente (R', h,) = (b', h,/0,) = h, si pud applicare an-
cora 'induzione su n. Posto:

. 6, 0
4 ‘[0 6,.]

b
esiste una U" = [Z d]e.Q(2, A") tale che:

n h’ — -h
v [ =i)

In tal modo la

a 0 b]
U,=|0 I 0}eQ@n,q)
c 0 dj
& tale che:
h
U2H1 = O
0

La matrice U=U,U, € Q(n, A) rende soddisfatto il lemma per il
valore prefissato di n.
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Dal lemma I ora dimostrato discende il seguente:

LevmMmA 11I. La

é prima colonna di una matrice U e 2(n, A) se e soltanto se:

H, O-1H sono intere
9)

(hyy ooy hy) =1.

La necessitd ¢ conseguenza della definizione di £(n, 4). La suffi-
cienza segue dal lemma I; infatti una H soddisfacente le (9) risulta
essere prima colonna della U, inversa della U di cui al lemma I.

I1 lemma II, ingieme al lemma I, fornisce tra I’altro, una sempli-
ficazione della dimostrazione di un teorema di U. Christian (cfr. [1]).

3. Veniamo ora alla parte essenziale del presente lavoro e dimo-
striamo il seguente:

TEOREMA. Il gruppo I'(n,A) é generato dai sottogruppi D(n),
R(n, 4), B(n, A).

Del teorema daremo una dimostrazione diretta, facendo vedere
che il prodotto di un prefissato elemento di I'(n, 4) per un numero
finito di opportuni elementi dei tre sottogruppi ¢ 1’elemento identico.
La dimostrazione & suddivisa in due parti.

a) Data una qualunque
A B
T:[C D]eI’(n,A)

& chiaro che & possibile moltiplicarla a sinistra per un conveniente ele-
mento di D(rn) in modo da ottenere una

. [4' B
=[5 o]

nella quale é nulla la prima colonna di C'.
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an
Detta 4 = | : | la prima colonna di A’, e tenuto conto che T'e I'(n, A),
a/rlnl
risulta:
@-14 intera per le (6)
(@11 vy @) =1  perché T & unimodulare.

Applicando ora alla A il lemma I, si potra trovare una U € Q(n, 4)
tale che

1
va=|°
0
€ in conseguenza una
k= [g AU:‘IA“] € R(m, 4)
tale che la
{10) T"= RT'eI'(n, A)
1
abbia come prima colonna 0
0

A questo punto il teorema risulta dimostrato se n = 1, percheé
perché la T"e B(1, 4).

b) Se n>2 procediamo per induzione rispetto ad ». Supponiamo
la T gia ridotta alla forma (10), e ripartiamola al modo seguente (il
significato dei simboli & chiaro):

g\
S

bl

» B

(11) T = Y
D

S O D -
QI 2
&

dll
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Ponendo
6, O - .
A4 = [01 LT]’ con A = diag {d,, ..., 6,>

risulta che

(12) T = eln—1,4).

|
e
QA
w/llve

Si consideri ora ’inversa di 7T':

_ A B _
T = [i =]eF(n—1,A).
C D
e si costruisea la
1 0 0 0
0 A 0 B
(13) 8 = eln, 4) .
0O 0 1 o0
0 ¢ 0 D
Il prodotto ST appare nella forma:
1 a b b
0 I x O
(14) ST=10 . i glelma)
0 0 % I

235

e la sua appartenenza a I'(n, 4) implica (si tenga conto delle (5)):

=0, d=1, d=0

cosicche di fatto la (14) si pud scrivere nella forma:

1 a b b

0 I % O

(18) ST=10 o 1 o
0 0 =% I
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A questo punto si osservi che la § é prodotto di elementi di

D(n), KRn,4), T(n,4d).

Infatti, per 'induzione ammessa, la T si pud esprimere mediante ele-
menti di

(16) Dn—1), Rn—1,4), Tn—1,4).

elementi che possono pensarsi immersi in I'(n, 4), anzi rispettivamente
in D(n), R(n, 4), G(n, 4) mediante 'immersione naturale di I'(n — 1, 4)
in I'(n, A4).

Moltiplicando ora a sinistra la (15) per

[OU AU_OIA_I]e:R(n,A) con Uz[l —-a]
-1

si ottiene un elemento del tipo:

I B
[0 I]e‘G(n,A).

Cid dimostra il teorema.
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