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Teoremi di media e formole di maggiorazione
relative alle funzioni biarmoniche.

GAETANO FICHFRA (*)

In un mio recente lavoro [1] ho osservato la seguente formola di
maggiorazione relativa ad una funzione biarmonica u(x), definita per
ogni x di un campo (insieme aperto) A dello spazio cartesiano X3 ed
appartenente a L2(A)

d è la distanza di x dalla frontiera 2A di A.
Formole quale la (1) sono di notevole utilità nella teoria mate-

matica classica dell’elasticità, dato che esse permettono di dare una
limitazione di tipo puntuale alle componenti di spostamento, oppure
a quelle di tensione o di deformazione (in assenza di forze di massa),
note che siano limitazioni per il quadrato dell’integrale di siffatte

grandezze. Ciò, ad esempio, permette di provare la celebre conget-
tura di Saint-Venant nei punti interni ad una barra cilindrica lontani
dalle basi di questa, appena si sia ottenuta, come è possibile fare, una
limitazione per l’integrale dell’energia elastica relativo alla differenza
fra la effettiva soluzione e quella di Saint-Venant (cfr. [1], [2], [3] ).

La (1) costituisce per le funzioni biarmoniche l’analogo di una ben

(*) L’indirizzo dell’A..: Istituto Matematico « G. Castelnuovo », Università
di Roma.
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nota maggiorazione per le funzioni armoniche

la quale, però, rispetto alla (1), ha il vantaggio di far intervenire una
costante di maggiorazione: 1/2V3/n la quale è ottimale, cioè non sosti-
tuibile, per un arbitrario campo A, con una costante minore. Ciò è
subito visto assumendo nella (2) u(z) = 1, A un campo sferico ed x
il suo centro.

Vista l’importanza, anche ai fini del calcolo pratico delle strutture
elastiche, di formole quali la (1), mi sono proposto di migliorare la (1),
cercando di sostituire il coefhciente 1,915 con una costante ottimale
come nella (2). Ingredienti essenziali per il raggiungimento di tale
fine sono diversi teoremi di media per le funzioni biarmoniche, che,
a mio avviso, hanno interesse a sé stante e che, per ciò, ho voluto
considerare in un dettaglio più ampio di quanto il semplice scopo,
che mi ero inizialmente prefisso, non richiedesse.

Ritengo che questa mia piccola Nota sia non del tutto indegna
di essere dedicata all’amico Giuseppe Scorza Dragoni, anche perché,
nel corso di essa, viene data risposta ad un quesito che il nostro

comune Maestro, Mauro Picone, aveva posto, addirittura nel 1936,
circa la possibilità di dimostrare che un elegante teorema di media,
da lui scoperto per le funzioni biarmoniche, fosse atto a caratteriz-
zare tali funzioni (cfr. [4]).

*** 

’

Sia A un campo dello spazio cartesiano Xn ed u(z) una funzione
reale biarmonica in A. Sia x un fissato punto di A e d la sua distanza
da 2A. Sia la sfera unitaria di J~ ed m m (col ... , ron) il punto su
di essa variabile. Sia y = (yi, ... , yn) il punto variabile in A e

Posto y = x --~ em, si ha
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essendo l’operatore di Laplace-Beltrami su D. Si assuma 0  e  d.

Dall’equazione biarmonica d 2 ~c = 0, tenendo presente che si ha, uni-
formemente per w e S~,

si deduce, detto a un qualsiasi numero reale tale che 0  a C 1,

essendo la misura di Dg cioè

Ne segue

Sia il campo sferico: La (3) può scriversi:

che rappresenta una proprietà di media, per una funzione biarmo-
nica, di tipo inconsueto, dato che il valore della funzione nel punto x
è espresso come differenza delle medie sulle due sfere concentriche
di raggi ae e e e centro x, essendo dette medie moltiplicate per i coeffi-
cienti (1- a2)w e a2(1- a2)-1 rispettivamente.

La (3’) è caso particolare di una generale formola di media per
una funzione poliarmonica, trovata da Picone, che aveva posto il

problema di riconoscere se la (3’) (o, più in generale, la formola di
media da lui ottenuta per le funzioni poliarmoniche) fosse caratte-
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ristica per le funzioni biarmoniche ( o, più in generale, per quelle poliar-
moniche, cfr. [4], pag. 112) (1).

Dimostrerò che, considerando a arbitrariamente f issato nell’intervallo
aperto (0,1), la (3’ ) caratterizza le funzioni biarmoniche. Precisamente
farò vedere che, f issato a in (O, 1), se E e se, per quasi
ogni x di A, detta d la distanza di x da aA, per quasi tutti i e del-
l’intervallo (O, d) sussiste la (3’), allora u(z) è biarmonica in A (2).

Si moltiplichino i due membri di (3’), cioè di (3), per e si

integri su (0, r), essendo 0  r  d. Si ottiene:

cioè, detta I-Er(x) 1 la misura di -Er(x),

Dalla (4’) segue immediatamente che u(z) coincide quasi ovunque
in A con una funzione ivi continua, talché, d’ora in poi, potrò sup-

continua in A. Detto B un arbitrario campo limitato tale
che A, sia una successione di funzioni di classe uno in B

(~) La (3’) è stata riscoperta, nel 1955, da R. J. Duffin [5] e, nel 1966,
da J. H. Bramble e L. E. Payne [6], che, anzi, ritrovano il generale teorema
di media dato da Picone nel 1936 [4] per le funzioni poliarmoniche.

(2) Picone suggerisce, nel caso biarmonico, di assumere a = 2- . Bramble
e Payne [6] dimostrano quello che essi chiamano uno « strong converse » del
teorema di media di Picone per. le funzioni poliarmoniche. Tuttavia le loro
ipotesi sono tali da richiedere, nel caso biarmonico, che la (3’) 8u8sista per
ogni « di (0, 1 ) . Ma in tal caso, come vedremo in questa stessa Nota, facendo
tendere a ad 1, si ottiene una proprietà di media dovuta a Nicolescu e, quindi,
il « teorema di inversione » di Bramble e Payne si deduce da quello già di-
mostrato nel 1930 da Nicolescu (cfr. [8] e bibliografia ivi citata).

(3) Si noti che il sussistere della (4) per r E (O, d) implica la (3) per quasi
tutti gli r di tale intervallo, come si vede moltiplicando i due membri di (4)
per rn e derivando rispetto ad r,
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ed ivi convergente uniformemente verso (cfr. [7], pag. 506).
Sia C un arbitrario campo tale che C c B. Sia ó un numero positivo
tale che ogni punto di C abbia da 2B distanza non inferiore a ó.
Poniamo per ogni x E C

Si ha : O

Segue da ciò la convergenza (uniforme) in C di verso u(x).
Si ha poi, per x E C, tenendo presente la f ormola di Gauss-Green,

Detto p un intero positivo arbitrario, abbiamo per x E C

Si è cos  dimostrato, data l’arbitrarietà di B e di C, che u(x) ha
derivate prime continue in A e per la sua derivata ulk si ha, per

(4) Il simbolo Ulk denota la derivata parziale ôUjôXk.
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cioè per ~ik sussiste la (4’). Ne viene che u(x) ha in A derivate parziali
continue di ordine comunque elevato.

Dalla (3) si deduce .

e quindi, per la formola di Gauss-Green, posto ~,v(y) = 

Sostituendo al secondo membro 9 con ae ed iterando questo pro-
cedimento, si trae, per ogni numero naturale k,

e quindi per k -~ o0

Pertanto è armonica in A, cioè è biarmonica in A.
Torno ora a considerare la (4’), che scrivo al modo seguente:

Se u(x) è biarmonica in A, la (5) sussiste comunque si assuma
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a E (0, 1). Passando al limite per a - 1-, dalla (5) si trae

Tale formola di media per le funzioni biarmoniche è ben nota.
Essa fu trovata nel 1930 da Miron Nicolescu, il quale anche dimostrò
(nel contesto più ampio della teoria delle funzioni poliarmoniche) che
essa caratterizza le funzioni biarmoniche (cfr. [8], pp. 8-10, e biblio-
grafia ivi citata) ( 5) . Moltiplicando i due membri della (6) per rn e
derivando rispetto ad r si trae un altro ben noto teorema di media

per le funzioni biarmoniche, che però è di più scarso interesse rispetto
a (3’), (4’), (6), dato che nel secondo membro interviene anche la deri-
vata, secondo la normale esterna v a della funzione biarmonica u

Indico con f(r) una funzione reale misurabile in (0, + oo), ivi

quasi ovunque non nulla, sommabile in ogni intervallo (o, Z) (0  1 
 + oo) e tale che per ogni 1

Moltiplicando i due membri di (6) per rllf(r) e integrando su (O, 1)
(0  1  d) si trae il seguente teorema di media per la funzione biar-
monica u

ove

(5) L’ipotesi di limitatezza assunta dal Nicolescu può facilmente rimuoversi
imitando il tipo di procedimento sopra seguito per « invertire » la (3’).
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La (7) ha il vantaggio di far intervenire un unico integrale di

campo esteso a .~a(x). Essa, qualunque sia l’arbitraria funzione f (r),
purchè verificante le condizioni sopra specificate, è caratteristica per
le funzioni biarmoniche, dato che dalla (7), moltiplicando i due membri
per e derivando rispetto ad 1, si ottiene la (6).

Sia p &#x3E; 1 e q = p ( p -1 )-1. Se riesce u(x) dalla ( 7 ), fatta
l’ulteriore ipotesi che si trae

Si può cercare di sfruttare l’arbitrarietà di f (r) per ottimizzare,
per un arbitrario campo A, la costante di maggiorazione che inter-
viene nella (8). A tal fine si osservi che nella (8) sussi-
sterà il segno = se la funzione di y: (n + 2)Y(|y|,d) - iy lf (iy 1) è biar-
monica in e u coincide con tale funzione. Posto

deve allora essere

con c costante. Dovendo essere continua per e = 0, si trae

e quindi

(g) La (8) può anche scriversi per p = 1, se nel qual
caso essa diventa
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Con tale scelta di la (7) si scrive

e la (8) per p = 2 diviene

nella quale, per A ~ ~d(x) e (n + 2) 12- (n + 4) ly 12 sussiste il
segno = . *

Nel caso n = 3 la costante di maggiorazione della (9) diventa

che fornisce un notevole miglioramento della (1).
È opportuno avvertire che alla (9) si sarebbe potuto pervenire

anche per altra via. Precisamente quella indicata in [9] (pp. 21-22).
Essa consiste, fissato x in A, nel considerare il funzionale

nella classe U delle funzioni biarmoniche in che verificano la
condizione

Usando il tipo di tecnica descritta in [9] si può dimostrare che in 91
il funzionale J(u) è dotato di massimo, il quale è uguale al quadrato
del coefficiente che interviene nella (9). La funzione massimante è
quella stessa sopra indicata, normalizzata mediante la (10), per la
quale nella (9) sussiste il segno = .

La via seguita in questa Nota è, però, più interessante per le osser-
vazioni che ha portato a fare sui teoremi di media per le funzioni
biarmoniche.

Mi sono limitato a considerare solo le funzioni biarmoniche, ma
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non vi è dubbio che le cose dette possono estendersi, solo al prezzo
di maggiori complicazioni formali, a funzioni poliarmoniche di qualsiasi
ordine. Ciò, comunque, può formare oggetto di una buona tesi di laurea
per un volenteroso e bravo giovane (7).

(7) Ne esistono, malgrado tutto, ancora oggi!
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