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REND. SEM. MaAT. UNIv. PADOVA, Vol. 58 (1977)

Regolarita per il problema della goccia appoggiata.

EpUuArRDO H. A. GONZALEZ (¥)

0. - Introduzione.

In un precedente lavoro (vedi [1]) ho considerato il problema di
minimizzare il funzionale

(0.1) 57(1’7):[ | Dpg| +”/‘PEdH»—1+ fa:,,do:
B

1Zp>0¢ 1z, =0¢

nella classe & degli insiemi £ — R* di misura 1 e perimetro finito e
contenuti nel semispazio {x eR*: x, > 0}, cioé

(0.2) e={EcR"n fa@,>01}: [|D¢E| < + o0, H,,(E):l}
IR »

giungendo a dimostrare il seguente teorema di esistenza :

TEOREMA 0.1.
a) Per —1 <v< 1 esiste E, € ¢ tale che

P,(E,) = inf P,

b) E,n{x, =t} & una sfera (n — 1) dimensionale (eventual
mente vuota) f-quasi ovunque.

(*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico, Universitd di Trento -
Povo (Trento).
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¢) Inoltre E, si pud scegliere appartenente alla sottofamiglia
& < ¢ di tutti gli insiemi che hanno sezioni orizzontali sferiche cen-
trate sullasse =, .
In questo lavoro mi propongo di dimostrare

1% Che se E, minimizza (0.1) allora (a meno di traslazioni)
E, appartiene necessariamente a &°.

2% E, & limitato.
39) Posto

1

n—1
(0.3) e(t) = (w;fl f PE,(Y 5 1) dy)
yER n-1

esiste m > 0 tale che o(f) > 0 per quasi ogni t e (0,m) e p(f) =0
per quasi ogni ¢t > m .

4% 9B, n {0 <X, <m|{ & regolare

5% (0,..,0,m) =V & un punto regolare di §E, (regolariti
al vertice).

Nota: In un prossimo lavoro (vedi [2]) sard dimostrata la con-
vessita della soluzione E, e quindi la regolaritd in «, = 0.

1. - Simmetria rispetto all’asse =, della soluzione.

L’idea seguita & stata usata in [3].

Sia I7 il piano ortogonale all’asse x,; tale che, posto P =
= (a,0,..,0) la sua intersezione con tale asse, sia

x.1) H(Bynjz, <al)=H(E,nf{x > a}).

Vediamo che E, ¢ simmetrico rispetto al piano IT. Anzitutto, se

(1.2) M, = | |Dog| +v / ppdH, | + f:vn dw
2x">0$ n gxl>a§ 2a:n=0§ [a} gx1>a2 En g:n>a;
$1-3) Mz = !D(pEI + v f PE dHn—l + fxndw

zx,,>02 N gx1<a; gx,,=0; n gz1<a; En gzl<a;
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allora M; = M, . Infatti, se fosse ad esempio M; < M,, posto E
l’insieme definito da

< a
(1.4) xz € E < { oppure

Zy>a e (68— ,%,..,%,) € B

si avrebbe avviamente &(E‘) < &,(E,), il che, insieme alla (1.1) con-
traddirebbe la scelta di E,. Quindi M, = M, da cui &,(E)=5,E,)
e percid K & un’altro minimo del funzionale &,. Dalla parte b)
del teorema 0.1 segue quindi che E, deve essere simmetrico rispetto
al piano I7.

2. - Limitatezza di E,.

In [1] si & gid dimostrato che esiste R > 0 tale che, posto

(2.1) Bg(0) = {y eR*: [y]| < R{

8i ha E;c Bg(0)X[0, + c0]. Dimostriamo ora che esiste L > 0
tale che

(2.2) E,< Bg0) X [0, L.

Infatti, se cosi non fosse, esisterebbe una sfera B centrata sul-
Passe x, ,

(2.3) B=1{y,):yeR, |y® +[t—c]*< B} =
=1y,0:y R, |y| < r() = VRf — |

tale che, posto

(2.4) B*=Bnijx,>0},

si ha

(2.5) 7(0) = o(0)
H,{xcEy:x,>c+ R,} =H,(B*— E,).
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Siano
(2.6) E,=BtU(Byniz,<c+ R}
@.7) E,=(B*nE)U{wveB:z,>c+ R}

B chiaro allora che H,(E,) = H,(B*). Da questo fatto e dal
fatto che r(0) = p(0), segue, in virti della proprietd isoperimetrica
della sfera (vedi [4] oppure [5]) che

Do) > [ | Do |

zz”>0§ zx,,>0‘
e cioé
e [ 1oml= [ Dol = [ 12al+ [ 10wz
sa;,,>0= 3zn>c+R1§ 3z:r(zn)>e(xn)zn 3x=r(zn)<q(x,.)zn
n§0<x”<c+R12 n30<zn<c+R|i
= f|D¢B+I
3a:n>0$
per cui
2.9 [120si+ [ 100z [ 190s.
3xn>c+Rlz 3xrr(zn)>q(z,,);n ga::r(xn)>g(z”):n
n 30<zn<c+R1§ n 30<xn<c+R1§
Quindi :
@) [1om] = [1Desl + [100s] = [0
{on>0} {#:1(@n)>e@n)} 0 jzir@n)<e@n)} n §on>0}

n 20<zn<c+R1$ n 20<xn<c+R1$

Da questa, notando che
(2.11) / x, dr < [wn dx
E, E,

segue che §,(H,) < &,(E,), assurdo poiché H,(E,) = H,(E,) ec.v.d.
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3. - Notiamo che

(3.1) min lim w, , " 1(f) = 0 =>9(t) =0 per quasi ogni ¢>%,.

t>to

Infatti, essendo FE, di perimetro finito (vedi ad esempio [6]), esi-
stono i limiti

(3.2) lim o, , 0" '(t) , Lm o, 0"

+
t-»to t—>t°

ed il minimo limite (3.1) é uguale al pit piccolo dei limiti (3.1).
Ma allora uno di questi due limiti deve essere zero e questo vuol
dire che si verifica una delle due possibilitd seguenti :

H, , della traccia di Eynjz, >t} su {x,=t,} ¢ nulla

/ n—1
(3.3)\
H, , della traccia di Eyn{x,<t{ su {z,=t,| é nulla.

Ma allora, posto F linsieme definito da
E n (Bg(0)x[0, L]) = E, n |z, <t}

E — (BR(O) %[0, L]):{w: (@, — R, &gy ey @y, 2, +15)€ EgN 3w,,>to§}

si avrebbe che
FH) < & (B,

il che contraddirebbe la scelta di E,. Quindi, vale la (3.1).

Ne segue che esiste m € (0, L] tale che

(3.4) min lim o(f) > 0 M {;<m

t>to

(3.5) H {t>m:p(t) >0} =0.
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4. - Regolarita (primo passo).

Consideriamo adesso i1 punto (¢,0,..,0,d) con 0 <b <m e
a? = p%(b) appartenente a dE, n {0 < &, < m} (essendo E, simme-
trico rispetto all’asse z, la scelta x, = ... = 2, ; = 0 non toglie
alcuna generalita al discorso). Allora, fissato ¢ > 0 abbastanza pic-
colo (¢ < min lim p(t)) esiste > 0 tale che g(t) > ¢ ¥ te(b — 4,
b + 90). t>d

Sia d, < min {4, ¢&,b]. Si vede subito che, posto

Bao(Oyb)=3(w27~--yxn):w§+ + o+ (=, —-b)2<622
esiste una funzione f: B, (0,b)— (¢, R) , f € BV (B,,) tale che

(4.1) 0B, n (Bgy X[0, + co0]) =
=@y y ey @)t (T ey &) € By, © T3 = f(@5 4 .. y @)}

I discorsi fatti finora c¢i permettono di dire che in particolare f
minimizza il funzionale

(2.2) 2.0) = [ VT T oy .. do, +
f|g—f|dHn_2+/ fw dz, du, ...
9By,
nella classe
(4.3) @ = { g € BV (By,): / g dz, ... dw, = costante }
B"o

Allora & noto che esiste 4 € R (moltiplicatore di Lagrange) tale
che il problema di minimizzare il funzionale (4.2) nella classe (4.3)
sia equivalente a minimizzare il funzionale

(4.4) (g = /V1+|Dg|2 dw, ... ,,-i—/[g—f]dH,,_z

Bs, 3360

(@, +4) da, dx, ... dw, in BV (B,,) .

g

Bs, 0
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Ricordo ora il seguente teorema di [7], p. 7:

TEOREMA : Sia £ < R#1 aperto, sia f un minimo in BV (2)
del funzionale

g
L(g) =/Vl+|Dg|2 dw—i—f [H(w,t)dtdw +f|f—g|dH,,_2.
I’ g 9 oa

Supponiamo inoltre che H e (%! (R»—1 x R) sia strettamente
crescente in ¢. Allora f & localmente lipschitriana (e quindi anali-
tica) in Q.

Applicando questo teorema al funzionale L? (con H(x,t) = t+4
e tenendo conto che FE| & simmetrico rispetto all'asse w, si ottiene
subito il seguente risultato di regolarita :

TEOREMA 4.1.

0B, n{0 < x, < m} & una varietd analitica (n —1) dimensionale.

5. - Regolarita al vertice.

Dimostreremo adesso che se a, > 0 ¢ un punto di minimo relativo
stretto per o, allora o(¢) = 0 per quasi ogni ¢t > a,. Dal teorema
4.1 sappiamo che la funzione g: (0, m)—> R & regolare.

Se o(a;) =0, non c¢’¢ niente da dimostrare (vedi 3.1). Suppo-
niamo quindi p(a,) > 0. Ma allora dovra esistere almeno un punto
a, € (ay, m] di massimo relativo per p con p(a;) > g(a,). Allora un
piccolo argomento di continuitd mostra l'esistenza di a,, ag, a4, 7
tali che

ay < ay < ag <a, <a,
(6.1)
o(ag) <r = o(ay) = o(as) = o(a,) < o(ay).

Quindi, posto
o(t) per 0<t<a,, @<t <+ 0
(5.2) é(t) =14 0ot —a, +a3) per a, +a; —az<1t< a,

ot + ag —[a,) per a, <1< a, +a, —a,
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By={ly,t) eR: |y|2< 02()}

si ha che
(6.3) f | Dgg,| = / [Dog| / 95, 80, , = f P OHy
{on>0) 3xn.’>0¥ =0} fan =0}
/w” dr < /n,, dx
Eo E,

e ovviamente H "(ﬁ'o) = H,(E,), il che contraddirebbe la scelta di K, .

Da questo discorso segue che esiste a € [0, m) con p(a) > 0 tale
che p(t) & non crescente per ¢> a e quindi, posto

(5.4) G=\{yeRr1:|y|2 < o?a)}

si ha che 9E, n{t > a} si pud rappresentare come il grafico di una
funzione f € BV (@). La regolarita di tale f discende da un discorso
del tutto analogo a quello fatto nel paragrafo 4.
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