RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

O. MUTZBAUER

Klassifizierung torsionsfreier abelscher
Gruppen des Ranges 2 (2. Teil)

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
tome 58 (1977), p. 163-174

<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1977__58 163_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1977, tous
droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1977__58__163_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

REND. SEM. MAT. UN1V. PADOVA, Vol. 58 (1977)

Klassifizierung torsionsfreier abelscher Gruppen des
Ranges 2 (2. Teil)

O. MUTZBAUER *

1. Einleitung

Diese Arbeit (sieche auch [9]) ist eine Ergénzung von [6] und
untersucht die Brauchbarkeit der dort gegebenen Klassifizierung
torsionsfreier abelscher Gruppen des Ranges 2 -~ kurz: Gruppen.

Es gibt eine ganze Reihe verschiedenartiger Invarianten fiir
torsionsfreie abelsche Gruppen und zugehorige Klassifizierungssitze,
d. h. Umformulierungen des Isomorphieproblems in ein arithmeti-
sches Problem. Damit ist man jedoch der tatséchlichen Losung
noch nicht néhergekommen [3; § 85], wenn die korrespondierenden
arithmetischen Probleme nicht gelost werden koénnen.

Fiir die in [6] — Nomenklatur wird iibernommen — verwen-
dete Beschreibung von Gruppen durch Charakteristiken wird eine
groBte Gruppenklasse bestimmt, innerhalb derer das Isomorphie-
problem rechnerisch entscheidbar ist. In dieser Gruppenklasse, den
algebraisch strukturierten Minimaxgruppen, befinden sich Gruppen,
die mit den bisherigen Methoden nicht klassifiziert werden konnten.

2. Isomorphieproblem

DEFINITION 1. Seien M, M’ Charakteristiken ([6; (6)]). Das
arithmetische Problem ([6 ; Satz 1]).

1) M = M4

(*) Indirizzo dell’A.: Math. Institut Am Hubland D-87 Wiirzburg,
Rep. Fed. Tedesca.
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heiBt entscheidbar, wenn es ein (computerfiahiges) endliches ratio-

nales Rechenverfahren gibt, das die Berechnung der rationalen Koef-
¢

Z d) entweder gestattet — die Zahlen a, b, ¢, d

heifen dann berechenbar —, oder ihre Existenz widerlegt.

fizienten von A :(

DEFINITION 2. Das Isomorphieproblem heiBt fiir zwei Gruppen
G und @' entscheidbar, wenn das arithmetische Problem M' = M4
fiir Charakteristiken M und M' von G bzw. G’ entscheidbar ist.

Es ist nicht zu erwarten, da® die gesuchte Gruppenklasse, inner-
halb derer das Isomorphieproblem entscheidbar ist, gleich der Klasse
aller torsionsfreien abelschen Gruppen des Ranges 2 ist ; denn der-
gleichen ist bereits falsch fiir rationale Gruppen.

Entsprechend der Unabhingigkeit der lokalen p-Strukturen
([6 ; (4)]) wird die Gleichheit M’ = M4 nach [6; (9)] komponen-
tenweise bestétigt, also separat fiir jede einzelne Primzahl p. Ist
also keine Abhingigkeit zwischen lokalen p-Strukturen erklirt,
so muB die Entscheidung fiir nur endlich viele Primzahlen getroffen
werden konnen, wenn das arithmetische Problem entscheidbar sein
soll. Hier bietet sich sofort die Klasse der Minimaxgruppen an, auSer-
halb derer man nur in Spezialfillen ein endliches Rechenverfahren

fiir die Koeffizienten von A = ( )erwa,rten kann. Ist 4 , v € G eine

ac
bd
Basis der Gruppe G, dann ist G eine Minimaxgruppe, wenn der
Faktor G/< w,v > von endlichem Rang ist.

Das typische Einzelproblem fiir M’ = M4 ist die Berechnung
von a, b, ¢, dc Q (bis auf einen gemeinsamen Faktor) mit (siehe

[6 5 (12)])

4 ¢ + am,

(2) ﬂp=m.
»

Es ist also nachzuweisen, ob die Zahlen 7, , n4 algebraisch abhingig

sind. Sind 7, und ng transzendent iiber dem Korper Q der ratio-
nalen Zahlen, so gibt es dafiir — wie auch schon im Korper der
reellen Zahlen — kein allgemeines Verfahren. Man wird also auch
dann, wenn die Zahlen m,, transzendent sind, nicht erwarten kénnen,
daB das arithmetische Problem M’ = M4 entscheidbar ist. Damit
wird eine Einschrankung nahe gelegt.
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DEerFiNiTION 3. Eine Gruppe mit Charakteristik

P TeT,
M={M, peP}{ und M”:(O p—"p>

heiBt algebraisch strukturiert, wenn alle p-adischen Zahlen =z, € K;‘,‘
algebraisch tiber den rationalen Zahlen sind.

Mit der Klasse aller algebraisch strukturierten Minimaxgruppen
ist eine groBte Gruppenklasse gegeben, auBerhalb derer man — mit
Hilfe der in [6] entwickelten Klassifizierung — i. a. Entscheidbar-
keit des Isomorphieproblems nicht mehr erwarten kann. Es soll
jedoch gezeigt werden, da8 man das Isomorphieproblem innerhalb
dieser Gruppenklasse stets rechnerisch losen kann.

3. Algebraische Zahlen

Um ein Rechenverfahren anzugeben, mit dessen Hilfe man
entscheiden kann, ob algebraisch strukturierte Gruppen isomorph
sind oder nicht, muf eine standardisierte Form fiir algebraische
Zahlen angegeben werden.

Eine p-adische Zahl 148t sich nur dann als algebraisch iiber Q
erkennen, wenn ein definierendes Polynom mit rationalen Koeffi-
zienten angegeben werden kann. Mit der Methode von Kronecker
[11; § 32] kennt man dann auch das Minimalpolynom. Fir die
genaue Angabe der Zahl m ist es weiter notwendig aber auch hin-
reichend eine rationale N#herung m, und eine « Umgebung» von
7, zu kennen, so daB die Zahl z die einzige Nullstelle des Minimal-
polynoms in dieser Umgebung von =z, ist. Umgebungen werden mit
Hilfe einer «p-adischen Bewertung» p-adischer Zahlen beschrie-
ben. Es sei

€,(0): =oc0,
und fir eine p-adische Zahl w e K,,nw #0:
O, () : =x € Zminimalbzgl. p~®x ganz.

Es wird hier geniigen p-adische ganze Zahlen zu betrachten.
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Einer p-adischen ganzen Zahl m € Q, 148t sich also umkehrbar
eindeutig ein System ganzer Zahlen zuordnen :

3) T—> (N, Oy eeey Qpy Ty, d) = 8

wobei n der Grad des Minimalpolynoms f von =z ist, mit

flo) = ﬁ“i“"i .
i=0

Die ganzen Zahlen a, haben 1 als groSten gemeinsamen Teiler und

0, (w — =) > d.

PrOPOSITION 4. Es seien pe P,0<d,w, € Z,f ein Polynom

mit ganzzahligen Koeffizienten. Dann sind #quivalent :

Es gibt genau ein # € Q, mit

(4)
f@) =0,0,(f (@) =dund O (x — 7y) > 4.

(5) o, (f (@) > 2d und 0, (f (m)) =4a.
Beweis. Gilt (4) dann bestitigt man mittels
[ () = f" (7) + (mg — 7) f" (@) + ...

und

Mfll (7‘5) =+ ...

@) =f (@) + (7w — @) f' (7) + 3

Bedingung (5).

Gilt (5), dann gibt es nach [5; 6, Theorem 1] ein = € Q, mit den
gewiinschten Eigenschaften. Erfiillt auch u € Q, die Bedingung (4),
dann folgt aus

(b — m)?

o fr @) -

fw=Ff@) +@-—nf (@ +

# = m und Proposition 4 ist bewiesen. -
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PrOPOSITION 5. Sei pe P. Fir 0<d,n,€ Z und ein Poly-
nom f mit ganzzahligen Koeffizienten gelte (5), dann konvergiert
das Newtonsche Iterationsverfahren

 (70)
[ (7y)

€Q,

Tpt1 = Ty —

mit Startwert =, gegen die Nullstelle # von f, die nach Proposition
4 existiert.

Beweis. Es gilt

—_ 2
f@y ) =Ff(m,) + (7, — 7)) f () + —(fﬁtlZ—”"')—f” () + ..

also

f (ﬂn+1) =

1[fw) P,
3|7

und damit

Op [f(ﬂn+1)] > ep [f(n'n)] .

Proposition 5 ist also mittels Induktion bewiesen.

Proposition 4 ist ein hinreichendes Kriterium dafiir, da8 ein
System S der Form (3) genau eine algebraische Zahl beschreibt.
Die Bedingung (5) kann noch abgeschwicht werden, indem man
einen Satz vom Newton-Kantorovich-Typ beweist. Dafiir ist ledig-
lich der Beweis von [10;12.6.2] zu modifizieren. Proposition 5
eroffnet die Moglichkeit beliebig genaue Niherungen einer Null-
stelle zu erhalten.

4. Abhangigkeit algebraischer Zahlen

Die Notationen dieses Paragraphen sind [12] entnommen. Sei
Q (n) < K} die einfache algebraische (und damit endliche) Korper-
erweiterung des Korpers der rationalen Zahlen mit der p-adi-
schen Zahl = € K} im Korper K} der p-adischen Zahlen. tr (a)
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bezeichne die Spur von a € Q («) iiber Q. Fiir die iiber Q algebrai-
schen Zahlen 7, u € K} vom Grade n seien

(6) A = (a): = tr (@), b = (b)) : = tr (un!)
wobei 0<i¢,j <n.

LEMMA 6. Sei p € P, seien m, u € Kj algebraisch vom Grade
n fiber Q mit Q (n) = Q (1) . Dann gilt:
(i) Det A 40,

(ii) fir die rationalen Zahlen a,, ..., a, ; € Q ist genau dann

(M) p= 3 ant=f(),

o<i<n

wenn fir alle j mit 0 < j <mngilt:

(8) > ay;a; =b;.

0<i<n
Beweis. Die Determinante der (rationalen) Matrix 4 ist die Diskri-
minante der Basis {#?|0< i <n} von Q (%) iber Q und damit

ungleich 0, da Q die Charakteristik 0 hat [12; II. 11, Corollary].
Da ueQ (u) gilt: p = 3> a;n mit rationalen a; (0 < i < n).

o<i<n
Die Gleichungen nfu = Y a;#!*/ (0 <j <) fithren durch Spur-
o<<i<n
bildung auf das lineare Gleichungssystem
o<i<n

fir die Koeffizienten a,,...,a,—,. Wegen (i) gibt es genau eine
Losung und Lemma 6 ist bewiesen.

Fiir den Nachweis einer Beziehung der Form (7) zwischen & und u
sind nach Lemma 6 die rationale Matrix A und der rationale Vektor
b zu berechnen und anschlieBend das rationale lineare Gleichungs-
system (8) (exakt) zu losen. Dazu ist es notig, die Spur von Pro-
dukten 7 u zu berechnen, also das Minimalpolynom von 7y, da
tr (7 ) = — a, [12;I1. 10], wenn 2¢ + a, 2~ + ... 4 a, das Mini-
malpolynom von z u ist.
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LEMMA 7. Sei pe P, seien m,uc Q, algebraisch iber Q,
gegeben durch Minimalpolynome und N#herungen, die (5) erfiillen.
Dann sind die Minimalpolynome von & u und von % - u berechenbar
und damit die Spuren.

Beweis. Fiir die Minimalpolynome von m u bzw. @ -+ u missen
Rechenverfahren angegeben werden. Die Beweise sind fast gleich.
Es wird nur der erste Fall behandelt. Die Koeffizienten des Polynoms

h(x)::[[(m——aiﬂj),

mit allen Nullstellen o; und f; der Minimalpolynome von m bzw u,
sind die elementarsymmetrischen Funktionen der Produkte a;. 8,
also symmetrisch sowohl in den a; als auch in den f; Zweimalige
Anwendung des Hauptsatzes iiber symmetrische Funktionen [11 ; § 33]
weist die Koeffizienten von & als Polynome in den Koeffizienten der
Minimalpolynome von z und g aus mit rationalen Koeffizienten,
also als rationale Zahlen. Dem konstruktiven Beweis des Haupt-
satzes iiber symmetrische Funktionen entnimmt man ein explizites
Rechenverfahren fiir die Koeffizienten von h.

Mit der Methode von Kronecker [11; § 32] gelingt es nun, mit
endlicher rationaler Rechnung das Polynom h vollstindig in irre-
duzible Teilpolynome zu zerlegen. Eines dieser Teilpolynome ist
das Minimalpolynom von z . Man erkennt es durch Einsetzen der
Niaherung m,. u, oder evtl. &, - 4, , mit besseren N#herungen, gewon-
nen mittels Proposition 5, sollte fiir z,-u, (5) noch nicht erfiillt
sein. Damit ist Lemma 7 bewiesen.

LEMMA 8. Sei pe P seien n,uc Q, algebraische Zahlen
iber Q, gegeben durch Minimalpolynome und Né&herungen, die (5)
erfiillen. Dann ist eine Beziehung der Form (7) zwischen # und u
berechenbar oder widerlegbar, d.h. die raticnalen Xoeffizienten
konnen berechnet werden, oder ihre Existenz kann widerlegt werden.

Beweis. Fir 7 und u lassen sich nach Lemma 7 die Matrix 4 und
der Vektor b aus (6) berechnen. Ist die Determinante von A gleich O,
8o besteht (7) nicht, ansonsten kénnen die Koeffizienten a; als Losung
des linearen Gleichungssystems (8) berechnet werden. Mit Lemma 7

wird das Minimalpolynom von ¢ = > a;7f = f(7) berechnet
o<i<n

und eine Niherung o, = f (w,), die (5) erfiillt. (7) gilt genau dann,
wenn u = ¢ ist, und Lemma 8 ist bewiesen.
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SATz 9. Sei p € P, seien @, u € Q, algebraische Zahlen iiber Q,
gegeben durch Minimalpolynome und Né#herungen, die (5) erfiillen.
Dann kdnnen vier rationale Zahlen a, b, ¢, d € Q bis auf einen ge-
meinsamen Faktor berechnet werden fiir die gilt:

¢ + an

® A iy vl
oder die Beziehung (9) kann rechnerisch widerlegt werden.

Beweis. Nach Lemma 8 ist Formel (7), also 4 = > a;nt,
o<i<n
berechenbar oder widerlegbar. Im zweiten Falle kann (9) nicht beste-

hen, ansonsten ist das lineare Gleichungssystem fiir a, b, ¢ und d,
das durch Vergleich der Koeffizienten der, linear unabhéingigen Po-
tenzen von m entsteht aus

@+bm) 3 a;at=c+an

0<i<n

16sbar. Man hat zu priifen, ob ad — be # 0 ist, und Satz 9 isthbewiesen.

5. Entscheidbarkeitsfragen

In Paragraph 3 wurde begriindet, da8 eine algebraische Zahl
in natiirlicher Weise durch ihr Minimalpolynom, eine Naherung und
eine isolierende Umgebung gegeben ist.

Innerhalb der Klasse algebraisch strukturierter Minimaxgruppen
ist das Klassifizierungsproblem vollstindig l6sbar.

LeEMMA 10. Eine Minimaxgruppe besitzt eine Basis, bzgl. derer
sie durch eine Charakteristik

. P pTM T,

M= {M,|pe P} mit M,,:( 0 pn

beschrieben. wird mit

i m,,n, sind entweder 0 oder co
p) p

(ii) fir fast alle Primzahlen p ist m,=mn,=0 (und 7, = 0)

(i) fir 0 = m, % n, = co ist 7, € Qj Einheit.
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Beweis. Eine Minimaxgruppe G hat eine Basis, % , v mit b, () =
= h, (v) = 0 fir alle Primzahlen p, fiir die G nicht p-divisibel
ist, d. h. p @ 7~ G, und derart, daB G/< u,v > divisibel ist. Aus
der Divisibilitit von G/< u,v > folgt (i); als Minimaxgruppe
erfiillt @ (ii) und aus der Hohenbedingung folgt nach [6 ; (4)] schlieB-
lich (iii). Damit ist Lemma 10 bewiesen.

BEMERKUNG 11. Sei M die Charakteristik einer algebraisch
strukturierten Minimaxgruppe @, mit ¢ = <wu,v | M >, dann
gibt es natiirliche Zahlen s, f mit st 72 1, so da8 fiir alle Primzahlen
P mit m, #£n, = oo gilt :

s #m, und t £ 7wt
Beschreibt man G mittels [6 ; (9) bis (13)] bzgl. der neuen Basis
ud: =u +svundvd: £ v + tu,

d.h. G = <u4,v4| M4 >, dann gilt fir alle Primzahlen p
mit m, 7 ny, = 0o :

i # 0.

Wendet man dann einige offensichtliche Basistransformationen
an, um die Divisibilitdit des Faktors G/< u,v > zu erreichen,
so erhilt man konstruktiv aus der urspriinglichen Charakteristik
M eine neue Charakteristik von G mit den in Lemma 10 beschrie-
benen Eigenschaften. Also 148t sich jede Charakteristik einer alge-
braisch strukturierten Minimaxgruppe mittels endlich vieler Rechen-
schritte in eine Charakteristik von der Form wie in Lemma 10 um-
formen.

SATz 12. In der Klasse der algebraisch strukturierten Minimax-
gruppen ist das Isomorphieproblem entscheidbar.

Beweis. Zwei algebraisch strukturierte Minimaxgruppen G und
G’ seien durch Charakteristiken M und M’ gegeben, von der
Form wie im Lemma 10. Das ist nach Bemerkung 11 durch eine
endliche Rechnung erreichbar.
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Nach [6 ; Satz 1] sind @ und G’ genau dann isomorph, wenn es
eine rationale 2 X 2 — Matrix 4 € GL (M) gibt, so da8 mit A—! =

=<Z;) neben

my, = myund n, = n, fir alle p € P

4

speziell fir alle Primzahlen p mit m, = 0,n, = oo gilt:

¢ + anm
1 =P
(10) ™= 4 1 bm,

Nach Satz 9 148t sich die Existenz solcher Zahlen a¢,b,c,d c Q
entweder ausschlieBen oder sie lassen sich bis auf einen gemeinsa-
men Faktor berechnen. Dieser gemeinsame Faktor muB so festge-
legt werden, daB A eine Basistransformation wird, d. h. A € GL (M).
Seien. a,b,c,d € Q Zahlen, die (10) fiir alle Primzahlen p mit
m, # n, erfillen ; dann gilt ad — be 7~ 0. Sei

g: =11»7

DEP

eine rationale Zahl mit

‘d +bmy )\ L
OP(M(I:_) tir m,, 7 ny,,
Vo =
0 fir my, = n, .
. d+bx ¢+ am o .
Es gilt ©, (W——Tg‘) =0, (T_b’;—), weil 7, € Q,

Einheit ist. Also ist g1 A € GL (M) nach [6, Lemma 2] eine Basis-
transformation von G bzgl. M wegen

gd + gbm, \ d + b, _
@7’<gz (ad—bc))_®p< ad —be ) 77

Damit ist Satz 12 bewiesen.
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BEMERKUNG 13. Der Beweis von Satz 12 stellt eine Methode
dar einen eventuellen Isomorphismus zwischen zwei algebraisch
strukturierten Minimaxgruppen tatsidchlich zu berechnen.

Dariiber hinaus muB erwahnt werden, da8 das angegebene Ver-
fahren zur Feststellung der Isomorphie zweier Gruppen auf Grund
des Zeitbedarfs nur von theoretischem Interesse ist. Es gibt schnel-
lere Verfahren [2], [4] die insbesondere darauf verzichten stets mit
dem Minimalpolynom fiir algebraische Zahlen zu arbeiten und statt
dessen mit einem definierenden (nicht notwendig irreduziblen) Poly-
nom auskommen. Teile des hierzu notwendigen Computerprogramms
sind schon erstellt, z. B. die Bestimmung des Polynoms u = f ()
in (7) [4: Algorithm 2 und 3].

SATz 14. Folgende Probleme sind in der Klasse der algebraisch
strukturierten Minimaxgruppen losbar :

(i) G ist direkt zerlegbar.

(ii) H ist zu einer Untergruppe von G isomorph.
(iii) F tritt als Faktorgruppe von G auf.

(iv) Berechnung der Typenmenge von G.

Beweis. Man spezialisiert die betreffenden Sitze auf algebraisch
strukturierte Minimaxgruppen. Namlich [8; Satz 1] bzw. [9; Satz
6.1] fir (i); [7; Satz 1] bzw. [9; Satz 7.6] fir (ii); [7; Satz 5]
bzw. [9; Satz 9.4] fiir (iii) zuziiglich der bekannten Eigenschaften
der Minimaxgruppen [1], da8 namlich Untergruppen und Faktoren
wieder Minimaxgruppen sind und die Torsionsuntergruppe stets
direkter Summand ; [7 ; Lemma 3] bzw. [9; Korollar 13.5] fiir (iv).
Stets erhilt man rechnerisch nachpriifbare Sachverhalte und Satz
14 ist bewiesen.

Immer dann, wenn das betrachtete Strukturproblem Bezie-
hungen zu rationalen Gruppen herstellt, wie in Satz 14, vereinfa-
chen sich die einschlidgigen Satze sehr stark, da rationale Mini-
maxgruppen eine auBerordentlich einfache Struktur besitzen. VerlaSt
man jedoch die Klasse der Minimaxgruppen, so st63t man bald auf
das typische zahlentheoretische Problem, beschrieben in [6;§1].
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