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APPLICATIONS DE LA THEORIE
DES ESPACES D’ INTERPOLATION
AUX DEVELOPPEMENTS ORTHOGONAUX

di J. PEETRE (Lund) *)

Introduction.

Cet article appartient & une série d’articles ou 1’on donnera des appli-
cations concreétes de la théorie des espaces d’interpolation dans I’Analyse
classique; voir [6], [7], [8] pour les autres articles de cette série. Dans
une certaine mesure il est aussi suite d’un autre travail antérieur [9], sur
les développements orthogonaux.

Soit £ un espace localement compact muni d'une mesure positive dm.
Dans les cas concrets 2 est toujours une variété indéfiniment différentiable
4 ! dimensions et, par rapport 4 chaque systéme de coordonnées locales
T = (g, ..., 2;), dm est de la forme w(x)dr ou w(x) = w(w,, ..., x;) est une
fonction positive indéfiniment différentiable et do = dx,, ..., dr, désigne
la mesure de Haar, mais tout ce que nous allons faire vaut dans ce cadre
plus général.) Nous désignons par L,(£2) Pespace Hilbertien des fonctions
a carré intégrable par rapport & du.

Soit E,; une famille spectrale dans L,(£2), nulle pour A < 0.

Etant données f € L,(2) et ¢ = @(4) une fonction positive mesurable
(pour la famille spectrale E;) on pose:

(-]

ESf(x) = f(p (%) dB,f(x) (p-moyenne de f)
0

Exemple 0.1.: Si
‘ 1 —A si A<1
Pp(4) = () = 2 (@ > 0)

0 » A>1

*) Indirizzo dell’A.: Institut de mathematiques, Lund, Suéde (Svezia).
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on obtient les moyennes de Riesz d’ordre «; on va écrire Eff(r) = Eg(“)f(w).
Evidemment on a Ejf(x) = E,f(»).

On se propose d’étudier, dans des hypothéses convenables sur ¢, la
convergence p.p. de E%f(z) pour A -—>oco. Remarquons que si la limite de
ES%f(x) existe elle doit étre f(x) p.p.

La présentation se simplifie un peu sil’on ajoute ’hypothése auxiliére
suivante sur E,:

(H) On o E%f(x) — f(x) p.p., A—>o0, quelle que soit f € Ly(Q), pourvu
que @ soit & support compact et indéfiniment différentiable pour 2+0, avec

(0.1) | @) —@(0) | < Cot*, [@N(A) | < CA(j = 1,2, ...),

Co, C; 1 =1,2,..), x étant des contantes positives dependant de ¢.

Par example, la condition (0.1) est remplie lorsque ¢ est indéfiniment
différentiable aussi pour A = 0; en effet, dans ce cas on peut prendre
x =1.

Les ¢ qu’on rencontre le plus fréquemment en pratique satisfont tou-
jours la condition (0.1) dans un voisinage de 4 = 0. Donc si ’hypothése
(H) a lieu on peut se ramener alors au cas ou ¢ s’annulle dans un voisinage
de A = 0. D’aprés un théoréme connu souvent attribué a Saks (voir [9])
il suffit alors de démontrer que, quelle que soit f € Ly(£2), on a

sup | B%f(x) | <oo p.p.,

car la convergence a certainement lieu lorsque f e L,(£2) est telle que
E,f est constante pour A assez grand, et ces f forment évidemment un
sous-ensemble dense de L,(£2).
D’autre part, I’hypothése (H) a lieu dans plusieurs cas importants:
Exemple 0.2: Le cas 2 = R' (espace numérique a ! dimensions), E,
étant la résolution spectrale correspondant & l’opérateur de convolution
A défini par

Af(x) = 2r)—" f et H (f)lf\(a;:)ol./,t (", transformation de Fourier),

ou H = H(&) est une fonction donnée, homogéne d’ordre > 0, positive,
indéfiniment différentiable pour & #0; voir [7], [4].
Exemple 0.3.: Le cas £ = T" (tore & ! dimensions), E; étant la résolu-
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tion spectrale correspondant & 1’operateur de convolution A défini par

Af(x) = 2m)—™ Y e=H (5)?(5) (T, transformation de Fourier),

& entier

ou H = H(&) est comme au exemple 0.2.

Exemple 0.4.: Le cas 2 = variété compacte quelconque, E; étant la
résolution spectrale correspondant a un opérateur différentiel elliptique
auto-adjoint; voir [10].

Un cas particulier important est de plus le cas (cas discret) ou E,
est constante sauf pour A = 4, ou 4, est une suite croissante avec 4, —oo
pour n —oo. On a maintenant

) 1”
BYf(0) = 3¢ (3) Paf@),
avec

P, = E}.,,+o - El,,—-o .

En particulier lorsque P, est de rang 1:

Pnﬂm) = anun(w)y Ay = ff(m) m d;“’

on obtient
An .
BY(@) = 3 (7) aae;

c’est la situation classique de la théorie des séries orthogonales, le lecteur
pourrait consulter le livre de Kaczmarz et Steinhaus [2] ou bien celui
d’Alexits [1].

Au n° 1 on va donner une condition suffisante générale (th. 1.2) sur
@ pour qu’on ait E%f(x) — ¢(0)f(x) p.p. pour A —oo quelle que soit f € L,(£).
On va appliquer ensuite (n° 2) cette condition & quelques g particuliéres.
On retrouve ainsi des théorémes bien-connus dans la théorie des séries
orthogonales (exemple 2.1 et 2.2) ainsi qu’un résultat supplémentaire
qui semble nouveau (exemple 2.3).
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1. Un critére de convergence général.

Notations: On désigne par L,, ou 1 < q <oo, l’espace des fonctions
numériques ¢ telles que

@©

lolk = ([ 1o 1 5) < o0

De méme, on désigne par W, I’espace des fonctions numériques ¢ telles
que

d
lole, =] 25|

Si X est un espace de Banach on désigne par L,(2; X),oul < p oo,
Pespace des fonctions f & valeurs dans X de puissance p eéme intégrable
par rapport & dm:

£ legmr = ( [ @) Jzam)” < oo

Si X, et X, sont des espaces de Banach tous les deux continiment
plongés dans un espace vectoriel topologique X, on pose (deux conditions
équivalentes!)

(Xoy Xi)o.r = ga | (J(t«BK(t’ a)) %t_)l/r<oog _

:3a|a~fa(t f(t"Jta ) <oo§,
avee 0 <0 <1, 1 <r <oco, ou l'on a posé
K(t7 a) = K, a; X07 X,) = inf (“ Qo on + 1 “ a ”xl)’
a=a,+a,

I, a) = J(, a; Xy, X;) = max (” a ”Xo ) b ” a ”X1) .

Pour plus de renseignements sur ces espaces le lecteur pourrait consulter
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[11] (voir également [3]) ou bien le résumé de la théorie qu’on a fait dans

(6], (7]
Commencons par le résultat simple suivant (voir [9], prop. 2.1).
THEOREME 1.1.: Soit ¢ € L, . Alors pour tout f € Ly(2) on a:

3 d
(1.1) E%f(x) € Ly(2; L,) (c’est-a-dire que ff[ ESf(x) 2 71 dm<oo) .
90
En particulier, on a:

fIE L p.p.

Démonstration: D’aprés la formule de Parseval on a:

[

U

D’ou (Fubini):

fflEﬂx % dm— quw -

glE

La démonstration est compléte.

() armate 1= b

dai di
o (4)[@ 1z fw PGS <o

Soit maintenant ¢ € W, . Alors le th. 1.1 appliqué a 4 ‘;—i montre que

(1.2) E%f(w) € Ly(Q; W,) .

Interpolation entre (1.1) et (1.2) donne ensuite.
THEOREME 1.2.: S0it @ € (Lyy Wy)y/s., . Alors pour tout f € Ly(2) on a:

B8f(z) € Ly(2; L) (e’est-a-dire que f (sup | B3f(a) | dm<oo) .
Q2
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En particulier, on a:
sup | B§f(x) | <ocop.p.
Par conséquent, st Uhypothése (H) a liew et st ¢ satisfait & la condition (0.1)
dans un voisinage de A = 0, on a:
E%f(x) — @(0)f(x) p.p. pour A —»oco .

Démonstration: On se rappelle que

(1.3) [l <ellwlZ vl -
Mais (1.3) §’écrit aussi

” Yy ”L <t~ J (8, w; Ly, Wa) .
. Coa
Doy, si yp = f‘l’(t) i
0

-]

S ft—(”z)J(t7 (2] L27 W,) dt_t

0

[ lew < [ w0 e § <

ou bien, si 'on fait varier y(?),

Il < el llzgiramnis

en effet, ce n’est, essentiellement, qu'un cas trés particulier du théoréme
de Soboleff (voir [6]). Ceci appliqué & v = E%f(x) donne

| E%(@) ||z, < ¢ || B3/(@) ||czg.irg) s P-P-
et par suite
| B%(@) |lzy00:2) < € || BY (@) ||250;(25 .79 ap0) -
Mais, d’une fagon générale, X, et X, étant quelconques, on a:

(Lo(£25 Xo)y Lo(25 X1))o.r = Lo(2; (Xoy Xi)ow), T < g5
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car on a:
K(t’f: L(2; X,), L(2; X)) ~ ” K(t}f; X,, X,) ”Lq(!))
(~, équivalence de normes) .
Donc
(1.4) | B%f (@) ||z0:200) < € || BE(@) [|(29(0; 29). 24025 #a)(aya1os *

Considérons maintenant 1’application linéaire

T:p—> Eff(z) .
D’apres (1.1) et (1.2) on a:

T . L, — Ly(82; Ly),

T Wy — Ly(2; W) .

Donc par interpolation
T2 (Iny Wadwmra — (La(25 La)y La(25 Wa)wsar.a
d’ou, grice & (1.4), également
T (Lyy Wa)wna—La(2; L) .

Ceci achéve la démonstration.

2. Exemples concrets.

Nous montrons maintenant comment on peut retrouver & ’aide du
th. 1.2 quelques résultats classiques.

Exemple 2.1.: Soit ¢ = ¢* (voir exemple 0.1.). Vue 'hypothése (H)
on se rameéne tout de suite au cas ¢ = g ¢*® avec

sl PR RS

o(A) =
(0 si A<
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Or on a:

. 1
(2.1) @ = o9 € (L, Wy)p,o pour 60 <a +—2—, 0<h<l.
En effet, si ’on pose, pour 0 <<t <1,

(2.2) @} =7 (1—;1) P4), @) = (1 - (l—t——l)) ®(4),

avec

‘ 1 si A< %
n(4) =
( 0 si A>1,
on voit que
@A) [l < €5 || @2(A) [l < CEOD

D’ou:

K(t,; Ly, Wy) < C°, 0<t<1.
De méme, si ’on pose, pour ¢ > 1,
(2.3) Pod) = 9(4), @A) =0,

on trouve

K(t1¢§L2’W2)<C<Gtﬁ, t>1.
D’ou (2.1). Il résulte maintenant de (2.1) que
@ = 09u € (Lay Wadymya DPOUr o >0,

En appliquent ensuite le th. 1.2 on trouve ainsi que, sous ’hypothése (H),
on a, quelle que soit f € Ly(2),

Eif(r) — f(x) p.p. pour A—oco pour a>0.
Ce n’est, essentiellement, qu’un résultat classique da & Kaezmarz-Zy-

gmund (voir [1], p.p. 101-103; voir également [9], th. 2.1 et 2.2).
Exemple 2.2.: Soit ¢ = ¢® (voir exemple 0.1, @ = 0). Nous ne consi-
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dérons que le cas discret. Nous cherchons d’évaluer E;f pour 4 <41y, N
entier donné. Pour cela il suffit evidemment de supposer que P,f =0
pour » > N. Alors on a, quel que soit 4,

Eif =Eif =3  Puf.

Ap< min (4, 2,)

Done il suffit de considérer les valeurs A = 4,, ..., 4y seulement. On voit
également qu’on peut remplacer ¢°) par une fonction ¢§” telle que

eP(A) = @A) pour 0 <A<<1—46 etpour 4>1,

|8 | < C, ) %%"’(A)l <06 pour 1 —-06<A<L,
ou l'on a posé:
(2.4) 6 = by — min (1 — ’1) :
n<N ln

Vue I’hypothése (H) on se rameéne encore au cas ¢ = pg§” avec ¢ comme
an exemple 2.1. On a maintenant:

. 1
(2.5) @ = 098 € (Lyy Wo)iyara || @ H(L,.W,)(,/,),, < Clog 5

En effet, si 'on définit ¢, et ¢, par (2.2) on trouve
K(t, @; Ly, W) < Cp2, 26 <t<1.
De méme si I’on définit ¢, et ¢, par (2.3) on trouve
K, @; Ly, Wy) < C, t>1.
Reste évidemment seulement le cas 0 <t << 24. Dans ce cas posons:

Po(d) =0,  @i(d) = @(4) .

On trouve aisément:

K(t, @; Ly, W) < Ct(1 + 6-0m) < 0t6-0,0 <t < 26 .
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D’ou enfin:

” ' ”(I«;WB)(m).x e T

K(t, ¢; Ly, Wy) dt 1
<c (f f f R ’7)<010g_6_,

ce qui établit (2.5). En appliquant le th. 1.2 on trouve ainsi que, sous
Phypothése (H), quelle que soit f € Ly({2), on a:

fK(ty ®; La, Wa) at <

) 12 1
(2.6) ([ oom 1Basr 1 7 2x)™ < 0r08 5171

Considérons ensuite (2.6) dans deux cas particuliers:

a) A, = n.
b) An > kdu—y, k > 1 (¢« condition lacunaire d’Hadamard »):

Cas a): On a, dans ce cas, oy ~ Donec il vient:

1
F .
1/2 _
(2.7) ([esup | Battor | 7 )" < cr08 5 11
9 N

Or ce n’est que ’essentiel du théoréme classique célébre de Menchoff-Ra-
demacher (voir [1], pp. 75-79) qui dit encore un peu plus:

[l 28 <

d’ou en particulier

| B f() |

log A < PP

sup

2
Signalons encore deux cas ou vaut (2.7) et par suite l’analogue du théo-
réme de Menchoff-Rademacher: 1° 2 = T?, 4 =— A (opérateur de La-
place usuel) — gréice & des résultats connus en théorie des nombres sur la
distribution de sommes de ! carrés. 2° 2 = §' (sphere unité de R+1),
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A =— A (opérateur de Laplace-Beltrami) — parce que maintenant on
al, =mn(n +1 —1). Remarquons d’ailleurs que dans le cas 1°avecl =1
on peut remplacer dans (2.7), log N par (log N)¥2; c’est le théoréme de
Kolmogoroff-Seliverstoff-Plessner (voir [1] pp. 154-158); ou, en effet,
méme par log log N, d’aprés un résultat profond plus récent dii & Carleson.
D’autre part, pour ! > 1, Mitchell [5] a obtenu un résultat beaucoup
moins précis par la méthode de ces auteurs. Donc voici effectivement
un cas ou les méthodes de la théorie des développements orthogonaux
sont plus fortes que la méthode de Kolmogoroff-Seliverstoff-Plessner.
Remarquons aussi que nous ignorons si Uon peut élendre le théoréme de
Menchoff- Rademacher au cas non-discret. Certainement il y a quelquechose
dans la méthode qui est strictement lié au cas discret.
Cas b): On a, dans ce cas, y ~ 1. Dong il vient

(@m@M@W@W<GWW

<ZN

D’une facon analogue, on peut maintenant retrouver un théoréme classique
de Kolmogoroff (voir [1], p.p. 111-113).

Finalement considérons un exemple d’une nature un peu différente.
Exemple 2.3.: Soit

—1

it
o) = PP) = 5=,

0<p<t.

Comme ci-dessus exemple 2.1 et 2.2 on se rameéne au cas ¢ = o ¢P;
en effet on notera que la condition (0.1) a effectivement lieu avec & =
=1 — . Nous allons montrer que

(2.8) @ = 0¥l € (Ly, Wy)p,o0 -

Comme ¢ € L, on aura alors également:

o]

(2.9) @ = oplPle (Ly, Wo)yn).n pour f>

Pour cela posons, pour 0 <t < 1,

Po(A) = LEAP(A),  @i(d) = (1 — L(tA))p(A)
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avec

Comme @,(1) = 0(4-F) et s’annulle pour 2 < ¢! on voit que

9oz, < O,

et, de méme, par un calcul simple
I 91 lliy < G-

D’ou
0 <t <1.

K(t, ¢; L, W,) < Ch,

Si on définit ¢, et ¢, par (2.3) on trouve de plus
Kt,@; Ly, W,) < C < CtB, t>1

Done (2.8) ainsi que (2.9) sont établis. Il résulte de (2.9) que, sous I’hypo-
thése (H), quelle que soit fe D(AF), le domaine de la puissance § eéme
)

de A, Popérateur dont E; est la résolution spectrale, on a (t =
1
pour f > 5 -

pour t—0

e'4f(x) = f(x) + 0(%) p.p.

7

On peut montrer que ce résultat est faux pour § < ?). On voit aisément

que (2.9) — et par suite le résultat ci-dessus — valent encore pour f =1
Dans ce cas on le peut reformuler comme suit: Pour tout f € L,(2) on a:

t
% f e f(x)ds — f(x) p.p. pour t—0.
0

C’est donc un espéce de théoréme ergodique local (au sens de Wiener) pour

le groupe eét4 .
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