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7ZU EINER VERMUTUNG VON L. FEJES TOTH
Nota (*) di HELMUT FLORIAN (a Graz)

1. Einleitung.

L. Fejes Té6th hat in einer Arbeit [1] eine Verschirfung der
von A. Florian in [2] bewiesenen Ungleichung fiir Polyederinhalte
hergeleitet. Dabei wurde die Vermutung ausgesprochen, dass das
Maximum der Funktion

(1) F(1y, T3) = 0, U(T1, p1) + n:.U(72y Ps)
mit

2) U@yp) =

D

T 27{-7{
=-——cos* — 1t
3 P g

2p;

und

@) mAm=f, mp+np, =2k, p—p =1
unter den Bedingungen

{4) 0<t,<m, 0<1T, <7, N7 + N7, < 4n
immer im Falle n,7, 4 7,7, = 4w eintritt.

(*) Pervenuta in redazione il 12 maggio 1961.
Indirizzo dell’A.: 1. Mathematisches Institut, Technische Hoch-
schule, Graz (Austria).

1) In [1] ist hier ein Druckfehler.
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Dabei sollen p, > 3, p, > 3 natiirliche Zahlen, n, > 0, n, > 0
ganze Zahlen, f die Anzahl der Flichen, ¥ die Anzahl der Kanten
und ¢ die Anzahl der Ecken sein.

Die Untersuchung des absoluten Maximums der Funktion (1)
igt fiir die Volumsabschitzung eines Polyeders notwendig, denn
nach [1] gilt fiir das Volumen eines konvexen Polyeders, das
einer Einheitskugel eingeschrieben ist, die Ungleichung

V < Max F(t,, T,) .

Die oben angefiihrte Vermutung braucht nach [1] sicherlich
dann nicht bewiesen zu werden, wenn die Eckenzahlen der
Flachen untereinander gleich sind, oder als Eckenzahlen nur
zwei aufeinanderfolgende Zahlen auftreten. In dieser Arbeit wird
nun die Vermutung fiir die iibrigen Fille untersucht.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daB es mit Ausnahme
der Fille f =6, ¢e =6, k =10 und f = 6, ¢ = 7, k = 11 geniigt,
gich auf die Werte 7, und 7, zu beschrinken, fiir die n,t,+n,7,=4n
gilt. Damit 148t sich die Abschidtzung fir das Volumen auf
die Bestimmung des Maximums einer Funktion mit einer
einzigen Variablen statt wie frither mit zwei Variablen zuriick-
fiihren. Die gesuchten Werte ergeben sich dann aus den Gleichungen

AU (T4, P1) — dU(ts, Ps)
AT, AT,

und
NnTy + N, = 4.

2. Bestimmung eines relativen Maximums.

Die durch (1) und (2) gegebene Funktion soll unter den
Bedingungen (3) und (4) daraufhin untersucht werden, ob sie
im Innern des angegebenen Bereiches ein Maximum hat. Da die
Funktion im angefiihrten Bereich, wie eine einfache Rechnung
zeigt, immer konkav ist, kann nur ein einziges relatives Maximum,
das dann gleichzeitig das absolute ist, eintreten. Sonst liegt das
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Maximum am Rande des Bereiches. Die fiir das Auftreten eines
relativen Maximums notwendigen Bedingungen, daf3 die par-
tiellen Ableitungen der Funktion F(z,, 7,) nach t, und 7, gleich
Null gind, fiithren auf die Gleichungen

-, 1, :
(5) tg? ‘71'2;3’_1 =5 te . t=h

wi
~
et

und damit auf die Werte

(6) 7, = 21 — 2p; arctg

(s 3)

und

(7)) mywy + no1y = 27(ny + my) —

1 | 7
2In arct (—t —)4 WP (u(ttr( _tb‘—) .
| 1P1 3 \/3 »‘—{pl 2P2 \/

Das ergibt unter Verwendung von (3)

8y  nyTy + nyTy, = 27f —

1 AN )
n,p, arctg (\—/5 tg _P—n) -+ NPy ?.r(tg (\/_ tg )‘

Um den Wert dieses Ausdruckes (8) abschitzen zu kénnen,
soll das Verhalten der Funktion

) #(p) = p arctg (\—}5 te %)

untersucht werden. Fur die Ableitung findet man

TE
3 cosz —

1 7t 7T
f’(p)=a.rctg(—_tg——)._ _ p____
V3 P pV3 3008’%+sin=7;—
)
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Daraus folgt

10 lj. = —7£:
(10) wf; f(p) V3
und
(11) lim f'(p) =0.

P—>co

Weiters benotigt mnan den Hilfssatz: Eine Funktion h(z) ist
dann konkav (konvex), wenn die Funktion

au + b

(cu+d)h(ml _’—_—d), cu+d>0, ad—bc=*0,

konkav (konvex) ist.
Zum Beweis bildet man die zweite Ableitung der Funktion

au + b
(cu + d)h ow 1 d’

au +

wobei
cu +

=gesetzt wird.

Es ergibt sich dann

az au + b (ad — be)? d2h(x)
aal e+ o ()] -

cu +d/|  (cu + dp  da?

Unter den oben angefiihrten Bedingungen folgt daraus

(12) sign dj«;ﬂ[(cu + dh (au -+ b)] _ sign ()

cu +d dz® ’

womit der Hilfssatz bewiesen ist.
Setzt man jetzt eu + d = p und au + b = n, dann ist

4

1 1
h(——)z arctg [ —= t ._)
phi=) = g(\/;,’ g

/
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konkav (konvex), wenn

(13) " kx) = a,rctg( ~ tg x\)
konkav (konvex) ist. Fiir diese Funktion ist

, 14 tg*x
W@ = V33 ay

- 2 2 2
4\/3 cos? (3 + tg? x)?

K (z) = twe
und
h'(x) > 0, wenn tg x > 0 ist. Somit ist auch
pa.rctg( = f—)J =>0.
D.h. p arctg( = —) ist konvex.

Aus dem letzten Ergebnis und aus (11) folgt, dass

i) = p arctg (;}—3 tg %)

eine abnehmende Funktion ist. Weiters ergibt sich dann aus (3)
und (8) die Ungleichung

(14) . Ty + Mty > 2f [75 — P a'r(’tg( = n)} .

Diese Ungleichung soll nun fiir verschiedene Werte von p,
untersucht werden:

a) p, =3. Dann ist nlrl+n,t,>f'%, somit fir f > 8

kein relatives Maximum im Innern des Bereiches.
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b) p, > 4. Hier kénnen wir, da f(p) eine abnehmende
Funktion ist, in der Ungleichung (14) p, = 4 setzen. Das ergibt

gty + nat, > 2f - —g— Fir f > 6 ist n,7, + n,7, > 47, somit
wieder kein relatives Maximum im Innern.

¢) p, > 8. Man erhilt n,7, 4+ n,r, > 2f- 0,402% und daher
fir f > 5 kein Maximum im Innern.
Relative Maxima konnen bei dieser Abschitzung nur fiir

(15) pr=3, f<8 uwnd 4<<p, <7, f=5
eintreten.

Im Falle p, = 3 (p, = 4) ist nach (3) und (8) n,7, + 7,7, =
=k- % . Dieser Wert bleibt aber nur dann kleiner als 4w, wenn
die Kantenzahl kleiner als 12 ist. Ist p, > 4 (p, > 5), so mull
aus elementargeometrischen Uberlegungen f> 6 sein. Daher
scheiden noch weitere Fille aus. Es bleiben fiir ein relatives

Maximum im Innern des Bereiches nur mehr folgende Moglich-
keiten offen:

(16) Pr=3p.=14), <8, k<I12.

Die Untersuchung dieser Fille wird im 4. Abschnitt durch-
gefiihrt. In allen anderen Fillen liegt das absolute Maximum
sicher am Rande.

3. Unitersuchung der Werte am Rande.

Der Bereich ist bestimmt durch die Geraden 1, = 0, 7, = =,
73, =0, 7, =& und n,7, + N7, = 4n. Fiir die Funktionswerte
am Rande ergibt sich nach (1) und (2)

F(ry, ®) > F(t,,0) und  F(n, 1,) > F(0, 7,) .

Es kann daher, wenn kein relatives Maximum vorhanden ist,
das absolute nur auf 7, = =, v, = n oder der Geraden n,r, +
+ nyt; = 4n auftreten. Da U(z, p) eine konkave Funktion von t
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ist und die Funktion an der Stelle v =z abnimmt, kann
das absolute Maximum auch nicht auf v = = sondern nur auf
n,ty + nyt, = 47 liegen.

4. Die restlichen Falle.

Ob bei den restlichen Moglichkeiten (16) ein Maximum im
Innern auftreten kann, soll fiir jeden Fall getrennt untersucht
werden. Dazu brauchen wir nur die Polyeder zu betrachten, bei
denen die Eckenzahlen der Flichen nicht gleich und auch nicht
zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen sind.

a) f =5, e =3, k = 8. Die Eckenzahlen der Flichen sind
hier aber aufeinanderfolgende ganze Zahlen. Somit gilt die in [1]
angefiihrte obere Schranke fiir das Volumen S, = 0,85.

b) Ebenso fiir f = 5, ¢ = 6, k = 9 mit der oberen Schranke
S, =1,05.

¢) Der Fall f = 6, e = 6, k = 10 kann bei zwei Polyeder-
formen eintreten. Besteht die Oberfliche aus zwei Vierecken und
vier Dreiecken, so sind die Eckenzahlen wieder aufeinanderfol-
gende Zahlen, es ist daher n,7, + n,t, = 47. Die Funktion gibt
die obere Schranke aus [1] S, = 1,16. Besteht aber die Ober-
fliche aus einem Fiinfeck und fiinf Dreiecken, so 14Bt sich dax
nach dem in [1] angefiihrten Verfahren auf », =4, p, = 3,
n, = 2, p, = 4 reduzieren. Dann muf3 man aber auch das Maxi-

mum im Innern beriicksichtigen, da es das absolute ist. Es liegt
)
an der Stelle 7, = 12!—, T, = ?, wie man aus (5) erkennen kann,

wobei n,t;, + n,T, = _1%7: < 4in ist. Aus (1) und (2) entnimmt

man dafiir den Funktionswert

27

P

n 27\ 18 + 84/3
r(35)-

und damit die obere Schranke § = 1,18. Es mufl daher im Falle
f=6,e =6, k =10 dieser Wert als Schranke gelten.
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d) Ist f=6, e =1, k =11, so gibt es wieder zwei Moglich-
keiten fiir das Polyveder. Besteht seine Oberfliche aus zwei
Dreiecken und vier Vierecken, dann kann man sich wieder auf
T, + n,t, = 4 mit S, = 1,35 aus [1] beschrinken. Setzt sich
die Oberfliche aber aus einem Fiinfeck, zwei Vierecken und drei
Dreiecken zusammen, so lafit sich das auf =», =2, p, =3,
n, =2, p, =38, n, =4, p, = 1 reduzieren. Das ergibt wieder

27

. . . . 14 .
ein absolutes Maximum im Innern bei T, =5 T, =3 mit

11n . .
nTy, +— N,T, = 3 < 4zt und einen Funktionswert

F(n 271) _9+164/3

T3)T T

27

der die obere Schranke S = 1,36 liefert.

e) Der Fall f =17, ¢ = 6, k = 11 tritt dann ein, wenn das
Polyeder aus sechs Dreiecken und einem Viereck besteht. Ex
gelten dieselben Uberlegungen wie in den Fillen a) und b).

Herrn Prof. L. Fejes Téth danke ich fiir die personlichen
Anregungen zu dieser Arbeit.
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