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SULLA CONTINUITA DEGLI INTEGRALI
CURVILINEI

Memoria (*) di Antonio CHIFFI (a Pisa)

INTRODUZIONE

E noto che, se F e G sono due funzioni continue in un
insieme chiuso e limitato H del piano (z, y), I'integrale cur-
vilineo :

Ir, 6@ = dez + Gdy
(C)

¢ una funzione continua in ogni classe F di curve @ ,
continue e rettificabili, di- lunghezza inferiore ad un numero
fisso 1).

Se invece le funzioni (limitate) FF e G sono continue in
H se si prescinde da insiemi aperti su H le cui proiezioni
sugli assi coordinati abbiano misura esterna tanto piccola
quanto si vuole, la funzione Jr g non ¢ pid, in generale, con-
tinua in J.

I1 presente lavoro & orientato alla ricerca delle ulteriori
condizioni da imporre alla classe J affinché tale continuitd
possa aver luogo.

Precisamente si dimostra (cfr. teorema 2,5) che, nelle sud-
dette ipotesi piu generali relative a F e G, la continuitd di

(*) Pervenuta in Redazione il 22 luglio 1959.
Indirizzo dell’A.: Scuola Normale Superiore, Pisa.
1) Cfr. L. ToreLLI : Fondamenti di Calcolo delle Variazioni. Bologna,
1921, vol. I, cap. VII, n. 108; a pag. 292.
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Jr, ¢ ha luogo in ogni classe Jf di curve continue e retti-
ficabili per le quali gli integrali indefiniti delle funzioni di
Banach ad esse associate (per la definizione cfr. § 2, N. 1)
risultino equi-assolutamente continui.

Dal suddetto teorema viene poi anche dedotto un teorema
di convergenza per Jp, ¢ (teorema 2,7) per successioni di curve
continue e rettificabili, convergenti in lunghezza verso una
data curva anche essa continua e rettificabile.

Per le dimostrazioni si e dovuto dapprima generalizzare
un teorema di Banach sulle funzioni continue a variazione
limitata (prop. 1,5 e 1,6) e poi stabilire una proprieta di
convergenza in media della successione delle funzioni di Ba-
nach associate alle funzioni (per la definizione cfr. § 1), con-
tinue ed a variazione limitata, di una successione convergente
in variazione verso una funzione assolutamente continua.

In un prossimo lavoro sard data una applicazione dei sud-
detti teoremi per stabilire la validitd della formula di Green:

[Fdx+6‘dy_-//(——— dxdy

nelle ipotesi gia precisate da F. Cafiero?) su F' e G ed in
larghe ipotesi sull’insieme A4, che da Cafiero era supposto essere
un rettangolo.

§ 1. - ALCUNI LEMMI

Data una funzione f reale definita in un insieme I di nu-
meri reali e detto J un sottoinsieme di I, indicheremo sempre
con f; la restrizione di f a J. Denoteremo inoltre con
N(t, fs) la funzione definita nell’insieme R dei numeri reali
associando ad ogni t€R lo zero, il numero dei punti del
sottoinsieme {z:f/(r)=1¢t} di J, oppure -} o, a seconda che

2) F. CaAFiEro: Una estensione della formula di Green e sue conse-
guenze. Ricerche di Mat., Napoli, vol. II (1933) pp. 91-102.
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il sottoinsieme {x:f;(z)=1¢} sia vuoto, finito, oppure non
finito. La funzione N(#, j;) sarda detta funzione di Banach 3)
associata a f; .

E immediato verificare che:

1,1. Se J, e J, sono due sottoinsiemi di I tali che J, < J,
risulta:

N@t, fo)< N@®, f1), per tER.

12. Se (Ju)ncn ¢ una successione (finita o no) di sotto-
instemi di I a due a due privi di punti in comune, posto
J=UJd,, risulta:

nN

(1L,1) N(z, fJ)— = N@, fs), per itER.

La prop. 1,1 é ovvia. In quanto alla prop. 1,2 basta osser-
vare che é:

{z:fs@)=t}= U {z:f; (zy=1tt, per tER.

nzN

Naturalmente si conviene che: « 4 (4 °)= +4-oc, per
—oo<a=x+4oco.

1,3. Se J, e J, sono sottoinsiemi di I, tali che J, S J,,
risulta:

N(t) fJi_Jl)=N(t’ fJg)_—N(t’ le),

per ogni t€R tale che N(t, f;) < 4 oo.

La prop. 1,3 é una immediata conseguenza della prece-
dente (naturalmente si conviene che: (4 ©0)—a = -4 co per
—o0 L a< + oc).

8) Cfr. S. BaxacH: Sur les lignes rectifiables, etc.. Fundamenta Ma-
thematicae, vol. VII (1925). pp. 225-236. a pag. 225.
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-1
14. Se J=7F(Y),Y essendo un arbitrario sottoinsieme di

R risulte*):
Ny(, f))=Ny(t, f,, per €Y.
Basta osservare che nelle ipotesi poste risulta:
{z:fsm)=tt={z:fle)=1}, per €Y.

1,5. Se la funzione reale f definita ncllintervallo chiuso
[a, B] ¢é ivi continua ed a variazione limitata, la funzione di
Banach associata e f é sommabile e risulta:

e

(1,2) Vi(B) = f NG, fp)dt,

-—00

per ogni insieme B di Borel ®) contenuto in [a, b].

La sommabilitd della funzione di Banach associata a fp
consegue in modo ovvio da un noto teorema di S. Banach ®).

—1
4) Indichiamo con f(¥) limmagine reciproca di Y secondo f.

5) La funzione di insieme V. si intende definita nel seguente modo:
indichiamo con ¢ la funzione che ad ogni intervallo semiaperto a destra
[«, B) su [a, D] associa il numero g@[a, B) = f(3) — f(«) - La funzione g,
che risulta sotto le nostre ipotesi numerabilmente additiva ed a varia-
zione limitata, pud essere prolungata in modo unico nella famiglia de-
gli insiemi di Borel di [a, ] in modo da ottenere una funzione di in-
sieme ¢ anch’essa numerabilmente additiva. Orbene la funzione V.
¢ la variazione totale dig. Com’@ noto, 1a V 7 ¢ l'unica funzione numerabil-
mente additiva definita nella famiglia degli insiemi di Borel di [a, b]
che in ogni intervallo [a, 8] di [a, D] assume valore uguale alla
variazione totale di f su [«, B]; per tale ragione la V, sard da moi
chiamata vaeriazione totale di f.

6) Si ha precisamente: « Condizione necessaria e sufficienie affin-
ché una funzione continua f sia a variazione limitata & che la funzione
di Banach ad essa associata 8ia integrabile mel senso di Lebesgue.
Se f é a variazione limitata la veriazione totale di f & wuguale a
—+o00
/N(t, f)dt>». Cfr. S. BaxNacH, loc. cit.3), a pag. 228.

-—00
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Allo scopo di dimostrare la relazione di uguaglianza (1,2),
indichiamo con J® la famiglia degli insiemi di Borel conte-
nuti in [e, b] per i quali la relazione di eguaglianza (1,2)
& vera. In virtu del citato teorema di Banach, a 33 apparten-
gono gli intervalli chiusi contenuti in [e, b]. La famiglia 3
gode inoltre, in virtu delle proposizioni 1,2 e 1,3, delle pro-
prieta seguenti:

I) Se (By)wcn € una successione (finita o no) di insiemi
disgiunti di 8, l'insieme U B, appartiene a 1B.
neEN

II) Se B, e B, sono insiemi di 3 tali che B,C B,,
allora B, — B, appartiene a 3.

Ne consegue che JB ¢ la famiglia degli insiemi di Borel
contenuti in [a, b], in quanto quest’ultima & la piu piccola
famiglia di sottoinsiemi di [e¢, b] contenente la famiglia
degli intervalli chiusi contenuti in [a, b] e godente delle
proprieta I) e II) 7).

Dalla proposizione 1,5 consegue:

1,6. Se la funzione reale f definita nell’intervallo chiuso
I—=[a, b] é ivi continue ed a variazione limitata, risulta:

Vi1 B = / N, fit,

B

per ogni sottoinsicme B di Borel contenuto in R.

-1
Invero, posto J —f (B), -J é un insieme di Borel contenuto
in I e, a norma della proposizione 1,5, risulta:

Vf(J)—-f @, fydt = [Nrt fr)dt.

7) Cfr. F. CaFiEro: Misura ed integrazione. Monografie Matematiche
del CNR, ed. Cremonese, cap. III, § 1, N. 7, propos. 23, a pag. 145.
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Pertanto, essendo in virta della proposizione 1,4:
NB(t; fJ) - NB(t’ f)a

P’asserto é dimostrato.

1,7. Se f ¢ assolutamente continua in I = [a, b], per quasi
tutti i t di R risulta f(®)F 0 per ogni x€{zx:f(r)=t).

Detto E, il sottoinsieme di [a, b] costituito dai punti di
[a, ] in cui f non é& derivabile, indichiamo con B un insieme
di Borel contenente E,U{z:f(2)—0} ed avente la stessa
misura di quest’ultimo. A norma della proposizione 1,5 ri-
sulta:

<+

fN(t, fe)dt = V¢(B) = /.I f@)|dz=0
B

— 00

e ci0 implica N(¢, fg) = 0 quasi ovunque in R o, ¢i0 che @&
lo stesso, che linsieme {«:fg(#)=1} € vuoto per quasi tutti
i ¢ di R. Conseguentemente ’appartenenza di un punto x di
I all'insieme {: f(#)—1t)} implica, per quasi tutti i ¢ di R,
che z appartiene a I — B.

Si osservi che ¢ I —B—= @ se € solo se & f(x) =0 quasi
ovunque in I o, cid che é lo stesso, se f & costante in I.

1,8. Se (fuwecn € une successione di funzioni continue in
I=1[a, b], i convergente vecrso la fumzione assolutamente
continua f, per quasi tutti i t di R si lascia determinare un
indice n, in quisa tale che risulti:

(1,3) Ni, f =Nt ) per n=mn.

Si osservi dapprima che la (1,3) é ovvia se f é costante in I.
Sia £ un punto di R diverso da f(e) e da f(b), per il quale
Pinsieme {z: f(z)=1} sia finito, non vuoto e tale che per
ogni x che vi appartenga risulti f(#)+0. I punti di
{¢:f(x)=t}, diciamoli ®,, ..., @, sono tutti interni a [a, b]
ed in ognuno di essi la f & crescente o decrescente; si possono



SULLA CONTINTUITA DEGLI 1NTEGRALI CURVILINEI 417

quindi determinare & intevalli disgiunti I, , ..., I'; , contenuti in
[a, b] ed aventi il centro rispettivamente in «,, ..., @, in
guisa tale che in uno degli estremi di ognuno di essi la f
assuma valore maggiore di ¢ e nell’altro valore minore. A causa
della convergenza in [a, b] di (f,) verso f si puo determinare
un indice 7, in guisa tale che per n= n, la funzione f,
assuma in uno degli estremi di ognuno degli intervalli sud-
detti valore maggiore di ¢ e nell’altro valore minore. Conse-
guentemente, per n = n;, f, assume in ognuno degli intervalli
I, .., I, almeno una volta il valore t e perdo risulta
N(t, f,)=N(t, f) per »=n,. Poiche la relazione (1,3) &
ovvia per ogni ¢ per cui l'insieme {#:f(#)=1%} & vuoto e poiché
per quasi tutti i ¢+ di R questo insieme & finito e tale che
per ogni # che vi appartenga risulta f(z) =0, lasserto &
dimostrato.

1,9. Se (fu)ueny ¢ una successione di funzioni continue ed
a variazione limitata in I = [a, b], ivi convergente in varia-
zione 8) verso la funzione assolutamente continua f, la succes-
sione (N(t, fu))n=n delle funzioni di Banach ad esse associate
concerge in media del primo ordine verso N(i, f). Conseguente-
mente gli integrali indefiniti della successione:

( j NG, f,,)d:)”w

sono equi-assolutamente continui e la successione (N(t, fu))aeN
conrverge in misura in R verso N(t, f).

8) Si dice che una successione di funzioni (f,),cny continue ed a
variazione limitata in I = [a, b] converge in wvariazione alla funzione
continua ed a variazione limitata f se & limf,(2) =f(z) per ogni

" — 00
z€ [a, b] ed inoltre la variazione totale di f, in [a, b] tende alla va-
riazione totale della f nello stesso intervallo. La convergenza in varia-
zione & stata considerata per la prima volta da BUCHANAN e HILDE-
BRANDT: Note on the convergence of a sequence of functions of a cer-

tain type. Annals of Math., (2), vol. 9 (1908) ; pp. 123-126.
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All’uopo cominciamo con l’osservare che:

a) Risulta: lim [ N(t, fu)dt = / N(t, fdt
"r T

per ogni sottoinsieme misurabile T di R.

Invero, poiché in virti della proposizione 1,8 risulta:

N@, f) < lim’ N(8, fu)
”
quasi-ovanque in R, si ha:

/.N(t, fldt < [lim' NG, fu)dit
.T 'T "

JN{t, it < / lim’ N(&, f,)dt
R-T R-T "

e perd, a norma del lemma di Fatou, anche:

j N, Hdt < lim’ [ NG, fadt
T " T

1,4)

f Nit, f)dt < lim’ [ NG, fa)dt .
R-T ”R—T

Pertanto, per dimostrare la proposizione a), basta far ve-
dere che é:

(1,5) li’l.n" f N@®, fo)dt = f N, fHdt.
T T

A tale scopo supponiamo per assurdo che la soprascritta
relazione non sia vera. Allora, poiché é:

400
lim” f N, fn)dt = lim"” [ N@, fo)dt + lim’ | N(, fa)dt,

—00 R-T
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in virtu della (1,4) risulta:
2 +o0
lim” [ N3, fa)dt > f N(t, it

n o
—oo —oo

relazione, quest’ultima, assurda in quanto la supposta conver-
genza in variazione della successione (f,)n.eny verso f implica:
o0 ~+oo

lim / N(t, fudt = fN(t, fdt.

Dalla proposizioue a) ora dimostrata consegue che gli inte-
grali indefiniti della successione:

( f N, fadt )MN

sono equi-assolutamente continui °). Tali sono quindi pure
quelli della successione:

( [ | Nt, fa)— NG, f)|dt).
neN

Pertanto, fissato un numero ¢ > 0, ¢ possibile determinare

un intervallo 7, e un numero n > 0 in guisa tale che risulti:

[13e, 0 — e plat<;

T

per ogni n ed ogni sottoinsieme misurabile T la cui inter-
sezione con 7T, sia di misura minore di 7.

Posto:
Ty =1{t: N(t, fu) =N, f) per n =k},

9) Cfr. ad es. F. CAFIERo, loc. cit. 7). cap. V, § 3; N. 5, propos. 11
(a pag. 270).
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a norma della proposizione 1,8 risulta:
lim mis (T, N Tx) = mis T,
k
e perd é possibile determinare un k in guisa tale che risulti:

mis (To — Tx) = mis To — mis (To N Tx) <7 per k= k.

Conseguentemente risulta:

+o00
(1%, 10— N6, nlat = [186, f— N6, Hlai+
oo R—T, '
+ [ NG, £ — NG, | dt + [ | NG, fa)— NG, f)]dE <
ToN Ty ’r.,—TE
<Zet (¥, f— B, lat
onTE

per 7= k. L’asserto & cosi dimostrato in quanto, in virtda
della proposizione a), si pué determinare un n = k. in guisa
tale che risulti:

€

ToN TE

per n=n.

§ 2. - TEOREMI DI CONTINUITA’ PER Jp, .

N. 1. - Data una curva C continua e rettificabile di equa-
zioni parametriche:

(2,1) z=fw) y=gu) e<s<u<hb,

le funzioni di Banach associate a f e g (cfr. § 1) saranno per
semplicitd dette fumzioni di Banach associate ¢ C oppure,
quando occorra fare riferimento alla particolare rappresen-
tazione (2,1) di @, funzioni di Banach associate a © mediante
la rappresentazione (2,1) di Q.
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Si osservi che se la curva @ & semplice, le funzioni di
Banach ad essa associate sono uguali al numero dei punti
(finito o infinito) che la curva C ha in comune con la retta
=1 o con la retta y—1¢ rispettivamente.

I immediato verificare che:

21. Sia F una famiglie di curve continue e rettificabili;
allora condizione necessaria e sufficiente affinché gli inte-
grali indefiniti delle funzioni di Banach associate alle curve di
fl siano equi-assolutamente continui é che tali siano gli inte-
grali indcfiniti delle funzioni di Banach associate alle curve di
f mediante la rappresentazione in funzione dell’ascissa cur-
vilinea.

Infatti, indicata, per ogni @,Gf, con lp la lunghezza
della curva C e denotate con

(2,2) z="fe(s) y= g@(s) 0=s<lip

le equazioni parametriche di C in funzione dell’ascissa cur-
vilinea 8, si ha: f(u)= fo [8(w)]. Allora, fissato ¢ € R, le fun-
zioni di Banach N(¢, f) e N(¢, fo) associate a C mediante
le rappresentazioni di C (2,1) e (2,2) rispettivamente o assu-
mono lo stesso valore, ovvero la seconda assume un valore
finito e la prima & infinita. In questo secondo caso nel piano
(#, u) la retta z=—1 incontra la curva di equazione z— f(u)
in almeno un arco. Poiché l’insieme di tali valori di ¢ é,
per la rettificabilitd della curva, un insieme numerabile, gli
integrali indefiniti delle due funzioni N(¢, f) e N(?, fo) sono
uguali.

2,2. Sia f una famiglia di curve continue e rettificabils
teli che gli integrali indefiniti delle funzioni di Banach ad
esse associate mediante una quelunque rappresentazione (2,1)
siano equi-assolutamente continui; allore le curve di f hanno
lunghezza equilimitata.

Infatti, con gli stessi simboli usati nella precedente pro-
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posiziont;, si ha:
-+o00
te < Vr g0, Ted+ 7y 00, te) = [ N, fohat +

-—0

+-00
+ f N(t, go)dt, per CeF.

Ne consegue l’asserto in quanto, in virtu della prop. 2,1,
gli integrali indefiniti delle funzioni di Banach associate alle
curve di f mediante la rappresentazione (2,2) sono equi-
assolutamente continui e perd equilimitati.

N. 2. - Detta U 1a famiglia degli insiemi limitati dello
spazio euclideo a due dimensioni, indicheremo sempre con
. la funzione reale definita in T associando ad ogni insieme
I€ 1 il numero

pe(I) = mis, (pr,I) 4 mis, (pr.l),

dove con mis, abbiamo indicato la misura esterna ordinaria
e con pr,I e pr,I le proiezioni di I sugli assi coordinati.
La funzione p, ¢ una misura esterna in L.

Data una curva C continua e rettificabile, assegnata me-
diante le equazioni (2,2), indicheremo sempre con T'p I'appli-
cazione continua di [0, Ip] nello spazio euclideo a due dimen-
sioni che ad ogni s € [0, [p] associa il punto P, = (fo(8), g(s))-

Cid posto, andiamo a dimostrare il lemma seguente:

2,3. Sia f une famiglia di curve continue e rettificabili
tali che gli integrali indefiniti delle funzioni di Banach ad
esse associate siano equi-assolutamente continui. Allora per
ogni numero ¢ > 0 é possibilc determinare un numero e > 0
in guisa tale che risulti:

VT eB + ¥, [TeBl <o,
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per ogni curve @Ef e per ogni insieme limitato B di Borel
di misura esterna p, minore di e.

A tale scopo, adottata per le curve di f la rappresen-
tazione (2,2), fissato o > 0, determiniamo lintervallo chiuso
I e il numero positivo ¢ in guisa tale che risulti:

(o)
a8

(2,3) [ N, fedt < [ N, gt <§
E E

per ogni @Ef e per ogni insieme misurabile E la cui inter-
sezione con I abbia misura minore di .

Detto B un insieme di Borel di misura esterna p, minore
di ¢, siano 4, e A, due insiemi aperti lineari tali che:

A, 2 pr,B A, 2 pr.,B
mis (A,) + mis (4,) < e.

Dalle ovvie relazioni di inclusione:

o4 i’i@(B) Q?‘:@(Al X As) Qz‘:@(Al), per CEF
Te(B) S Te(4: X 42) S gg(ds), per C€ ¥
consegue :
V1 oTe®) + Vol eB) <
< V1 ol(faldn] + V,gogds), per CEF
e pertanto, in virtu della prop. 1,6 e delle (2,3), risulta:

. -1 —1
VrelTe®)+ VoelTe®) < [ N, fe)t + [N, 9t <o,
4 4y
per ogni curva @ di F.
N. 3. - Una funzione F reale, definita in un insieme H

chiuso e limitato del piano (z, y) si dice p.-quasi continua
in H o quasi continua rispetto ¢ p. in H quando per ogni
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numero ¢ > (0 esiste un insieme 4 aperto su H di misura
esterna p. minore di ¢ e tale che la restrizione di F a H— A4
sia continua °).

E nota?') l’osservazione seguente:

24. Siano F e G p.quasi continue e limitate nell’insieme
chiuso e limitato H ¢ sia C una curve continua ¢ rettificabile
contenuta in H di equazioni (2,2) in funzione dell’ascissa cur-
vilines 8. Allora le funzioni:

O(s) = Flfels) 9o8)]  W(s) = Glfels) 9o()]

sono quasi continue in [0, lo] ¢ limitate e conseguentemente

10) Una funzione F reale definita nell’insieme H chiuso e limitato
del piano (z, y) si dice continua rispeito alle variabili scparatamenic
in H se F risulta, per quasi tutti gli # e pr; H, una funzione continua
della sola y mnella sezione di H di piede = e, per quasi tutti gh
Yy € proH, una funzione coutinua della sola r nella sezione di H di
piede p.

E nota la proposizione seguente sostanzialmente dovuta a G. Scorza
DragoNT (Un teorema sulle funzioni conlinuc rispetto a una e misu-
rabili rispetto ad un’alira variabile. Rend. Sem. Mat. Padova, vol. 17
(1948) ; pp. 102-1086) :

Condizione necessaria e sufficiente perché una funzione F definita
in un rettangolo A a laty paralleli agli assi sia ivi continua rispetto
alle variabili separatamente é chc sie p,-quasi continua in A.

Cfr. anche:

L. TigaLpo: Un teorema 8ulle funzioni misurabili rispetto a una ¢
continue rispetto ad un’alira variabilc. Applicazioni. Atti Accad. Naz.
Lincei, Rendiconti cl. Sc. Fis. Mat. Nat. (8), vol. 2 (1947), pp. 146-152.

E. Balapa: Sulle funzioni continue rispetto alle variabili separa-
tamenie e gli integrali curvilinei. Rend. Sem. Mat. Padova, vol. 17
(1948), pp. 201-218; a pag. 211.

A. Scorza Toso: Un’osservazione sulle funzioni di due variabili con-
tinue separatamente rispetto a queste. Rend. Sem. Mat. Padova, vol. 20
(1951), pp. 468-469.

G. StaMPAccHIA: Sopra una classe di funziomi in n variabili. Ri-
cerche di Mat., Napoli, vol. I (1952), pp. 27-54; a pag. 33.

11) E. BA1ADA, loc. cit. 10), a pag. 211.
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ha senso Vintegrale:

e

[1Firets) agiolfots) + Gifels) ggiolugle)l ds

Date le due funzioni F e G p.quasi continue e limitate
nell’insieme chiuso e limitato H e detta Jf una famiglia di
curve continue e rettificabili contenute in H, indicheremo
sempre con QF,G la funzione reale definita in f che ad ogni
curva @Ef Ai equazioni (2,2) associa il numero

Ir,¢(@) = /Fd:t + Gdy =

e

e

= [\ Fife) 06(6)fe®) + Glfeloh 960l ds.

Diremo poi che la funzione Jp g & continua in f quando
per ogni curva @oéf, comunque fissato un numero ¢ >0, &
possibile determinare un numero p, > 0 in guisa tale che per
ogni curva C di f , appartenente ordinatamente all’intorno
(ps) di @, *2), risulti:

| IF,6(@) — IF,6(Co) | <.

12) Si dice che Ce¢ F appartiene ordinatamente all’intorno (gq) di
@, se & possibile porre almeno una corrispondenza tra i punti delle
due curve tale che:

1°) ad ogni punto di ciascuna curva corrisponda sempre almeno
un punto dell’altra;

2°) qualora ad un punto di una delle due curve corrispondano piu
punti nell’altra, tali punti, se non si riducono ai due estremi della
curva, siano infiniti e costituiscano un arco (ed esso solo) di quest’al-
tra curva;

3°) esistano due rappresentazioni del tipo (2;1) per @ e @, rispet-
tivamente, per le quali, se P e Q sono due punti di @ tali che P pre-
ceda Q (secondo Yordinamento indotto su @ dal parametro) e se a
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Sussiste il teorema:

TeorEMA 25. Siano F e G funzioni p.-quasi continue e
limitate nell’insieme chiuso e limitato H e sic J una famiglia
di curve continue, rettificabili e contenute in H, per le quali
siano equi-assolutamente continui gli integrali indefiniti delle
funzioni di Banach ad esse associate. Allora la funzione I g
é continua in ¥ 2).

Sara sufficiente dimostrare che la funzione

N l@

Ir@) = [ Fdz = [ Flf o(s), 9o@f ofs)ds
[C] 0
¢ continua in J.

P e Q corrispondono rispettivamente i punti distinti P, e Qo, anche il
punto P, preceda Q,;

4°) i punti di C e @, associati secondo questa corrispondenza
distino tra loro non piu di po.

Naturalmente, data la curva & di equazioni (2,2) i punti di @
(f(uy), 9(11)) e (f(uz), g(u;)) sono consiGerati distinti se & w; = u;
(ad eccezione dei valori estremi di u nella ipotesi che @ sia chiusa).

Cfr. L. ToNELLI, loc. cit. 1), cap. I, n. 18, a pag. 72.

13) Osserviamo che dalla dimostrazione del presente teorema 2,5
seguird pure che: UVintegrale Jr, ¢ é una funzione continua in ogni
classe §F di curve continue, retlificabili e contenute in H, aventi lun-
ghezza egualmente limitate e tali che, fissato s > 0 ad arbiirio, si puo
determinare un ¢ > 0 ed un insieme A, aperto su H, di misura esterna
p, * minore di e, tale che la resirizione di F ad H—A; sia continua e
tale che si abbia per ogni curva C di §F:

[ N(t, fdt+ [ N(t, 9)dt <o,
A A

dove A, e A; sono due insiemi aperti di misura minore di e, conte-

nenti le proiezioni di A, sull’asse x e sull'asse y rispettivamente.
Seguira pure dalla dimostrazione del presente teorema 2,5 che:

la funzione 3F(@)= / Fdr ¢& wuna funzione continua in ogni fa-

miglia ¥ di curve comtinue, rettificabili e contenute in H, avenli lun-
ghezza egualmente limitata e per le quali siano equi-assolutamente con-
tinui solamente gli integrali indefiniti delle funzioni di Banach N (&, f)
ad essc associatce.
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Consideriamo, al solito, per ogni @ € J Pequazione (2,2) di
C in funzione dell’ascissa curvilinea s e indichiamo con M
un numero positivo tale che [F(z, y)| <M per (z, y)€H.

TFissato il numero o > 0, determiniamo il numero ¢ >0
in guisa tale che risulti:

(2,5) V7eTeld) < g

per ogni @Ef e per ogni insieme A aperto su H di misura
esterna yp, minore di ¢ (cfr. prop. 2,3). Determinato ¢, sia A
un insieme aperto su H di misura p, minore di ¢ e tale che
la funzione F sia continua in H — A. Sia inoltre F una fun-
zione continua in H tale che sia | F(z, y)| < M per (2, y) € H
e avente restrizione ad H — A uguale alla restrizione di I
ad H—A ™).

Poiché in virta della prop. 2,2 le curve di f hanno lun-
ghezza equilimitata, la funzione J7 &, a norma di un teorema
di Tonelli’®), continua in Jf. Pertanto, fissato ¢ >0, per
ogni curva @oEf si pud determinare un numero g, > 0 in
guisa tale che risulti:

2,6) |9F(@ — I7(Ca | <3

per ogni curva C di f appartenente ordinatamente all'in-
torno (py) di C,.

8i ha intanto:

| IF(@) — Ir(Co) | <
<|Ir@)—IF(@) | + |IFHC) — IF(Co) | + | I7(Co) — Ir(C0)|.
Poicheé le funzioni F[fg(s), ge(s)] e F_'[fe(s), ge(s)], per

—1
@Ef , assumono gli stessi valori sul complemento di To(4)

14) H. LEBeSGUE: Sur le probléme de Dirichlet. Rend. Circ. Mat.
Palermo, vol. 24 (1907), pp. 371-402. a pag. 379 e 380.
15) L. ToxELLI, loc. cit. 1), vol. I. cap. VIL n. 108, a pag. 293.
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rispetto a [0, lp], si ha pure:

| 97(@ — Ir(Co) | <| [ |Flf (o), 900~ Flfels), 950 felo)ds|+
To(4)
+ IR (@) — Ir(Co) | +

+ 1 [ 1 Fife0) 00— Flfeo) 96,61 fe,oHsi<

T @.(A)
< zu[| fels)| ds + 2M [| fe,8) | ds + | IRC) — IFCo) | =
Tg(a) ?@.(A )

= 2 | VyolTed) + Vyo [Te (AN} + | 35(©) — Tr(Co) |

Conseguentemente, in virtu delle (2,5) e (2,6), risulta:
| Ir(@) — Ir(Cy) | < o,

per ogni curva C di f appartenente ordinatamente all’in-
torno (p,) di C,.

E un caso particolare del teorema 2,5 il seguente:

TeorREMA 2,6. Siano F e G funzioni p.quasi continue e
limitate mell’insieme chiuso e limitato H. L’integrale Jp, ¢
¢é una funzione continua in ogni classe J di curve @ continue,
rettificabili e contenute in H, tali che per ciascuna di esse
le curve del piano (z, 8) di ecquazione ® = fo(8) ¢ le curve del
piano (y, 8) di equazione y=— gpo (8) siano incontrate dalle
parallele all’asse delle 8, oltre che in eventuali archi, solo in
punti isolati, in numero sempre minore di un mumero fisso.

Infatti I’'insieme dei valori di ¢ per i quali la retta 2 =1¢
incontra la curva # = fp (8) lungo un intero arco costituiscono,
per la rettificabilitd della curva e per un teorema di Cantor,
un insieme numerabile. Le funzioni di Banach associate alle
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curve in questione risultano allora, se si prescinde dai punti
di un insieme numerabile, equilimitate e le loro funzioni inte-
grali equi-assolutamente continue.

N. 4. - Sia (Culuenx una successione di curve continue e
rettificabili contenute nell’insieme chiuso e limitato H del
piano (z, y) di equazioni parametriche date in funzione della
ascissa curvilinea ¢ —f,(s) ¥y = ¢,.(8) 0 <'s, <1, ed una curva
@ soddisfacente alle stesse ipotesi, di equazioni parametriche
r=fo(8) y=9ga(s) 0 <s =1y . Diremo che la successione
di curve (C,).eny converge in lunghezza a @ se converge

uniformemente ‘) a C e se & liml,=Ip.
”

Sussiste il:

TeoreMA 2,7. Siano F e G funzioni p.quasi continue e
limitate in H. Se la successione di curve (Cyu)ueny cORTeErge
in lunghezza alla curra @ si ha:

lim Jr, ¢(Cn) = I, ¢(C).

Supponiamo dapprima che sia /g > 0. Operiamo nelle fun-

zioni f, e ¢, il cambiamento di variabile s, :ll—" 5, 0=s=lp,
@

/

¢ poniamo f, (l%s) = 4(8); 9n (;é -S‘) = Ya(8).

Le successioni '(w,,),.m e (¥n)aen convergono uniformemente
nell’intervallo [0,/o] verso le funzioni fg(8) e gp (8) rispet-
tivamente ") ed inoltre convergono in variazione %) nello stesso

16) TUna successione di curve continue e rettificabili (Cu)men
si dice che converge uniformemente alla curva continua e rettificabile
@ se esiste almeno una legge che ponga una corrispondenza (come
quella descritta nella nota a pié di pagina 12), fra ciascuna curva c,
e la @, in modo che fissato p >0 si possa determinare un = tale che
per ogni n >;: le curve @, appartengano ordinatamente all’intorno
(p) di €. Cfr. L. ToNELLI, loc. cit. 1), vol. I, cap. II, n. 20, pag. 76.

17) Cfr. L. ToxeLLI, loc. cit. 1), vol. I, cap. II, n. 29 a pag. 101.

18) Cfr. T. Rapd0 and P. REICHELDERFER: Convergence in lenght and
arca. Duke Math. J., vol. 9 (1942), pp. 527-565. cap. I, teorema (8,2).
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intervallo verso le medesime funzioni. Per le proposizioni 1,9
e 2,1 gli integrali indefiniti delle funzioni di Banach asso-
ciate alle curve C, risultano equi-assolutamente continui e, per
la proposizione 2,5, si ha che la successione (Jr, ¢(Cn))uen
converge a Jr, ¢(C).

Se poi & lp=0, la curva @ si riduce ad un sol punto P.
Fissati ad arbitrio i numeri ¢ > 0 e ¢ > 0 esisterd un n tale

che per ogni n > n la curva @, abbia lunghezza minore di g

e sia tutta interna al quadrato di centro P e lati di lunghezza
¢ paralleli agli assi. Dalla relazione

o0
o> 20> Vy, + Vg, = [1NG, 1.0+ Vb, g.)} ds

e per il teorema 2,5 si ha:

lim I, 6(C.) = Ir, 6(C) = 0.



