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SULLA CONTINUITÀ DEGLI INTEGRALI 

CURVILINEI

Memoria (*) di ANTONIO CHIFFI (a Pisa)

INTRODUZIONE

A noto che, se }’ e G sono due funzioni continue in un
insieme chiuso e limitato H del piano (x, y), l’integrale cur-
vilineo :

è una funzione continua in ogni classe ~ di curve 0 ,
continue e rettificabili, di lunghezza inferiore ad un numero
fisso 1 ).

Se invece le funzioni (limitate) ~’ e G sono continue in

H se si prescinde da insiemi aperti su H le cui proiezioni
sugli assi coordinati abbiano misura esterna tanto piccola
quanto si vuole, la funzione G non è più, in generale, con-
tinua in y.

Il presente lavoro è orientato alla ricerca delle ulteriori

condizioni da imporre alla classe ~ affinchè tale continuità

possa aver luogo.
Precisamente si dimostra (cfr. teorema 2,5) che, nelle sud-

dette ipotesi più generali relative a F e G, la continuità di

(*) Pervenuta in Redazione il 22 luglio 1959.
Indirizzo dell*A.: Scuola Normale Superiore, Pisa.

1) Cfr. L. Fondamenti di Calcolo delle Tariazioni. Bologna,
1921, vol. I, cap. VII, n. 108; a pag. 292.
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gi,F,,9 ha luogo in ogni classe ~ di curve continue e retti-

ficabili per le quali gli integrali indefiniti delle funzioni di
Banach ad esse associate (per la definizione cfr. § 2, N. 1)
risultino equi-assolutamente continui.

Dal suddetto teorema viene poi anche dedotto un teorema
di convergenza. per 2,7) per successioni di curve
continue e rettificabili, convergenti in lunghezza verso una

data curva anche essa continua e rettificabile.

Per le dimostrazioni si è dovuto dapprima generalizzare
un teorema di Banach sulle funzioni continue a variazione

limitata (prop. 1,5 e 1,6) e poi stabilire una proprietà di

convergenza in media della successione delle funzioni di Ba-

nach associate alle funzioni (per la definizione cfr. § 1), con-
tinue ed a variazione limitata, di una successione convergente
in variazione verso una funzione assolutamente continua.

In un prossimo lavoro sarà data una applicazione dei sud-
detti teoremi per stabilire la validità della formula di Green:

nelle ipotesi già precisate da F. Cafiero2) e G ed in

larghe ipotesi sull’insieme A, che da Cafiero era supposto essere
un rettangolo.

§ 1. - ALCUNI LEMMI

Data una funzione f reale definita in un insieme I di nu-
meri reali e detto J un sottoinsieme di I, indicheremo sempre

la restrizione di f a J. Denoteremo inoltre con

fj) la funzione definita nell’insieme R dei numeri reali
associando ad ogni t E R lo zero, il numero dei punti del

sottoinsieme di J, oppure +00, a seconda che

=) F. Una estensione della formula di e sue conse-

Ricerche di Mat., Napoli, vol. II (1953) pp. 91-102.
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il sottoinsieme t } sia vuoto, finito, oppure non

finito. La funzione sara  detta funzione di Banach 3)
associata a 

£1 immediato verificare che:

1,1. Se J1 e J2 sono d1tC sottoinsiemi di I tali ehe J1 C J2
’risulta:

1,‘?. Se è successione (finita o no) di sotto-

insiemi di I a due a due di punti in 

, risulta:

La prop. 1,1 è ovvia. In quanto alla prop. 1,2 basta osser-
vare che è:

Xaturalmente si conviene che: a + +00)= +oc, per

- oo  a  + oo.

1,3. Se J1 e JZ sottoinsiemi di I, tali c7 e J1 C J 2 ,
risulta:

per ogni t E R tale ch c N(t, f ,Jl )  + 00.
La prop. 1,3 è una immediata conseguenza della prece-

dente (naturalmente si conviene che: (+ oo) - a = + oo per
~  (~  + cc).

3) Cfr. S. BAXACH: les lignes rectifiables, etc.. Fundamenta Ma-

thematicae, vol. VII (1925), pp. 225-236. a pag. 225.
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-1

1,4. Se J f (Y), Y essendo arbitrario sottoinsieme di

R risulta 4) :

Basta osservare che nelle ipotesi poste risulta:

1,5. Se la funzione reale f definita nell’intervallo chiuso

[a, b] è ic i continua ed a variazione limitata, la funzione di
Banach a.8.fJociata a f è sommabile e risulta:

per insieme B di Borel 5) contenuto in [a, b].

La sommabilità della funzione di Banach associata a fB
consegue in modo ovvio da un noto teorema di S. 

-1

4) Indichiamo con f ( Y ) 1’ nimagine reciproca di Y secondo f.
5 ) La funzione di insieme V.f si intende definita nel seguente modo:

indichiamo con q la funzione che ad ogni intervallo semiaperto a destra

(a, p) su [a, b] associa il ~) = f (s) - f (a) . La funzione (p,
che risulta sotto le nostre ipotesi numerabilmente additiva ed a varia-
zione limitata, può essere prolungata in modo unico nella famiglia de-
gli insiemi di Borel di [ d, b ] in modo da ottenere una funzione di in-

sieme q anch’essa numerabilmente additiva. Orbene la funzione V f
è la variazione totale di p. Com’è noto, la Y f è l’unica funzione numerabil-
mente additiva definita nella famiglia degli insiemi di Borel di [ct, b]
che in ogni intervallo [a, B] di [ a, b ] assume valore uguale alla

variazione totale di f su [ a, B]; per tale ragione la Vf sarà da noi
chiamata variazione totale di f.

6) Si ha precisamente:  Condizione necessaria e suf f iciente 
chè una funzione continua f sia a variazione limitata è che la funzione
dà Banach ad esga associata sia integrabile nel di Lebesgue.
~’e f è d variazione limitata la variazione totale di f è a

+&#x3E;0

fN(t, Cfr. S. BANACH, loc. cit. 3 ), a pag. 228.
-
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Allo scopo di dimostrare la relazione di uguaglianza (1,~),
indichiamo con J3 la t’amiglia degli insiemi di Borel conte-

nuti in b] per i quali la relazione di eguaglianza (1,2)
è vera. In virtù del citato teorema di Banach, apparten-
gono gli intervalli chiusi contenuti in [a, b] . La famiglia ~3
gode inoltre, in virtù delle proposizioni 1,2 e 1,3, delle pro-

prietà seguenti:

I) Se è una successione (finita o no) di insiemi
disgiunti di J3, l’insieme U Bn appartiene a I03B2.

MCN

II) Se B1 e B2 sono insiemi di ~3 tali che B1 C B2,
allora B2 - B1 appartiene a J3.

consegue che :JJ3 è la famiglia degli insiemi di Borel

contenuti in [a, b], in quanto quest’ultima è la più piccola
famiglia di sottoinsiemi di [ a, b ] contenente la famiglia
degli intervalli chiusi contenuti in [ a, b ] e godente delle

proprietà I) e II) 7).

Dalla proposizione 1,5 consegue:

126. Se la f unxàone reale f de f inita nell’intervallo chiuso

I [a, b] è continua ed a 

per ogni sottoinsieme B (li Bore? contenuto in R.

-1

Invero, posto J == ~ (B), ’7 è un insieme di Borel contenuto
in I e, a norma della proposizione 1~ risulta:

7) Cfr. F. CAFIERo: Misura ed integrazione. ltonografie Matematiche
del CNR, ed. Cremonese, cap. III, § 1, N. 7, propos. 23, a pag. 145.



416

Pertanto, essendo in virtù della proposizione 1,4:

l’asserto è dimostrato.

1,7. è assolutamente continua in I [u, b], per qua.si
tutti i t di R per 

Detto Eo il sottoinsieme di [ a, b ] costituito dai punti di
[ a, b] in cui f non è derivabile, indichiamo con B un insieme
di Borel contenente Ea U { ~ : f’ (~) 0 1 ed avente la stessa

misura di quest’ultimo. A norma della proposizione 1,5 ri-

sulta :

e ciò implica lf (t, f B ) = 0 quasi ovunque in R o, ciò che è

lo stesso, che l’insieme { ~ : f B (m) t } è vuoto per quasi tutti
i t di R. Conseguentemente l’appartenenza di un punto x, di

I all’insieme = t) } implica, per quasi tutti i t di R,
che x appartiene a I B.

Si osservi che è I B = ø se e solo 8e è f’ (~) = 0 quasi
ovunque in I o, ciò che è lo stesso, se f è costante in I.

1,8. Se ( f,~),~ E N è s~uccession.e di funzioni continue in

I= [a, b], ivi convergente verso la funzione assolutamente

continua f, per quasi tutti i t di R si lascia determinare ~l1~

indices nt t in qui8a tale che 

Si osservi dapprima che la (1,3) è se f è costante in I.
Sia t un punto di R diverso da e da f (b), per il quale

l’insieme { ~ : f (~) - t 1 sia finito, non vuoto e tale che per

ogni a che vi appartenga risulti f (x) =t= 0. I punti di

diciamoli ... , sono tutti interni a [a, b]
ed in ognuno di essi la f è crescente o decrescente; si possono
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quindi determinare intevalli disgiunti h , ... , contenuti in

[a, b] ed aventi il centro rispettivamente in ... , in

guisa tale che in uno degli estremi di ognuno di essi la j
assuma valore maggiore di t e nell’altro valore minore. A causa
della convergenza in [ a, Vj verso f si può determinare
un indice nt in guisa tale che la funzione f.
assuma in uno degli estremi di ognuno degli intervalli sud-
detti valore maggiore di t e nell’altro valore minore. Conse-

guentemente, assume in ognuno degli intervalli
... , Ik almeno una volta il valore t e però risulta

f ~,) &#x3E; f) per 1~ &#x3E; nt . Poichè la relazione (1,3) è

ov via per ogni t per cui l’insieme { ~ : f (x) = t è vuoto e poichè
per quasi tutti i t di R questo insieme è finito e tale che

per ogni àt che vi appartenga risulta f(~)~0~ l’asserto è

dimostrato.

1,9. Se successione di funzioni continue ed
a, variazione limitata in I [a, b], ivi convergente in varia-
zione 8) assolutamente su.cces-

sione (N(t, delle f unzioni di Banach ad esse associate
in 1nec1ia del primo ordine verso N(t,, f). Conseguente-

gli integrali indefiniti della 

rono equi-assolutamente continui e la successione (N(t, fn))nEN
i??. in R verso .N(t, f).

8) Si dice che una successione di funzioni continue ed a

variazione limitata in I = [a, b~ varzazione alla funzione

continua ed a variazione limitata f se è per ogni
n - oo

x E [ a, b] ed inoltre la variazione totale di f n in [ a, b ) tende alla va-

riazione totale della f nello stesso intervallo. La convergenza in varia-

zione è stata considerata per la prima volta da BUCHANAN e HILDE-

Alote the convergence of a sequence of functions of a cer-
tain type. Annals of lBlath., (2), vol. 9 (1908) : pp. 123-126.
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All’uopo cominciamo con l’osservare che:

per ogni sottoinsieme mistirabile T di R.

Il1vero, poichè in virtù della proposizione 1,8 risttlta :

quaxi-ovunque in R, si ha:

e però, a norma del lemma di Fatou, anche:

Pertanto, per dimostrare la proposizione a), basta far ve-
dere che è:

A tale scopo supponiamo per assurdo che la soprascritta
relazione non sia vera. Allora, poichè è:
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in virtù della (1,4) risulta:

relazione, quest’ultima, assurda in quanto la supposta conver-
genza in variazione della successione verso f implica:

Dalla proposizione a) ora dimostrata consegue che gli inte-
grali indefiniti della successione:

sono equi assolutamente continui 9). Tali sono quindi pure

quelli della successione:

Pertanto, fissato un numero e &#x3E; O, è possibile determinare
un intervallo To e un numero 11 &#x3E; 0 in guisa tale che risulti :

per ogni n ed ogni sottoinsieme misurabile T la cui inter-

sezione con To sia di misura minore di 14.

Posto :

9) Cfr. ad es. F. CAFIERO, loc. cit. 7). cap. V, § 3; N. 5, propos. 11

(a pag. 270).
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a norma della proposizione 1,8 risulta:

e però è possibile determinare un k in guisa tale che risulti :

Conseguentemente risulta :

per n &#x3E; k. L’asserto è cos  dimostrato in quanto, in virtù

della proposizione a), si può determinare un ~z &#x3E; k . in guisa
tale che risulti:

n.

§ 2. - TEOREMI DI CONTINUITA’ PER o .

1~’. 1. - Data una curva 0 continua e rettificabile di equa-
zioni parametriche:

le funzioni di Banach associate a f e g (cfr. § 1) saranno per
semplicità dette funzioni di Banach. oppure,

quando occorra fare riferimento alla particolare rappresen-
tazione (2,1) di C, funzioni di Banach associate a 0 mediante
la. rappresentazione (2,1) d  0.
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Si osservi che se la curva 0 è semplice, le funzioni di
Banach ad essa associate sono uguali al numero dei punti
(finito o infinito) che la curva 0 ha in comune con la retta
x - t o con la retta y = t rispettivamente.

F immediato verificare clle :

2,1. Sia f urzac famiglia d i cu.rve contiri ue e rettificabili;
a llora condizione necessaria e sufficiente affinchè gli inte-

grali inde f initi delle f unzioni di Banach associate alle curve d-i

~1 siano equi-assolutamente continui è che tali siano gli inte-
grali indefiniti delle f unzion,i di Banach associate alle curve dí
f mediante la rappresentazione in f unzione dell’ascissa cur-
vilinea.

Infatti, indicata, per ogni E f, con le la lunghezza
della curva e e denotate con

le equazioni parametriche di 8 in funzione dell’ascissa cur-

vilinea s, si ha: [s(u)]. Allora, fissato t E R, le fun-
zioni di Banach N(t, f) e fe) associate a 0 mediante

le rappresentazioni (2,1) e (2,2) rispettivamente o assu-
mono lo stesso valore, ovvero la seconda assume un valore

finito e la prima è infinita. In questo secondo caso nel piano
(x, u) la incontra la curva di equazione x = f(x)
in almeno un arco. Poichè l’insieme di tali valori di t è,
per la rettificabilità della curva, un insieme numerabile, gli
integrali indefiniti delle due funzioni f ) e N(t, f ~) sono
uguali.

2,2. Sia famiglia di curve continue e rettificabili
tali che gli integrali inde f initi delle funzioni di Banach aà
esse associate mediante una qual ínque rappresentazione (2,1)
sia,no equi-assoluta mente continzci; allora le curve di f hanno
lu?igh,ezza equilimitata.

Infatti, con gli stessi simboli usati nella precedente pro-
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posizione, si ha:

Ne consegue l’asserto in quanto, in virtù della prop. 2,1,
gli integrali indefiniti delle funzioni di Banach associate alle
curve di ~ mediante la rappresentazione (2,2) sono equi-
assolutamente continui e però equilimitati.

11T. 2. - Detta ‘~, la famiglia degli insiemi limitati dello

spazio euclideo a due dimensioni, indicheremo sempre con

g, la funzione reale definita in TL associando ad ogni insieme
I E 1 il numero

dove con ynise abbiamo indicato la misura esterna ordinaria
e con pr1I e pr21 le proiezioni di I sugli assi coordinati.

La funzione è una misura esterna in 1.
Data una curva 0 continua e rettificabile, assegnata me-

diante le equazioni (2,2), indicheremo sempre con Te l’appli-
cazione continua di [0, nello spazio euclideo a due dimen-
sioni che ad ogni s E [0, ’e] associa il punto P. = (fC(s), 

Ciò posto, andiamo a dimostrare il lemma seguente :

2,3. Sia f una fa,nliglia di curve continue e rettificabili
tali che gli integrali indefiniti delle funzioni di Banacli, ad
esse associate siano equi-assolutam ente continui. Allora per

ogni numero a &#x3E; 0 è possibile determinare un numero a &#x3E; 0

in, guisa ta-le ch e 
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per ogni curva 0 6 ~ e per ogni insieme limitato B di Borel
di misura esternac minore di e.

A tale scopo, adottata per le curve di ~ la rappresen-
tazione (2,2), fissato a &#x3E; 0, determiniamo l’intervallo chiuso

I e il numero positivo e in guisa tale che risulti: .

per ogni 0 e per ogni insieme misurabile E la cui inter-
sezione con I abbia misura minore di e.

Detto B un insieme di Borel di misura esterna g,, minore
di e, siano A 1 e A 2 due insiemi aperti lineari tali che:

Dalle ovvie relazioni di inclusione:

consegue:

e pertanto, in virtù della prop. 1,6 e delle (2,3), risulta:

per ogni curva ~ di ~.

N. 3. - Una funzione ~’ reale, definita in un insieme H
chiuso e limitato del piano (o, y) si dice continua

in H o q11asi contin1lQ. rispetto a in H quando per ogni
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numero e &#x3E; 0 esiste un insieme A aperto su H cli misura

esterna minore e tale che la restrizione di F a H - -4

sia continua 1°).
t nota l’osservazione seguente:

2,4. Siano F e G continue e limitate

chiuso e limitato H e .sia e una curva continua c i-ettificabile
contenuta in H df equazioni (2,2) in funzione cur-

vilinea .s. Allora le 

sono continue in [0, c limitate e conseguentemente

) Una funzione F’ reale definita nell’insienie H chiuso e limitato
del piano (o, y) si dice continua rispetto alle va -iabili separatamente
in H se F risulta, per quasi tutti gli o e H, una funzione continua
della sola Il nella sezione di H di piede x e, per quasi- tutti gli
fi E una funzione continua della s-ola x nella sezione di H di

piede y.
È nota la proposizione seguente sostanzialmente dovuta a G. SCORZA

DRAGONI (Un teorema -sulle funziont continue rispetto a una e tni8U-

rabili rispetto ad un’altra variabile. Rend. Sem. 1Iat. Padova, yol. 17

(1948); pp. 102-106) :
Condizione necessaria e 8uffiriente pencliè IIna F definita

in un rettangoto A a tati paralleli agli assi sia i1:i continua rispetto
alle variabiti separatamente è chc sta continua in A.

Cfr. anche:

L. TIBALDO: Un teorema -sulle funzioni misurabili rispetto a una e
continue rispetto ad un’altra variabile. Applicazioni. Atti Accad. lTaz.

Lincei, Rendiconti ci. Se. Fis. Mat. Nat. (8), vol. 2 (1947), pp. 146-152.
E. BAIADA: Sulle funzioni continue rispetto alle variabili separa-

tamente e gli integral curvilinei. Rend. Sem. Mat. Padova, vol. 17

(1948), pp. 201-218; a pag. 211.
A. SCORZA Toso: Un’osservazione sulle di due variabili con-

ttnue separatamente rispetto a queste. Rend. Sem. liat. Padova, vol. 20
(1951), pp. 468-469.

G. STAMPACCHIA: Sopra una classe di funzioni in n variabili. Ri-

cerche di Mat., Napoli, vol. I (1952), pp. 27-54; a pag. 33.
11 ) E. BAIADA, loc. cit. 10), a pag. 211.
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tia 

Date le due funzioni ~’ continue e limitate

nell’insieme chiuso e limitato H e detta f una f amiglia di

curve continue e rettificabili contenute in H, indicheremo

sempre con ÉJF, G la funzione reale definita in ~ che ad ogni
curva C E F di equazioni (2,2) associa il numero

Diremo poi che la funzione gipg è continua in f quando
per ogni curva Lo E f, comunque fissato un numero &#x3E; 0, è

possibile determinare un numero p, &#x3E; 0 in guisa tale che per
ogni curva 0 (li ~, appartenente ordinatamente all’intorno

(p,) di ~o 12), risulti:

) Si dice che C E F appartiene ordinatamente all’intorno di

~ se è possibile porre almeno una corrispondenza tra i punti delle

due curve tale che:

1°) ad ogni punto di ciascuna curva corrisponda sempre almeno
un punto dell’altra ;

2°) qualora ad un hunto di una delle due curve corrispondano più
punti nell’altra, tali punti, se non si riducono ai due estremi della

siano infiniti e costituiscano un arco (ed esso solo) di quest’al-
tra curva;

3*) esistano due rappresentazioni del tipo ( ~ 1 ) per @ e ~~ rispet-
tivamente, per le quali, se P e Q sono due punti di @ tali che P pre-
ceda Q (secondo l’ordinamento indotto dal parametro) e se a
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Sussiste il teorema :

TEOREMA 2,5. Siano F e G continue e

limitate nell’insieme chiuso e limitato H e sia. f una famiglia
di curve continue, rettificabili e contenu te in H, per le qu a l i
siano equi-assolutamente continui gli integrali indefiniti delle
funzioni d.i Banach ad esse a ssocia te. Allora, la 

è continua 13). .
Sarà sufficiente dimostrare che la funzione

è continua in ~.

P corrispondono rispettivamente i punti distinti Po e anche il

punto Po preceda. Qo;

4° ) i punti di e e GJO associati secondo questa corrispondenza
distino tra loro non più di p o.

Naturalmente, data la curva G~ di equazioni (2,2) i punti di e
e ( f (ua), sono considerati distinti se è ul 

(ad eccezione dei valori estremi di u nella ipotesi che C sia chiusa).
Cfr. L. TONELLI, loc. cit. 1), cap. I, n. 18, a pag. 72.

) Osserviamo che dalla dimostrazione del presente teorema 2,5
seguirà pure che: t’integrate G è una funzione continua in ognt
classe, di curve continue, rettificabili e contenute in H, aventi
ghezza egualmente li1nitata e tali che, fissato a &#x3E; 0 ad arbitrio, si paù
determinare un 6&#x3E; 0 ed un inszerne A£ aperto su H. di misura esterna

minore di e, tale restrizione di F ad H - Aa sia continua e
tale che si abbia per ogni curva 0 

dove A1 1 e A2 sono due insiemi aperti di misura minore di e, eosite-

nenti le pro~iezioni di Ae e 8tllZ.a8,e V iispettivame-nte.
Seguirà pure dalla dimostrazione del presente teorema 2,5 che:

la funzione - j Fdx è una continua in ogni fa-

miglia, di curce continue, rettificabiti e c-ontenute in H, aventi l~UI.-

ghezza egualmente limitata e per le quali siano equi-assolutamente con-
tiiimi solamente gli indefiniti delle funzioni di Banach f)
ad esse 
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Consideriamo, al solit,o, per ogni 0 E ~ l’equazione (2,2) di
@ in funzione dell’ascissa curvilinea s e indichiamo con M

un numero positivo tale y)  3f per (~, y) E H.
Fissato il numero a &#x3E; 0, determiniamo il numero e &#x3E; O

in guisa tale che risulti:

per ogni 0 E f e per ogni insieme A aperto su H~ di misura
esterna ;i,, minore di e (cfr. prop. 2,3). Determinato e, sia A

un insieme aperto su H di misura li,, minore di E e tale che

la funzione .F’ sia continua in H A. Sia inoltre I’ una f un-

zione continua in lq tale che sia y)  M per (~, y) E H
e avente restrizione ad H A uguale alla restrizione di F

ad H A 14)~
Poichè in virtù della prop. 2,2 le curve di ~ hanno lun-

ghezza equilimitata, la funzione norma di un teorema

di Tonelliis), continua in j. Pertanto, f issato a &#x3E; 0, per

ogni curva Lo E jf si può determinare un numero in

guisa tale che risulti :

per ogni di ~ appartenente ordinatamente all’in-

torno (po) di Co.
Si ha intanto: 

’

Poichè le funzioni , per
-1

~ assumono gli stessi valori sul complemento di Te(A)

) H. LEBESGUE: Sur le problème de Dirichlet. Rend. Circ·. Mat.

Palermo, voL 24 (1907), pp. 371-402. a pag. 379 e 380.

15) L. TONELLI, loe. VOI. I. cap. VII. n. 108, a pag. 293.
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rispetto a [0, si ha pure:

Conseguentemente, in virtù delle (2,5) e (2,6), risulta:

per ogni curva 0 di f appartenente ordinatamente all’in-

torno (po) di ~o.

È un caso particolare del teorema ?, 3 il seguente:

TEOREMA 2,6. Siano F e G funzioni continue e

limitate nell’insieme chiuso e limitato H. L’integrale 
è una funzione continua ogni classe r di continue,
rettificabili e contenute in H, tali che per ciascuna di esse
le curve del piano (x, s) di equazione x = (s) e le curve del
piano (y, s) di equazione u = gC (s) incontrate dalle

parallele all’asse delle s, oltre che in eventuali archi, solo in

punti isolati, in numero sempre minore di ~in numero 

Infatti l’insieme dei valori di t per i quali la retta x = t
incontra la curva x = f e (s) lungo un intero arco costituiscono,
per la rettificabilità, della curva e per un teorema di Cantor,
un insieme numerabile. Le funzioni di Banach associate alle



429

curce in questione risultano allora, se si prescinde dai punti
di un insieme numerabile, equilimitate e le loro funzioni inte-
grali equi-assolutamente continue.

N. 4. - Sia una successione di curve continue e

rettificabili contenute nell’insieme chiuso e limitato H del

piano (x, y) di equazioni parametriche date in funzione della
ascissa curvilinea fn(8) y = ed una curva

@ soddisfacente alle stesse ipotesi, di equazioni parametriche
~ - f ~ (s) 0 ~ ~~ c l~ . Diremo che la successione

-di curve converge in lunghezza a @ se converge
uniformemente 1‘’1 a C e se è ln = le-

M

Sussiste il:

TEOREMA 2,7. F e G funzioni continue ~

H. Se la sueeession e cl i (~)"EN 
in lunghezza alla si ha:

Supponiamo dapprima che sia le &#x3E; 0. Operiamo nelle iun.

zioni f n e gn il cambiamento di variabile ,

e poniamo j

Le successioni e (yn)neN’ convergono uniformemente
nell’intervallo verso le funzioni e (s) rispet-
tivamente 17) ed inoltre convergono in variazione 18) nello stesso

) una successione di curve continue e rettificabili 

si dice che converge uniformemente alla curva continua e rettificabile

@ se esiste almeno una legge che ponga una corrispondenza (come
quella descritta nella nota a piè di pagina 12), fra ciascuna curva ~n
e la (R, in modo che fissato p&#x3E; 0 si possa determinare un n tale che

per le curve Cn appartengano ordinatamente alla’intorno

(p) Cfr. L. TONELLI, loc. cit. 1 ), voi. I, cap. II, n. 20, pag. 76.

) Cfr. L. TONELLI, loc. cit. 1 ), vol. I, cap. II, n. 29 a pag. 101.
Cfr. T. and P. REICHELDERFER: Convergence in lenght 

a rca. Duke Math. J., ’B’"01. 9 ( 19~ ) , pp. 527-565, cap. I, teorema (8,2).
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intervallo verso le medesime funzioni. Per le proposizioni 1,9
e 2,1 gli integrali indefiniti delle funzioni di Banach asso-

ciate alle curve 0,, risultano equi-assolutamente continui e, per
la proposizione 2,5, si ha che la successione 

converge a 

Se poi è 0, la curva @ si riduce ad un sol punto P.
Fissati ad arbitrio i numeri a &#x3E; 0 e e &#x3E; O esisterà un n tale

che per ogni n &#x3E; n la curva 0,, abbia lunghezza minore di-2
e sia tutta interna al quadrato di centro P e lati di lunghezza
e paralleli agli assi. Dalla relazione

e per il teorema 2,5 si ha:


