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INDIPENDENZA DELLE CONDIZIONI

DI DISTRIBUTIVITÀ

Nota ( ~ ~ di. DOMENICO BOCCIONI (a Pa,dova)

Nel presente lavoro, per un bisistema (o bigruppoide) BO
s  intende un insieme B, il sostegno di B°, nel quale sono
definite due operazioni univoche binarie, l’addizione e la mol-
tiplicazione di BO. Il numero cardinale v ( &#x3E; 2 e non neeer-

sariamente finito di B) vien detto l’ordine di BO.

Dato un insieme B avente numero cardinale v (2 2)~ si

possono considerare le v3 eguaglianze :

che vengono dette condizioni di s-distributività (di B) ; se ana
di esse è soddisfatta in un bisistema BO di sostegno B, la rela-
tiva terna (x, y, z) viene detta s-distributiva in B°.

Il problema di riconoscere se tali condizioni di s-distribu-
tività siano indipendenti viene risolto nel § 1 col risultato

seguente (n. 1, teor. 1) : condizioni di s-dutributività

sono indipendenti se e soltanto se v &#x3E; 3.

. L’indipendenza di tali condizioni va intesa nel senso se-

guente : Dato un insieme B avente numero cardinale v &#x3E; 3,
e fissata una qualunque delle condizioni di 8-distributività
di B, allora esiste un bisistema B° di sostegno B nel quale
la condizione fissata non è soddisfatta, mentre tutte le rima-

nenti condizioni vi sono invece soddisfatte.

(*) Pervenuta in Redazione il 16 settembre 1957.

Indirizzo dell’A.: Seminario matematico, Università, Padova.
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Detto s-distributivo un bisistema se in esso le condizioni

di s-distributività sono soddisfatte, per riconoscere dunque se
un dato bisistema BO di ordine v &#x3E; 3 sia s-distributivo, bi-

sogna in generale esaminare tutte terne formate cogli
elementi di BO.

Nel § 1 viene poi completato lo studio del caso v 2.

Precisamente (teoremi 2 e 3 del n.° 8), detto E l’insieme co-

stituito da tutte le otto ( 2$) condizioni di s-distributività

di B = (a, b }, vengono determinati tutti i sottinsiemi ~~ di E
ad esso equivalenti e costituiti, ciascuno, da condizioni in-

dipendenti. Ognuno di questi sottinsiemi ~o risulta costituito
da quattro condizioni soltanto (ad es. da quelle relative alle

quattro terne (~, y, z) - cfr. n.° 16, coroll. 3 -).
Per riconoscere dunque se un dato bisistema di ordine 2

sia s-distributivo è sufficiente ( e, in generale, necessario)
l’esame di quattro sole fra le otto condizioni di .s-distributi-

vità.

Approfittando di questo risultato e dell’analogo, stabilito

nel § 2, per le condizioni di d-distributività:

vengono inoltre determinati (a meno di isomorfismi e di an-

tisomorfismi) tutti i bisistemi s-distributivi e tutti i bisiste-

mi d-distributivi di ordine 2, ( n.~ 13, coroll. 1 e 2).

Nel § 3 viene infine studiato l’insieme, à, costituito dalle
2v" condizioni, dette di distributività, ottenute riunendo le

v$ condizioni di s-distributività e le v* condizioni di d-distri-

butività di uno stesso insieme B (avente numero cardinale v).
Si è trovato che ( n ° 14, teor. 4) anche le 2v8 condizione c~i

distributività sono indipendente se e soltanto se v &#x3E; 3.

Lo studio del caso v = 2 viene poi completato determi-

nando (n.o 16, teor. 5) tutti i sottinsiemi à, dell’insieme A
ad esso equivalenti e costituiti, ciascuno, da condizioni indi-
pendenti. Ognuno di questi sottinsiemi 40 risulta costituito
da otto condizioni soltanto (ad es. da quelle relative alle

terne (o, y, z) cfr. coroll. 3 -).
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l. - Chiameremo gr tppoide (o sistema) un insieme non vuoto
G nel quale sia ovunque definita un’operazione univoca bi-

naria (cfr., ad es. [3] 1), p. 67). L’insieme G si dirà il 

gruppoide.
Chiameremo bisistema, ( o bigruppoide) un insieme non

vuoto B nel quale siano ovunque definite due operazioni uni-
voche binarie distinte e considerate in determinato ordine.

Tali operazioni si indicheranno, nell’ordine, con x e v e si

diranno e la moltiplicazione del bisistema ; per i

loro risultati (che sono elementi rli B) ai useranno le deno-

minazioni e i simboli consueti prodotto ry;
.r, 11 E B). L’insieme B si dirà il del bisistema, il quale
verrà denotato con B°. Il numero cardinale (non necessaria-
mente finito) del sostegno B si dirà del bisistema Bo-

Gli elementi di un bisistema sono quelli del sno sostegno.
Si dirà (cfr. [ 4 ~ , p. 5) che due bisiatemi sono (e che

ognuno è il du.ale dell’altro) se essi hanno lo stesso sostegno
e se l’addizione e la moltiplicazione di ognuno risp. coinci-

dono con la moltiplicazione e l’addizione dell’altro.

Se BO è un bisistema di sostegno B, ed x, y, z E B, la terna
(ordinata - cfr. [1], n.o 1, 2° capov. -) ( x, y, z) si dirà

s-distributiva (in BO) se

Se v è il numero cardinale di .8, eguaglianze che si

ottengono dalla (1) al variare della terna (~, ,y, z) in B8 (va nel
senso della teoria dei numeri cardinali : la terna (o, y, z) E B3
deve pensarsi come un~’applicazione di (1, 2, 3} - cfr. 111,
n.° 1, fine 30 capov. - in B) si chiameranno condizione di
s-distributività (dell’ineieme B).

Se o, y, z sono elementi di un bisistema B°, la terna ( ~, y, z)

~~ I numeri fra parentesi quadre rimandano alla bibllografla alla
fine della nota.
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si dirà s-isolata (in B°), se essa non è s-distributiva (in B°)
mentre tutte le rimanenti terne (di elementi di B°) sono

invece s-distributive.

Una terna (s, y, z) di elementi di un insieme (non vuoto)
13 si dirà s-isotabite (in B), se esiste un bisistema I3° di soste-
gno B nel quale essa è s-isolata.

Nei numeri successivi (5-7) dimostreremo anzitutto il se-

guente

TEOREMA 1: Sia v il numero cardinale di nn insieme B,
e siano s, y, z elementi di B. Allora, se v &#x3E; 3, ogni terna
(x, y, z) è s-isolabile in B. Se invece v = 2, nessuna terna

(x, y, z) è s-isotabite vrc B.
In base a questo semplice risultato potremo dunque con-

che, per i bisistemi di un dato v3 condizioni di

s-distributività sono « indipendenti » (cfr. il successivo n.° 8)
se e soltanto se v &#x3E; 3.

2. - Prima di iniziare la dimostrazione del teorema 1,
faremo ( n.i 2-4) qualche considerazione preliminare e dimo-

streremo alcuni lemmi.

Consideriamo un insieme B, il cui numero cardinale v

supporremo &#x3E; 2. Le terne (o, y, z) di elementi di B possono
essere ripartite in classi a due a due disgiunte (diciamo di-

due insiemi se la loro intersezione è vuota) in modo

che due terne appartengano alla medesima classe se e solo

se esiste una corrispondenza biunivoca di I3 su sé stesso nella
quale gli elementi delle due terne ordinatamente si corrispon-
dono ( [1], n.o 3). Di tali classi possono assumersi come rap-
presentanti le terne seguenti (delle quali la quinta si pre-

senta, naturalmente, solo se v &#x3E; 3) :

a, b, c denotando elementi distinti di B. È allora chiaro che
una qualunque di queste terne sarà s-isolabile in B se e solo
ge sono s-isolabili le altre terne della classe da essa rappre-
sentata. Infatti, se due terne (~, y, z) ed (a, y’, z’) sono nella
medesima classe, e se z) è s isolata in un bisistema B°
di sostegno B, allora (x’, 1/, z’) è evidentemente s-isolata nel
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bisistema, di sostegno B, « immagine di BO nella

corrispondenza biunivoca (di B su B) in cui (x, y, z) ed

(x’, y’, z’) si corrispondono. Un isomorfismo fra due bisistemi
va naturalmente inteso come una corrispondenza biunivoca f
fra i loro sostegni B e B’ tale che da ~’ f (~), y’ f ( y) se-

gua sempre ~’ ~- y’ f ( ~ -~- y) ed f1J’y’ (m, y E B, x’,
y’ E B’). E due bisistemi si dicono se fra essi esiste

un isomorfismo.

3. - Se il sostegno C, di un bisisteina 0° è un soprainsieme
del sostegno .~i di un bisistema B°, e se l’addizione e la mol-

tiplicazione di C° subordinano in B risp. l’addizione e la mol-

tiplicazione di B°, allora CO dicesi un sopra-bisistema di B°

(e B° dicesi un sotto-bisistema di 0°). Se inoltre l’insieme

C = B (degli elementi di C che non appartengono a B) non è

vuoto, C° dicesi un sopra-bisistema proprio di BO.
LEMMA 1: Sia 0° un sopra-bisistema proprio di un 

ma B°, ed esista ~xn 1V E C -- B tale che (in C°) si abbia

per ogni v E C = B e per E O. Allora. le terne di ele-

menti di C contenenti almeno un elemento di C = B sono

tutte s-distributive (in 0°).
Infatti, se m, y, z E C e v E C -- B, in 00 ~si ha v ( y -~- z) = ~c,

Se denotiamo con 6) l’operazione in un gruppoide di so-

stegno G, l’elemento di G associato da 6) alla coppia (ordi-
’ nata) ( ~, y) di elementi di G (cioè il « risultato » dell’opera-
zione 6» si può rappresentare col simbolo (cfr. [3], p. 67).
Quindi la somma e il prodotto di due qualsiasi elementi x, y
di un bisistema BO si potrebbero pure (ove ciò fosse oppor-

tuno) rappresentare risp. coi simboli

Due gruppoidi con le operazioni rispettive (o e w diconsi

oppo8ti (e si dice che ognuno è l’oppo8to dell’altro) se essi
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hanno lo stesso sostegno (~ e se

qualunque siano o., y E G, ( cfr., ad es., [2] , pp. 65, 3).
Il gruppoide costituito dal sostegno B di un bisistema BO

e dalla addizione (risp. moltiplicazione) di BO si dirà il grup-

poide additivo (risp. moltipticativo) di BO, (cfr., ad es., [5],
p. 50).

Due bisistemi col medesimo sostegno si diranno a-opposti
(risp. se coincidono i loro gruppoidi moltiplicativi
(risp. additivi) mentre sono opposti i loro gruppoidi additivi
(risp. moltiplicativi) 2) ; ei diranno invece o pposti se sono

opposti sia i loro gruppoidi additivi che i loro gruppoidi mol-
tiplicativi (cfr. [2], p. 116).

Due bisistemi (oppure due gruppoidi) si diranno 

morfi se ognuno è isomorfo all’opposto dell’altro. Per antiso-

mor f ismo fra due bisistemi dovrà dunque intendersi una cor-
rispondenza biunivoca g fra i loro sostegni B e B’ tale che
da x’ = g (x), y’=g(y) (x, y E B, x’, y’ E B’ ) segua sempre

LEMMA 2: Se due bisistemi sono a-opposti, e se la terna

(m, y, z) è s-distributiva in uno di essi, allora tac terna (x, z, y)
è s-distributiva nell’altro.

Infatti, detto B il comune sostegno e denotata (cfr. (4))
con zocy la sonzma nell’un bisistema e con nell’altro

(o, y E B), si ha 

4. - Se Q~° è un gruppoide qualsiasi di sostegno ed (~) la

sua operazione, un elemento 1t di G° si dirà un’unità 
(in G°) se per ogni t E G ; si dirà invece un’unità destra
se per t E Q’. Un u E G che sia contemporaneamente
unità sinistra e destra si dirà un’unità (di 0°).

Un elemento v del gruppoide G° si dirà uno zero sinistro

( risp. destro) se ( risp. t6)V = v) per ogni t E G. Un

2) Si osservi che l’ x-upposto ( il u-opposto) di un bisistema esiste

soltanto se non sono opposti i suoi gruppoidi additivo e moltiplicativo.
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~~· EG che sia contemporaneamente uno zero sinistro e destro
si dirà uno zero (di G°).

Un elemento x del gruppoide l~° tale che si dirà

un idempotente (in G°).
Sia B° un bisistema di sostegno B. Per nn’a-unitd 

un’a-unitcà destra, un un a-zero de-

stro, un a-zero, un a-idempotente (di B°) s’intenderà rispetti-
vam. un’unità sinistra, un’unità destra, un’unità, uno zero

sinistro, uno zero destro, uno zero, un idempotente del grup-
poide additivo di B°.

Il precedente capoverso, ove si legga IL invece di a, e mol-

tiplicativo invece di additivo, fornisce poi le definizioni di

sinistra, destra, 
destro, li-zero, u-idempotente in un bisistema BO.

Per un’unitd sinistra di un bisistema B&#x3E; s’intenderà un

elemento di B° che sia contemporaneamente un’a-unità sinistra
e una p-unità sinistra. Analogamente verranno definiti una

unità destra, uno zero sinistro, uno zero destro, uno

zero, un idempotente di BO.
Si faccia attenzione alle definizioni date nei tre precedenti

capoversi, perchè esse sono (almeno in buona parte) incon-

suete. Volendo, esse si potrebbero rendere più espressive
dicendo « unità sinistra additiva ~ invece di « a-unità sinistra »,
«unità sinistra moltiplicativa» invece di « u-unità sinistra »,
4: unità sinistra sia additiva che moltiplicativa » invece di

4: unità sinistra », e cos  via.

Siano x, y, z elementi di un bisistema B° ; la dimostra-

zione dei seguenti lemmi è allora immediata.

LEMMA 3: Se x è un idempotente, la terna (x, x, o) è
s-distrzbutwac.

LEMMA 4: 8e x è una u-unità sinistra, la tema (x, y, z) è
’

LEMMA 5: Sc x è contemporaneamente un u-zero 
ed, ti. terna tx, y, z) è 

LRMMA 6: Se z è zero destro, la terna (x, y, z) è
a-distributiva.
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LEMMA 7: t Se z è contemporaneamente nn li-zero destro

e un’ a-unità destra, lå terna 

LEMMA 8: t Se y è contemporaneamente un a-zero sinistro

e un IL-zero tema (~, y, 

LEMMA 9: 1 Se y è contemporaneamente 
e un li-zero destro, la terna (o, y, z) è s-distributiva.

LEMMA 10: t Se x è un’a-unità destra e z un’unità destra,
1 a terna (x, y, z) è s-distributiva.

LEMMA 11: l Se £b è un’a-unità sinistra ed y è contempora-
neamente un’a-unità sinistra e una u-unità destra, la terna

(x, y, z) è s-distributiva.

LEMMA ~2: Se x è un a-zero sinistro ed y è contemporanea-
mente un a-zero sinistro e una u-unità destra, la terna (x, y, z)
è s-distributiva.

5. - L’insieme costituito dagli elementi b, c, ...

verrà sempre rappresentato col simbolo { a, b, c, ... }.
Dimostriamo allora le cinque proposizioni seguenti.

I) In terna ( a, a, a) è s-isolabile. Essa
è infatti isolata nel bisistema di sostegno B definito dalle

due seguenti tabelle (cfr. ~3 ] , p. 68):

E invero a ( a + a) = aa b, mentre ( aa) + ( aa) ~ b (tutte
le somme son ~ b), quindi ( a, a, a) non è s-distributiva.

Inoltre, se (~, y, z) =F (a, a, a) (~, y, z E B), non può essere
~ ( y -~- z) --^ b ( poichè questa eguaglianza implicherebbe x = a,
y -/- z - a, e quest’ultima, a sua volta, y = a, z, - a, contro

l’ipotesi), quindi x(y + z) = c ; né può essere (xy) + ( xz) = a
(poiché questa eguaglianza implicherebbe men-

tre tutti i prodotti son =~= a), quindi (xy) + (oz) - c, cioè

la terna (~, y, z) è s-distributiva. Dunque ( a, a, a) è appunto
s-isolata.
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II) In B = a, b, c } la terna (a, a, b) è s-isolabile. Essa

è infatti s-isolata nel bisistema di sostegno .B definito dalle

due seguenti tabelle :

E invero (ragionamento analogo a quello fatto per dimo-
strare la I)) a ( a + b) # ( aa) + ( ab), mentre ( x, y, z) # ( a, a, b)

(xz) (_-_. c). Anche la dimostrazione
delle tre proposizioni successive è perfettamente analoga a

quella della I).
III) In B { a, b, terna (b, a, a) è s-isolabile. Essa

è infatti s-isolata nel bisistema di sostegno B definito dalle

due seguenti tabelle:

IV) In B = a, b, c} tas terna (a, b, a) è s-isolabile. Essa
è ’ infatti s-isolata nel bisistema di sostegno B definito dalla.

due seguenti tabelle :

Si osservi che il bisistema definito dalle (8) è a-opposto
di quello definito dalle (6) (cfr. n.O 3, lemma 2).

V) In B =(a, b, terna ( a, b, c) è Essa

è infatti 8-isolata nel bisistema di sostegno B definito dalle

due seguenti tabelle:
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6. - Dare le due tabelle, risp. di addizione e di moltipli-
cazione,

di un bisistema BO di sostegno B =(a, b } equivale eviden-

temente a dare la 8-upla (ordinata)

Perciò il bisistema B° di sostegno B - { c~, b) definito dalle

due tabelle (10) verrà denotato con

Si osservi che, poiché vi sono 16 (= 2 4) gruppoidi (di-
stinti) di sostegno (a, b }, i ’bisistemi. sostegno
B { a, b } sono 240 (tanti cioè quante stono le disposizioni di
16 oggetti a due a due).

Dimostriamo adesso le altre quattro proposizioni seguenti.
VI) In un bisistema BO di sostegn o B = a, b } tci terna

(a, a, u) è s-distributiva se e soltanto se 
terna (a, b, b).

i) Infatti, supponiamo che in ~3° (811’ ... , p2~) la terna

(a, a, a) non sia s-distributiva. Allora (n.° 4, lemma 3)
pll) ~ ( a, ~), quindi ( b, a), ( b, b)

( s’intenda, e cos  pure nel seguito, Pl1) = ( ac, b), oppure
= (b, a), oppure ( b, b) ; si ricordi inoltre che due n-uple
sono se e solo se sono eguali gli elementi di egual posto).
Occupiamoci separatamente di questi tre casi.

1) Sia inoltre

Allora b, ( aa) + ( aa) = b + b =S22, donde

(per la non s-distributività di ø) ~22 ~ b, cioè

Ne segue a ( b + b) = aa = b, (ab) + poi’Ne segue a ( b + b)=aa=b, --I- «tb)=p,2 +P12=&#x26; ( Poi-
chè 811= s22 = a), quindi (a, b, b) non è s-distributiva.
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2) Sia inoltre

Allora donde

Ne segue a ( b -~- b) - a (poichè pll = p12 - a), +
+ (ab) = a + a = b, dunque ( a, b, b) non è s-distributiva.

3) Sia inoltre 
- -

Allora a ( a -f - a) - a h = p12 , ( a,a) -~- ( a,a~) b -E- b s22 , donde
‘~22 ~ ~’12 ~ cioè (’$22 l Pi2)=(~ ~ a’). Poiché tà ( b -~- b =

in entrambi i casi a ( b + b) =F ( ab) + ( ab), dunque la terna

( a, b, b) non è s-di.stributiva.
ii) Supponiamo ora che in ~~ ~ 1 non sia s-distri-

butiva la terna ( a, b, b ). Allora (n.o 4, lemma 4) (Pll 1 p12) =~=
=~= ( a, b), cioè

Osservato ciò, distinguiamo i due casi b.

1) Sia inoltre 
’

Allora ( n.~ 4, lemma 5) dev’eseere p,,) =~= (a, cioè

(v. ( 12)) ( b, c~), ( b, b). Occupiamoci separata-
mente di questi due sottocasi.

11) Sia inoltre

Allora a (b + b) = = 00, ab, cioè a ( b -~- b) b, a, mentre
( ab) + (ab) = a + a = a, donde ( per la non 8-distributività
~ (a, b, b))

Ne segue a ( a -~- a) ~ a,a b, ( aa) -~- ( aa~) b -~- b -’- a, quindi
la terna ( a, a, a) non è s-distributiva.
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12) Sia inoltre

Allora donde

Ne segue + a) b, (aa) + (aa) - b -+- b = a, quindi ( a, a, a)
non è s-distributiva.

2) Sia inoltre

Distinguiamo allora i tre sottocasi (12).
21) Sia inoltre

Allora
non è s-distributiva.

22) Sia inoltre

Allora -~- b) =as22=Ga, ab, cioè -~- b) = b, a, mentre

(ab) + (ab) = a + a - b, donde

Ne segue a (a + a) = ab = a, ( aa) -f - (aa) = b + b = b, quindi
(a, a, a) non è s-distributiva.

2~) Sia inoltre 
- -

Allora (a, a, a) non è s-distributiva (cfr. il preced. caso 12».
In conclusione abbiamo provato che, in un bisistema di

sostegno la, b }, la non s-distributività di ( a, a, a) implica
quella di ( a, b, b), e viceversa. La VI) è perciò dimostrata.

VII) In un di sostegno B = { a, b) la tema

(a, a, b) è s-distributiva se e soltanto 8e vi é 
terna ( a, b, a). 

_,

i) Infatti, supponiamo che in ... , P22) la terna

( a, a, b) non sia s-distributiva. Allora (n.o 4, lemma 4)
~ ( a, b), cioè vale la (12). Distingueremo allora

i due casi S12 a, s12 = b.
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1) Sia inoltre

Occupiamoci allora separatamente dei tre sottocasi (12).
11) Sia inoltre

Allora donde

Ne segue a (b + a) = a, ( ab) + ( a a) - a -~- a. - b, quindi (a,
b, a) non è s-distributiva.

12) Sia inoltre

Allora , donde

Ne segue a (b + a) = aa = b, (ab) + (aa) = a + b = a, quindi
( a, b, a) non è s-distributiva.

13) Sia inoltre

Allora donde

Ne segue a (b + a) = b, ( a b ) + (aa) = b + b = a, quindi ( a, b,
a) non è s-distributiva.

2) Sia inoltre

Distinguiamo allora i tre sottocasi (12).
21) Sia inoltre

Allora ( a, b, a) non è s-distributiva (cfr. il preced. caso lJ).
2,) Sia inoltre
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Allora donde

Ne segue a ( b + a) = ab = a, ( ab) + ( aa) = c~ + b = b, quindi
( a, b, a) non è s-distributiva.

23) Sia inoltre

Allora (ac, b, a) non è s-distributiva (cfr. il preced. caso 18»).
ii) Supponiamo ora che in ... , P22) non sia s-distri-

butiva la terna (4, b, Allora ( n ° 4, lemma 4) vale la (12).
Distinguiamo i due casi s21 a, 821 = b.

1) Sia inoltre

Occupiamoci allora separatamente dei tre sottocasi (12).
1,) Sia inoltre

Allora donde

Ne segue + (ab) a + a b, quindi (a, a,
b) non è s-distributiva.

1,) Sia inoltre

Allora donde

Ne segue (00)+ {ab) = b -~- a, quindi (a,
a, b) non è a-distributiva.

la) Sia inoltre

Allora donde



15

Ne segue a (a + b) = b, ( aa) + (ab) = b + b = a. quindi ( a,
~c, b) non è s-distributiva.

2) Sia inoltre 
-

Distinguiamo allora i tre sottocasi (12).
21) Sia inoltre

Allora ( a, a, b) non è s-distributiva (cfr. il preced. caso 1,».
2.,) Sia inoltre

Allora donde

Ne segue (aa) + (ab) = b + a = b, quindi
(a, a, b) non è s-distributiva.

2,) Sia inoltre

Allora (a, a, b) non è a-distributiva (cfr. il preced. caso 1~)).
In conclusione abbiamo provato che, in un bisistema di

sostegno { a, b }, la non s-distributività rli ( a, a., b) implica
quella di (a, b, a), e viceversa. La VII) è dunque dimostrata..

VIII) In un bisistema BO di sostegno B = {a, b } la terna

( b, b, b) è se e soltanto se vi é s-distributiva la

tei-na(b, a, a).
IX) Irr, un BO di sostegno 8 { a, b Ì la terna

( b, b, a) è se e soltanto se vi è la

terna ( b, a, b).
Infatti, queste due proposizioni VIII) e IX) sono un’im-

mediata conseguenza risp. delle VI) e VII) applicate al bi-

sistema, di sostegno B, immagine isomorfa di BO ( cfr. n.O 2)
mediante la corrispondenza a - b. b - a.

7. - La dimostrazione del teorema 1 (n.O 1) si ottiene ora.
mai facilmente (tenuto conto delle considerazioni dei n.i 2 e 3)
in base alle nove proposizioni I), ... , IX), dimostrate nei due
numeri precedenti.
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Infatti (v. l’enunciato del teor. 1) se sia B~ un

qualunque sottinsieme di B costituito da tre elementi (di-
stinti) :

Allora, per le proposizioni I), ... , V) del n.° 5, esistono cin-

que bisistemi di sostegno B1 in cui sono rispettivam. s-isolate
le cinque terne (2). Ma allora, se v 3, tutte le terne ( x, y,
z) E .T3 sono appunti s-isolabili in B ( B~), in virtù delle os-

servazioni del n. 2. Se invece v &#x3E; 3, detto B! uno qualsiasi
dei suddetti cinque bisistemi di sostegno si definiscano

in B un’addizione e una moltiplicazione imponendo loro di

subordinare in B~ risp. l’addizione e la moltiplicazione di B§
e facendo le posizioni (3), con u E B -- E B, w essendo
un fissato elemento di B · Il dato insieme B diventa

allora il sostegno di un bisistema B°, nel quale è pure isolata
(per il lemma 1 del n.° 3) quella fra le terne (2) che era iso-
lata in B~. Ma allora, anche in questo caso (sempre per

quanto osservato nel n.° 2) ogni terna (0, 1}, z) E B3 è appunto
s-isolabile in B. E la la parte del teor. 1 è dimostrata.

La seconda parte del teor. 1 (v 2) risulta poi immedia-
tamente dalle quattro proposizioni VI), ... , IX) del n.° pre-
cedente.

La dimostrazione del teorema 1 del n.° 1 è dunque com-
pletata.

8. - Approfondiamo ora lo studio delle condizioni di s-di-

stributività (1) nei bisistemi di ordine 2.

Fissato un insieme

costituito da due elementi ( distinti), ogni bisistema di ordine
2 è isomorfo ad uno dei bisistemi di sostegno B, quindi pos-
siamo limitarci alla considerazione di questi ultimi.

Indicheremo allora con

l’insieme di tutte le 8 (= 2 3) condizioni di 8-distributività (1),
relative alle otto terne (s, y, z) di elementi di B (l’equaglianza
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~ ( y ~-- z) ( xy) --~- (xz) e la terna (x, y, z), con x, y, z E B,
diconsi l’una relative all’altra).

Si dirà che un sottinsieme li dell’insieme E è equivalente
a E, se il verificarsi delle condizioni di Il in un bisistema B°
di sostegno B implica sempre il verificarsi in B° di tutte le

condizioni di 

Si dirà poi che un sottinsieme non vuoto E2 della’insieme
è costituito da condizioni .indipendenti, se, fissata una qua-

lunque condizione di y esiste sempre un bisistema di so-

stegno 13 nel quale la condizione fissata non è soddisfatta

mentre tutte le rimanenti condizioni di E, vi sono invece sod-
disfatte.

Dalla 28 parte del teor. 1 (n.° 1) risulta che l’insieme E
non è costituito da condizioni indipendenti. È allora interes-
sante il problema di determinare un sottin.sieme proprio del-

l’insieme E ad esso equivalente e costituito da condizioni

indipendenti. Di tale problema ci occuperemo nelle righe se-

guenti, dandone la soluzione completa (teor. 3).
Denotiamo con 01, 2 C4 le seguenti quattro classi,

costituite, ciascuna, da due terne di elementi di B { a, b } :

Queste quattro classi C1 , O2, C~ , C, sono a due a due disgiunte
ed esauriscono complessivamente tutte le (otto) terne di ele-

. menti dell’insieme B.

Denotiamo ora con

una classe costituita da quattro terne (di elementi di B= (a, b )),
delle quali una appartenente a Ci , una a O2, una a °3 ed
una a C4.

Per quanto dimostrato nel n.° 6 (proposiz. VI), ... , 9 IX) ),
abbiamo intanto il seguente
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TEOREMA 2: ò Se bisistema BO di sostegno B = { a, b }
quattro terne di una delle

classi C, allora tutte le otto terne ( di elementi cti B) sono
s-distributive in BO.

Ciò non significa altro che: Le quattro condizioni di s-di-

stributività, relative alle quattro terne di una qualunque delle
classi 0 costituiscono un insieme,

~o ,

equivalente all’insieme E. Ebbene, come dimostreremo nel

n.O ~successivo, vale il seguente
TEOREMA 3 : Gli 20 nel precedente capoverso

gli uni,ci sottinsiemi dell’insieme E ( di tutte le otto con-
dizioni di s-distributività di B { a, b }) ad esso equivalenti e
costituiti, ciascuno, da cond izioni indi pend en ti.

9. - Diremo che la classe C; (i= 1, 2, 3, 4), (n.° 8), è

s-isolata in un bisistema BO di sostegno B { a, b }, se le due
terne di Ci non sono s-distributive in BO, mentre le rimanenti
sei terne vi sono invece s-distributive.

Diremo che la classe Ci (i = 1, 2, 3, 4), ( n ° 8), è s-isolabile
nell’insieme B - { a, b }, se esiste un bisistema BO di sostegno
B nel quale essa è s-isolata. Ebbene:

X) Ciascuna classe Ci (i 1, 2, 3, 4), (n.o 8), è s-isotacbite

nell’insieme B { a, b }. Infatti, Ci è s-isolata nel bisistema di
sostegno B definito dalle due seguenti tabelle :

O2 è s-isolata nel bisistema di sostegno B definito dalle due
seguenti altre:

03 (risp. 0,) è 8-isolata nel bisistema, di sostegno B, imma-
gine isomorfa, mediante la corrispondenza a - b, b - ca, di

di quello definito dalle ( 13) (risp. dalle ( 14)).
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Mostriamo come si possa pervenire alla determinazione del-
le ( 13), (ragionamento analogo per le ( 14)). Supponiamo per-
ciò Ci s-isolata in ... , 5 P22) ( n ° 6). Allora dev’essere

(n.O 4, lemma 3) (s,1, " p,,) $ (a, a). Consideriamo il caso

Allora, essendo
dev’essere

Ne segue donde

Inoltre, poiché a (a -~- b) a812 - 00, ab, cioè a ( a -f- b) b, 
mentre ( aa) + ( ab ) b -f - p12 b + a, b -f - b, ci oè ( aa) + ==

- s21, ac, dev’essere (821’ p, ~) =~= ( a, b). Consideriamo perciò il

sottocapo

Allora (v. terna (a, ~c, ~), appena esaminata)

Se quindi si pone

si ottengono proprio le ( 13), nel bisistema definito dalle quali
(come subito si verifica) Ci è effettivamente isolata. 

1

Dimostriamo ora il teor. 3 del n.O 8. In base al teor. 2

dello stesso n ° ed alla precedente proposizione intanto

chiaro che uno qualunque degli insiemi è equivalente a 23
ed è costituito da condizioni indipendenti.

Sia allora E, un sottinsieme (proprio e non vuoto) del-

l’insieme E a questo equivalente e costituito da condizioni

indipendenti, e si supponga che Il sia diverso da ciascuno

degli insiemi So. Allora E1 non può essere un sottinsieme

proprio di un E0 (poichè, se lo fosse, non potrebbe essere

equivalente a E. dato che le condizioni di ogni Eo sono indi-
pendenti), e perciò Yi deve contenere entrambe le condizioni
relatives alle due terne di una stessa classe C~ ( z ~, 2, 3, 4)
del n.° 8. Ma allora, in base alle proposi~. VI), ... , IX) del n.°
6, le condizioni di E1 non possono essere indipendenti, contro
l’ipotesi. Il teor. 3 del n.&#x3E; 8 è dunque dimostrato.
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10. - Diremo che un bisistema è s-distributivo se in esso

sono s-distributive tutte le terne formate coi suoi elementi.

Il teorema 2 del 8 riduce a metà il numero delle terne

da esaminare per verificare se un dato bisistema di ordine 2

sia s-distributivo.

Consideriamo le tabelle di tutti i sedici gruppoidi di soste-
gno {a, b}:

Diremo brevemente « gruppoide n » ( n 1, 2, ... , 16) invece
di « gruppoide, di sostegno (a, b }, definito dalla tabella n ».

Si verifica facilmente che le immagini isomorfe dei grup-
poidi

mediante la corrispondenza a - b, b --- a sono rispettivam.
i gruppoidi

Inoltre gli opposti ( n.~ 3) dei gruppoidi

sono rispettivamente i gruppoidi
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Diremo brevemente « bisistema (m, n) » (m, n 1, 2, ... ,

16 ; invece di « bisistema, di sostegno (a, b }, definito

dalla tabella di addizione e dalla tabella di moltiplica-
zione n ». Denoteremo allora con

8B

l’insieme costituito e dai segiienti quarantatre bisistemi: (1, 2),

(7, 13), e dai loro duali ( n.° 1). L’insieme B consta dunque
di ottantasei b sistemi di sostegno { a, b }. ~: agevnle verificare
che :

XI) di sostegno (a, Uomorfo o antir

(n.° 3) ad uno dei dell’insieme B.
Basta infatti verificare clze ogni bisistema, di sostegno

(a, b }, non appartenente all’insieme B figura i) fra le imma-

gini isomorfe dei bisistemi di B mediante la corrispondenza
a - b, b --~ ac, oppure ii) fra i bisistemi opposti di tali imma-
gini isomorfe, oppure iii) fra gli opposti dei bisstemi di 8B .

Applicando il teor. 2 del n.° 8 si trova poi facilmente che:
XII) Fra i di sostegno (a, b t appartenenti al-

l’insie1ne áB, s-distributivi sono i seguenti: ( 1, 2), ( 1, 3),

Nel successivo § 2, determineremo (fra P altro) tutti i
bisistemi s-distributivi di sostegno (a, b ) ( n.° 13, coroll. 1)

2
1 l. - Se BO è un bisistema di sostegno B, ed x, y, z E B,

la terna (o, y, z) si dirà d-distributiva (in B°) se
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Se v è il numero cardinale di B, eguaglianze che si otten
gono dalla (15) al variare della terna (ae, y, z) in B3 si

chiameremo condizione di d-distributività (dell’insieme B).
Le definizioni di terna d-isolata e si deducono

rispettivam. dal 50 e dal 6° capoverso del n.° 1 leggendo d-
invece di .9-.

LEMMA 13: Se due bisi8tc1ni sono opposti (n.O 3), e se la

terna (x, y, z) è s-distributiva (risp. d-distributiva) in uno di
essi, allora la tema. « opposta » (z, y, o) è d-distributiva (risp.
s-distributiva) nell’altro.

Dimostrazione: Detto B il comune sostegno e denotati

(cfr. ( 4)) con xay e risp. la somma e il prodotto nel-

l’un bisistema, con xdy e nell’altro (o, y E B), si ha

infatti (zciY)flX = = = (risp.
zu(yax) = (xay)uz = (xuz)a(yuz)=(zuy)a(zux)).

Dal teor. 1 del n.° 1, in virtù del precedente lemma 13,
si ottiene immediatamente il seguente

TEOREMA 1’: v il numero cardinate di ~cn insieme B,
e siano x, y, z elementi di B. Allora, se v &#x3E; 3, ogni ternca

(x, y, z) è d-isolabile in. B. Se invece v = 2, nessuna terna
(~, y, z) è in B.

Basta infatti osservare che (per il lemma 13) una terna
di elementi di un insieme B è d-isolabile se e solo se

vi è s-isolabile la terna opposta.
In base al preced. teor. 1’ si può dunque affermare che,

per i bisistemi di un dato condizioni di d-distri-

butività sono ( cfr. n ° 8) se e soltanto ee

v &#x3E; 3.

Dalle quattro proposizioni VI), ... , IX) del n.&#x3E; 6, tramite
il lemma 13, si ottengono poi subito le quattro seguenti :

VI’) In un bisistema B° di sostegno B - ( a, b } la ternu

(a, a, a) è d-distributiva se e soltanto se vi è d-distributiva
la terna ( b, b, a).

Infatti (ragionamento analogo per le tre proposizioni suc-
cessive), se ( a, a, a) è d-distributiva in B°, la terna opposta
(a, a, a) è s-distributiva nell’opposto di B°, nel quale opposto
(per la VI)) è quindi s-distributiva (a, b, b) ; ma allora la
terna ( b, b, c~) è appunto d-distributiva in BO. Similmente si

dimostra il viceversa.
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VIi’) Ir~ un bisistema BO di sostegno B = { a, b } } la terna

(b, a,, a) è d-distributiva se e soltanto se vi è d-distributiva lo

b, a).
VIII’) In un bisistema BO di sostegno B = {a, b } la terna

( b, b, b) è d-distributiva se e soltanto se vi è d-distributiva la

( a, a, b).
IX’) In un bisistema BO di b } la terna

(a,, b, b) è d-distributiva se e soltanto 8(&#x3E;, vi è d-distributiva la
terna ( b, a, b).

12. - Otterremo ora facilmente risultati analoghi a quelli
esposti nei n.i 8 e 9.

Indichiamo con

E’

l’insieme di tutte le otto condizioni di d-distributività (15).
(cfr. n.° 8) alle otto terne di elementi dell’insieme

~3 b }.
Denotiamo con 0/, O2’, °3’, C4 le seguenti quattro classi,

costituite, ciascuna, da due terne di elementi rli B={a, b } :

Queste quattro classi C~ ( ~ 1, 2, 3, 4) sono a due a due

disgiunte (n.° 2) ed esauriscono complessivamente tutte le

(otto) terne di elementi dell’insieme B.
Le definizioni di classe 0/ e d-isolabile si de-

ducono risp. dal 1° e dal 2~ capoverso del n.° 9 leggendo 0/
invece di C~ , e d- invece di s-.

X’) C1a8cuna classe Ci’ {i =1, 2, 3, 4) è d-isolabile nel-

b }.
Dimostrazione: si osservi che le due terne di Ct (z -1, 2,

3, 4) sono le opposte di quelle della classe Ci (n.o 8). La pro-
posiz. X’) è allora un’immediata conseguenza della X) del
n.° 9, tramite il lemma 13 del n.° precedente.
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Denotiamo ora con

una classe costituita da quattro terne (di elementi di B

(a, b }), delle quali una appartenente a C1’, una a C2’, una a

C,,’ ed una a C4.

TEOREMA 2’: Se in nn bisistema BO di sostegno B { a, b }
sono d-distributive le quattro terne di qualunque delle

ctassi ~’, tittte le otto (di elementi di B) sono
d-distributive in B o

Dimostrazione: v. proposizioni VI’), ..., IX’) del pre-
ced. n.o 11.

In base al teor. 2’, le quattro condizioni di d-distributività
relative alle quattro terne di una qualunque delle classi ~’
costituiscono un insieme,

equivalente (cfr. n.&#x3E; 8) all’insieme E’.

TEOREMA 3’ : l Gli E0’ de finiti nel precedente cacpo-
cedente sono gli sottinsiemi dett’insierrce E’ (di tutte le

otto condizioni di d-distribiitività di B=(a, b}) ad esso equi-
valenti e costituiti, ciascuno, da condizioni indipendenti.

Dimostrazione: Per i precedenti teor. 2’ e proposiz. X’),
ogni Zo’ è equivalente a ~’ ed è appunto costituito da con-
dizioni indipendenti. Che poi non vi siano altri sottinsiemi

(propri e non vuoti) di ~’ che godano di queste due stesse

proprietà, si riconosce con un ragionamento perfettamente
analogo a quello fatto nell’ult. capov. del n. 9.

13. - Diremo che un bisistema è d-distributivo, se in esso
sono d-distributive tutte le terne formate coi suoi elementi.

Il teor. 2’ del preced. n.O 12 riduce a metà il numero delle

terne da esaminare per verificare se un dato bisistema di or-
dine 2 sia d-distributivo.

Sfruttando appunto il teor. 2 del n.~ 8 e il teor. 2’ del

n ~ 12, determineremo adesso (a conclusione delle considera-
zioni del n.o 10) tutti i bisistemi s-distributivi ( coroll. 1) e
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tutti i bisistemi d-distributivi (coroll, 2) di sostegno { a, b }.
Premettiamo due lemmi.

LEMMA 14 : Se, in un antisomorfismo (ii.o ;1) fra due bi-

agli elementi ae, y, z dell’uno corrispondono nel-

l’ordine gli elementi Y~ " z, dell’altro, e se la te14na (x, y, z)
è s-distributivac (risp. allora la terna (zl , Y~ , ~,)
è d-distributiva 

Si osservi che di questo lemma 14 (la cui dimostrazione è

immediata) il lemma 13 del n.O 11 è un caso particolare (che
si ottiene supponendo che i due bisistemi abbiano lo stesso

sostegno e che l’ant somorfismo sia la corrisponde’nza iden-

tica). Conseguenza evidente del lemma 14 è poi il seguente

LEMMA 15 : Se due bisistemi sono antisomorfi (n.O 3), e se

uno di è s-distributivo (risp. d-distributivo), íilloí-a l’al-

tro è d-distributivo 

Riprendiamo allora le notazioni del n.O 10. Applicando il

teor. 2’ si trova facilmente che :

XIII) Fra i bisistemi, di sostegno (a, b }, appartenenti al-

M 10), quelli d-distributivi sono -i (1,2).

Dalla proposiz. XII) del n.o 10 e dalla preced. XIII), in

virtù della proposiz. XI) del n. o 10 e del precedente lemma 15.
discendono immediatamente i due corollari seguenti.

COROLLARIO 1: 1 Ogni di sostegno
(a, b } è i) ,isomorfa di uno dei bisistemi elencati
nella XII) del 10, oppure ii) un’immagine arcti-

sontorfa di uno dei elencati nella preced. prnpo-
siz. XIII).

COROLLARIO 2: Ogni bisistema d-distributivo di 

{ a, b } è i) un’immagine isomorfa di uno d ei bisistemi elen-
nella preced. proposiz. XIII), oppure ii) an-

tisomor f a di uno dei bisistemi elencati nella propos tN. XII)
del n.O 10.
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§ 3
14. - Se Bo è un bisistema di sostegno .~ ed x, y, z E B, la

terna (o, y, z) si dirà distributiva (in B°) se essa è contem-

poraneamente s-distributiva (n.&#x3E; 1) e d-distributiva (n.O 11)
in BO.

Se v è il numero cardinale di B, le 2v3 eguaglianze che si

ottengono dalle ( 1), (15) al variare della terna (x, y, z) in B3
( 2v3 nel senso della teoria dei numeri cardinali) si chiame-

ranno condizioni di (dell’insieme B).
L’insieme,

di tutte le 2v3 condizioni di distributività di B è dunque la

riunione dell’insieme, 23, di tutte le v3 condizioni di s-tiistri-

butività di B (cfr. n. 8) e dell’insieme, ~’, di tutte con-

dizioni di d-distribiitività di B (cfr. n.° 12) :

Le definizioni di « sottinsieme di à equivalente a á » e di
« sottinsieme di 0 costituito da condizioni indipendenti, » si

deducono rispettivam. dal 40 e dal 5° capov. del n.o 8 leg-
gendo il invece di ~.

Ebbene (come vedremo nel n.O successivo), per i bisistemi

di un dato ordine v, le 2v3 condizioni di distributività sono

indipendenti se e soltanto se v ~ 3. Dimostreremo, infatti, il

seguente
TEOREMA 4 : v &#x3E; 2 il numero cardinale di un insieme

B, e siano ae, y, z elementi di B. Allora, 8~ e soltanto se v ~ 3,
ogns terna (x, y, z) è in un bisistema d-distributivo
di sostegno B ed è inoltre d-isolata in un bisistema s-distri-

bittivo di sostegno B.

15. - Premettiamo il seguente

LEMMA 1’ : Siano soddisfatte tutte le ipotesi del lemma 1
( n.° 3). Allora le terne rlz elem.enti di C contenenti almeno un
elemento di C .= B sono tntte distributive (in C°).
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Dimostrazione: In base al lemma 1, basta verificare che
le terne di cui si parla nel precedente enunciato sono tutte
d-distributive in (]O.

Premettiamo inoltre la proposizione seguente.
XIV) Ciascuna delle cinque terne ac), (a, a, b), (b, a, ac),

( a~, b, a), ( a, b, e) è s-isolata. ( n.° 1) in un bisistema d-d18tri-
butivo (n. 13) di sostegno B { a, b, c}.

Dimostrazione : Con ragionamenti analoghi a quello fatto

nel n.O 5 per dimostrare la I), si riconosce facilmente che:

1°) La terna ( a, (t, a) è s-isolata nel bisistema d-distribu-
tivo di sostegno l3 { a, b, c } definito dalle due seguenti ta-

belle :

20) La terna ( a, a, b) è s-isolata nel bisistema d-distribu-
tivo di sostegno B=(a, b, c } definito dalle due seguenti
tabelle :

3» Il ’bisistema di sostegno B =(a,, b. c) definito dalle due
tabelle (7), nel quale la terna (b, a, a) è s-isolata (n.o 5, III))t
è d-distributivo.

4°) La terna ( a, b, a) è s-isolata nel bisistema d-distribu-

tivo di sostegno B { a, b, e} definito dalle due seguenti ta-

belle :

5°) Il bisistema di sostegno B { a, b, e} } definito dalle due
tabelle ( 9), nel quale 1 a terna (a, b, c) è 8-isolata (n.&#x3E; 5, v) ),
è d-distributivo.
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Dimostriamo adesso il teor. 4 del n.o precedente.
Se v ~: 3, basta fare un ragionamento analogo a quello

fatto nel n.~ 7, poggiato adesso sulla proposiz. XIV) e sul

lemma 1’ di questo per riconoscere facilmente che ogni
terna (.r, y, z) E B3 è appunto s-isolata in un bisistema d-distri-
butivo di sostegno B.

Ne segue allora immediatamente, per il lemla 13 del

n.° 11, che ogni terna (x, y, z) EB3 è appunto d-isolata in un
bisistema s-distributivo di sostegno B : l’opposto di quello,
d-distributivo, in cui è .-isolata (z., y, -e).

La seconda parte del teor. 4 ( « soltanto se ») è poi conse-
guenza evidente della 2a parte del teor. 1 del n.O 1 (v= 2).

16. - Ci occuperemo in questo numero delle condizioni di
distributività nei bisistemi di ordine 2.

Fissato il sostegno B = t a, b }, consideriamo l’insieme A =
-%-’ + -Y’ (n.o 14) di tutte le 16 (= 2 . 23) condizioni di di-

stributività di B.

Denoteremo allora con L10 uno qualunque dei sottinsiemi

di A ottenuti riunendo uno degli insiemi Ve di cui si parla
nel teor. 3 del n.° 8 (So C E) con uno degli insiemi 1,’ di cui
si parla nel teor. 3’ del n.° 12 (Zlo’c £’) :

Ciascuno di questi insiemi ,o consta dunque di otto condi-

zioni di distributività. Ebbene, come ora dimostreremo, vale

il seguente

TEOREMA 5: ò Gli insiemi âo dejin-àti nel precedente capo-
verso sono gli unici sottinsiemi (di tutte le

sedici condizioni di clistributività di B { a, b }) ad esso equi-
valenti e costituiti, ciascuno, da condizioni indipendenti.

Premettiamo le due proposizioni seguenti.
Ciascuna delle quattro classi ai ti=1, 2, 3, ..t) con

siderate nel n.O 8 è s-isolata (n.° 9) in un bisistema d-distri-

butivo (n. o 13) di sostegno .~ - { ac, b }.
XV’) Ciascuna delle quattro classi C’i (i 1, 2, 3, 4) con-

siderate nel n.° 12 è d-isolata (n.o 12) in un bisistema 8-distr.i.

butivo (n.o 10) di sostegno B { a, b).
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Dimostrazione della XV) : Tenendo conto dei due corollari
del n.° 13, e delle proposiz. VI), ... , IX) del n.o 6, si trova

facilmente che C1 e C2 sono rispettivam. s-isolate nel bisiste-
ma (8, 14) e nel bisistema (2, 14) (v. n.~ 10), i quali sono
appunto d-distributivi ( (8, 14) è isomorfo a (3,9), che figura
nella XIII) del n.° 13, mentre (2,14) è opposto di (2,8), che

figura nella XII) del n.° 10). Ne segue che 03 e C4 sono risp.
s-isolate nelle immagini isomorfe di (8, 14) e di (2, 14) me-
diante la corrispondenza ac -- b, b -- a.

Dimostrazione della XV’) : Questa proposizione è un’imme-
diata conseguenza della XV), tramite il lemma 13 del n.° 11

(cfr. 11.° 12, dimostraz. della X’)).
Dimostriamo ora il teor. 5. In base alle due precedenti

proposiz. XV) e XV’), è intanto chiaro che ciascuno degli in-
siemi Ao, oltre che equivalente a 0 (teor. 3 del n.O 8 e teor. 3’
del n. 12), è appunto costituito da condizioni indipendenti.

Sia allora A1 un sottinsieme (proprio e non vuoto) dell’in-

Sieme à a questo equivalente e costituito da condizioni indi-
pendenti, e si supponga che ~~ sia diverso da ciascuno degli
insiemi l10 . Ne segue che á, non può essere un sottinsieme
di un t1o (cfr. ult. capov. del n.° 9), e quindi å~ deve conte-
nere o entrambe le condizioni di s-distributività relative alle

due terne di una stessa classe Ci del n.o 8, oppure entrambe
le condizioni di d-distributività relative alle due terne di una

stessa classe 0/ del n.O 12. Ma allora (in base alle proposi-
zioni del n.° 6 o del n.O 11) le condizioni di àl non possono
essere indipendenti, contro l’ipotesi. Il teor. 5 è dunque di-

mostrato.

Detto distributivo un bisistema se esso è contemporanea-
mente s-distributivo ( n ° 10) e d-distributivo (n,o 13), segna
leremo infine la seguente conseguenza dei teoremi 2 e 2’

(n.i 8 e 12) :

COROLLARIO 3: Un bisutema BO di ordine 2 è distributivo

d-distributivo) S6 in esso sono distribu-
tive 8-distributive, d-distributive) le quattro terne (0,
y, z) denotando elementi di B°).
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