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PROBLEMI AL CONTORNO
NON LINEARI PER EQUAZIONI DI TIPO
PARABOLICO NON LINEARI IN DUE
VARIABILI-SOLUZIONI PERIODICHE

Memoria (*) di Giovanni Prop1 (¢ Milano)

Nel presente lavoro considero l'equazione di tipo parabo-
lico
(1) U= Uga + F (2, t, u, u,)

dove la ¢ ¢ compresa in un intervallo 0 < z < 1 che rimane fis-
so al variare di ¢t; agli estremi di questo intervallo, cioé per
¢=0 ed # =1, & assegnata una relazione, generalmente non
lineare, che determina la derivata rispetto ad ¢ in funzione
del valore della incognita u e di ¢.

I problemi che considero sono due. Nel primo (trattato
nei §§ 1, 2, 3, 4, 5) si suppone assegnato anche il valore
della « sulla caratteristica ¢t =0 e si cercano le soluzioni per
t > 0. I1 secondo problema (che considero nel § 6), consiste
invece nel cercare le soluzioni periodiche rispetto a ¢, quan-
do, naturalmente, le funzioni assegnate siano tutte periodi-
che rispetto a t, con lo stesso periodo.

Questi problemi sono strettamente collegati con altri che
ho studiato in due lavori di recente pubblicazione?); ne dif-

(*) Pervenuta in Redazione il 13 agosto 1953.

1) G. Propi, Soluzioni periodiche di equazioni alle derivate par-
ziali di tipo paradolico e non linedri. Rivista di matematica della Uni-
versitda di Parma, 3 265-200 (1952); Teroremi di esistenza per equa-
zioni alle derivate parziali non lineari di tipo parabolico. Rendiconti
dell’Istituto Lombardo, vol. 86 (1953).

Nel seguito richiameremo questi lavori con i simboli (P) e (D)
rispettivamente.
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-
feriscono per le condizioni al contorno, che 1a erano quelle
del problema di Dirichlet, qui sono, in un certo senso, quelle
del problema di Neumann. Il procedimento dimostrativo &,
nelle grandi linee, analogo: ricerca di una maggiorante e di
una minorante e utilizzazione di queste funszioni sia per tro-
vare una limitazione « a priori » delle soluzioni, sia per co-
struire una equazione lineare in cui trasformare per conti-
nuitd Pequazione assegnata: questo in conformitd al metodo
di Leray-Schauder ?). Ma, per i problemi che ora considero, la
maggiorazibne delle soluzioni ha richiesto un nuovo proce-
dimento, che parte da un lemma esposto nel § 1; questo lem-
ma ha una funzione analoga a quella del lemma di H. West-
phal per il problema di Dirichlet ). Inoltre, in questo caso,
Poperazione funzionale mediante cui si esprime l’equazione
integrodifferenziale che traduce il nostro problema non ri-
sulta completamente continua nello spazio che si presenta pid
spontaneamente. Occorre introdurre uno spazio di funzioni
che soddisfano ad una opportuna condizione di Hdlder ri-
spetto alla sola variabile ¢. Per quello che riguarda, in parti-
colare, il problema delle soluzioni periodiche, il procedimento
qui seguito differisce profondamente da quello seguito nel la-
voro (P) nel modo di tradurre il problema in equazione inte-
grodifferenziale: questo perchd, la funzione di Green relativa
ad un certo punto (@, ¢¥) & sommabile nella semistriscia infi-
nita 0§ <1, 7 <t nel caso del problema di Dirichlet, men-
tre non lo & pid nel caso del problema di Neumann.

1. - Posizione del problema e lemma di confronto.

Introduciamo alcune convenzioni.
Indicheremo :
con & il dominio rettangolare del piano (=, t) definito
dalle diseguaglianze 0z <1, 0<¢t< T, dove !l e T sono
numeri positivi assegnati;

2) J. Lxmar-J. ScHAUDER, Topologie et égquations fonciionnelles.
Annales de 'Ecole Normale Supérieure, (3), 51, 45-78 (1934).

3) H. WstPHAL, Zur Abschitzung der Ldsungen nichilinearer
parabolischer Differentialgleichungen. Math. Zeitschrift, 51, 690-665
(1949).
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con R Vinsieme dei punti (2, ¢) tali che sia 0 <z <1
0K<t<T;
con £ il segmento 0 <z <1, t=0.
Diremo poi che una funzione u (@, t) appartiene alla classe
@ se gode di queste proprieta:
& continua in &;
in & — £ possiede derivata rispetto ad # continua e tale
che la funzione u,(z, #){'/? si mantenga limitata.
Per le funzioni della classe @ noi useremo i simboli:

|| %|| = max | u(a, #)],

|| % || = estr sup | u.(a, t) | £2/2.

Cid posto, consideriamo il problema al contorno

(1) Ut — Uga +I"(w’ t, u, ‘ll/,)
u(@, )=y (O=z=1l)
2 0, t) =— ¢, (%, u(0,
2) 45(0, ?) .2, u(0, ?) 0<t<T)

u(l, t)= 92(2, u(l, t))

dove F, ¥, 9,, 92, Sono funzioni assegnate. Alle soluzioni rickie-
deremo di appartenere alla classe @ ¢ di possedere in ogwi
punto di R le derivate u; ¢ u,, soddisfacenti alla (1). Sussiste
allora il seguente teorema :

Teorema 1. — <« Il problema al contorno (1), (2) ammette
una soluzione, almeno, sotto le seguenti ipotesi:

1,) la funzione F(2, t, u, u,) sia definita e continua per
@ HCR, —co<u < +00, —o0 < Uy < +oc e soddisfi
alla limitazione ,
|F(2, t, 4, u,)| < K(%|) {#* + |up[**}

essendo K una funzione non negativa non decrescente ed a«
una costante positiva minore di 1;

L) F(a, t, u, u,) soddisfi ad una condizione di Holder,
puniualmente, nel suo campo di definizione;
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I,) la funzione y(x) sia continua nell’intervallo chiuso
0<z<1; le funzioni ¢,(f, u), 9,(t, u) siano continue per
0<t<T, —o° < u<-+ooe tali che valgano le limitazioni

| 92(t, w) | SH(|uf{)t—#

| 92(t, w) | S H(|u|)t®
essendo H una funzione non megativa non decrescente e § una
costante non negativa minore di Yo,

1,) esistano due funzioni @ (wz, t) e w(z, t), appartenenti
a @ con derivata rispetto ad x puntualmente hélderiana in

&, dotate in R di derivata rispetto a t e di derivata se-
conda rispetto ad x e soddisfacenti alle diseguaglianze

W > Upe + F(@, T, U, Ug), Ut <Uazo + F(2, 1, U, Up)
— (0, 1) > o (8, w(0, ¥)), — wu,(0, ¥) <o, (¢, u(0, 7)),
(1, 1) > 9,(¢, u(l, 1)), u. (1, 1) < 9.(t, w(l, 1)),
w(z, 0) > y(x) > u(z, 0)>».
E opportuno enunciare e dimostrare subito il lemma di cui

abbiamo parlato nell’introduzione, che dovremo applicare pidt
volte in seguito.

Lemma 1. — « Le funzioni w(z, t) e u(z, t) siano con-
tinue in & e siano dotate, per t > 0, di derivate w.(z, t) e
u.(x, t) continue. In ogni punto di R, abbiano inolire la
derivata rispetto a t e la derivata seconda rispetto ad z e
soddisfino alle diseguaglianze

ut > /"—"zx + F(:U, t: 'l_l, am)
U S U + F(2, 8, u, u,)
dove I' ¢ una funzione continua.
Esistano poi due funzioni ¢,(t, u), ¢,(t, u) definite e con-
tinue per 0 <t T, —o°0 < u < 4 o° ¢ tali che sia
—ux(o’ t) > ?1(t} ’IZ(O, t)) e ax(l: t) > ?2(t) ‘ﬁ(l, t))
_ux(OJ t)§ q’x(t: u(OJ t)) “x(l: t)é?z(t, u(l: t))

Allora, se &
(@, 0) > u(=z, 0),



PKOBLEMI AL CONTORNO NON LINEARI PER EQUAZIONI, LCC. 29

si ha in tutto R
wx, t) > u(z, t)>.

Supponiamo infatti, per assurdo, che vi siano punti di ]
per cui & #(x, t) Su(w, t). Vi sard allora certamente, per
la continuitd di queste due funzioni, un punto (z, 7) tale che
sia @z, T)= u(z, t) e tale che sia sempre u(z, t) > u(z, t)
per ogni ¢ minore di . E evidente che deve essere t>0.
Si pud anche vedere che il punto (r, ) non pud cadere sui
lati =0 ed # =1 del nostro rettangolo. Supponiamo infatti
che sia = 0. Dalle diseguaglianze valide per £ — 0 avremmo
allora )

(0, 1) —uy(0, 1) < 0.

Questo implica che, per valori di # positivi sufficientemente
piceoli, si abbia
Wz, 1) —u(z, <0,

cioé
a(z, t) <u(z, f) .

Fissata allora la , si potrebbero sostituire a t valori pil
piccoli, mantenendo ancora valida questa diseguaglianza, con-
trariamente alla definizione di ?.

Analogo discorso si pud fare per dimostrare che non pud
essere Z=—1 Il punto (z, {) deve appartenere allora ad & .

Ma, tenendo presenti le diseguaglianze che sono verificate
in &, e ricordando che per t =0 e per t =0 ed £ = I, quando
& t<t, si ha %> u, si deduce dal lemma di Westphal che
deve essere i (w, t) > u(®, t) anche per t = t. Di qui P’assurdo.
Deve dunque essere, in ogni punto di &

w(z, t) >u(z, t).

Osserviamo subito, come immediata conseguenza di questo
lemma, che le funzioni @(z, t) e u(x, t) di cui parla Penun-
ciato del Teorema 1 soddisfano in tutto & alla diseguaglianza

u(z, t) > u(e, t).
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2. - Studio di un problema lineare.

Occupiamoci ora di un problema lineare che & un caso
particolare del problema che ci interessa. Consideriamo 1la
equazione :

(3) U= Uz + f(®, 1)
con le condizioni al contorno
u(z, 0) = x(@) 0=z
4 A0, t) = —o,(t
(4) w0, O=—a ), .
ue(l, )= o,(t)

Le condizioni a cui dovranno soddisfare i dati sono casi par-
ticolari delle condizioni del Teorema 1. Precisamente suppor-
remo che

L) la f(z, t) sia continua in & e sia tale che si man-
tenga limitate la funzione f(x, t)t*. Noi supporremo sempre,
evidentemente senza restrizione di gemeralitd, che sia
Y5 < a < 1. Indicheremo con ||f]| il numero

11 11= estr sup | f(, Bt ;
R

L) f(z, t) sia puntualmente hiélderiana in R ;

L)) la funzione y(z) sia continua per 0z <1; e ¢,(t)
¢ 9,(t) siano continue per t >0 e tali che le funzioni g¢,(t)tP
e 9,(1)tk (0B <1/2) si mantengano limitate. Porremo:

”Z l:maxl)((“')l: ”?1 “ :eStrsupl‘h(t) I 8,
0swsl 0<t<T
[} 9. || = estrsup | 9.(¢) | 8.
0<t=<T

Sotto queste ipotesi, il problema (3), (4) ha una ed una
sola soluzione che appartiene alla classe @, ed & data dalla
formula:

t
(5) u(z, t)= f (e, &; )y(E)E -+ f Tz, 0; t—n)g:(ndn+
0 0

t i
+f1‘(w, I; t—m)e.(n)dn +f1“(w, & t—m)f(§ m)d§,
[1] 0
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dove I & 1a funzione di Green, sempre positiva, che ha 1’espres-
sione:

©® Ta E; t)=211[a,(”—2_15, ;_) + (2, %)}:

= :—;(‘ut)—‘/rié,’exp (__ @ﬂ;_::ﬁf) n exp(_ W%—(}_ﬁ)g .

Questa espressione si trova con procedimento formale, usan-
do la trasformata di Laplace *). Noi, comunque, verificheremo
che la (5) rappresenta una effettiva soluzione del nostro pro-
blema: e questo anche perché dobbiamo tener conto delle ipo-
tesi ampie che abbiamo fatto per i dati e dei requisiti che
abbiamo imposto alle soluzioni. L’unicitd della soluzione (5)
discendera come caso particolare da un teorema che dimostre-
remo subito dopo.

Per semplicitd indicheremo con i simboli v, w, 2 rispettiva-
mente il primo termine, il complesso del secondo e del terzo,
ed infine il quarto termine del secondo membro della (5);
studieremo separatamente queste tre funzioni.

Nel seguito indicheremo con L wuna costante generica di-
pendente soltanto da 1, T e dai numeri a e B (¢ non dai dati).

Studio della funzione v(z, t).
La funzione

]
(1) vie, = [Tla, & (s
0

ha queste proprieta:

@,) per t — 0 tende uniformemente verso y(z); percio &
una funzione continua in &;

a,) & derivabile rispetto ad z e a f, in § — & , quante
volte si vuole e soddisfa all’equazione omogenea associata
alla (3);

4) G. DoEerscB, Theorie und anwendung der Laplace-Transforma-
tion. Berlino, 1937. I1 problema che ci interessa & trattato solo in un
caso particolare, a pag. 361; ma, per ottenere la (5), basta portare
delle modifiche del tutto ovvie al procedimento seguito per il proble-
ma di Dirichlet (pp. 353-361).
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a,) la derivata v,(@, t) si annulla per =0 ed =1
(t > 0) e soddisfa alla limitazione
(8) [ve(e, ) |S L]l 72,

Dimostriamo la proprietd «,). Abbiamo, con calcoli sem-
plicissimi,

1 + @nt-1)1
v(a:, t)= é(‘ut)—-llu _E’S f exp (_ (”_Etﬁ)x(g — 2nl)dE +
2nl
2nl
+oo ___E\2
+ 3w, f exp— 25 3 Ju(— &+ 2.
™ @1y

Ponendo ora
) X*(@) = x(z— 2nl), per 2nl<z<(2n+ 1)l
l =x@nl —=z), per 2n— 1<z < 20l

potremo scrivere:

-+o0
oz, §) =3 (xh)h f exp(— ) G

Poiché y*(x) & una funzione periodica di periodo 2! con-
tinua, la convergenza uniforme verso %*(x) (e quindi verso
() nellintervallo 0 <z <1) si dimostra facilmente. Ese-
guendo la sostituzione &= 2¢*/?p si ha poi

+o0
vz, ) = n"h f exp (— [% it~ — p.l )x‘(2t‘/'p,)dp.

da cui, derivando rispetto ad z sotto il segno di integrale,
per t > 0, si ottiene

’ 00
1
— s
T t"f 3
-—00

2
Lot — | exp(— |2 2= — u[ e @tPap.
¢ 2

v (@, 1) = —-

La proprietd «,) si deduce immediatamente da questa
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espressione di v, (x, t). La proprietd 2,) & ben nota. Osserviamo
che la limitazione (8) giustifica 'opportunitd di cercare le
soluzioni del problema (1), (2) nella classe @, quando’ non
si faccia sulla y(x) altra ipotesi oltre quella della continuita.

Studio della funzione w(z, t).
La funzione

t
(9) w(z,?) =/F(w, 0; t—m)e.(n)dyq +fF(w, l; t—m)e:(n)dn
[] (]

8,) @ derivabile quante volte si vuole sotto il segno di in-
tegrale rispetto ad # e a t per 0 <z <1 e soddisfa all’equa-
zione omogenea associata alla (3),

B,) & continua in & e soddisfa, rispetto alla variabile t,
ad una condizione di Holder di esponente 15 — . Precisamen-
te, si ha:

(10) |w(m, t+k)—w(a, &) | S<LY|le |+ e} Ik]228;

Bs) per t > 0 la derivata w,(z, t) & continua anche sui
lati # =0, =1 ed assume su questi i valori — ¢,(?) e ¢,(?)
rigpettivamente.

Si ha poi
(11) lw0s(@, )| L4l + | e[l 8

La proprieta §,) & immediata. Rimandiamo all’appendice
1) per i calcoli che sono necessari per dimostrare la (10) e la
(11). Per stabilire la prima parte della ,), notiamo che, dalla
(8), si ha per 0 < <1:

Way(z, §) = —

t
1 2nl + )
P — /s —_ 2 p— — |, —
5T 0[ E—n)" E(2nl+w)exp( i —) pa(n)dn

t

1 + —([2 1]l ¥
—g .,f (t—‘v))““/'__fj:([Zn +1Jl + z)ex € 4?{':_ 1} )+z) )vz(n)dn
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Tolto da questa espressione il termine (corrispondente al
valore n =0 nella prima sommatoria):

t
X 1 - s, x2
—35m / 6[(t — )"z exp (—— «t—__m)%("))d"l

si riconosce che il complesso dei termini rimanenti rappre-
senta una funzione limitata per # — 0, anzi infinitesima (uni-
formemente al variare di ¢ in un intervallo chiuso tutto di va-
lori positivi). Quanto al termine isolato, esso rappresenta un
noto potenziale di doppio strato; facendo tendere x a zero,
esso converge verso — ¢,(t), con la stessa proprietd di unifor-
mitd. Analogamente si procede per z — 1.

Studio della funzione z(z, t).
Consideriamo ora la funzione

¢
a2 e 0=[dn[T, & t—fE na
° 0

tenendo presente la limitazione a cui soddisfa la f(x, ¢). Sus-
sistono le proprieta seguenti:

Y.) #(@, t) soddisfa ad una condizione di Hélder di espo-
nente 2 — 2a rispetto alla variabile # e ad una condizione di
Holder di esponente 1 — a rispetto alla variabile #;

¥.) 2(z, t) & derivabile rispetto ad x sotto il segno di in-
tegrale in & — &£ e la derivata soddisfa alla limitazione

(13) | 2.2, t) | <L||f]| #2/2—;

-v) la funzione z,(x, t)#*/? risulta holderiana di espo-
nente 2 — 2a rispetto ad # e di esponente 1— a rispetto a ¢;

Y) 2.(x, t) @ nulla per 2=—=0 e 2 =1 (¢ > 0). Inoltre,
nei punti di &, 2(z, t) soddisfa all’equazione (3).

Le proprietd v,), ¥.), Ys) si dimostrano in modo perfetta-
mente analogo a quello seguito nel lavoro (D) per stabilire
le formule (19), (20), (22), (23); anzi qui i calcoli si sempli-
ficano notevolmente. In appendice 2) riferiamo, per comoditd
del lettore, i calcoli, in forma un po’ abbreviata.
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Quanto alla proprieta vy,), la prima parte si verifica im-
mediatamente, mentre per dimostrare che la z(z, t) soddisfa
puntualmente alla (3) basta ricordare che la f(z, t) soddisfa
puntualmente ad una condizione di Holder e applicare il ben
noto criterio di E. E. Levi?).

Le proprietd vy,) e ¥,) si possono esprimere con queste
limitazioni :
|2(z + b, ) —z(2, t) |S LI f]| | 0|2
|2(e, t + k) —=2(z, &) |[SL||f|| | k]|
| #2222, (@ 4+ b, 8) — /%, (2, ) | S L||f|| | B>
| (t 4 k)22, (@, t + k) — /%, (2, )| SL||f|| %]

(14)

Per dimostrare l'unicitd della soluzione (5), premettiamo
un teorema di unicitd, valido per un problema lineare omoge-
neo pill generale, che ci sard utile anche in seguito.

Teorema di unicita.
torno

« i consideri il problema al con-

Uy = Upy + f(@, )u(z, t)

u(z, 0)=20 (S Ay )]
"'.f(07 t):'—?l(t)u(oy t) ) téT)
wyl )= gu(u(t, ) }

dove le funzioni f, @,, ¢,, hanno sempre le proprietd che sono
espresse dalle ipotesi 1)), 1)), I,). L’'unica soluzione continua
in & ¢ dotata di derivata rispetto ad ® continua in R —
¢ la soluzione identicamente nulla ».

Infatti, usando i simboli del § 1, avremo

[f@, 1|l Je®I=Zlell 78, o) =]l t?

5) E. E. Levi, Sull’equazione del calore, Annali di Matematica
(3) 14, 187-264 (1908). '
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consideriamo ora la funzione

t
u(z, t)=§+e|!<p1|| [I‘(a:, 0; t —nn—tdn +
0

t t ]
+ellosll [T, U t—mtan +elif] [an [ To, & t—nm—dE
0 0 0

dove ¢ & un numero positivo arbitrario. Si ha, per la (6),

a(z, t)_Z_% > 0. La w@(x, t) soddisfa all’equazione
a,——a,,:ellfllt‘“gelf(x, t)'

con le condizioni al contorno

a(z, 0):§>0

—u, (0, t)=c¢ ” 021 ” t_Bgel?l(t)l
(L ) =c||e.|[tP=e|q.(?)].

Consideriamo ora un numero positivo 3 tale che, per
0<t<3%,0<z<1, sia @(z, t) <e. Si avrd, per 0 <t <3,
o<l

(@, 1) —Ugg (@, t) > Wz, t) [f(z, ?)| e per 0<t<3

_"ax(oy t) >'a(0; t)?1(t)

(1, 8) > u(l, t)e,(?).

Dunque, in virtd del lemma 1, %(z, t) & una maggiorante,
rispetto alle soluzioni del problema al contorno considerato,
per 0 <t<35. Ma Vampiezza dell’intervallo 3 si pud fissare

indipendentemente dal valore di e, imponendo che, per
0t sia \

t t
| @1l f Dz, 0; ¢t —nm—Pdn + || 9 || f Iz, 1; t —qn—fdn +
0 0

t 1
1
171 fdn | T, & t—nm—dE < .

Potendosi attribuire ad ¢ valori arbitrariamente piccoli,
8i pud concludere che u(z, t) non pud assumere valori posi-
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tivi per 0 <#<?% Ma non pud neppure assumere valori ne-
gativi (basta fare un ragionamento analogo prendendo come
minorante la funzione w(w, ) = —u (2, t)). Percio u(x, t) &
identicamente nulla per 0 <¢ < 9; in particolare & u(x, 3) = 0.
Si pud allora ripetere il ragionamento per un secondo inter-
vallo di ampiezza non inferiore a 3: cosi si dimostra che
u(z, t) & identicamente nulla in &.

Applichiamo ora questo teorema di unicitd al nostro pro-
blema al contorno.

Se il problema al contorno (3), (4) ammettesse due solu-
zioni u, e u,, la loro differenza dovrebbe essere soluzione del
problema al contorno omogeneo associato; ma dal teorema di-
mostrato (ponendo f(z, t)=0, 9,(t) = ¢,(t) =0) si deduce
che u, —u, deve essere identicamente nulla. Dunque la (5)
rappresenta 'unica soluzione del problema (3), (4) e questo,
osserviamolo incidentalmente, anche quando ci si ponga nella
classe (pid ampia della @) formata dalle funzioni la cui de-
rivata rispetto ad #, per ¢ > 0, & sottoposta al solo vincolo del-
la continuita.

C’¢ ancora un’osservazione da fare.

Supponiamo di sapere che il problema (3), (4) ha una so-
luzione u(z, t); ammettiamo che valgano le ipotesi 1,) e 1)
(senza che si supponga vera la 1,'), relativa alle condizione di
Holder per la f(z, t)): anche in questo caso u(z, t) & rappre-
sentata dalla espressione (5). Infatti, Aissato e arbitrariamen-
te piccolo, prendiamo due funzioni f(w, t) ed f(#, ) in modo
che per esse valgano le ipotesi 1,') e 1,)) e sia f(z, t) > f(@, t) >
> f(z, t), || f—Ff|| <e . Consideriamo inoltre le funzioni
?L(t), Q:(?), 92(1), oz(t), x (@), %(®), tali che per esse valga
Pipotesi I,') e tali che sia <p1(t) <o, (t) < 91 (2), qaz(t) < 9(t) <
< 3.(t), x(@) < x(@) < 3(2) e sia || g—o. || <e, [|7a—0: || <e,
l|x—x|[ <e. Consideriamo la % (=, t), soluzione del problema
(3), ( 47 con i dati f—, 1) 92, X, © lau(a, ?), soluzione dello stesso
problema con i dati f, ¢,, ¢, % Dal nostro lemma si deduce
che & u(z, t) <u(w, t) <a(z, t). Ma @w(z, t) e w(z, t) ammet-
tono la rappresentazione (5). Poiché, per ¢—0, si ha
[[#—w]|| — 0, si deduce che anche w(®, t) ammette la rap-
presentazione (5).



38 GI10VANNI PropnI

3. - Traduzione del problema al contorno in equazione
integrodifferenziale.

Per dimostrare il Teorema 1 introduciamo ora questa ipo-
tesi supplementare: che la funzione y(x) sia identicamente
nulla. Cid non costituisce una limitazione di generalitd: in-
fatti ci si pud sempre ridurre a questo caso mediante la so-
stituzione

u*(z, t) =u(w, t)—ov(z, t)

dove v(x, t) & la funzione definita dalla (7). Questa sostitu-
zione muta le condizioni I,), I,), I;), I,) in altre analoghe re-
lative alla nuova incognita. Cominciamo a verificarlo per la
I,). L’equazione (1) si muterd nella equazione

Ue* = Uty + Oz, £, u*, ur)
dove si & posto
Oz, t, u*, uy)=F(z, t, u*+ v, uy + vy)
Si avra allora
| B, ¢, u*, ug) | < KE(|u* + o)) {72+ v+ us P} <
SE(ur )=+ | uz [P}

essendo K’ una funzione dello stesso tipo di K. Il permanere
della I,) é evidente se si riflette che la v(z, t) possiede in
& — £ le derivate di qualsiasi ordine continue. Per la I,)
basterd notare che le nuove condizioni al contorno sui lati
£ =0 ed =1 sono espresse mediante le funzioni

o, (¢, u*)= 9. (2, u* + (0, 1))
) e." (2, u*) = @,(¢, u* 4+ 0v(l, t)).
Per la 1,), consideriamo le funzioni
w*(z, t) =u(x, t)—o(z, )
u*(z, t)y=u(a, t)—ov(a, 1)

che apparterranno pure alla classe €. Avremo, in &, (ricor-
dando che & vy = v,,)
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ut‘='at_vt>'a¢w—”zz+F(x7 t’ w, ’ll,):
=g+ F(z, t, #* + v, Uy + vz) = Urs + Dz, ¢, u*, @)

e sui lati =0, =1, t=0 (ricordando che & v,(0,?) =
v.(1, 1) =0):

— a0, )= — 0y (0, 2) > a5 (1, A0, 1)) = g,* (1, @* (0, 1))
ﬂ,’(l, t) = ux(l: t) > ?2(t: ’l_l,(l, t))=q)2‘(t; ’ﬂ*(l, t))
a*(z, 0)>0.

B poi evidente che u,*(z, t), come u,(z, t), & puntualmen-
te holderiana in & .

Analogamente si procede per le diseguaglianze in cui in-
terviene u*.

Torniamo dunque, per semplicita, ai soliti simboli, suppo-
nendo Y% («) identicamente nulla. Si vede facilmente che, se le
soluzioni si cercano nella classe €, il problema (1), (2) &
equivalente all’equazione integrodifferenziale

t
(15) u%ﬂzjﬂ%mt—mMmMmmh+
t
fl“(w, U; t—m)e,(m, u(l, ))dn +
0

t 1
+f@fﬁ%&t—MH%mu@MMM€m&.
0 0

Infatti, supponiamo che u (@, ¢) sia una soluzione del pro-
blema (1), (2) appartenente alla classe C. Sostituendo u(z, t)
in F, in ¢, e in ¢,, otterremo una funzione F di « e t che
soddisfa alla condizione I,") e due funzioni della %, ¢, e @,
che soddisfano alla condizione I,’). Allora, per l’osservazione
fatta alla fine del § 2, u(x, t) deve soddisfare alla (15).

Viceversa, ogni soluzione della (15) appartenente alla classe
C, per la proprietd §,) (relativa alle funzioni rappresentate
dagli integrali (9)) e per le (14) soddisfa certamente, assieme,
alla sua derivata rispetto ad #, ad una condizione di Hélder
in ogni punto di & : percid I, come funzione di # e ¢, per lipo-
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tesi I,), soddisferd ad una condizione di Holder: quindi u(z, t)
& una soluzione del problema (1), (2).

Introduciamo ora uno spazio funzionale dotato di norma
in cui cercheremo di risolvere la (15). Gli elementi di questo
spazio saramno tutte le funzioni della classe @ che soddisfa-
no, in piw, ad una condizione di Holder di esponente ¥y, ri-
spetto alla sola variabile t, essendo y un ben determinato nu-
mero positivo, con Y <1—a, v<1/2 —@.

__ Indicheremo con Jul, il relativo coefficiente di Hélder in
&K . Avremo cioe

|u(®, t”) —u(e, t)]
= estr su
I u lr Otsm_S_lp It” o tl ' Y
OSUST
OSI’'sT

Come norma di una funzione wu(z, ) assumiamo il numero
W ll 4+ 1 ws || + Tuly

dove ||« || e || u, || hanno il significato definito nel § 1. °)

Con questa norma il nostro spazio lineare risulta comple-
to: noi lo indicheremo nel seguito con §.

Notiamo che, per la (10) e la seconda delle (14) tutte le
soluzioni della (15) soddisfano alla condizione di Holder in
trodotta e percid il problema al contorno (1), (2) in C 3 an:
rora ejquivalente ali’ecuazione (15) in §. Tadichiamo ora con
T(u) Yoperazione funzionale rappresentata dal secondo mem-
bro della (15), dove u & variabile nello spazio §, e conside-
riamo la trasformazione

(15) v =u—T(u).

Essa mute i punti di § ancora in punti di §: basta per
questo tener presenti le ipotesi I,) e I;) e ricordare la (11),
la (13), 1a (10) e la seconda delle (14). Cercare la soluzione
della (15) equivale a cercare i punti che dalla trasformazione

€) Di solito il simbolo ||lu|| viene riservato per la norma di u.
Noi abbiamo preferito questa scrittura per non moltiplicare inutil-
mente i simboli.
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(15') vengono mutati nell’origine di &. Vedremo tra poco
che la T(u) & completamente continua.

Sara dimostrata Vesistenza di una soluzione se sard pro-
vato che il grado topologico della (15') relativamente ad un
certo dominio @ dello spazio-oggetto e all’origine dello spazio-
immagine & diverso da zero. Per ottenere questo, secondo il
metodo di Leray-Schauder, cercheremo di mutare con conti-
nuitd VYoperazione T(u) in una nuova operazione 7*(u), in
modo che la nuova trasformazione

u' = u— T*(u)

risulti lineare e completamente invertibile in §.

Per raggiungere lo scopo, ritorniamo al nostro problema
al contorno. Al posto delle funzioni assegnate F, ¢,, 9,, con-
sideriamo le tre funzioni lineari nel’argomento u cosi definite

F*(z, t,u) =

— (u - z_l,(z,t))F(a:,t,ﬂ(z,t),aw(x, t)) + (ﬂ’(xv t) — “)F(Z, t) @(x,t), y/w(x)t»
- u(x’ t) - y’(z) t)

® ’(t u) . (“ _'—l’(oy t))?l(t’ ﬁf(oy t)) + (u(oy t) —_ u)cp,(t, ’l_l/(o, t))
T w0, t) — w0, ?)
*(t, u) = @ ¥ D, Wl ) + @, £ —uw)g,(t, w(l, ¥)
92 (T, = al, b —ul, §

dove % e w sono le funzioni di cui parla la condizione I ) (ri-
cordiamo che in & & sempre % > u).
Consideriamo ora il problema al contorno

(16) wut=Upy+ AF (2, t, u, u,) + (1 —NF*(x, t, ﬁ)
u(z, 0) =0

(A7) u, (0, #) = — e, (u(0, 1)) — (1 — N)e,*(¢, u(0, 1))
uy(l, 1) =N (2, u(l, 1)) + (1 —N)e. (2, u(l, 1))

dove il parametro A pud variare nell’intervallo chiuso (0, 1).
Per ogni valore di A avremo una equazione integrodifferenzia-
le corrispondente alla (15). Per A =0 questa diventa l’equa-
zione lineare
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t
18)  u(w, )= f (2, 0; t— n)e* (1, 4(0, W)dn +
0
t
+ [ T(, 1t — 0)9;* (n, u(l, M)dn +
0

t
+ f dn ,/ T(a, & t —WF* (&, v, u(&, m)dE
0

che indicheremo brevemente cosi:
u—T*(u)=0.

Per ciascun valore di A Pequazione che traduce il proble-
ma al contorno si pud scrivere

(19) % — AT (u) — (L — N)T*(u) =0.

Questa equazione integrodifferenziale & equivalente al proble-
ma al contorno (16), (17). Infatti anche la funzione F*(z, ¢, u)
soddisfa ad una condizione di Hélder, puntualmente nei suoi
argomenti, per (z, t)C R, —°° < u < 4oco. Per dimostrarlo
basta tener presente lipotesi I,) e ricordare che le funzioni
u(w, t) e u(xz, t) sono differenziabili (avendo derivata rispetto
a t e derivata continua rispetto ad ), mentre le funzioni
Uy (@, t) e Uy(x, t) soddisfano in R ad una condizione di Hol-
der, puntualmente (per Vipotesi 1,)).

Dimostreremo che il nostro problema ha almeno una solu-
zione se faremo vedere che:

a,) Voperazione
AT (w) + (1 —NT*(u)

¢ completamente continua per ogni fissato valore di A, con
0<A< 1 ¢ che essa ¢ continua rispetto a ), uniformemente
al variare di u in un dominio limitato. (Quest’ultima proprie-
ta & evidente).

o;) Le eventuali soluzioni della (19) si mantengono tutte
interne ad un dominio limitato 9 di § . che rimane costante
al variare di \.
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o,) La trasformazione lineare w— T*(u), che si ottiene
per A =0, risulta completamente invertibile.

Con questo noi proveremo che il grado topologico della tra-
sformazione « — T (u), relativamente al dominio 9, & =1.

4. - Dimostrazione del teorema di esistenza.

Dimostriamo la proprietd c,). Bastera fare vedere che la
T(u) e la T*(u) sono completamente continue in §. Svolgiamo
completamente la dimostrazione per la T (u); per la T*(u) si
procedera nello stesso modo.

Dimostriamo che la T (u«) muta ogni successione limitata di
S in una successione compatta. Sia {u, | una successione limi-
tata in §: avremo || u, || <V, || Unw || S 1) Junly <§, essendo
v, i, § opportune costanti. Poiche, come dice 'ultima delle limi-
tazioni ora scritte, tutte le u, soddisfano ad una stessa
condizione di Holder di esponente ¥, rispetto a ¢ esse sono
egualmente continue su ogni parallela all’asse {. Potremo per-
cid estrarre dalla sucessione una successione parziale {un, }
(k=1, 2, ..) che converge uniformemente sui lati £ =0 ed
@ =1 verso due funzioni della sola variabile ¢ che indicheremo
rispettivamente con g¢,(t) e g,(¢) 7).

7) Risulta qui evidente che la T'(u) non & completamente continua
nello spazio ¥ che si ottiene .introducendo nella classe @ una norma
data che ” u || + || g || semplicemente: questo perché, mentre, in vir-
tu delle (14), risulterebbe completamente continua in 2 1'operazione

t ]
zwy=[an [T(z, & t — FE n, 4(E 7), w6 &,
0o 0

non risulterebbe completamente continua l'operazione
t t
W)= f C@, 0; t —n)p (n, w(0, m))dn+ f T(z, 15 ¢ — nos(n, u(d, 7))dn.
0 0

Infatti, posto u', = W(u), si ha: w, (0, ¢) = ¢, (¢, w(0, ?)), v, (1, t) =
= @a(t, u(l, t)); ora, escluso il caso banale in cui ¢, e ¢, Siano en-
trambe costanti rispetto ad «, si pud sempre trovare una successione
u,, limitata in 2 e tale che una almeno delle successiori @ (¢, v, (0, #)),
2(t, u, (1, t) non converga per t > 0 verso una funzione continua e,
con lei, nessuna delle successioni parziali.
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Poniamo
t t
wle, )= [ T(e, 05— 1)e,(n.9.MMn + [ F (.l t—mpitn, g:(m)dn
0 0 .

e

t
W, (, 1) = f T(2, 05 t — 1)9y (1, tm, (0, M)dn +
0

t
+ f T(@, 1; t— 0)9,(n, tn, (L M)dn.
0

Si pud affermare che & w,, — w. Infatti si ha intanto
[|w—1wn||—0 e || (w-—1wy).|—0.

Queste relazioni esprimono la convergenza uniforme di wg, (2, ?)
verso w(wx,t) in & e la convergenza uniforme di wy, » (@, t)#'
verso w, (@, t)t*/? in & — & rispettivamente; per la loro dimo-
strazione (che ,del resto, non presenta alcuna difficoltd) rin-
viamo alPappendice 3). Resta da vedere che si ha

Jowo—wnl, —0

Per dimostrare questo premettiamo il seguente lemma:

Lemma 2. — « Sia { hy()} una successione di funzioni defi-
nite in uno stesso intervallo J (finito o infinito) e soddisfa-
centi ad una stessa condizione di Hélder, di esponente © < 1.
Se la successione converge (uniformemente) verso umna fun-
zione h(t) e se v é un numero tale che sia vy <, 8i ha

|h—hu)y — 0>
Per ipotesi si avra, per ogni funzione h,,

| ha(t") — hu(t) | ‘
l t” _ tl |1. < M

dove M & una opportuna costante e questa limitazione varra
anche per la h(t), come si vede subito passando al limite.
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Occorre dimostrare che e

| (") — hal#")) — (RE) — Ra®)) | _
l tn — tr IY -

lim estr sup
n—eoo #,trcd

Fissato un intero positivo k, per la convergenza uniforme

sard possibile determinare un indice n; tale che per [¢"—'| zilc
e per n > ny si abbia
| (E") — holt") — (B 8) — u®) | _ 1
l t’l — tl |Y k‘
D’altra parte, per |t —1¢' | < % , 8i ha
| (") — Ra(8”))— (R(E) — haE) | | BCE")—h(E) | + [hn(t")— Ra(¥) | _
It”_tIIY = lt”_tI'Y |t”’—t’|Y
_ V[ RE) — h(E) | | | Ra(t”) — Ra(d) | 2 " | (l)f—"
={e—er tope—rp 10! Iy <2M|g

Percio, per n > ny, si avra:

| (R(t") —hn<|t:3)_— ;hlgt')— )] . (’1; ou (;)v—)

k

E questo prova il nostro asserto.

Le funzioni w, (2, t) soddisfano tutte ad una stessa con-
dizione di Holder rispetto alla variabile ¢, con esponente 145 — @,
come si deduce dalla limitazione (10). D’altra parte, il lemma
2 sussiste anche quando le funzioni h,(f) dipendano da un pa-
rametro (nel nostro caso la z), purché la convergenza, natural-
mente, sia uniforme anche rispetto al variare di questo para-
metro e purcheé la condizione di Holder rimanga la stessa. Poi-
ché abbiamo supposto y < 15—, dal lemma 2 si ottiene la
relazione asserita.

Consideriamo ora la successione

t 1
Zm (T, 1) = f dn f I'(z, &; ¢t —FE, m, um(&, M), tn, &, 1)dE
0 0

Ricordando V’ipotesi I,) e le limitazioni che valgono per la suc-
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cessione {4, }, avremo:
| P(z, t, Un, (@, ), Un, (@, 1)) | < K(v) { 1 + pla} i

Applicando la (13) e le (14) si riconosce che le funzioni
zn, (@, 1), 2w, , (i, t)t'/2 sOnO egualmente limitate ed egualmen-
te continue. Da esse si pud estrarre ancora una successione par-
ziale, di indici ny, tale che 2z, ,(z, f) e 2, »(, t)# risultino
uniformemente convergenti in &. Essendo le funzioni Sy
egualmente holderiane di esponente 1 —a > v, si vede anche
in questo caso, applicando il lemma 2, che la successione z,,,
& effettivamente convergente secondo la metrica di §.

Dunque la successione T'(u,,,) & convergente in S.

Resta da dimostrare la continuitd dell’operazione 7'; ma per
questo, dopo la proprietd di compattezza che abbiamo dimo-
strato, basta provare che, se {u,} & una successione convergen-
te in § verso una certa u*, la successione delle funzioni tra-
sformate converge puntualmente in & verso la trasformata
di u*: e questo ¢ immediato (non c’¢ neppure bisogno di fare
la verifica analoga per la derivata rispetto ad z).

Proprieta ¢,). Applichiamo il lemma 1 alla limitazione «a
priori » delle soluzioni del problema (16), (17). Occorre tener
presente che, per la definizione di F*, ¢,*, ¢,*, si ha:

WS> g+ F(z, 8, W, W) = W + AF(z, 1, W, Up) + (A— N F* (2, t, @)
—#5(0,7) > ¢,(2, (0, 1)) = Ao (£,%(0, ¥)) + (1 — Ve, * (¢, (0, 7))
Uy (l, 1) > 9.(t, (1, 2) = Ao, (4, (L, 1)) + (1 —N)e,* (¢, (1, 7))
Dal nostro lemma si deduce che allora che ¢, per 021,
u(z, t) <u(e, t).

Analogamente si procede per la limitazione inferiore. Si pud
concludere che, per 0 <A< 1, ogni soluzione del problema
(16), (17) soddisfa alla limitazione

w(z, t) <u(z, t) <u(e, t).

Sara dunque || u || < v, avendo posto v=max ( ||%|[, [|u]]).
Per limitare || u, || possiamo ora, in modo analogo a quello
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seguito nei lavori (P) e (D), applicare la formula di Green al
rettangolo 0 <E<1, t — k<0<t dove & 0 <k <t Avremo,
derivando sotto il segno di integrale,

t
20)  uylz, f) = f Ta(z, 0; t—n) { Agu(n, u(0, ) +
ik
t

+ (L—N)ps*(n, w0, M) } dn + / Tz, 15 t — ) { Agan, ull, 1)) +

t—k

1
L — Na*(n, wl, M)} dn + [Tala, €5 BuE, ¢ — BE +

0
t 1]

+ [an [ Tute, & t—m PG 1, s ) ual M)+

t—k 0
+ 1 — NF*E, 1, uE, 7))} dE.

Bisogna osservare che, in questa formula, il terzo integra-
le si annulla per k=1, essendo allora u(z, 0) =y(z)=0
per ipotesi. Poicheé & ||« || <v, in virtd dell’ipotesi I,) si ha

| Pz, ¢, w(z, 1), ua(z, ) | SEW {2+ [up [P} <
SEW {14 | ug P}t
| F*(z, ¢, u(z, )| < K(V) {1+ o>}
avendo posto ¢=max (|| @,||, ||¥sl||). Inoltre si ha, per
Yipotesi I,),
loals o]y [0 ], [o* [SH)E®
Tenendo conto di queste limitazioni ed applicando la (11), i

primi due integrali del secondo membro della (20) si possono
maggiorare in questo modo:
¢
fll‘w(z, 0; t—n)|A [P, w0, M) |+ 1 — )| p2*(n, w(0, )| )dy +
—k

t
+ f T, ;£ —m) | (A 9aln, 0ty M) | -+ 1 — )| @2* o, wll, 1) )y +

K :
4 t
<HW} [ITale, 05 t—n) | n2dn + [|Tule, 1i t — )| mvan | <
0 0

< LHW)*.
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Per i rimanenti due termini della (20) occorre temer pre-
sente che si ha (cfr. la formula (8)):

1
[10ate, &5 By aE <.
0

Si pud dunque serivere
| iz, ¢)| < LH(v){—# + Lvk—' 4
t
+ LEG) (A + (45 + (1 — XL+ o)} [ (¢ — m~en—=dn
t—k

Maggiorando 'ultimo integrale come nell’Appendice. (2), b)),
abbiamo

| 4a(z, )| < LHO)F 4+ Lvk— + LEY) { A1 + | s |[2) +
+ (@ — XL+ o) } ¢kt
Quando sia k=1, si vede subito che si pud scrivere
| ua(®, $){ < LH(v)i® + LE(v) { M1 + || uae |[>) +
+ @ — A + 0¥} =,

Prendiamo ora k=vieK ' (v) { A1 + ||u|)?*+ 11— )1+ o?*)} !
nel caso in cui questa quantitd risulti minore di ¢; altrimenti
prenderemo k:—t. Nel primo caso avremo

| up(z, 9| < LHWE® 4 LvsK'iy) { M1 + (| vz | +
(1 — AL+ o) e,

mentre nel secondo, essendo ¢ < vI*K—Y(v) {A(1 + |lua|P?*) +
4+ @ — )1 4 o%%)}~, avremo:

| 4al@, §)] < LHOW -+ LE) {30 + [|ug|22) +
+ (L= N1 0%) } # < LH) -+ LVEHY) | AL+ |0 [2) +
(L= WL 0¥

Ma questa diseguaglianza (previa una opportuna scelta
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della costante indeterminata L) coincide con quella trovata
nel primo caso.
Moltiplicando ambo i membri per #'/2, avremo:

| a(e, )| ¢ < LHOI® + IVRE) { M1 + || us ) +

1—

A=A phe T

1 1—a
Poiche i fattori ¢* ~ e ¢ ? sono limitati essendo 0 <¢< T, indi-
cando ancora con L una conveniente costante, si ottiene:

||, || = estrsup | u (@, ?) | /2 LH(v) + Iv*/2K (v) -
ANL 4 [ ug |29 + (L —N) (1 + o2 '

Se non sard ||u,|| <o, si avrd perd certamente, sostituendo
nel secondo membro ¢ con || u, ||,

| 4o || < L { H(v) + vHEXvY1 + || up )5}
Consideriamo ora lequazione
p = L{ H(v) + v'sE'(vX1 + p®)'t}

poiché il secondo membro, come funzione di p, & infinito di
ordine a per p — 4 ©° e, d’altra parte, il primo membro &
nullo per p =— 0, essa ammette radici positive. La diseguaglian-
za scritta sopra non pud essere soddisfatta da valori di p che
superino la maggiore radice p, dell’equazione. Avremo percid

|y || < p=max (s, p,) .

Resterebbe ora da fissare una limitazione « a priori» per il
coefficiente di Holder Ju], delle soluzioni. Ma scrivendo espli-
citamente la (19) sotto forma di equazione integrodifferenzia-
le, ci si pud valere delle limitazioni «a priori» gid trovate
per la || || e 1a || u, |- Tenendo presenti la (10) e la seconda
delle (14) e ricordando che & ¥ < 14 —8, Y <1— a, avremo

lul=~.

(essendo © una costante opportuna).
Potremo percid asserire che le eventuali soluzioni dell’equa-

4
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zione (19) in § sono interne al dominio
ull<v
D= lulsnte
Jul, <t+e (essendo ¢ > 0 arbitrario).
La proprieta ¢,) ¢ dunque dimostrata.
Dimostriamo ora la completa invertibilitd della trasforma-

zione lineare ' — u — T*(u). L’equazione integrale omogenea
ad essa associata si pud scrivere esplicitamente cosi:

t
u(z, t)=f1‘(w, 0; t—n)u, (n)u(0, n)dnq +
0
+ f C(e, 1; t— nu(u(l, nda +
0

t
+ /dan‘(w, E; t—m)Y(§ mu(§, m)d§
06 0

dove abbiamo posto

9, (t, w(0, 1)) — ¢, (¢, u(0, ?)
a(oi t) - y(oy i) ’

9,(t, w(l, 1)) — 9,(¢, u(l, 1))

Iz, t, u(x, t), u.(e, t))— F(z, t, ula, 1), u.(z, 1)
ﬂ(xy t) - y’(xr t)

Py () =

w2 () =

q’(w) 1) =

Py

Questa equazione & equivalente al problema al contorno
U= Ugp + $(@, t)u
u(z, 0)=0 0Lz
(0, ) =—p,()u(0, ?)
Uy (l, t)= po (Bu(l, t)

Ma le funzioni ¢, w,, n, soddisfano alle ipotesi sotto cui vale
il teorema di unicitd del § 2 (cioe le stesse ipotesi che sono

O<t<m
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contenute nelle I,’, I,), I,’) relativamente alle funzioni f, ¢,,
¢.). Possiamo percido affermare che l'unica soluzione & quella
identicamente nulla. Ma allora, essendo la T*(u) completa-
mente continua, la trasformazione %' — u—T*(u) & comple-
tamente invertibile, in virtd del teorema generale dell’alter-
nativa 8).

5. - Sviluppi e corollari.

- Enunciamo ora alcuni risultati atti a chiarire il signifi-
cato del Teorema 1 e ad applicarlo piu facilmente ai casi par-
ticolari.

Abbiamo, anzitutto, un risultato che & perfettamente ana-
logo ad uno trovato nel lavoro (D):

Teorema 2. — « Le sole ipotesi 1,), I,), I,) sono sufficienti
ad assicurare Uesistenza di una soluzione in un intervallo ab-
bastanza piccolo della variabile t. Pi esattamente:

€ sempre possibile trovare due funzioni dotate delle pro-
prieta volute dallipotesi 1,), purché in un intervallo 0 < t< 3,
con 3 sufficientemente piccolo ».

Infatti, presa una costante positiva M, per tutti i valori
degli argomenti » e u, soddisfacenti alle limitazioni

[u]| <2M, |u, | <t7"M
si ha:
| 9,8, w) | < HRM)E, | @,(t, w) | < HR2M)E—P

| F(z, t, u, uy) | < KCM)1 + M**)i—=
Consideriamo ora l’equazione
W = Uy + KECM)1 + M2%)t—2

con le condizioni al contorno

a(w, 0)=M
@,(0, ) = — H(2M)i—#
wy(l, )=  H(2M)t—B

8) F. Riesz, Uber lineare Funktionalgleichungen. Acta Mathema-
tica, 41, 71-98 (1918).
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La soluzione di questo problema al contorno sard data dalla
espressione

t t
w(z, )= HEM| [Tz, 0; t—nym—*dn + [Tz, b t—nm—ran |+
0 0

t 1
+ E@H)L + %) [dn f T(z, & t — n)n—dn
0 0

Si verifica facilmente, applicando la (10) e la (11), con la
seconda e la quarta delle (14), che & effettivamente possibile
determinare un numero positivo 3 tale che, per 0 <t <3, si
abbia |4 | < 2M, | u,| < t*/*M. In tale intervallo, @ (2, t)
soddisfa alle condizioni volute dall’ipotesi I,) ed & percid una
maggiorante. In modo analogo si determina un minorante
u(z, 1).

E facile indicare condizioni espressive sotto cui esistono
funzioni % e u soddisfacenti all’ipotesi I,) e indipendenti da z.
Possiamo enunciare il seguente

Corollario 1. — « Supponiamo che nel problema (1), (2)
i dati F, 9, ¢, % siano continui per 0 <z <1, 0 < 4 oo,
— oo < U< 400, —o0 < Uy <+ oojinolire la F sia puntual-
mente hilderiana e soddisfi alla limitazione

|F(@, &, u, u) | <E(Ju] )X+ |us ]9 (O0<a<l)

essendo K(p) una funzione positiva crescente definita per
0<p <+ ©° e tale che sia

4

e

—_—= oo

e =
0

Allora il problema (1), (2) é risolubile per T arbitrariamente

grande ®), se é possibile trovare un numero positivo M tale che

2) Notiamo che, dall’esistenza di un integrale in ogni intervallo
0<t<T, con T arbitrariamente grande, si pud dedurre (mediante un
risultato riguardante il prolungamento delle soluzioni. di cui faremo
uso nel § 6) I'esistenza di un integrale almeno per 0 <t <+ oo .
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per |u| > M si abbia

ug, (¢, u) <0
0<t< 4 o0 »
ug,(t, u) <0 - ~
. . . du _ .
Infatti la soluzione dell’equazione i ¢(at) relativa ad

un valore iniziale %(0) > max (M, ||%]||), pud essere presa
come maggiorante in tutto lintervallo 0 < ¢ < 4 ©©, mentre
la funzione % (t) = — % (#) pud essere presa come minorante.

Nel caso in cui nella F manchi Pargomento u, si pud uti-
lizzare il
Corollario 2. — « Si consideri il problema al contorno

Ut = Upy + Fa, t, u)
u(@, 0)=yx(x) 0Lz
(0, t) = — ¢, (2, (0, 1))

wl, 9=  eatyu ty | OSTSTT

dove le funmzioni F, vy, ¢,, ¢, 8ono definite e continue per
021, 0<t<+o0, —co<u<+too, e la F & puntual-
mente hiolderiana all’interno del suo campo di esistenza. Inol-
tre esistano due funzioni positive non decrescenti M (t) e N(t)
definite per 0 < t < 4 o© ¢ tali che si abbia, per |u| > M(1),

< N (%)

9. (2, u) <N(@), 9. (%, u) <N, F(», t, u)
Uu u U

Sotto queste ipotesi, il nostro problema al contorno ¢é risolu-
bile per T arbitrariamente grande ».

Basicra far vedere come si pué ottenere, anche in questo
caso, una maggiorante ed una minorante. Preso infatti un in-
tervallo 0 <t < T, si avra, per u > M(T), '

F(o, t, u) < N(T)u
¢:(¢, w) < N(T)u
9:(%, w) < N(T)u.
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Consideriamo ora la funzione % (2, t) = w(t) ch (A [z —1/2]),
dove w(t) & una funzione positiva che determineremo. Si vede
subito che, se & w(¢) > M(T) e A & la soluzione positiva della
equazione ’

AthAl/2 = N(T)
si ha
— %, (0, t) =w()AshAl/2= N(T)w(t) ch N\l/2 =
=N(T)u(0, t) > 9,(¢, @ (0, t))
e cosl pure
ug(l, 1) > @1, u(l, 1))

Prendiamo ora
w(t) =woexp ([N + N(T)]t) (wo=M(T), wo> || x||)
avremo
W — Upy = N(TYWx, t) > F(x, t, u (2, t)).

Per avere una minorante basta prendere w (x, ) =— —u(z, t).

6. - Soluzioni periodiche.

Occupiamoci ora delle soluzioni periodiche. Consideriamo
il problema al contorno

(21) Ut = Uz + f(@, T, u, u,)
— — Q7 0:
22 fus® 9= —elts w0, )
l wu (l, 1) = 92(t, u(l, 1)

in cui f, ¢, ¢, sono funzioni periodiche rispetto a t, con lo
stesso periodo T. Abbiamo il seguente teorema:

Teorema 3. — « Il problema al contorno (21), (22) am-
mette una soluzione, almeno, periodica con lo stesso periodo T
delle funzioni f, ¢, e ¢, se sono soddisfatte le seguenti con-
dizioni:

J,) la funzione f(z, t, u, u,) sia continua per 0 <z <1,
—o<t<+o0, —co< U< o0, —0LU <+ 00,
e soddisfi alla limitazione

| fl, ¢, u, wa) | < K(|w|) {1+ |uz|®}
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dove K ¢é una funzione non negativa non decrescente ed «
¢ una costante non negativa minore di 1;

J,) la funzione f(x, t, u, u,) soddisfi puntualmente ad
una condizione di Holder internamente al dominio in cui
¢ definita;

Jg) le funzioni ¢,(t, u) e ¢,(¢, u) siano continue per
—o0o<t< 4o, —cc<u<+o0;

J,) posto

}(ﬁ; u, u,) = max f(z, {, u, u,)
0st<T

au(u)=maxe,(t, u), (1) = max g, (4, u)
Vequazione differenziale ordinaria
w” 4 f(a, @, @) =0
ammetta una soluzione u(x) tale che sia
— @ (0) > ¢, (@(0) , (1) > e (n(l)
cosi pure, posto
(@, u, uy) = °r<=n‘i<an(w, t, u, u,)

¢, (¥) = min ¢,(¢, u), @,(v)= min 9,(¢, u)
- 0<t<T = 0<t<T

Vequazione ordinaria
v’ +fl®, w,u)=0
ammetta una soluzione w(x) tale che sia
u'(0) <o (u(0) , w'(l) <g(u().
Inolire si abbia sempre, per 0 <z <1,
w(z) > w(x)».

Le soluzioni del nostro problema, oltre a soddisfare pun-
tualmente la (21), per 0 < # < !, dovranno essere continue in-
sieme con la loro derivata rispetto ad # per 0z <L

Noi dimostreremo P’esistenza di una soluzione, almeno, com-
presa fra u(x) e w(x). Come abbiamo fatto nel lavoro (P)
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(e come si fa spesso in questioni di questa natura) comin-
ciamo col modificare la definizione delle funzioni f, ¢, ¢, al
di sopra di @ e al di sotto di u (rispettando la continuitd)
in modo da ottenere che tutte le eventuali soluzioni periodiche
del problema al contorno che cosi si ottiene siano comprese
fra % (2) e u(x). Porremo:

(e, t, a(z), uy)— (v —u(x)) per wu > u(z)
F(o,t,u,u,) = f(o, t, u, u,) per uz)<u< W)
 f(@, ¢, u(2), u,) — (u—u(x)) per u < u(z)
Analogamente :
’ 9:(%, #(0)) — (w—u(0)) per wu>u(0)
D,(t, u) = { ¢,(¢, u) per w(0)< u< 0)
e:(t, #(0)) — (w —u (0)) per u <u(0)

923, () — (u—a(l)) per u>u(l)
D, (¢, u)=1{ ¢,(¢, v) per ul®)<u LU
9(t, w(l)) — (u—u(l)) per u<ul).

Alle funzioni F, ®,, ®, faremo corrispondere i loro rispet-
tivi massimi e minimi al variare di ¢: F, ®,, ®,; F, ®,, ;.
E ovvio che per u(2) <u < w(x) queste funzioni coincidono con
le rispettive f, 9, 925 f, 91, @.; pertanto le funzioni #(z) ed
u(x) soddisferanno alle equazioni ordinarie che si ottengono
sostituendo alla f e alla f 1a F' e la F rispettivamente. Anche le

diseguaglianze valide per =0 ed =1, secondo quanto af-
ferma Pipotesi J,), rimarranno valide sostituendo ., ¢. 1, 95
con ®,, ,, ?,, ®,, rispettivamente.

Consideriamo ora le funzioni cosi definite:
F* (¢, u) =

! F(e, u(2), W(2) — (u—a(z)) per u>u(x)

(v —w @)F (2, Az), @ (2) + (4(z) —w)F (2, w(x), w ()
= u(z) —u(x)

per u(z) < u < u(r)

F(z, ulz), w' (@) — (u —u(2)) per u < y(z)
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92(#(0)) — (v —u(0)) per u > a(0)

(0 — w(0))7(@(0)) + (@(0) — weu(w(0))
@, (u) = a(0) — u(0)

per %(0) < u < u(0)

2,(@(0)) — (u—u(0)) per u < u(0)

ox( (1)) — (w — (1)) per u>u(l)

(n— w(l))pz (@ (1) 4+ (@ (1) — u)pa(ue (1))
D, *(u) = a(l) —u(l)

per u(l) < u < a(l)
?.(u(l)) — (v —u(l)) per u<u()
Dimostriamo che l’equazione
(23) Ut == U gy + ANF (2, T, u, u;) + (1 —AN)F*(z, u)
con le condizioni al contorno
(24 u, (0, t) = — D, (¢, u(0, t)) — (1 —N)D,*(u(0, 2))
u.(l, t)y= AD,(t, u(l, 1)) + 1 —ND*(u(l, t)

ha, per ogni valore di A con 0 < X < 1, tutte le sue soluzioni
periodiche comprese tra wu(x) e w(x). Infatti, sia u(z, t) una
soluzione periodica e supponiamo che la funzione

y(i"‘, t) = u(a, t)_a(w)

assuma valori positivi. Essa avra allora un massimo positivo
m, in un certo punto (Z, ¢t). Supponiamo che sia £=20. Sard:

¥:(0, 1) = —2D. (2, u(0, 1)) — (1 —N) ®,*(u(0, #) — @ (0) =
= —Xal, UO) —m}— 1 — ) { @0) — m} — ¥(0)=
= — (g(@(0)) +w(0)) +m >m >0.
Ma questo non pud essere perche la derivata destra di y(=, t)
nel punto (0, #) dovrebbe essere negativa o nulla. In modo
anologo si dimostra che non pud essere =1 Ma il punto

(Z, t) non pud essere neppure interno alla striscia; basta per
questo ripetere un ragionamento che ha servito nel lavoro (P):
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nel punto (z, i) si avrebbe
YalE, 1) = us(Z, §) — W@ =0
Ye(Z, 1) = w3z, 1)=0

Yoa(Z, —t—) = Uzx(Z, 2) — '@ =0

Dallequazione (23) e dalle prime due relazioni ora scritte
si avrebbe allora:

Upa(E, 1) = — AF(Z, t, w(E, 1), uy@ 1)) — (1 — NF*Z, u(, 1)
= — \F(@Z, t, w(Z), (%) + \uw&, t)— i) —
— (1 — VF(@E, w(®), ¥@)+ 1 — VuE, )—a@)]>
_2_ — F(z, #(Z), w(Z) + m.

Dr’altra parte, é
w'(Z) = — F(Z, W), W(Z).

Sottraendo membro a membro dalla relazione precedente si
ottiene
Uzal®, 1) — W'(E) = Yoald, ) 2 m >0

diseguaglianza incompatibile con I'ultima delle tre relazioni
scritte sopra ed esprimenti condizioni necessarie per Vesisten-
za di un massimo. Analogamente si dimostra che deve essere
u(z, t) = u().

Secondo quanto abbiamo visto alla fine del § 2, le solu-
zioni devono soddisfare all’equazione analoga alla (20) che si
ottiene applicando la formula di Green ad un arbitrario ret-
tangolo t —k <7 <%, 0 <z < Procedendo in modo analogo
a quello seguito nel § 4 si trova una limitazione «a priori»
per la derivata rispetto ad x. In questo caso, anzi, le cose si
semplificano perché le funzioni ¥, ®, ®,; F*, ®,*, ®,* sono
ovunque continue e perché k pud essere un qualsiasi numero
positivo.

Si potra concludere che si ha

|up(e, ) |<p (w=cost.,, 01

Consideriamo ora il rettangolo & =(0=t=T, 0=z =1).
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Le soluzioni periodiche di periodo 7' del problema (21), (22)
dovranno soddisfare necessariamente a questo sistema

1 t
(e, ) = j T(a, &; t)x(E)dE + [ Iz, 0; t —n)®, (1, u(0, n)da +
0 Q

]

it t
+[P(w.. 15 t— )@, (n u(l, 0)dn +[dnfr(w, Est— ) -
0 0

0

° F(E; Ul u(&) "1): ux(&: 'Q))de (O§t§T)
(25)

[} T
(@) = f (2, &; T)x(E)dE + f T'(z, 05 T — 0}, (n, u(0, 0)dn +
0 0

T T l
+( (@ 15 T— 0@, u(, Wdn+ [dn [Tia, & T—) -
0 0

0

- F(§ n, u(§, m), ux(&: n))d§ .

Dimostriamo ora che ogni funzione w«(z, t) soddisfa-
cente (con una corrispondente %(z) = u(x, 0) = u(x, T') al siste-
ma (25) & effettivamente una soluzione periodica del nostro
problema al contorno. Questa asserzione deve essere anzitutto
chiarita in questo modo: definiamo la funzione u(z, t) in tutta
la striscia 0=2=1, — oc <t <+ oo, ponendo u(z, t) = (=, t),
ove 8 0 =1t <T ed & t=1t' (mod. T). Bisogna fare vedere che
sulle caratteristiche ¢—=— kI (k intero) tanto la funzione wu
che la derivata u, sono continue e, inoltre, I'equazione (21)
risulta soddisfatta. Bastera fare la dimostrazione per t—=T1T.
Noi verificheremo che la prima equazione del sistema (25) ¢
soddisfatta per ¢ variabile nellintervallo pidt ampio 0=t =
=T+4c¢ (T >¢e>0) dalla funzione u(x, t) definita come ab-
biamo visto.

Premettiamo questa importante formula, valida per ¢, > 0,
t, >0 19:

1
F(x, &; ¢, + t) = D', @; , + t,) ::fl‘(m, N E)T(N, E; t,)dh .
0

10) La dimostrazione di questa formula si pud fare molto sem-
plicemente in questo modo: consideriamo la funzione v(z, t) che ab-
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Consideriamo dunque il secondo membro della prima delle
(25). Avremo, ponendo ¢ =T -+ <t ed applicando la formula ora
seritta,

] t .
[ T'(z, &; tyy(E)dE + f T(z, 05 t—n) @, (v, u(0, n)dn +
0 0

t
+ j D(a, I; t—1) - @, (n, u(l, n))dn+
0
t
+ [ dn [ T(2, &5 t— WP, 1, w(E, 0), uy (&, n)dE =
0 0

] T+
= [Tz, & e+ [ F(2, 05 T + v — n)®y(n, u(0, P)dn +-
n [1]

T4
+fr<w, 1 T+t —m) - @y (n, u(l, m)dn +
0

biamo studiato nel § 2 (formula (8)). Essa risolve il problema al
contorno
v,:v“
v(z, 0) =y(2), v,(0, t)=v,(3, t)=0
In virtd del teorema di unicitd, si avra
1 1

vz, Ty +1) = [ T(x, §; ¢, 4 ty)x(E)AE = /'I‘ () A5 ), t)dd=
o 6
1 1
=[T@ 2; 1) {[TQ, & L@k | n
0 0
da cui
1 Pl
[r@, & ti+toy@@E=[} [T@, 3; t)T(=, &5 t)an | x@)de
0 . 0o 0

ma, dovendo verificarsi questa relazione per qualsiasi scelta della fun-
zione continua y(z), deve essere

N, £ t, 4t = / Nz, A5 t)I(, E; to)dd
0
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T+r
+fdn (2,8 T+ v—0FGE ", W 1), u.(§ n)dE =
6 0

11 T Ql
= J 3 J Tie, ;9T & DX | x@E -+ [} [Tia, 35 9T0, 0; T—midr | -
00

T4
- @, (n, u(0, W)dn + [ (2, 0; ©— [1— T1)®,(n, (0, W)dn +

T
i

T
+[1[T@, s 9ro, 3 T —w)dh | @, (n, u(l, W)dn +
0 0
T4
+[F(m, 11— [ — T1)®,(n, u(l, 1)dn +
T
T 1 1
+ fan [1[ 2@, % O, & T — 1)k | FE 7, wE, 1), wally ) +
0 00

T+t 1
+[an [P(o, & s —In—TDF(E v, w(E 1), uE e
T 0

]
Aggiungendo e togliendo il termine f I'(x, &; t)y(E)dE ed
0

eseguendo alcune sostituzioni e inversioni nell’ordine delle in-
tegrazioni, ’espressione diventa:

] T
f (2, &; D (E)dE + [ (2, 05 1 —v)®, (v u(0, v))dv +
0 1]

+ f F(2, 1; 1—) - B, (v, u(l, V)dv +
0
T ]
+ f dv f (2, & v —WFE v, w(E, v), (8, v)dE +
0 0

1 1
+ f F(z, ; 7) ; — N+ f T, &; T)x(8)dE +
0
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T
+[1‘<x, 0; T—mn) - @, (1, u(0, n)dn +
° T
+[r<x, 1; T —n) By(n, u(l, m)dn+
0

T
+ {dnfr(l, & T—n)F(E 0, u(§, ), u,(& m))dE { dh.
i 9

Ma Yespressione entro le graffe & nulla, identicamente al va-
riare di A, per la seconda delle (25). Ora, per la prima delle
(25) (che & certamente soddisfatta dalla u(z, t) per 0 St < T)
i termini che rimangono non sono altro che wu(z, )=
=u(z, T + ) = u(z, t). Risulta cosi dimostrato che la prima
delle (25) & soddisfatta anche per T<#< T 4 ¢ dalla fun-
zione wu(x, t) che noi abbiamo definito per periodicita; da
questo fatto si deducono immediatamente le proprieta richieste.
Scriveremo brevemente le equazioni del sistema (25), nel
loro ordine, in questo modo:
u=Q(u
(25) Q(u, %)
x=R(u, ).
Il sistema che traduce il problema piu generale (23), (24)
sard indicato, con ovvio significato di simboli, cosi
26) u=2Q(u, x) + (1—NQ*(u, )
X =2AR(u, x) + (1 —NR*(u, ¥) .

Per poter affermare che il sistema (26) & equivalente al
problema (23), (24) con la condizione di periodicita, si puo
ripetere il ragionamento fatto per il caso A = 1. C’é solo una
difficoltd da superare: la funzione F*(z, w) non soddisfa ne-
cessariamente ad una condizione di Holder in ogni punto: e
quindi non si pud fare ricorso al criterio gia citato di E. E.
Levi per affermare che Pintegrale

t 1
[ an [ (2, & ¢ —mF* (& uit, )5
0 o0 .
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ammette derivata rispetto a ¢ e derivata seconda rispetto ad .
Ma la funzione F* & della forma
F* (@, w) = $(2)u(2, 1) + o(2)

essendo ¢ ed ® continue. Tenendo presente che u(x, t), suppo-
sto che sia soluzione del sistema (26), soddisfa ad una condi-
zione di Holder, si pud fare ricorso ad un altro criterio, do-
vuto a M. Gevrey!'), da cui si ottiene facilmente l’esistenza
di tali derivate.

Fissiamo ora lo spazio funzionale in cui vogliamo consi-
derare il sistema (26): sara il prodotto topologico dello spazio
S delle u(x, t) per lo spazio § delle y(z), dove § ¢é lo stesso
spazio che abbiamo considerato nel § 3; soltanto Vesponente di
Holder, ¥, nella limitazione degli incrementi rispetto a t, ¢
sottoposto qui alla sola limitazione y <1—a (nmoi supporre-
mo anche ora 15 < a <1, questo unicamente per poterci gio-
vare delle maggiorazioni (14)).

Lo spazio &' sard invece quello delle funzioni y(x) continue
con la loro derivata nellintervallo 0=z = l. Per esso stabi-
liremo la norma

ax
Ix il + az
dove &
= ax | _ ax
Ixll= max [x(@], | =28 |3z |
La norma che assumeremo per & X & sarid:
ay,

Nl 4 (e | +Vule + I xl + 52

Con questa norma, il nostro spazio risulterd completo. Se-
guendo ancora il metodo di Leray e Schauder consideriamo
la trasformazione

w=u—AQ(u, x) — (L—NQ*(n, %)
"=y —AR(u, x) — (1 —NR*(u, %) .

(26)

11) M. GevVeREY, Sur les équations aux dérivées partielles du tipe
parabolique. J. Math. Pures Appl.,, 78, 305-574 (1913). Qui ci riferiamo,
in particolare, alla condizione A3 di pag. 351.
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Hssa muta i punti di § X & in punti dello stesso spazio.
Verificheremo che questo accade per V’operazione (Q, R), cioe
per il caso A —=1. Analogamente si procede per (Q*, R*).
Consideriamo la rappresentazione esplicita della trasformazio-
ne @ (u, ¥); essa differisce dal secondo membro della (15) solo
per la presenza del termine

o(a, 1) = f (2, & ¢ —nyy(E)dE.

0

Ma questo soddisfa ora ad una condizione di Holder di espo-
nente 14 rispetto a ¢; infatti si ha (per " > ¢ >0)

1
v(e, t')—v(2, t) :f{ (2, §; ") —T (2, §; ¥) } x(8)dE =
¢

1

= (t"— t')j. Ti(z, E; ' + 0(t” — t'))x(&)d& =
0
]
=(t"—¥) [ Lo (@, & ¢ 4 0(8” — £))y(B)dE =
0

1

— (t”—-t’)jrgg(w, & v+ 0(t”——t'))x(&)d&=
=

- (t”—f)}[l‘e(w, & 4+ 0 — (B —
£=0

]
— [ Tete, &; t'+0(t"~t'»(‘§—’§d§§ 0<6<1)
0

da cui, ricordando che & I'z(x, &; ©) =0 per §=0 e E=1

1
(0==z=1) e osservando che & /ll‘;_‘(ar, E; k)|dE =Lr/2,
0
8i racava

060, ) —v(a, )| = (v — )0 | 2| (¢ + o — ey
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e, infine,

¢’
|v(2, ") —ov(2, ¥) | éL”% “ft—’/’dtz
&

—_ 7l
_L”d_z

Tenendo presente che & y <14 si conclude che Q(u, %)
muta i punti di § X & in punti di §. Basta poi riflettere
che v(x, T) & derivabile quante volte si vuole rispetto ad «
nell’intervallo chiuso 0=z =1 e ricordare la proprietd §;)
del § 2, con la terza delle (14), per affermare che R(u, %)
trasforma i punti di § )X & nei punti di &'.

dy |
71 /2 1/2) << "’ "\1/2
2(¢ t*%) SL| 22 | (¥ — )2,

Le operazioni (Q, R) e (@*, R*) sono completamente con-
tinue in & X .

Vediamo la dimostrazione per il caso della (@, R); per
Paltra operazione si procederd in modo analogo, anzi piu
semplice. Sia dunque assegnata una successione {un, ¥Xml
limitata in § X §'. A causa della condizione di Holder ri-
spetto alla ¢t a cui soddisfano tutte le u, e a causa della

uguale limitatezza delle derivate %);—” si pud estrarre dalla
successione una successione parziale {(uw,, Xu)} tale che le
Uy, Tisultino uniformemente convergyenti sui lati 2=0 ed
o =1 verso due funzioni g,(?) e g,(?) rispettivamente, mentre
le xw, convergono uniformemente verso una funzione h(z).
Posto

t

w(a, )= j T, 05 t —n)gs(n, gu(n)dn +

t
+ [ L'(z, I; t—)ez(n, g2(m))dn,
0

Wwy(T, 1) = [ Lz, 0; t—1)9.(n, uw, (0, n))dn +
0

t
+fF(w) l; t—n)ea(m, Uy, (%, )dn,
0
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t
v%ﬂz[ﬂ%&%@%
0

t

Un, (@, 1) = /r(w; & t)Xn,‘(E)dE:
0
avremo, come nel § 4 (cfr. Appendice 3)), oppure, pitt sempli-
cemente tenendo presente che ora le funzioni ¢, e ¢, risultano
continue per 6=t=T7T:

o —wml|—0 , [@—wa)sll—0 (k= 409).

Inoltre si vede facilmente che & ||v—uvy, || — 0 e dalla (8)
si ricava

” (U—”n,‘)w H —0.

Dalla (10) (con B=0) si vede che le w,, soddisfano ad
una stessa condizione di Hélder di esponente 14; cosi pure le
Un, , come abbiamo visto prima. Si ha percid

jw—wuly—0 , jv—v |y — 0

essendo v < 14.
Dunque, secondo la norma di §, si ha

Wn, — W , Uy — 0 (k — oco).

Queste relazioni implicano che, secondo la norma di &, si
abbia

W, (2, T) — w(e, T) , vn,‘(w: T) —v(z, T) (k — o).

Dopo cid, consideriamo la successione delle funzioni

t ]
2, (2, 1) = f dn f P(z, &; t — nFE, 1, un,(E, M), Un, 2(E, 1)dE
0 ]

Essendo la successione {u,} limitata in §, avremo

| F (E, M “nh(gy ), unhw(E: ) I =kne

dove K & una opportuna costante (dipendente dalla successione
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{%s}). Potremo allora valerci delle formule (14). Ripetenendo
il ragionamento fatto nel § 4 e ricordando, in particolare
che ¢ vy<1—a, si trova che dalla successione delle z,,
si’ pud estrarre una seconda successione di indice ny convér-
gente in §.

La convergenza della successione {2,,,} in § implica anche
ora la convergenza di {z,, (z, T)} in s

Concludendo: mnoi abbiamo estratto dalla successione
{(Un, Xw)} di & X & una successione parziale {(um, , X, )}
che viene trasformata dalla (@, R) in una successione conver-
gente di § X &'. La (Q, R) muta percid ogni successione limi-
tata in una successione compatta. Occorre far vedere che la
(Q, R) & continua: ma questo & immediato. Dopo la proprieta
di compattezza che abbiamo dimostrato, basta anche ora os-
servare che una successione convergente in § X &' viene mu-
tata in una successione puntualmente convergente in senso
ordinario.

A questo punto possiamo procedere in perfetta analogia con
quanto fatto nel lavoro (P). Abbiamo trovato prima che, al
variare di A da 0 ad 1, le eventuali soluzioni devono soddi-
sfare alle limitazioni

wz) = u(z, ) = u(z) , | Uz (@, 1) l <.
Da queste si deduce che deve essere

ay

Ue) S % (@) S o), || 2

EwlluaSeT Ju) ==

essendo t una costante opportuna. Se indichiamo con ¢ una
arbitraria costante positiva, abbiamo che, per 0 =1 =1, le
eventuali soluzioni periodiche devono risultare imterne al do-
minio @’ di § X & cosi definito:

lul|=v+e [x[[Sv+e
V=) flu, | SpT 4 e o
(|u|r§1+e d:c]':p'+ ’

dove ¢ v=max (||&], ||©])-
Bastera ora far vedere che per A =0 il grado topologico
della (26') relativamente al dominio 9’ e all’origine dello



.68 G10VANNI PRODI

spazio & X § & =1. Questo noi l'otterremo trovando una
funzione della sola @, u(x), tale che la coppia (u(2), u(x)) sod-
disfi alle (26) per A = 0; dimostreremo che questa & 'unica so-
luzione della (26) per A—=0 e ad essa compete indice topolo-
gico =1 perche essa & interna alla regione w(z) =wu = u () in
cui il sistema (26) & lineare (sempre per A — () e la relativa
trasformazione lineare (26') risulta completamente inverti-

bile.
Infatti, per A—=0 e per u soddisfacente alla limitazione
uw(r) =u=u(x), 'equazione che traduce il nostro problema &

(27) Ut = U+ F* (@, u) = Upe+ $(@)u + o (2)
dove abbiamo posto

F (zi u(x)r ﬂ’,(x)) — F (CD, y/(z) ’0_'/(1'))

)= Ww) — u(a)
0@) = wWx)F (z, wz), u'(z) — w)Fz, uz), ¥ (z)
- wz) — w(z)

mentre le condizioni al contorno sono

— (0, t) =p,u(0, ?) + @,

(28)
u, (1, t) =pu(l, t)+4 62

avendo posto

_ BEO) —p0) g WOR@(O) — w00
M= a0 —w0) °* T 0) — u(0) ’

_BEO) —p@l) o abpu) — ubrad)
==y T al) — w()) '

Le soluzioni indipendenti da ¢ soddisferanno all’equazione
ordinaria

(27) u’(2) + $(w)u(e) + o (@) =0

con le condizioni al contorno
—u'(0) = 2,2 (0) + 8,

(28)
w () =pu() + 6.
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Teniamo ora presente che tanto #(x) che u(«) soddisfano
alla (27') e percio la loro differenza

r(z) = Wz) — ) .

soddisfera all’equazione omogenea corrispondente. Per Iipo-
tesi J,) si avra, posto g, = —7'(0) — p,(0),

0, = (— W(0) — pa(0) — By) — (— %(0) — pu(0) — By) =
= (— w(0) — 72(#(0))) — (— %'(0) — 2,(u(0)) < 0

Analogamente, posto o, = ¢’ (1) — p,r(l), o, risulterd certamen-
te positivo.

Ora, per trovare la soluzione del problema (27'), (28'), po-
niamo r(2) = u(x) —u(x). Le nuove condizioni ai limiti sa-
ranno:

—r'(0) —pyr(0) = v, = [— 0/ (0) — p,2e(0) — ;] —
— [— 2 (0) — p,2(0) — 8,1 = — [— %/(0) — 72(4(0))] <o,
inoltre sara y, > 0. Analogamente si avra:
0<r () —pr(N=1,<o,.

Vogliamo dimostrare che si ha ung ed una sola r(x) sod-
disfacente a queste condizioni e che si ha, per 021,
0 < r(z) < r(x).

Infatti Pintegrale genei'ale dell’equazione

() + $(@)r(2) =0.

si pud scrivere
or - onia) [ B
r(®) = ¢;r(@) + czr(a’)(f% .

Imponendo le condizioni
— 7 (0) —p,r(0) =1,
() —pr(l) =7,
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si ottiene il sistema lineare, per le costanti

010y —=Ca=T1

r(0)
1
P 1 K -
( G201 + | 70 + ozo/ 70 ‘ C:=1Yz2.

Il determinante ha l’espressione

o, O, dE
== =— g,0. = pc
LR ORI ke
ed & certamente positivo.
Riflettendo sul fatto che, ponendo vy, =o,, Yy, =0 e v, =0,
Y, =0, si ottengono sempre soluzioni che sono positive in

tutto Vintervallo chiuso (0, ), si vede che, per ogni 0 <7, <o,
0 <y, <g, deve essere

0<r(z) <r(z).

Abbiamo trovato cosi una soluzione indipendente da ¢ e
percid periodica del problema (27), (28). Per dimostrare che
essa & l'unica soluzione, passiamo al problema omogeneo as-
sociato al (27), (28) e dimostriamo che esso ammette solo la
soluzione periodica identicamente nulla; per questo useremo
un metodo molto vicino a quello seguito nel lavoro (P). Ab-
biamo visto che ’equazione

(@) + $(@)r(2) =0

ammette la soluzione r(x) = %(r) — u(x) soddisfacente alle
diseguaglianze

r@)>0 , —7(0)>ur0) , r(@)>wr().

Si pud allora trovare un numero positivo ¢ abbastanza pic-
colo perché l’equazione

(@) + {$(@) +- e} r(@)=0

ammetta ancora una soluzione r*(x) positiva in tutto l'inter-
vallo 0=z =( e soddisfacente, negli estremi, alle disegua-
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glianze
—r*(0) > p,r*(0) , () >pr*(Y).

Consideriamo allora la funzione
u* (2, t) = r*(z) exp (—et/2).

Si avra
ug* = —eu*/2

e, inoltre,
Ugy + Y(T)U* = —eu* .
Percio
ug* > Uge + Y(@)u* .
e, agli estremi,
—u,*(0, t) >p,u*0, t) , u,*(, t)>uu*(l, t).

Poiché¢ ¢ lim «*(2, t) =+ °° (uniformemente rispetto
t—> —00
ad z), per ogni soluzione periodica u(z, t) del problema omo-

geneo associato al problema &27), (28) sara possibile trovare
un valore ¢ tale che, per ¢t < ¢, si abbia

u(z, t) <u*(x, t).

Ma, per il lemma 1, si avrd sempre u(z, t) < u*(z, t) e,
poiché u*(x, t) & infinitesimo per ¢ — 4 ©°, si deduce che la
funzione periodica u(x, t) non pud assumere valori positivi.
Cosl pure si vede che non pud assumere valori negativi: ri-
mane solo possibile la soluzione periodica identicamente nulla.
Per A =0, dunque, il sistema omogeneo associato al sistema
(26) ammette solo la soluzione identicamente nulla. Questo si-
gnifica, sempre per il teorema generale dell’alternativa ¢),
che la trasformazione lineare che coincide con la (26') (con
A=0) per u(2) = u(x)=u(x), risulta completamente inver-
tibile. Poicheé la soluzione periodica u(x), che abbiamo sopra
trovato, soddisfa alla limitazione

u(r) < u(z) < u(z)

possiamo affermare che la (26), per A =0, subordina una
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corrispondenza biunivoca tra un intorno di (u(z), u(x)) ed
un intorno dell’origine di § X &'; cioé alla soluzione (u (),
u(z)) della (26), per A =20, si deve attribuire un indice to-
pologico 1.

Essendovi dunque in 9, per A =0, una sola soluzione e
questa con indice =1, si conclude che il grado topologico del-
la (26') per A =0 & = 1. Tale grado, per quanto abbiamo visto
prima, si manterrd immutata nel passare da A=0 a A=1.
Ne risulta lesistenza di una soluzione, almeno, del sistema
(26) per A =1, cioé di una soluzione periodica con periodo T
del problema al contorno (21), (22).

Possiamo aggiungere ancora questa osservazione:
Nell’enunciato del teorema 3 Vipotesi J,) pud essere sosti-
tuita da questa:

«J.") Ta funzione f(x, t, u, u,) sia continua per 0 =z =1,
0=t=T, —co<u< 400, —co< Up< -+ o0, ¢ per u va-
riabile in ogni intervallo finito, si abbia |f(z, t, w, u,)|=

!j(z:t)“,ux)l_—_o(lux[z) (qul'—""oo)

(uniformemente rispetto ad z, t, u) ».

Basta osservare che quest’ultima condizione & sufficiente
ad assicurare la limitazione « a priori» per la derivata u,.
Ottenuta questa, si pud modificare (una seconda volta) la de-
finizione della f(z, ¢, 4, u,) in modo che essa risulti limitata,
comunque si prenda u,, al variare di « in un intervallo limi-
tato. Questo si pud fare in modo che la definizione della f
rimanga inalterata nella regione in cui possono cadere solu-
zioni periodiche.

Un riesame dei ragionamenti che hanno condotto alla di-
mostrazione del Teorema 3 rende evidente questa seconda os-
servazione ;

« Il risultato del teorema 3 sussiste ancora se la funzione
7({0, u, u,), nella ipotesi J,), anziché essere il massimo di
f(z, t, u, u,) al variare di t, ¢ una qualunque funzione continua
soddisfacente alla condizione

f("": u, u,) =f(a, t, u, u,) .
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Analogamente, basterda che f(x, u, u,) sia continua e tale che

I(a’; u, 'u.r)gf('r’ i, u, uy).
Cosi pure basterda che sia

o (W)= 0. (8, u) 9:(u) = 0, (t, u)
o1 (%) = 9. (8, ) 9:(u) =0.(2, u)
purché g, 9 925 9. Siano continue ».
Questa osservazione € molto utile al fine di stabilire al-

cuni corollari che rendano piu spedita applicazione del teore-
ma 3 ai vari casi.

Corollario 3. « Supponiamo soddisfatte le condiziont
J,), J3,), J5); inolire esista un numero positivo M tale che, per
|u|=M, sia

ufle, t,u, ) =0 , wo(t,u)<0 , ueit,u)<0
allora il problema (21), (22) ammette almeno una soluzione
periodica ».

Infatti, in queste ipotesi, si pud prendere come maggio-
rante la funzione (costante) #t(z) = M, soluzione dell’equazio-
ne ordinaria

w () =0=f(z, t, M, 0)
e soddisfacente alle condizioni al contorno
— @ (0)=0> max ¢,(t, M), @ (})=0> max ¢,(t, u).
0St<T 0st<T
Cosl si vede che — M pud essere presa come minorante.
Per applicare il teorema 3 al caso in cui la funzione f

non dipenda dall’argomento u,, pud essere utile il seguente
corollario.

Corollario 4. — « L’equazione
Ut = Upy + f(o, T, )
con le condizioni al contorno
u, (0, t) = — ¢, (¢, u(0, ?))
u,(l, t) = ¢,(¢, u(l, t))
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dove le funzioni f, @, ¢, sono periodiche rispetto a t di pe-
riodo T, ammette certamente una soluzione periodica di pe-
riodo T se sono soddisfatie le seguenti condizioni:

le funzioni f, ¢, ¢, Ssiamo continue per 0=z =1,
—oo<t<t+oo, —co<u< +oo; la funzione f soddisfi ad
una condizione di Hélder, puntualmente, allinterno del suo
campo di definizione;

posto
—_— e, t
lim max f(2, ¢, w) =k
|#|—> (z,t)cR u
- t, u vy t, u
lim max 9t ¥ =, lim max LAURC) =t
|#|— 4o 0St<T U |, —tc0 0SIZT %

sia Wy, p, kb < -+ ©°; inolire k sia inferiore al piu piccolo auto-
valore del problema ai limiti
() + M(x) =0
— ' (0) = p.,r(0)
r (3) = u,r (1) ».

Infatti, preso un ¢ positivo sufficientemente piccolo, & pos-
sibile trovare un integrale dell’equazione

() + (Ao—e)r(e) =0,
(dove A, & il pil piccolo autovalore), che sia sempre positivo
nellVintervallo 0 =z =1 e che soddisfi alle condizioni ai
limiti
—r'(0) >p,r(0) , 7 ()>pr().
Se ¢ & tale che sia A,—e > k, questo integrale, moltipli-

cato per una opportuna costante positiva, pud essere preso
come maggiorante. Cambiato di segno diventa una minorante.
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APPENDICE

1) Dimostrazione della formula (10).
Per stabilire la limitazione (10) possiamo procedere in
questo modo: consideriamo, per semplicitd, l'integrale

t
w* (@, t)=f1‘(w, 0; t—m)e,(m)dn.
0
Avremo, se & k= 1t,
t+k

w* (@, t 4 k) —w*(z, t) = [I‘(w, 0; ¢t 4+ k—m)e,(n)dn —

t—k
t—k

t
—fl‘(w, 0; t—mn)e,(n)dn+ k | (e, 05 ¢ 4 0k — m)e, (n)dn .
—k 0

Maggioriamo i primi due termini. Si vede subito dalla (6)
che si pud scrivere

2
(29)  T(a, 05 )= (xt)=/* exp (—- 5 FA@
dove la funzione A & continua in & con tutte le sue derivate.
Si ha allora la limitazione
0=TI\(z, 0; t)y =Lt/

Tenendo presente questa ed eseguendo la sostituzione y — t§,
si ottiene, ricordando la I,'),

t
fl‘(w, 0; t—m) | o (n) [ dn=|e| Lf (t—mn)~ /g Bdq=
t—k t—k
1 y
= lloull 288 [0 — O ATl A7 | Sl 2
k
1—y
Analogamente si ha

t-+k
fl‘(w, 0; t+k—m)|g(n)|da=L| e | tBK /2.
—k



76 G10vANNI PrODI

Per il terzo termine, teniamo sempre presente che si ha,
dalla (29),

1 1/2—8/2 z? z?®
. — 1 —_— —_——
Tz, 0; t) = — 2 x—21/24—2 31 2t$exp( 4t)+A¢(:0;, t)

dove A¢(®, t) @ continua in & . Consideriamo allora Vintegrale

Y I B z bd
9—1p— t — 1) —— lex -
™ 6[( n) 2(t—m) p( 4(t — n))n L
. s ____._wz ——wz
Poiché¢ la funzione l 1~ 206 —m) , €xp ('— 4(t—'ﬂ))

si mantiene limitata, possiamo scrivere
t—k
2—1r1/2f(t_n)—3/2 1 —
)

N

k
t—k

<L / (# —n)~*Pn—Bdn = Lt~/ [ A—=0)~* L Pdy =

0 o
= Lt_llz—a(;) — Li—-Bp—? .
Possiamo dedurre che si ha, per 0 <k =1{,
| w*(x, t + k) —w* (2, t) |=L||q.||t—PE*=L|| ¢ || &*/>—8.
Per k=1t si ha

[10* (@, ¢ 4 k) — w* (z, t)l<[ T'(2; 0; ¢+ k—n)Tou(m) | dn+

+fI‘(w, 05 t—m) | eu(n) [da=L|| o || (#/28+ [2 4+ K] /*B)=
SL|e| Kk/>#

‘Questa limitazione rientra in quella gid ottenuta, con una
opportuna scelta della costante L. Operando in modo analogo
sul secondo integrale della (9) si ottiene la (10).

Dimostrazione della limitazione (11).
Cerchiamo di limitare la derivata rispetto ad # del primo
termine della espressione di w(x, t) data dalla (9), cioé di
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quella funzione che abbiamo indicato con w*(x, t). Anche in
questo caso potremo limitarci allo studio del solo termine rela-
tivo alla parte singolare di I',(«, 0, t), secondo la rappresen-
tazione (29).

Premettiamo questa limitazione che ci sard utile anche
nella parte 3):

3

i

0=3%=y

Per dimostrarla, cominciamo col far vedere che, per 0 =8=ft,
si ha:

L)
ﬁ[.'Av:(t—'n)—a/zexp( 4(t )-qd'q<Lt—3

Infatti maggioriamo col porre 3 =t; quindi eseguiamo la
. t . 1/2
sostituzione ¢t —n = =z e poniamo x_é_ = A. Avremo

&
[t —ner exp (— g2 Jr-tan =

0
t

= j @(t—n)~°/* exp (—— 4(%-1:))"—%) =
— 418 f o: exp (— A2r2) (1 — :—,)-Bdr <
< 4t—Bhexp (—N?) lf (1 — %)—Bdt +

[o.2)
\—B
+ 4t—5<z) ! X exp (—\*%)dt < Lt—*

essendo L una costante indipendente da A\. D’altra parte si
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puod scrivere
3

[w(t —)—2/% exp (— z(tx—_m)n—ﬂdn =

0

d
=2 [(t— -t exp (— wntan
0

Z(t —_ .q)—llz
2
ne limitata al variare di p, si ha

avendo posto p — e, poiche p exp (— pu?) si mantie-

5 5
[t —norexp (= = hrean =L [ (t—n—ra-san.
0

0

. s . . . .
Supponiamo ora che 7 vari in un intorno fisso dello zero:

. & S
prendiamo, ad esempio 7 = 1%4. Eseguendo la sostituzione

n = t, abbiamo
8 3/t S\
[(t—n=mtan=rt-¢ [ @ — )= Crag = Lt—ﬂ(;) :
o 0
Riunendo questa limitazione con quella trovata sopra per
3 qualsiasi (sempre nell’intervallo 0 =38 = t) si ottiene la (30).

Tenendo conto della (30) (applicata per ¥ =1t), si ottiene
subito la limitazione

[we* (2, ) | = L| o] t#

relativa al primo degli integrali della (9). Procedendo in mo-
do analogo per il secondo, si ottiene la (11).

2) Dimostrazione delle formule (13) e (14).

Possiamo procedere passo per passo con il metodo che ab-
biamo seguito nel lavoro (D) per giungere alla maggiorazione
degli incrementi della funzione che 13 era indicata col simbolo
v(z, t). La diversitd & costituita dal fatto che la funzione
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1 1 1 .o . .
z + == + el che 1d era indicata col simbolo ¢(z, t), si

. . 1
riduce ora al solo termine —;

i

1
a) In primo luogo osserviamo che, essendo f T(z,&; t)dE
_ 0
limitato per (=, t) variabile in &, si ha

1
(31) [anfre e e—nl1E olas

t—k 0
t ] t
SUFN[ n= [ Tio, & t—nass L) [nodn =
t—k 0 t—k

=L||f|| (t—o— (t — kP~ =L|| f|| k=

b) Dimostriamo ora che la funzione z(z, t) & derivabile
rispetto ad « e la sua derivata & rappresentata dall’espressione

t 1
[an [ Tuia, & 1— a1 nag
o 0

dove Yintegrale risulta assolutamente convergente. Infatti si
ha, dalla (6) con calcoli semplicissimi;

13
[1Put0. & t 2 ) |aES LG —
0

Tenendo presente questa limitazione, si ha per 0=t =+¢:

t ]
fan [1Pata, &5 t—n 11765 ) | a5 =
o0

t

1 t
= |7 [1an [ | Fua(o, & t—n) | anS LA [n-st —m-ran =
t [ t

1

= Lllf) e [t —0—rat.
vt
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Ponendo ' —t—k, si ha (tenendo presente che & a > 14)

t 1l
K\
(32) fd'f]Q/I Ty(z, & t—m) || F(E, m) |dE=L ”f” tl/z—,.(t_) —
t—k
= L||f|[¢t-es*=L||f|| t-‘/’k‘"“(?)a—’éz;llfll t1/2gl—a,

5 1
Essendo dunque lintegrale _/ dn f L.(2, &t —m) || f(& n)|d&
o 0

uniformemente convergente, quando 3 tende a ¢, per 0=z =],
si deduce che la funzione z ha derivata rispetto ad z, che si
puo ottenere dall’espressione (12) derivando sotto il segno di
integrale. Dalla (32), facendo k¥ — ¢, si ottiene subito la limi-
tazione (13). A fortiori si ha, per 3=1{,

5 1
33 [an[| Tl & t—n) |15 W ES L 1] 2
N
¢) Dalla (6) si ottieme; con semplici calcoli,
1 1
flrza(a’; E; 1) I dk Ifl Ti(z, &; t) | dE=Lt
By (° 0
] |Tpe(2, &; t) | dE = Lt—2/2.
0

Applicando la prima di queste formule, si ha (per 0 < k=1t)
t—k t—k

fdnﬂ T..(2, &; t—-n).lf(a n)|d§<L||fl|fn—°‘(t—n)—‘dn—

)=

—LIIfIIt‘“f sl O aC= L

S Gl

Possiamo anche scrivere, tenendo presente che & « > 14 ed
e k=t

(e )=

lov

+ 1)]<Ll|f I k==

lv—

+ 1)l<Lt g
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Concludendo abbiamo

t—k 1
(35) d‘ﬂ Irvv(w’ E; t"""l)“f(&: "l) |d§=
[=]

2 =L||flle™
=fdnlet(w,&;t—n)Hf(E, n) | d§ |
0 0

=Ll 1| ook
Applichiamo ora la seconda delle (34) al seguente integrale

—k 1 t—k
Jan[1Ta(e, & t—a) 115 | ESLI S| [r2(t—w—ran =
0 ] 0

PR

" —3 1 k—l/’
sl [ G —pas) el =

0

a1/
=Lllfll RS | eeF) T SOl e,
Dunque si ha
—k 1
) [an[|Torla, t; t—n) || 15 m | ESDIf || =0k,
0 0

Siamo ora in grado di dimostrare ye (14).

Incremento di z(x, t) rispetto ad z.
Si ha, se k & un numero tale che 0 =k =t

t 4
2@ +1, 0 —2(a, ) || [an [T(o+ 1, & t— (&, e |+
t—k O

+ sznjp(% g t—n 1, n)d/E |+

+[n]

t—k 1
Jan[reto+on, & t—ns n)dE| =
0 0

SLUFIE==t B L] f [ =S L £]] (B 4| b joree)

[}
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Di qui, ponendo k= h?* (oppure k=1 se & h* > t)
|2(@+h, 1) —2(x, t) | S L|| || *—.

Incremento di z(xz, t) rispetto a t.
t4k '3

|2(e, t+ 1) —z(e, 0| S| [an [Tia, & ¢ + B —0)1(& nat| +
0

ik

t 1
+| [an [v1a, & t—wr (e nae |+
t— 0
t—k!

1
+ k| [an [Fule, & t+ 0k —nf (& mak |, (> 0) (£ > K >0)
0 0

applicando la (31) e la prima delle (35), si ha
|z(@, t+ k) —2(2, ) | SL||f|| (& + Ky + L|| f|| #"—=+
+ L|| f|| kk—a.

Ponendo ora k' =15k, se & k <t (altrimenti si porrd k¥' =1
e P'ultimo termine non comparira piu), si avra

|2(2, t + k) —z(2, V=L||f|| *.

Incremento di z,(x, t) rispetto ad z.

t 1
lo(@ -+ b, ) — (e, IS | [an [Telo+ 1,8 t—0f( et |+
t—k 0
t 1
+ | |dn | Te(e, & t —n)f (&, ndE| +
o]

t—k 1
+ ||| [an [Tam (0 + o1, & t—nf(&, a].
0 0 N

Applicando la (32) e la seconda delle (35)

Iz:r(w + h) t)—z.‘lr’(z) t) I§L ” f “ t_l/zkl_'d_i_
+ LIl B ] e/ e
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da cui, facendo k= h? (se & h* < t, altrimenti porremo k=)
|22(@+ R, 8) —2:(2, O) |[SL|[f|| 72| B ]2,
" Da questa, infine, si ha

| #/22, (@ + h, ) — t*/%(2, t) |S L|| f|| | B | >~

Incremento di t*/%z,(x, t) rispetto a t.

| (t 4+ k)22, (@, t+ K)— /%2, (2, 1) | =
k1
§| (t+ k)l/zfdn[rm, E; ¢+ b —n)f (&, m)d } 4
t—% 0

+

t 1
orfan [To(e, & t— a1, n)d&\+
t—k’ 0

t—k’ 1

+k|% (t-l-ﬁk)—l/z[dn [I',(w, E; t + 0k —m)f(& m)dE I +
o o

t—kr 1

+ k| (¢ + ek)lfzofdnofrxt(m, & 1+ 0k — (5, mak|.

0<8<1, k>0, 0<K <t

Applicando ai primi due termini la (32), al terzo la (33) e
al quarto la (36), si ha

| (¢ 4 k)22, (2, t + k) — /%2, (2, ) | S L|| f|| (b + K)—
+ L||fl| K +B(L| fl (¢4 0ky—e+ L|| f|| (¥ + 0k)~).

Ponendo ora k'=~Fk (se & k < t, altrimenti si pud porre
k' =t, eliminando cosi il terzo e il quarto termine) si ha

| (¢ + k)22, (w, t 4 k) — /%, (2, ) |SL|| || B +
+L||f|| st + L|| fl| = L|| f[| B*=.
Cosi tutte le (14) risultano dimostrate.

3) Dimostrazione delle formule |[w— wy,||—0 e
Il (10— 10n)e || — 0 (§ 4).
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Consideriamo, per semplicita, il solo integrale

t
w* (@, ) = [D(e, 05 t—m)ay(n, g, (m)dn
0
e dimostriamo che la successione
¢
wr (@, )= [T(a, 0;t—n)e,(n, 1w, (0, W)dn

tende uniformemente verso w* in & .
Teniamo presente che &, per Vipotesi L),

I %a(t g:(2) [SH(vt#, [ 9:(2, U, (0, 7)) [SH(v)e*

essendo || u||=v.

Sia ora 3 un numero qualsiasi dell’intervallo 0 =0=1t.
Avremo

$
| w* (2, &) — el (@, 1) | §[r(w, 0; t—m) | eu(n, ga(m) | dy +
. 0
+f1‘(w, 05 t—m) | 9:(n, uw, (0, m)) | dq 4
° t
+ max | 9,(n, gy(n) — 9 (1, tin, (0, ) | f (2, 0; t—n)dy=
§=ast F

3
=2H(y) f (2, 0; t— q)y—Bdn
0

T
+ max [e(n, g:(n) — ¢, (n, Un, (0, )| -[I‘(w, 0; ¢t —m)dy.
SSa=sT d
L’integrale che compare nel penultimo termine si pud cosi
limitare, procedendo come nella parte 1):

3
f T2, 05 t — m)q—B= Li—1/231-8
0
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Nel caso in cui sia 3 =1, avremo, pilt semplicemente,
t

| w* (@, ) — w03, (2, 1) |S2H() [T(a, 05 t —ianSLH)E/ .
0 .

Si ha percio .
| 0* (@, t) — wa, (2, t) | =
- LH (v)t*/>$

T L{HE@) /2 —F 4+ max |9, (1, g,(n) — 9:(n, tw, (0, W) |}
SS0sST

Scelto ora ¢ arbitrariamente piccolo, consideriamo l’inter-

vallo 0=¢=3, dove 3 >0 & tale che sia 3=T, ¥/ PF=e.

Quando ¢ varia in questo intervallo, dalla prima diseguaglian-
za risulta

l w* (.’D, t) - w:,,_ (w: t) ] é LH(V)E .
Per t > 3, prendiamo un indice k tanto grande che sia

max | 91(m, g2(M) — 9:(n, uw (0, M) |=Zce.

§=Sa=
Applicando la seconda diseguaglianza, avremo
|w'(.’v, t)—w:k(w, 1) |§L{ H(v)+1}e.

Risulta cosi dimostrata la convergenza uniforme. In modo
del tutto analogo, applicando la (30), # dimostra che &

/2 | w,* (@, 1) —waa(z, 1) | <
LH (v)t/—
= L{ II(")t_:l/’al—a + max I ?1('0: 91('0)) - ?1("]: uuh(oa 'l]))” .
8s0sST

Da questa segue immediatamente che la successione
/20 2(®, t) converge verso t*/*w,* uniformemente in & .



