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UN’OSSERVAZIONE SULLE CONDIZIONI NECESSARIE
PER LA SEMICONTINUITA DEGLI INTEGRALI DI
FUBINI -TONELLI

Nota (*) di Exrico Maseses (a Padova).

Scopo di questa breve Nota & di far covoscere alcune con-
siderazioni sulle condizioni necessarie per la semicontinuita degli
integrali di Fupini-ToneLLi, che ritengo utili per chiarire 1’ ulte-
riore sviluppo della teoria di questo capitolo del Calcolo delle
Variazioni.

Riprendendo i lavori di G. Fusmi e di L. Toveli, S,
Faepo (*) ha studiato le condizioni necessarie per la semicon-
tinuitd degli integrali, da lui chiamati di Fusint-ToNgrLi :

(1) Iy, p) = ] f £ %, 2(2), 120), ¥, (@), ya(x) ) da .,

@  Ig)= [ f @2,y @),y (9, @), ¥ () do ds .

Egli ha considerato sia la semicontinuita sn futto il campo
che quella su una data curva; io voglio qui riprendere in con-
siderazione il primo tipo di problema.

(*) Pervenuta in Redazione il 10 luglio 1949.

(1) S. Fakvo: 1) Condizdont mecessarie per la semicontinuite di un
nuovo tipo di funxionali (Ann. di mat. pura e appl. (4) - XXIII - 1944 -
pp. 69-121); 2) Sulle condixioni di Legendre e di Weierstrass per gli in-
tegrali div Fubini—Tonelli (Lit. Tacchi - Pisa - 1946).
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1. - Richiamo anzitutto le definizioni e i risultati noti circa
I (yl ’ ?/2)-

La funzione f(x, 2, ¥, s, ¥1, ¥2) (2) si suppone di solito defi-
nita per tutti i punti (x, x, y,, y5) di un campo A dello spazio (x,
%,Y1,Y:) che contenga tutti i propri punti di accumulazione
posti al finito, e per ogni valore di y; e y;, e continua insieme

alle sue derivate parziali fy{’fy;’fy{y{’fy;y; in ogni (z,z,

Y1, Ys, Y1, Ys) in cui & definita. Dicesi curva ordinaria C ogni
coppia di funzioni y,(r),a <x<<b, y;(x),c<x<d, assolu-
tamente continue rispettivamente in (a, d) e (¢, d) e apparte-
nenti al campo A, cioé tali che i punti [(x, x, y,(x), ¥, (2)] ap-
partengano ad A, per cui esista finito secondo LrBriseur I in-
tegrale (1).

FaEpo ha dimostrato che (3):

Condixione mecessaria perché I (y,,¥,) sia semicontinuo
inferiormente in tutto A () é che sia:

(a) f u (z, Zy Y1 Ysy ?/{, ?/é) =0; fl’,’(Iy 2, Yy Yo y;a y;) =0
N h Ys s

per ogni y, e y;, tn tutli i punii interni di A o di accumu-
laxione di tali punts.

Di qui e dalle analoghe condizioni per la semicontinuita su-
periore si ricava che condixione necessaria perché I(y,,y,) sia
continuo in tutto A é che si abbia :

(2) Parleremo sempre in questo lavoro di funzioni reali di variabili reali.

(3) Ved. luogo cit. per primo in (1) pag. 79.

(4) Cioé per ogni curva ordinaria (7[37,(::), a-Sa:Sb—; Y2 (%), é_<x_<_¢7]
preso s > o ad arbitrio é possibile determinare un p>o, in modo cho per
tutte le curve ordinarie C[y;(2), a <x<b;y,(r), e<x<d] appartenenti
propriamente all’ intorno (p) di C, ciod tali che y1(%) e y.(x) appartengano
propriamente all’ intorno (p) rispettivamente di y—, (x) e 3;2(7;), valga la:

I(yj,y2)>1(!71,—3.lz) —s.
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(3) f(i",%, Y1y Yy yf, Z/;) =P (xa Z, Yy yl) + Q (x,x, Y1, yﬁ) 7/; +
+ R(z, 2,9, ) 1 + S (2,2, 91, %) Y192

in tutty © punti interni di A e di accumulaxione di tali
punti (5).
Se ora si confronta I (y,,y,) con !’integrale curvilineo

J(y) = f F (z,y(),y (@) d

che si considera di solito nel Calcolo delle Variazioni, si osserva
subito 1’analogia (°) delle condizioni (&) con la condizione neces-
saria per la semicontinuita inferiore ¢n futio ¢l campo per J (y),
che & data da (7):

(4) F,,=0.

Ed & noto che, interpretata geometricamente, la (4) dice che
in ogni punto del campo la figurativa del problema deve essere
una curva concava verso 1 alto.

Ora la concavita della figurativa di J(y) limita il compor-
tamento della figurativa stessa all’infinito ; in termini pili precisi

(5) Questa condizione, sotto certe altre ipotesi sulle funzioni P, ), R, S,
& anche sufficiente per la continuita (ved. S. FaEpo: Un nuovo tipo di fun-
xtonali continut [Rend. di Mat. ¢ delle sue appl. - 5 - IV - fase. III e
IV (1943)]).

(8) 11 confronto potrebbe essere fatto utilmente, per quello che diremo
nel presente lavoro, anche con I’ integrale doppio

Jy®) = // w,y,x(x,y).“(m’y) Mgzy))dwdy,

ma in realtd mentre, come & apparse anche dall’ ulteriore sviluppo dello
studio di 7 (y,,ys), ¢’ ¢ una notevole analogia tra I (y,,y.) e J(y), quella
con J, (x) & pia che altro formale.

(") Ved. L. TongLri: Fondamenti di Caleolo delle Variasioni |(Bologna,
1'921—23) vol. I. cap. X, pag. 369],
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si osservi che dalla (4) discende, attraverso lo sviluppo del TayLor
arrestato al secondo termine, la:

(5) F(Z,Z/,y')21’($,y)+Q(x,y)?/'

con P(z,y)=F(z,y,0), Q(z,y)=F,(z,y,0)

e la (B) limita effettivamente il comportamento della figurativa
per ¥’ — oo ; tra Paltro dalla (5) segue per J (y), come nuova
condizione necessaria per la semicontinuita inferiore, che deve
essere verificata in ogni punto del campo e per ogni ¢’ la:

F(z,y,v)

—_— Z*L(xﬂ‘/)
V1+yl2

(6)

dove L (z,y) & un numero positivo che dipende solo da z e y.

Nel continuare, secondo il metodo diretto del TonkLui, le
ricerche di Faepo sul funzionale I(y,,y;) (8), e precisamente
nello studiare le condizioni sufficienti per la semicontinuitd in
tutto il campo di I(y,, Ys), i0 ho trovato utile, tenendo presente
anche che la (3) da la condizione necessaria e sufficiente per la
continuita di I(y,y,) (°), introdurre la definizione di integrale
quasi-regolare positivo, tale chiamando I (y,, y) se valgono le (a)
e se inoltre esistono 4 funzioni P (x,z,y,,v), Q(z,2,y, ),
R@,z,y1,¥4), S(z,%,9,,y, definite e continue in A, tali
che in tutto 4 e per y; e y; qualunque sia verificata la:

® fl,z,0,9, 9, m) =P+ Qi+ Rys + Syiy: .

(8) Ho studiato gli integrali di FuBini—-ToxrLLI in due memorie in corso
di stampa sugli « Aon. Scuola Normale Sup. di Pisa» dal titolo: Intorno
agli integrali di Fubini-Tonelli : 1) Condixioni sufficient: per la semi-
continuitd ; 2) Teoremi di esistenxa dell’ estremo. In un prossimo lavoro mi
occuperd delle equazioni di EuLero relative ai suddetti integrali.
(%) Ved. nota (5).
b =
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A cid sono stato condotto anche dall’aver dimostrato, con
semplici esempi (1), che la (B), la quale si presenta analoga alla
(5), non segue per nulla dalle () (contrariamente a quanto av-
viene per la (5) dalla (4)) e che inoltre le () da sole non sono
sufficienti per la semicontinuita inferiore di I (y,, %), anche sup-
ponendo 1’ esistenza delle derivate parziali di tutti gli ordini della
[ (mentre invece & noto (1!) che la (4), nell’ipotesi ulteriore della
continuitd di F,,,, & anche sufficiente per la semicontinuitd infe-
riore di J ()).

In realta le (a), a differenza della (4), non impongono una
limitazione effettiva circa il comportamento all’infinito della figu-
rativa (12) di I (y,,y,); mentre una tale limitazione & imposta
invece dalla (B).

C’é dunque forse da supporre che, oltre alle (a), anche la
(B) sia condizione necessaria per la semicontinuily inferiore
de I(y, ) (*3).

In ogni caso si pud cercare una condizione necessaria del
tipo della (6) che sia in relaxione con la (B) come la (6) lo é
con la (5).

Dimostrerd infatti nel numero seguente una tale condizione
necessaria, aggiungendo perd un’ipotesi restrittiva sulla fun-
zione f. '

2. - Precisamente vale il seguente

Trorema A : Supposto che in ogni punto interno di A (z,
%, Y1, Ys) la funzione f sia continua rispetto a (z, x, y,, ¥,

(10) Ved. Memoria I citata in (8) cap. I, § 1, n. 2 e Memoria II, cap. I,
§1, n. 1.

(11) Ved. L. TongwLut, luogo citato in (7?) vol. I, pagg. 392-400.

(12) Per figurativa di I(y,,ys) nel punto (x,%,y,,y,) di 4 si intende
la superficie di equazione v={ (x,%, ¥, ¥, ¥;, ¥s) nelle variabili indipen-
denti y; e y;. v

(18) Si osservi che a differenza delle (a) (e della (4)) la (8) non si pre-
senta come una disuguaglianza verificata puntualmente dalla sola f e da certe
sue derivate parziali (compaiono infatti in essa le funzioni P, @, R, §); si
potrebbe allora pensare, nella speranza di sostituire alla (3) una proposizione
di piu facile dimostrazione, di dedurre la (B) (cosi come si deduce la (5) dalla
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uniformemente rispetto a y; e y; (ciod fissato 6 >0 ad arbi-
trio & possibile determinare un g >> o tale che, per (z, z, ¥,, y,)
distante da (z, %, ¥, ¥,) per non piu di p si abbia, qualunque
siano ¥} e ¥;:

If(x’ 2’/, ylv ?/2, yi) .7/;) '—'f(iv ;’ ylagﬁa ?/;, ?/;)’<P) ’

allora condizione necessaria per la semicontinuita inferiore in
tutto A di I(y,, y,) é che per ogni punto (x, x, y,, y) interno
di A esista un numero L (x, z,y,,y) >0 tale che per ogni
Y ey, sta:

) (& % 41, Ysy Y1, Y3)
V1492 V149t

>"L(x’%;yl)y2) .

Infatti supponiamo per assurdo che esistano un punto (z,

%
bl
Y1, ¥e) interno di A e due successioni |1, | e | ;.| per cui é:

(4), attraverso lo sviluppo del TavLor) da una condizione puntuale espressa
esclusivamente sulla f e sulle sue derivate: per es. da certe disuguaglianze
sulle derivate seconde e terze della f; ora attraverso lo sviluppo del Tayror
arrestato al terzo termine, in virtu anche della (), si ha:

f (@, %, Y1s Y ?/;v ?/;)= f (=, %, Y1 Y, 0,0) + 3/; fy; (2, %, Y Ys» 0,0) +
1
+ yé fy"z (zvxvypyp 0’0) +§y{?‘ fy; y; (zaxaypyz:o’o)"'y; y; fy; ?/; (x,-%yp Ysy 0,0)+
1
+ 5} y;zfy; y; (x, %, Y Ysy 0,0) + R32 f @, =, Y11 ¥510,0) +3l; fy; (waxy'yp Y, 0,0)+

+ ?/; f?lgl ((L‘, %Y, Yo 010) + y{ y; y; y; (11 % Y yp 0,0) + R3

da cui, se il resto B3 fosse> 0, si potrebbe dedurre la (B); ma non sembra

possibile esprimere cio attraverso delle condizioni puntuali sulle derivate
terze di f.

4
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(8) lim f(—x_’ %, yl) ?—/‘-’1 y:m’ y;-) — — .
n—>teo V1+y;,2n V1+?/;.zu

Consideriaino la curva ordinaria C [y, ¥,] composta dai due
punti (z,%,) e (%, 7). Risulta I(y,,%:) = 0 e preso ¢ >o0 ad
arbitrio, per la supposta semicontinuita inferiore, dovra essere
per ogni curva ordinaria C [y (z), 92(x)] appartenente propria-
mente ad un opportuno intorno (p,) di C (essendo (x, %, Yy, Ys)
interno ad A potremo anche far si che ogni punto distante da
(z, %, ¥,,9.) al pit di p, appartenga ad A):

I(y,9)>—¢ -
Si fissi ora un 6>0 e < 1 e si determini, per I’ipotesi

fatte, il numero p>>o tale che per (z,%, Y, ye) distante da
(%, %, Y1, Y) al piu di p si abbia, qualunque siano y;  ys:

l/(w) %y yl)yzry;??/;) ——f'(E, E,Z—I_ny:; ?/1,7 y;)l<° .

Sia p, = min. (py,p). Si prenda infine n sufficientemente
grande perchd, in virta della (8), sia:

f(E»—i,gu?l_u?/;.u?/;.u)<__ o} . €
Y1+ 92 V14 v VT4 v V14 vim [

Si consideri allora la curva ordinaria C, [y.,,, (x) =9 +

' — = - P -
W\ — T T T <X+ ——— Ya\2) =4
+ Y1l )s Vit oo Yo (3) = Yo+

' — = — Pe .
Jr—=2), 22 <% 4+ ——— . C, appartiene al-
+ o ( )s + V1+y;§,,] pp

I’ intorno (p;) di C e dunque deve essere:

9 I(y,,Yom) > — ¢ -
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D’ altra parte & :

I(?/l,a) y!m) =
=2 4 _fr_
YU+ vl Vi + y22,
= F(@, %, Yra (@), Yoo (2), Y1y Ys.a) dT dr <
z ~
—- P2 - P2
2t —— 2t =
Vi+ o, V1 + y,
g [f(i';z’l.l—/l)yh!/;ma y;n)—‘"c] d.‘tdl:
z oy
_ (&% Y0, Ysy Yinr Y2a) - p§+ - p: < —¢
V1 4+ 92 - V1 + 42, V14wl V1 + 4k

in contraddizione con la (9) ().

3. - Passiamo ora ad I (y). La funzione f(z, z, ¥\, %2, y1, ¥s)
si suppone definita per ogni coppia di punti (x,y,) e (x,¥,) di
un campo piano A, che contenga tutti i propri punti di accu-
mulazione posti al finito, e per ogni valore di 7, e y;, e con-

tinua insieme alle sue derivate parziali fqz,fl[/,f"; v Ty in
a1 2 a1 J2.2

ogni punto (x, %, %, ¥, Y1, ¥:) in cui & definita; si suppone

(14) Si osservi che nella dimostrazione del Teorema A non si sono sfrut-
tate le ipotesi dell’ esistenza e della continuiti delle fy; 'fy; . /‘y; Yy fy;y; ,
ma solo " umiforme continuita della f.
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inoltre (15) che soddisfi alla
(10) f(x)ziyl)yhy{ry;):f(x')wayz’ ylyy;,y;) .

Dicesi curva ordinaria C ogni funzione assolutamente con-
tinua y=1y(x), a<<x<b, appartenente ad A, per cui
esiste finito secondo Liksesave I’ integrale (2).

Faepo ha dimostrato che:

Condixione necessaria perché I(y) sia semicontinuo infe-

\

riormente in tutto A é che sia:

(@) fy g @ % 9,9,9,9)=0

(e quindi anche, per la (10), vyl (x,2,9,9,9,¥)=0)

per ogni y' e in ogni punto (z,y) interno di A e di accumu-
lazione di tali punti (*8).

.

(15) Questa ipotesi non & restrittiva, perché se non fosse verificata, ba-
sterebbe sostituire la f con la funzione:

- @, %9, Y ¥ ) + £ (3 % Yy Y1y Y50 ¥)
7=,z Y Yp yiv !/;)= B 2

essendo evidentemente :
bbd [ ]
[[rasyovoyve,yesa= [[Fanye,um,y oy dsd

(18) Ved. luogo citato per primo in (1) pag. 95. Lo studio delle condizioni
necessarie per la semicontinuitd di I(y), come ha messo in rilievo Faxpo,
presenta difficolts maggiori di quelle relative ad I1(y;,y2); non si possono
dare delle condizioni puntuali piti espressive della (a’) (non valgono per es.
le ()), bensi solo delle condizioni globalz, sulle quali perd io non mi soffermo.
Mi basta solo notare che la nuova condizione necessaria che enuncio col
prossimo Teorema B non segue né dalla ('), nd tanto meno dalle altre con-
dizioni globalé date da Fagpo (Ved. luogo citato per primo in (1), pag. 116).
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Lo stesso ragionamento del numero 2 ci permette ora di
dimostrare che accanto alle (') vale anche il seguente

Teorema B : Supposto che in ogni punto interno di A (x,y)
la funxione [ sia continua rispetto o (x, x, y,, ys), untforme-
mente rispetto a y' (ciod fissato 6 >>o0 ad arbitrio & possibile
determinare un p >>o, tale che, per (x, y,) e (2, ;) distanti da
(z,y) al piu di p, si abbia, qualunque sia y':

If(x) Xy Yry y:,y', ?/') - f(iai’yy y, y,’?f’) I <°) )

allora condixione necessaria per ia semicontinuita inferiore di
I(y) in tutto A é che per ogni punto (x, y) interno di A esista
un numero L (z,y)>>o0, tale che per ogni y' sia:

fle,z,y,y,¥,y)
1+ y*

=—Lie,y) .



