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I COMPLESSI LINEARI INVOLUTORI

(*) di i~ARIA SEI.AI~ a~50 (a Sequals - Udine) 

La nozione di ~rodotto di due complessi lineari di spazi 
contenuti in un Sn e subordinatamente, se h + k + 1 = ~a,

la nozione di lineari i~avolutorL è stata introdotta nella

forma più generale attraverso l’ algoritmo di rappresentazione dei
complessi lineari mediante forme differenziali simboliche a coef-

iicienti costanti da A. COMESSATTI nel suo commento alla Nota di

U. di sin,qolarilà a iuiù dinzensioni delle

i?arietà abeliaite, pubblicato nel 1934 nei Rendiconti del Sel11i-
nario Matematico della R. Università di Padova.

In questo lavoro, che sostanzialmente riproduce la mia dis-

sertazione di laurea (1), io mi propongo di entrare maggiormente
in dettagli su tale argomento, prendendo in . considerazione tutti

i tipi di prodotti ed i casi d’ involatorietà di complessi lineari,
che si presentano negli spazi delle cinque prime dimensioni.

Ho creduto opportuno premettere alla parte centrale della

trattazione alcuni richiami sulle coordinate grassmanniane degli
spazi subordinati in e sui relativi algoritmi di trasforma-

zione, sulla notazione differenziale e sulle nozioni di prodotto e
di involutorietà dei complessi lineari.

Ques~ ultima nozione è stata da 1ue estesa, dietro consiglio
del CO~B1fi;SSAT1’l, anche al caso di complessi lineari di spazî di

(*) Pervenuta in Redazione il 25 Agosto 1945.
( 1) Discussa il 9-6-1940, relatore il prof. A. COMFSS.ITTI ed t’seguita

nel Seminario Matematico dell’ Università di Padova.
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dimensioni non duali, e questo basandosi sul concetto di 

plesso lineare identico. I casi ch’ io ho trattato particolareggiata-
mente nel mio lavoro, si riferiscono, però, solo all’ involutorietà
di i spazî a dimensioni duali. Per distinguerli da quello generale,
li ho chiamati casi normali d’ involutorietà.

Nella ricerca delle condizioni d’ involutorietà ho spesso
adottato il principio, basato sulla proprietà associativa del pro-
dotto di complessi lineari, secondo il quale un complesso lineare
si può pensare scomposto nel prodotto di più altri. Tale principio,
in assenza di altri criteri immediatamente applicabili, mi è riuscito
di grande utilità. o
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CAP. I - NOZIONI INTRODUTTIVE

§ i. - Richiami sulla nozione di coordinate

grassmanniane (2) di un 8¡." in un 8. e relativi algoritmi
di trasformazio ne.

1. - Riferiamo lo spazio ad un sistema di coordinate

proiettive omogenee, di cui Ao, A~,..., An siano gli n + 1 punti
fondamentali, e indichiamo con x, (i = 0,1, ... , n) le coordinate

proiettive omogenee di punto relative a questo sistema. Sia .S’k
uno spazio subordinato in S*: si definiscono come coordinate 

"

,qrassmanniane in ,Sn gli (::~D minori d’ ordine k -~- 1
tra loro distinti e non, tutti nulli, che si possono estrarre dalla

formata con le coordinate di k + 1 punti linearmente indipen-
S,. Tali coordinate s’indicano brevemente cO~ simbolo

... i1t è una ~MO~M~~e d~~~o~c di classe

k + 1 dei numeri O, 1,..., n, notando che ogni altra coordi-

nata 
i31,** 

di S", per la quale ~ ~,... una permuta-O i A

zione degl’indici ~o~i"-~ differisce dalla coordinata Xi.. 
al più per il segno ; anzi essa ha lo stesso segno di 

oppure il contrario secondochè la sostituzione .~ è di
B~-~J

(~) Per notizie più dettagliate e dimostrazioni a questo proposito veggasi:
BERTiNi - Geometria proiettiva cap. 2°, nn. 15-16-17-18.
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classe pari o dispari ; vale a dire le coordinate grassmanniane sod-
disfano alla legge di emisirrmetria (hanno, cioè, comportan1entÛ’
alternato) di fronte alle permutazioni degl’ indici.

Osserviamo poi che, essendo gli S1t di Sn loro

(~+D coordinate sono soUrabbondanti; si dimostra, infatti, che di

esse solo (n k) (k + 1) + 1 sono indipendenti e che, non appena_
di kC)?~ hanno (n - h) ~h + 1) q- 1 coordinate uguali (o pro-

porzionali;, essi (in generale) coincidono. Perciò gli d’un 8R si pos-
sono interpretare come punti d’una varietà immersa in

1: tale varietà viene chiamata varietà grassmannia~m.1t+ 1) - 1 
°

2. - Dalla definizione stessa di coordinate grassmanniane di
un Sk in 5~ risulta che le coordinate gi-assmanniaiie di un

coincido..no con le sue coordinate proiettive o~noge~zee

.l’t)’ xl, ... , x".

Quanto alle coordinate grassmanniane i~ ... =~,_1 d’un

S,-~-l dimostriamo ch’esse altro non sono che le ordir~a~~ie 
nate pl~i~cheriane d’iperpiano, cioè gli ~z + 1 coefficienti iii della

n

sua equazione : Ei Ui Xi = 0.
o

Infatti, anzitutto le coordinate grassmanniane d’un sono

= n + 1, cioè tante quante sono le sue coordinate pluckeriane ;
inoltre, per definizione, esse sono i minori d’ordine n, tra di loro di-

stinti, estratti dalla matrice formata con le coordinate di ~z punti
linearmente indipendenti Po, Pi, - .. , dell’ Orbene. tale
matrice è la matrice dei cofficienti del sistema di n, eqnazioni
omogenee :

nelle n + 1 incognite ottenuto esprimendo che punti

73 

n

1)0, })~, ..., appartengono d’equazione : Li = 0.
o

Siccome per ~ indipendenza dei punti tale 

trice ha caratteristica ~a, in base alla regola di ROUCH~~ - CAPEIJ~.1

avremo :
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il che dimostra la proporzionalità tra le coordinate plùckeriaiie
d’iperpiano e le quantità (- 1 Y Xo~i,,,,;_,,;+1,~~~,~. Orbene nel formare
le coordinate grassmanniane in 51&#x26; possiamo, a nostro

piacere, scegliere, anzichè le coordinate del tipo _~,, le coor-
dinate ove iso è una perll1utazione degl’indici

o i }c.

io, i~, ... i~y ; possiamo cos  stabilire ~li i prendere come coordinate

grassmanniane del nostro le coordinate Xio ’l ... in-1~ per le

quali sia: Xi,, i~". = { 1 ); Xo,l,~",~-l,~.l,...,n. Allora le relazioni i
(1) si riducono alle : 

’

dalle quali resta provato quanto volevamo dimostrare.

3. - Ricerchiamo ora le form2cle di ti-asfor nazione delle

coordinate grass~nan~2ia~ze d’ un per d’una 

zione delle coordinate proiettive di 
Indichiamo con yi e Xi (i = 0,1, ... , n) rispettivamente le co-

ordinate proiettive di punto nel vecchio e nel nuovo sistema; il

passaggio dall’ uno all’ altro sistema sia rappresentato dalla sosti-
.

tl1z~one lineare 1 X, (t = 0, l, ... , 21), nella quale, come
o

f. _1 t 8 " 8fi ... a - 
a xt . C . d . uno s a-facilmente si può verificare, è ~ = 20132013~-. Consideriamo uno spa-p ~ ts 

tls
zio ~S’~, di e sieno Y~e&#x3E;, Yi (1) 5..-1 5 .x(0), , xsir, ... , le coor-

dinate di 1~ -~- 1 suoi punti linearmente indipendenti con riferi-

inento al vecchio e al nuovo sistema di coordinate proiettive.
Allora la coordinata grassmanniana generale di ~~’,; nel nuovo

sistema è data da :
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e, con passaggio al vecchio sistema di coordinate proiettive di

punto, da:

ma il determinante ora scritto, in base alla definizione di mol-

tiplicazione per righe di due matrici simili, risulta eguale al

prodotto: ,

e quindi, per il teorema di BINET :

la sommatoria essendo estesa a tutte le combinazioni s, ~i ’. ’ s,

degl’indici 0,1,..., n a k + 1 a k + 1. Se ricordiamo che

, il determinante che compare a primo fattore negli’ 

addendi della sommatoria precedente altro non è che il determí-
D z,. ,..., x~ )

nante funzionale D ’~ ~ ~ mentre il secondo determinante
è la coordinata grassmanniana ~... ~ : potremo perciò scrivere :
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Tale relazione ci dà appunto il legame tra le vecchie e le

nuove coordinate grassmanniane d’un S1t8

§ 2. - Forme differenziali simboliche e relative proprietà. 
"

4. - Sieno U~, ... , + 1 variabili; dicesi prodotto 
f érenxiale simbolico di grado k + 1 il prodotto :

dei differenziali di k + 1 delle variabili considerate, con le con-
venzioni ch’ esso soddisfi alla legge di enaisinzmet~~ia di fronte
alle permutazioni degl’ indici e sia nullo quando in esso 

paiono almeno due differenziali con gli stessi indici.
Dati allora due prodotti differenziali simbolici : d uro 

e d d, ... diremo prodotto di essi (nell’ ordine) il pro-
dotto differenziale segiiente:

Notiamu subito che tale prodotto è senz’ altro nullo quando la
somma dei gradi è h -f- k -~- 2 &#x3E; n -f- 1, perchè allora in esso

compaiono certamente due differenziali con indici eguali.
Consideriamo ora ~ espressione:

ove la sommatoria va estesa a tutte le co~nbi~taxioni degl’ indici
0,1, ..., n ad h -fi- 1 ad h + 1; la dicesi forma differenziale,
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simbolica di grado h -E- 1. I coefficienti , che in essa

compaiono, sono funzioni delle variabili, in particolare possono
essere delle costanti. 

’

. 
5. - Dicesi di un numero qualunque di forme dif-

ferenziali dello stesso grado p la forma simbolica di grado p ot-

tenuta sommando successivamente le date forme e poi riducendo
i termini, che differiscono per una permutazione degli indici, ad
un unico termine in base alla legge di emisimmetria, a cui sod-
disfano i prodotti differenziali simbolici.

Analogamente dicesi prodotto di due foI’n~e differenziali sini-
boliche (anche di grado diverso) la forma differenziale simbolica
ottenuta facendo il prodotto, per ordine, dei termini i della prima
per quelli della seconda e poi riducendo ad uno solo i termini,
che differiscono per una permutazione deg-~ indici, cioè:

La nozione di prodotto di due forme differenziali simboliche

delle e distribut~wa ’rispetto alla

non però della proprietà eommutativa. Infatti facilmente

si prova che:

e quindi, se p e q .sono è:

mentre, se uno alrneno p e q è abbiatl1o:

Di qui si trae che il prodotto di du.e forme differenziali, di ezci
di par , è ind yende~ate dall’ordiiie dei

fattori.
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In particolare, se == e p = q è dalla (2) -,i

trae: (~p)~ = 0, ossia: Il quadrato d’ una differenziale
di ,grado dispari è .semp14e nullo identic~~nente.

Notiamo inoltre che, se nel prodotto di più forme differen-

ziali scambiamo due fattori e non consecutivi di gradi
rispettivamente p e q e la somma dei gradi delle forme tra loro
~~omprese è r, sarà:

per modo che, se nel prodotto v’ è un solo fattore di grado di-

spari, uno solo dei tre numeri r, p - q, p + q (anzi in tal caso

p - q è sempre pari) può essere dispari, per -~- r (p + q)
è sempre pari. Potremo quindi enunciare:

i) Il prodotto di più forme differenziali, di cui una sola-

sia di grado dispari, è indipendente dall’ ordine dei fattori.

2) Se nel prodotto di più forme differenziali si scambiano
due fattori, i cui gradi sono della stessa parità, il prodotto cambia
o no di segno secondochè i gradi dei due fattori sono entrambi

dispari o pari. Ne segue:
3) Ogni prodotto di forme differenziali simboliche, che con-

tenga due fattori e~uali di grado dispari è ~;derct~;came~ate nullo.
Di qui segue che ogni potenxa d’una di ff erenh iale

li grado dispari è ~;~.ientzcamerate nulla. Non altrettanto accade

per una forma differenziale di grado pari; per essa, in base alla

proprietà comrnutativa del prodotto di forme differenziali di grado
pari, si trova che la potenza si ottiene moltiplicando per p!
la somma di tutti i prodotti a p a p degli m prodotti differen -

ziali di cui essa é somma.

Notiamo pure, in particolare, che il prodotto delle due fornie

~_4.ro r ... ,. d 2c,.... d s 
... d ’ll’o li ... d qualora

sia h + k + 2 = n + 1, riducesi al sol terniine :

dal- momento che gli altri termini contengono tutti almeno due

differenziali uguali.
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6. - Vediamo ora come si comportano i prodotti 
xiali simbolici i-ispetto ad zin cambiamestto di variabili.

Sia:

un prodotto differenziale simbolico relativo alle ~a + 1 variabili

ui, ... , supponiamo di dover passare da queste variabili
alle ’l’h... ~ vn mediante le n + 1 relazioni :

allora il differenziale d,u,.i sarà legato ai differenziali delle naove
variabili dalla relazione:

per cui sarà :

ove la sommatoria va estesa a tutte le coinbinazioni, opportuna-
mente ordinate, degl’.indici 0, 1, ... , n ad h + 1 ad h + 1.

Calcoliamo ora i cofficienti Per questo notiamo

che, se il prodotto differenziale simbolico : si è

costruito prendendo nel primo, nel 

nell’ h + fattore del prodotto , allora il

suo cofficiente Perciò, se só 

è una permutazione degl’ indici so sl .. , s,z, il coefficiente del pro-
- - ,

dotto d v,o d 2~si ... d sarà dato da :

essendo p la classe della sostituzione
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Sarà quindi:

ove la sommatoria va estesa a tutte le ~erm2~cta~ioni degl’ indici
sl, ... , sh ; ma allora, ricordando la definizione di valore d’ un

determinante, possiamo scrivere:

e la relazione, che cercavamo, diventa :

ove, come abbiamo già detto, la sommatoria va estesa a tutte le

combinazioni, opportunamente ordinate, degl’ indici 0, 1, : .. , ~a
ad h + 1 ad h + 1.

Notiamo infine, senza dimostrarlo, che la nozione di pro-
dotato di due forme differenziali si~yaboliche è inva?. ante per
ca~nbiamenti di variabili, vale a dire si può indifferentemente

eseguire prima il prodotto e poi il cambiamento di variabili o

viceversa.
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CAP. Il - PRODOTTI DI COMPLESSI LINEARI DI SPAZI S,

SUBORDINATI IN UN 5,~.

~. 1. - Nozioni generali.

1. - Compiessi lineari di Sit in S..

7. - Def. Dicesi complesso lineare di S~, in S~, l’insie1Jle
H degli S" suhordinati i n S., che con le loro coordi’nate

Boddisfano linea1.e:

ove i coefficienti "~ ... rk 
.soito delle 

. 
Consideriamo uno spazio ~.)m, subordinato in ,S’n ed interpre-

tiamo in esso la relazione ( 1 ) : abbiamo allora il seguente:
Lemma : Un co ~rt~lPSSO lineare di l)k in S’~ iii-

in uno spazio ‘rn &#x3E; k), .sz~,bord~;~aato ~;n ~9f~’ ancora
un com~lesso lineare di spaxi 

Per questo scegliamo lo spazio ~S’.,,~ fo~adame~atale (al qual
possiamo sempre ridurci mediante un opportuno cambiamento

di coordiiiate), per es. quello individuato dai vertici Ah... , 
della piramide fondamentale delle coordinate. Allora per interpre-
tare l’ espressione (1) nello spazio basta far sistema di essa

con na equazioni .r; = 0 ( j = /n + 1, ..., n) dello spaziu
S,,,, vale a dire basta sopprimere nella relazione (1) tutte le co-
ordinate grassmanniane di .Sk, contenenti un indice maggiore di

La relazione che cos  otteniamo, essendo ancora lineare nelle

coordinate grassmanniane di Sk, ci rappresenta dunque un com-

plesso lineare di ,S’,; c. v. d.
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8. - Notiamo che lineare di So è un iper-
piano e u~a complesso lineare dz è 

Infatti, per quanto abbiamo visto al n. 2 del § 1 - cap. I

a proposito delle coordinate grassmanniane di punto e d’iper-
piano, 1’ equazione d’un complesso lineare di e quella d’ un
complesso lineare di .5,~_i assumono rispettivamente le espres-
sioni :

orbene tali relazioni ci rappresentano appunto la prima 1’ di

coordinate ai e la seconda 1’ iperstella di centro il punto x,.

III. - Notazione differenziale e nozione di prodotto di complessi
lineari.

9. - Sappiamo dal cap. I che il comportamento delle coor-

dinate grassmanniane d’un S1t in è caratterizzato dalle

proprietà seguenti :
a) Le X soddisfa io alla leg.ge di e-misi~nr~ze~ria di fronte all~

permutazioni degl’ indici, in particolare una X con due indi(’¡

, 
eguali è nulla ; .

b) Per una trasformazione di coordinate che faccia passar &#x3E;

dalle y, i alle Xi esse si trasformano secondo la legge espressa
dalla formula :

Ciò mostra che le X si comportano alla stregua dei pTodott i
simbolici di cui pure abbia~l1U &#x3E;

parlato nel capitolo precedente. Appunto tale identità di compor-
taruento sug-gerisce l’idea d’ i ntrodurre per i complessi li neari iii

cliacorso la stmboliea che deriva dal sostituire nel primo
membro dell’ equazione d’un complesso lineare al posta delle co-
ordinate i corrispondenti prodotti differenziali. Con tale sostitu-

zione il primo membro dell’ equazione d’un complesso lineare d  i
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S, in 8ft assume l’aspetto d’ una forma ~~i f ferenxiale simbolica ~
(di grado k -~-- 1 in n + 1 variabili) a coefficienti costanti. Or-
bene diremo che quella forma rappresenta il complesso e desi-

gneremo il complesso con la stessa lettera 4Y o, più compiuta-
mente, con ove interessi mettere in vista la dimensione k

degli elementi del complesso.
Va avvertito che un complesso lineare individua la corrispon-

dente forma 16 solo a meno d’un. fattore costante e che pertanto
due forme 4&#x3E;, differenti per un fattore costante (in particolare per
il segno) rappresentano lo stesso complesso.

10. - I vantaggi della nuova notazione si rilevano principal-
mente attraverso il trasporto ai complessi della nozione di pro-
dotto di due o piic forme differenziali simboliche. Infatti, poichè
ad ogni complesso lineare di spazi 8~ in è associata una forma

differenziale di grado k + 1 in n + 1 variabili, dati in S" due
complessi lineari, uno di Sh e 1’ altro di potremo considerare
il complesso lineare di spazi legato al prodotto delle cor-

o rispondenti forme differenziali. Questo prodotto, se esiste, lo chia-
meremo prodotto dei due complessi considerati.

11. - Come già per le forme differenziali simboliche la no-

zione di prodotto di due complessi lineari si estende facilmente

al caso di più complessi lineari e, come per le forme differenziali,
esso gode della proprietà associativa; anzi conviene osservare

che, mentre nel prodotto di due forme differenziali il segno di-

pende in generale dall’ ordine dei fattori, quésto non accade per
il prodotto di due complessi lineari, dal momento che il complesso
prodotto si rappreserita eguagliando a zero la forma prodotto.
Si ha dunque che il prodotto dei complessi lineari gode anche

della proprietà comniittativa.
Notiamo inoltre che, essendosi definito il prodotto di due

complessi lineari in base alla nozione di prodotto di due forme

differenziali simboliche, il prodotto di complessi lineari gode della
proprietà di essere per trasformazioni di coordinate.

Per ragioni analoghe si vede che il quadrato d’un complesso
lineare di 810 k pari, è identica1nente ossia esso è,
come diremo nel seguito, un complesso identico.
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III. - Complessi involutori e complesso identico.

12. - Se nel fare il prodotto di due complessi lineari, uno
di ,Sh e l’altro di S,, in ~ le dimensioni h e h sono tali che

h -j- k -~-- 1 &#x3E; n, il prodotto svanisce sempre; in tal caso non ha

quindi senso p’arlare di prodotto di due complessi. Se invece ac-
cade che sia h -f- k -~- 1 = n, il prodotto dei due complessi li-

neari contiene un sol termine e allora, quando il coefficiente di

quel termine è eguale a zero, si dice che i due complessi sono
in invol2~c~ione.

La nozione di complessi lineari involutori si estende anche

al caso di più di due complessi; cos , ad es., tre complessi li-

neari tali che sia h + k + l -~-- 3 = n + 1, si

dicono involutor  se il coefficiente dell’unico termine del loro

prodotto è eguale a zero.

13. - Facciamo ora alcune convenzioni.
Se nell’ equazione d’un complesso lineare di spazi S/¿ in 

tutti i cofficienti sono nulli, in effetto il complesso non esiste ;
converremo che una tal equazione rappresenti il complesso iden-
tico. Considereremo un simile complesso lineare come il complesso
di tutti gli spazi Sh di S,, in quanto che le coordinate grassmanniane
d’un qualunque di S, soddisfano alla sua equazione, essendo
essa a coefficienti tutti nulli.

Converrenao inoltre di considerare anche la coordinata gras-
smanniana Xo1...n:~ 0 di un J.9ft in se stesso. Potremo perciò pen-
sare che il simbolo C - = 0 rappresenti il complesso lineare
di SA in SA stesso. Tale complesso sarà identico allorchè C = 0.

14. - Dalle convenzioni ora fatte segue una enuncia-

zione della condizione d’ involutorietà di due complessi lineari :

Due complessi lineari con h + k + 2 = n + 1, sono
invvlutorî allorchè il loro prodotto è identico.

Sotto questa nuova forma la condizione d’involutorietà di

due complessi lineari può venir estesa anche al caso in cui le
dimensioni degli spazi dei due complessi sono duali, COn1Je-

~2
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nendo di chiamare involutori due complessi lineari qualunque, il
cui prodotto sia identico.

D’ora in poi il caso d’ involutorietà, in cui sia h + k === ~ 2013 1~
lo distingueremo dal caso generale chiamandolo caso ftor~yaale
d" involutorietà.

I v. - Spazi totali d’ un complesso lineare.

15. - Sappiamo che un complesso lineare di Sh in 5~ su-
bordina in un ,,9m n) un altro complesso lineare di Si, :
orbene può darsi che questo complesso indotto sia. identico. Allora
tutti gli S~ di appartengono al complesso considerato e Sm si
dice uno spazio totale del complesso. In particolare, se m = h,
dire che SÀ è spazio totale del complesso significa dire ch’esso
vi appartiene. 

’

A proposito di spazio totale d’un complesso lineare vale la
seguente osservazione:

fondamentale individuato dai primi rn + 1 ver-

tici della pira,Yigide delle coordinate di S" è uno spazio totale
per un complesso lineare di S,~ quando nel~’ equazione del com-
plesso ~nancano tutti i coefficienti delle coordinate 

coi-rispondenti alle combinazioni di classe h + 1 degli
indichi 0, 1,..., m..

Difatti, poichè lo spazio (m &#x3E; h) è individuato dai ver-
tici AH, .Lt~,... , della piramide fondamentale, gli Sh di ~S’m
hanno le coordinate contenenti un’ indice maggiore di na tutte

nulle e quindi l’equazione del complesso lineare di ~S’h subordi-
nato in Sm dal complesso considerato si riduce a contenere sola-

mente le coordinate grassmanniane di SÀ corrispondenti alle com-
binazioni di classe h + 1 degl’ indici 0, 1, ... , 1n. Ma per ipotesi
i coefficienti di tali coordinate sono tutti nulli, perciò il complesso
lineare indotto in ,Sm dal complesso considerato è identico e di

conseguenza Sm risulta spazio totale del complesso, e. v. d.

In particolare, se h = condizione perchè lo ~S’~ fondamen-
tale individuato dai primi h + 1 vertici della piramide delle co-

ordinate appartenga al complesso lineare considerato è che in

esso il coefficiente della coordinata Xo,,.,h sia nullo. 
,
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16. - Teo~cem~, : Dati due complessi e qr di spazi
ed in S, e considerati i due complessi ~’ e da e.qsi

indotti in 1tn S,", il qr subordina ira ~"t il com-

plesso ~’ ~ 
Per vedere questo, indichiamo con ro r, r,, ed r’o r’1.. , r’,~

due generiche combinazioni di classe h, + 1 rispettivamente dei nu-
~neri 0, ~,..., rz e 0, 1, ... , m ; con so si ... sk e s’o s’ l ... s’~,
due generiche cotnbinazioni di classe k -t- 1 rispettivamente dei

numeri 0, l,. - -, n e 0, t,..., l’n e con ro ... r,z so ... s~, ed

. r’o... r’h s’o... s’ k, due generiche combinazioni di classe h + k + 2
sempre rispettivametite dei numeri 0, 1, ... , n e 0, 1, ... , m. Al-
lora, se : .

sono le equazioni dei due complessi 16 e W, 1’ equazione del loro
prodotto sarà:

Prendiamo per S~ lo spazio fondamentale individuato dai

primi m -+- 1 vertici della piramide delle coordinate; allora le

equazioni dei due complessi e BV’ in esso subordinati rispet-
tivamente da D e qr si ottengono dalle (2) sopprimendovi tutte

le coordinate contenenti un indice maggiore di m ; perciò le equa-
zioni di e BV’ saranno: 1

e quella del loro prodotto 4&#x3E;1 - W’:

Ma questa è, come facilmente si riconosce, la relazione che otte-
niamo dall’ equaziune (13) sopprimendovi le coordinate grassman-
niane di ~S’"+k+~ contenenti un indice maggiore di 1n; essa ci rap-
presenta dunque il complesso lineare (ci&#x3E;. W)’ subordinato in

s"~ W. °
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Ne segue che la condizione affinchè Sm sia spazio totale per
il complesso D - è che il complesso D’ - W’ sia identico.

Nel caso particolare in cui sia ~m..--- h + k + 1 possiamo
enunciare : Condixi.one necessaria e sufficiente affinchè un

appartenga al complesso lineare = ~1&#x26;+1. ° è

che ~o subordini il complesso identico. Ma il complesso
subordinato da è sussiste d unque il seguente :

Teorema : Il complesso lineare prodotto di due cont-
plessi lineari (h + h  n 1) è l’ insieme degli

entro ai quali i dzce complessi dati s~~bordinano 

plessi in 

V. - Casi elementari del prodotto e della condizione d’involu-’
torietà, di coamplessi lineari di Sh in ~S’~.

11. - ~"ondi~io~ae necessaria e sufficiente perchè in Sn h + 1
complessi lineari K~ e) di punti siano int’olutorî è che ,qli
h + 1 iperpiani essi individuati siano dipendenti.

Sieno infatti, col ricorso alla notazione differenziale :

le h -E- 1 equazioni dei complessi K~ considerati. Essi saranno

involutor  se tutti i coefficienti dell’ equazione del loro prodotto
sono nulli. Ma tali coefficienti, come facilmente si vede ricorrendo
alla notazione differenziale, altro non sono che i minori d’ordine
h -~- 1 della matrice dei coefhcienti del sistema (4); quindi la

condizione perchè gli h + 1 complessi K~ considerati siano invo-
lutori è che la matrice del sistema della loro equazione abbia

caratteristica minore di h + 1, vale a dire che gli h + 1 iperpiani
individuati dai ~1 siano dipendenti.

(3) D’ ora in poi indicheremo con X’j un complesso di 
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In particolare, se h = n, si cade in un caso normale d’ in-

volutorietà. L’ unico coefficiente del prodotto è il determinante

dei coefficienti del sistema formato 00n le equazioni degli n + 1
si può dunque enunciare: Condixion,e ~tecessaria e 

ciente perchè in uno spazio S, n + 1 complessi lineari K~ di punti
siano iravolutori è che gli n + 1 iperpiani da essi individuati

.siano dipendenti, vale a dire passino per un punto.

18. - La condizione perchè i~a un ,Sn un K~ ed un K.
involzctorL è che l’ iperpia~ao ’rappresentante K~ apparteng~x

czll’ i~roe~-stella rappresentante K,,.
Infatti sieno :

le equazioni rispettivamente di .K~ e di K.. Ricordando le rela-

zioni intercedenti tra le coordinate pliickeriane e qnelle grassman-
niane omogenee d’un iperpiano (vedi n. 2) e ricorrendo alla no-

tazione differenziale, le precedenti «equazioni possono scriversi nel
modo seguente:

Se ne deduce che 1’ equazione del prodotto riducesi al

termine:

e quindi i complessi K1 e sono involutori se:

ossia se 1’ iperpiano (À) contiene il punto (,u.), centro dell’ iper-
stella.
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19. - It prodotto di un per complesso li-
neare degli S,, passanti per gli Sh-l del complesso lineare
subordinato dal I~h rappresentante il Ì~1.

Indichiamo con U ~ iperpiano K~ e con I~ j, il complesso
in esso indotto dal 7~. Per un teorema precedente sappiamo che,
se Sh è uno spazio del = K1 . Kh, allora i due complessi

e in esso subordinati rispettivamente da Kl e K~ ri-
sultano involutor , vale a dire che l’ rappresentante il 

appartiene all’ iperstella di Sh-l individuata dal K;z’. Evidente-

mente, però, il è 1’ intersezione di 8" con U, quindi appar-
tiene al A~. Se ne deduce quanto volevasi dimostrare.

20. - Il prodotto di h K ~ in S. è il complesso lineare
.speciale Kh degli appoggiati all’ intersezio~ae degli h
i.perpiani corrispende~ati ai 1~,.

Per questo notiamo che h complessi lineari I~1 in Sn, ossia

h subordinano in uno spazio altrettanti complessi 
rappresentanti nel!’ Sh-2; sappiamo inoltre che il prodotto
degli h K~ in S~, induce il prodotto degli h A [ corri-

spondenti e che appartiene al prodotto se il complesso
lineare in esso subordinato dal Kh è identico. Orbene ciò accade
se gli h Kh in sono involutorî, ossia (vedi fine n. 17) se gli
h individuati dagli h I~;, passano per un punto. Ma ciò si-
noifica che deve appoggiarsi all’ intersezione degli h
iperpiani resta cos  provato quanto volevasi.

Tale risultato vale anche nel caso in cui qualcuno dei K;
sia identico, perchè allora lo spazio giace in qualcuno degli
S"_,, quindi s’ appoggia ad S,,-h.

§ 2. - Situazioni in S~.

I. - Complessi lineari e condizione (involutorietà di due jR~

21. - In uno spazio Si possiamo considerare solo complessi
lineari di punti. E siccome in S~ l’ equazione di un !{~ è del

tipo : a xo + b x, = 0, se ne deduce che in S~ un K~ è un punto,
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. 

IL 1 ~

precisamente quello di coordinata non - a . .
X0 b 

*

Quanto ai prodotti di complessi lineari in Si ha senso solo

la considerazione del caso d’ involutorietà normale di due ~1. A
questo proposito notiamo che, se:

sono le equazioni di due il loro prodotto, col solito ricorso

alla notazione differenziale, diventa : ~a d - b c) d xo d x, = O. Ne

segue che i due complessi K~ sono se :

cioè se i due punti da essi individuati coincidono.

§ 3. - S i t u a z i o n i in S,.

I. - Complessi lineari e loro prodotti.

22. - In S, possiamo considerare solamente complessi li-

neari di punti e di rette: i primi sono rappresentati da punteg-
giate : + + = 0, i secondi da fasci di rette: 

xi -~-- u~ x~ = 0.
’ 

Quanto ai prodotti di complessi lineari, escludendo i casi di

ilwolutorietà, che tratteremo in seguito, ha significato solamente
il prodotto di due complessi lineari di S,,. A questo proposito
notiamo come, in base all’ osservazione generale fatta al n. 20,
il prodotto di dne Ki in S~ è il K~ rappresentato dal fascio di

rette di centro l’intersezione delle due punteggiate individuate

dai due Ki.
Tra i prodotti di complessi Iineari potrc~mmo considera.re, in

particolare, il quadrato di un ~1; ~,,,e onchè, trattandosi d’ mu

complesso lineare di cioè di spazi di dimensioni pari, sap-

piamo (vedi fine n. 11) che il suo quadrato è identicamente 
non ha quindi senso la sua considerazione.
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II. - Casi normali d’ involutorietà.

23. - Condizione d’ involutorietà di tre I~1. - In base al-
l’ osservazione generale fatta alla fine del n. 17 possiamo affer-
mare che tre complessi lineari di punti in S2 sono involutori

se il determinante del sistema formato con le loro equazioni è

eg uale a zero, ossia se le tre punteggiate che rappresentano ~l

complessi lineari Ki passano per un punto.

24. - Condizione d’involutorietà d’un Ki e un K,. - Dal-
l’osservazione fatta al ~ n. 18 segue che un un 

sono involutorî, se la retta sostegno del K1 appartiene al fascio
individuato dal 1~2.

Notiamo che per la proprietà associativa, di cui gode il pro-
dotto di complessi. lineari, il caso d’ iuvolutorietà di tre K~ si ri-

duce al caso d’involutorietà di un e un K, e viceversa.
,

§ 4. Situazioní in (4)

I. - Complessi lineari.

25. - In S3 possiamo considerare complessi lineari di punti,
di rette e di piani. Quanto al loro significato geometrico notiamo
che in S3 un E. è rappresentato da un piano: a xo -[- b xi +

e un K3 da una stella di piani: xo uo +

+ x, u, + q u~ -r- X3 u3 = 0. Un K", invece, è il comune com-

plesso lineare di rette dello spazio ordinario, la cui equazione
viene indicata con la scrittura :

ove le p~~, (i, k = 0, 1~ 2, 3) sono le coordinate grassmanniane di
retta in Abbiamo cos  in 5:- la distinzione di complessi

(4) Indicheremo con 1’ asterisco lo spazio in cui ora opereremo, per

distinguerlo dagli altri eventuali S~, da esso distinti, che dovremo con-

siderare.
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li neari A2 in speciali e speciali, chiamandosi speciali quei
complessi lineari, per cui risulta: aoi a23 --[- a31 + a03 a12 = 0,
ossia quei complessi, i coefficienti delle cui equazioni possono
interpretarsi come coordinate di retta in S3 ; cosicchè un com-

plesso speciale K2 in St è rappresentato dall’ insieme delle rette
di S* appoggiate ad una fissa (direttrice) di coordinate
= (ove gl’ indici i, k ed l, ni sono conaple~neratari e tali

che la permutazione i k dei numeri 0, 1, 2, 3 risulti pari),
dal momento che la esprime analiticamente
la condizione d’ incidenza delle rette di coordinate Pik, o

II. - Prodotti di complessi lineari.

26. - Prodotto di due k. - Dall’ osservazione generale del

n. 20 segue che il prodotto di due K~ in S* è il coniplesso li-

neare speciale delle rette appoggiate all’ S17 intersezione dei. due
5~ individ2cati dai d ue cioè il A§ delle rette appoggiate al-

1’ S,, le cui coordinate (assiali) sono date dai. minori del 20 or-

dine tra loro distinti, che si possono estrarre dalla matrice dei

coefficienti delle equazioni dei due K~ considerati.

27. - Prodotto di tre 1(1. - Sempre in base all’osservazione
generale del n. 20 possiamo affermare che il prodotto di tre K
,generici (il che ci assicura che i tre piani corrispondenti non ap-
partengono ad un fascio) è il .K3 rappresentaío dalla stella di

piani di centro il punto comune ai tre S2 individuati dai

tre f.
In particolare, se gli S~, che rappresentano i tre Ki, appar-

tengono ad un fascio, il complesso prodotto K3 risulta identico.

28. - Prodotto di un K1 per un K"2. - Per il teorema ge-
nerale sul prodotto di complessi lineari possiamo senz’altro af-

fermare che il prodotto di un per un è il I~3 rappresentato
dalla stella di entro ai quali i due complessi considerati, Iil
e ~, subordinano due complessi in involuzione.

Orbene sopra un piano x il complesso À$ subordina il K*’ 2,
rappresentato dal fascio di rette avente per centro il punto P
corrispondente del piano r, nel sistema nullo di ,S3 individuato
dal l~¿, mentre il complesso vi subordina il Isi, rappresentato
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dalla punteggiata r, intersezione di 1t col piano a, individuato iii

Sr dal ki. La condizione perchè su 1t i due complessi lineari

1~1 e .k~ siano involutorî è che la r passi per P, cioè appartenga
al complesso KQ e quindi a l~¿. Se ne deduce che il c01nplesso
lineare Ks = I~~ è costituito da gli .S~ che segaizo il

piano a secorado rette di kQ, cioè tutti i piani della stella di

centro il punto S corrispondente di a nel sistema nullo in,di1,i-
in St dal I~~: .

III. - Casi normali d’ involutorietà.

29. - (~uattro R’~. - Dall’ osservazione generale fatta alla

fine del n. 17 si deduce che quattro X; S3 sono in involií-
zione allorquando i qzcattro piani da essi individuati passano

per un punto, cioè a?~partengono ad una stetla.

30. - Un k e un X3. - Analogamente, dall’ osservazione ge-
nerale del n. 18 segue che in S* un I~1 ed un I~3 sono 

littori allorquando il piano a che rappresenta i l .T~i, appartiene
alla stella individuata dal R’3.

31. - Due K,. - Sieno :

le equazioni dei due A§ considerati: la condizione affinchè essi

siano in involuzione è la nota relazione di KLEIN :

ove, come precedentemente, gl’ indici i, k ed l, m sono comple-
1ne’ntari e tali che la permutazione i k 1 m dei numeri 0, 1, 2, 3
risulti parti. Perciò interpretando, com’ è noto, le rette dell’ ~~3
come punti d’una quadrica r, di S~(5), i due complessi .R.2 sono
in involuzione, se i due iperpiani, da essi individuati nell’ S"s,
sono coniugati rispetto alla 

(5) A tal proposito veggasi: BERTLXI - Gootaetria proiettiva 
spaxi - cap. 60, nn. 22, 23, 24, 25.
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In particolare, se uno dei due K, è speciale, la condizione

d’involutorietà dei due complessi esprime che la direttrice del

complesso speciale appartiene al complesso non speciale, mentre,
se entrambi i complessi sono speciali, la condizione d’ involuto-

rietà si traduce nella condizione d’ incidenza delle loro direttrici.

32. - Al caso d’ involutorietà di due complessi lineari di rette
in S3 si può dare una nuova ed interessante interpretazione, q2t.a-
lora i due complessi siano tra di loro distinti e non speciali.
Tale n uova intèrpretazione si compendia nel seguente: .

Teorema: Cotzdizione affinchè due complessi lineari K e K’
di rette in St siano involutorî è che i due sistemi nulli coi--

rispondenti N e N’ siano permutabili o, ciò che è lo stesso, che
il Z.7î’odOttO N - N’ sia biassiale ar~nonica (6).

L’equivalenza delle due forme, sotto cui abbiamo enunciato

il precedente teorema, discende dalle seguenti osservazioni :
Il prodotto di due sistemi nulli è, in generale, un’ omografia

biassiale: un’ omografia, perchè prodotto di due reciprocità ; bias-
siale perchè ammette per rette unite tutte le rette della congruenza
lineare r, intersezione dei due complessi lineari I~ e I~’ corri-

spondenti ai due sistemi nulli. Sappiamo pure che le proiettività
di S: (in generale di SJ formano tra gli elementi in-
volutorî di tale gruppo ci sono i sistemi nulli. Orbene sappiamo
dalla teoria de  gruppi che: Condizione ~aPeessaria e szc f fi’cie~afP
perehè due elementi invol2ctorî di gruppo siano permzctabili
è che il loro prodotto .sia i~~vol2ctorio. Ne segue che l’ omografia
biassiale prodotto di due sistemi nulli permutabili è involutoria,
quindi armonica ; e viceversa, se il prodotto di due sistemi nulli

è un’ omugrafia biassiale armonica, i due sistemi nulli sono per-
mutabili.

Fatte , queste, osservazioni, veniamo alla dimostrazione del

teorema precedentemente enunciato.

(ò) Questa nuova interpretazione del caso d’ involutorietà di due complessi
lineari di rette in era già nota al KLEIN, il quale, però, la enuncia senza
dimostrazione~ Veggasi l’ opera di KLEix : Zur Theo’l’ie del’ LiniencomplP~e
des ersten und xweiten Grades.
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Per la nota rappresentazione delle rette dell’ st mediante i

punti della V’~ 4 di S5 sappiamo come ogni trasformazione omogra-
fica dell’ S5 che trasformi in sè la V: è in St un’ omografia o
una correlazione e viceversa; in particolare ad un sistema nullo
di S,* corrisponde in S5 un’ omologia armonica che muta in sè

la J~:, il cui asse è 1’ iperpiano individuato dall’equazione del

complesso lineare di rette dell’ S3 relativo al sistema nullo con-

siderato, e il cui centro è il polo di quest’iperpiano rispetto
alla Vs 4.

Siano dunque K, I~’ e P, P rispettivamente gli assi e i

centri delle due omologie armoniche N, N’ di ,S5 (che mutano
in sè la V:), corrispondenti ai due sistemi nulli N e N’, indi-
viduati in S* dai due complessi lineari di rette I~ e I~~. In S5 il

prodotto N . N’ è un’ omografia, che trasforma in sè la che

ha per punti uniti i punti dell’ s, intersezione dei due iperpiani
K e K’. L’intersezione di questo S3 con la Y4 è una che ha
per immagine nelI’ St la congruenza lineare luogo di rette unite

nell’ omografia biassiale N - N’.

Supponiamo ora che i due complessi K e K’ siano involu-

tor  : allora i due iperpiani I~ e K’, da essi individuati in S,,
risultano coniugati rispetto alla l’f, cioè ognuno di essi contiene

il polo dell’altro. Ma, dato che le due omologie N e N’ sono
distinte e non speciali (il che rèsta provato dall’ ipotesi che i

complessi .I~ e K’ sono distinti e non speciali), questo equivale
a dire che le due omologie N e N’ di ,S5 sono permutabili. In-

fatti dalla teoria generale dei gruppi sappiamo che due omologie
e N’ di ,S5 (in generale di 5’J, che siano permutabili (N - N’==

- ~~V’’ - N), sono tali che ognuna di esse trasforma l’ altra in se

medesima (N = ff Ñ N = N-1 N N), cioè sono tali che

ognuna di esse trasforma in sè il centro e l’ asse dell’ altra e vi-

ceversa. Questo val qnanto dire che il centro e l’ asse della prima
omologia devono essere rispettivamente punto e luogo di punti
uniti per la seconda omologia e vice~~ersa. Quindi il centro P della

prima omologia deve coincidere col centro P’ o stare sull’ asse

K’ della seconda omologia. Orbene, se fosse P P’, siccome
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l’ asse della prima dev’ essere pure unito per la seconda omologia
e d’altra parte esso non passa per P (perchè E e .I~~ non sono

speciali), sarebbe pure X = I~’ e le due omologie, avendo lo stesso
centro e lo stesso asse, coinciderebbero, il che non può avvenire
dato che K e .K’ sono distinti. Dunque P deve stare in I~’ e P’

iu I~. Viceversa, se questa situazione si verifica, le due omologie
sono permutabili in quanto che ognuna di esse trasforma in se

ruedesima l’altra.

Resta cos  provato che, se i due complessi K e ~’ sono iu-

volutor , le due corrispondenti omologie armoniche N e N’ di

5*5 sono permutabili. Ma, se N e N’ di 55 sono permutabili,
anche i due sistemi nulli l1T e N’ di Sr lo sono; viceversa, se

JV e sono permutabili, lo sono pure N e ~’ e K e K’ risul-

tano, di conseguenza, involutor . Resta cos  provato quanto vole-
vasi dimostrare.

33. - Due .K1 e un K28 - Dalla proprietà associativa del

prodotto di più complessi lineari segue che, se più complessi lineari
K’, I~", ... , Il (r) sono in involuzione, raggruppandoli comunque
per prodotti, si ottengono ancora complessi in involuzione. Ora,
come abbiamo già visto, il prodotto di due in S3 è il com-

plesso speciale K, avente per direttrice l’ intersezione p dei due
piani rappresentanti i due complessi lineari ~ e la condizione

perchè questo sia in involuzione col Kz dato è che p appar-
tenga al complesso lineare K2.

§ 5. - Situazioni i n S,.

I. - Com§lessi ~lineari.Io - Complessi lineari.

’ 

34. - In uno spazio 54 possiamo considerare complessi li-

neari di punti, di rette, di piani e di Sappiamo che un K,
rappresenta un 5’g: a xo -~- + -~- d x3 -~- 0 e un K,
un’ iperstella : zo tto + xi Ui + x2 U2 + X3 1(3 + X4 U4 = 0. Quanto
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ai K; notiamo che, essendo S, uno spazio di dimensioni pari,
un suo complesso lineare di rette è ~aecessaria~nente singolare;
si presentano cos  i due casi:

a) K2 singolare di specie 1 o generale. - Considerazioni

iperspaziali sui sistemi nulli singolari ’di specie h e relativi com-
lessi lineari di rette (7) portano a concludere che, se il Kz è

singolare di specie 1, esiste nel sistema nullo N ad esso associato

un punto fondamentale O, coniugato di tutti i punti di ,S,; ap-

partengono perciò al K, tutte le rette di iS, uscenti da questo
punto, che vien detto centro del complesso. Inoltre ad una retta

~~ uscente da O corrisponde un ,53, omologo in N dei punti di r
distinti da ’0. Ne segue che 2V subordina nella stella di centro O

un sistema nullo non singolare, in cui ad ogni retta r per O ri-
mane associato un S3 per essa, che indicheremo con I~. Sono

quindi rette di KZ anche le rette che in ogni I~ s’appoggiano
alla corrispondente r; anzi queste sono tutto le rette di K2.

Perciò ogni retta di I;~ è proiettata da O secondo un ,S,
tutto di rette del Kz e di conseguenza, proiettando il K2 da O
su di un S3 non passante per esso otteniamo nell’ 83 un kz non
speciale, in quanto che esso nasce dal sistema nullo non singo-
lare, sezione coll’S,, del sistema nullo non singolare subordinato
dal Kz nella stella di centro O.

b) K, singolare di specie 3 o speciale. - Da considerazioni
iperspaziali analoghe alle precedenti, discende che in questo caso
il centro del complesso Kz è un piano w, detto piano direttore,
e le rette di K~ sono tutte e sole le rette appoggiate a w.

Quanto ai K3 di S,, essendo le figure duali dei sono

essi pure, sem pre singolari. Si hanno cos  due tipi:
a’) K~ singolare di specie 1 o generale. - In un tale 1~3

esiste un .S~ fonda~ne~ztale 2 e il complesso è l’ insieme di tutti

gli Sz che segano 9 secondo le rette d’un complesso lineare.
b’) h3 singolare di specie 3 o speciale. - In base alla legge

di dualità si vede che un tale B’3 ammette una retta fondanien.
tale w e il complesso è 1’ ínsieme degli S2 appoggiati a w.

(1) BEBTINI : Geometria proiettiva degl’ iperspaxi - cap. 5°, nn. 5 - 8.
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Si riconosce poi facilmente che il caso a’) si riduce al caso

i&#x3E;’) quando il subordinato in 8 dal K3 generale di 5.., è

speciale.

II. - Prodotti di complessi lineari.

35. - Prodotto di due K~. - Per ~ osservazione generale
del- n. 20 il prodotto di due I~1 è il complesso speciale l~z delle
rette appoggiate dei due Sa rappresentati
dai due Kl.

36. - Prodotto di tre Ki. - In base all’ osservazione gene-
rale prima ricordata il prodotto di complesso 
K3 dei piani appoggiati all’ S1 dei tre ehe

tre K~.

37. - Prodotto di un I~1 per un Kz. - Si possono presen-
tare i due casi seguenti : 

"

a ) n K2 è generale. - Indichiamo con 9 dei punti di

con O il centro di ]{2, con At il complesso lineare di

rette subordinato in Q da K2 e supponiamo in un primo mo-

mento che Q non passi per O : allora Ag risulta non speciale.
Dall’ osservazione generale fatta al n. 19 sul prodotto di

un K1 per un ~Kh in Sn segue che il K3, per

X‘ , è passanti per le rette di K’ 2.
Nel caso che 9 passi per O il K3 è ancora l’ insieme degli

S2 che segano 9 secondo le rette di k~ , ma in questo caso I~~
è il complesso speciale avente per direttrice la retta (O omologa
di 9 nel sistema nullo subordinato da K2 nella stella di

centro O.

b) n. K2 è speciale. - Sia O) il piano direttore di KZ e S?

1’ ~S’3 individuato da K1. Ammesso che non si appartengano,
w e 8 hanno in comune una retta r, che viene ad essere la di-

rettrice del complesso lineare 7~ subordinato da K2 in Q. Perciò
il complesso prodotto K3, essendo l’ insieme dei piani passanti
per gli SI di .K~ , viene ad complesso speciale 
appoggiatz ad T.
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Quando 00 sta in g il prodotto è identico e i due com-

plessi X’1 e K2 sono perciò involtitort. Infatti, dato che w sta
in 9, possiamo scegliere la piramide fondamentale delle coordi-
nate in S4 in modo che i vertici A o , A2 , A3 , stiano in Q
e di essi i primi tre giacciano in 00. Allora 1’ equazione di Kl ,
che è quella di 2, riducesi a:

e 1’eqllazione di (esprimente che la retta generica individuata
dai punti xi s’appoggia a w) a: ,

Questo determinante, sviluppato secondo la regola di LAPLACE
prendendo come matrice quella formata con le due prime
righe, dà : 

,

Quest’ equazione, ricordando la definizione delle coordinate

Igrassmanniane di retta, riducesi a:

Ricorrendo alla notazione differenziale simbolica si vede al-

lora snbito che il prodotto di per K2 svanisce identica-

mente, c. ~T. d.
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38. - Prodotto di quattro Kl. - Dall’ osservazione gene-
rale del n. 20 discende che il prodotto di quattro K l è 
stella di centro il punto d’ interse~ione dei quattro 
che rappresentano i coniplessi .K1.

39. - Prodotto di due K. - Si presentano vari casi :

a) I due K2 sono generali. - Siano essi i due complessi
e .Kà’ , di centri rispettivamente 01 e 02 , che per ora sup-

poniamo distinti. Sia r la congiungente i due centri; diciamo

N~ i due sistemi nulli indotti rispettivamente nelle stelle

di centri Oi , I O 2 da I~2 , k2’ . Il prodotto I~4 = .K~ ~ I~2’ è

un’ iperstella con un centro U che ora determineremo.
Per questo consideriamo gl’ iperpiani dell’ iperstella K.

passanti per la retta ul = ~ 0~ . Per un teorema più volte citato
sappiamo che entro ad ognuno di questi iperpiani, sia esso ~,
devono restar subordinati due complessi lineari I~2 , y .K~’ i~~ invo-

luzione.

Ora, poichè 1 passa per °1, ~2 è speciale ed ha per di-

rettrice la retta .s omologa di S in l~% 1: dunque, per la condi-

zione d’ involutorietà di K2 e K2" la retta s deve appartenere
a I~~’, cioè a K’~. Viceversa, se s è una retta per 01 che stia

in K2", 1’ iperpiano E, ad essa corrispondente in appartiene
al complesso prodotto .I~4 , cioè passa per la retta U1. Ma le

rette s di K§’ per 01 formano stella in uno spazio che

indicheremo con il quale non è altro che il corrispondente
in N2 della retta r == O102 . Pertanto gl’ iperpiani E predetti
(omologhi delle rette s in passeranno tutti per la retta cor-

, rispondente di P2 in N, , la quale è’ la 2c1 cercata.

Dunque la retta ul si costruisce cos  : Si trasforma ~’ me-

diante N2 in p2 , indi P2 mediante N1 in 
Analogamente, invertendo l’ ufficio dei due complessi, si

trasformerà r mediante N~ nell’ iperpiano pi , indi P1 mediante

112 in ZG2 = 

Le rette lll’ U2 concorrono nel punto U cercato.
Per far vedere che ~~2 risultano incidenti basta dimo ~

strare che esse sono cocnplanari. Ora III giace in p2 , in quanto
....,



che esso è l’ S3 ad essa corrispondente in N1: d’altra parte p.
passa per r, dunque, per il fatto che nelle corrispondenze invo-
lutorie le condizioni d’ a,ppartenenza vengono mantenute, lo spa-
zio ’I corrispondente ad r in Ni , conterrà ztl; sicchè, in defi-

nitiva, 2c~ giace nel piano 1t -= (pl , p2) e analogamente cos  av-

viene di 1t2 -
Notiamo che, se in particolare i centri dei due complessi

~i2 coincidono, cioè se è Oi 02 P, allora il centro U del-
1’ iperstella K4 è P stesso.

b) Uno dei due K2 è speciale. - Sia K2’ in tali condizioni.
Diciamo r il suo piano direttore e O1 il centro di 7~, che in

generale non giace in 7t.

Se 01 giace in x, allora il centro di I~4 è U1 stesso ; nel

caso contrario esso è il centro del fascio di rette rappresentante
il I~~ , subordinato dal K§ nel piano ~n:.

c) Entrambi i due K2 sono speciali. - Sieno n’ e i

piani direttori dei’ due complessi. Nell’ ipotesi più generale 1t’ e

~~" hanno un sol punto comune !7. Tale punto è il centro del-
1’ iperstella ~i 4 = K’ - K2".

Infatti, se 8 è un k3 di k4 , in esso K’ 2 e I~2’ devono s~i-

bordinare due complessi K’, kQ’ in involuzione. Ora e À§’
sono i complessi speciali di ~S1 aventi per direttrici rispettiva-
inente le rette : r’ = Q) e ?~" - Q) ; per ~involutorietà d i
essi (vedi n. 31) r’ e i,." devono essere incidenti e, poichè
giacciono rispettivamente su 7c’ e ~~, non potranno incontrarsi

che nel punto U = (x’ x"), che perciò viene ad essere il centro

di 

Se invece 1t’ e 7r" si tagliano in una retta (e quindi giac-
ciono in un K’2 e K2" risultano involutor .

Infatti in ogni ~’3 di 84 i due complessi inducono due com-
plessi speciali con direttrici incidenti (le direttrici sono gli S~
intersezioni dell’ ,S3 con ~c’ e ?c~), quindi ogni S3 di S4 ap-

partiene a .K4 , che perciò risulta identico.

40. - Quadrato di un Kz. - È un caso particolare del pro-
dotto di due K2 , qualora i due complessi coincidano. Dalle con-
siderazioni del numero precedente si prevede che il 
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K2 generale di centro O è L’ iherstella di centro 0, 1nentre

quadrato d’ K2 speciale è identico. Confermiamolo ana-

liticamente.

a) Il generale. -- Scelta la piramide fondamentale
delle coordinate in S4 in modo che il suo vertice A4 coincida
con 0 e gli altri vertici A3 , A~ , Ai , Ao si trovino in un S3
non contenente O, il X2 può rappresentarsi (8) con un’ equazione
del tipo :

Ora il quadrato di tale complesso è il ~i4 d’ equazione :

Ma, per la nota relazione di proporzionalità tra coordinate

g.rassmanniane e pliickeriane d’ un iperpiano esaminata al n., 2,
è v X0123 = ?~4 , quindi il .K4 = (K2 )2 è 1’ iperstella d’ equazione :

ossia, 1’ iperstella di centro il punto (o, 0, 0, 0, ao - al), cioè il

punto A 0.
b) Il K2 è speciale. - Allora, scelta la piramide fondamen-

tale delle coordinate in ~4 in modo che i vertici A2 , A3 , ~-14
cadano sul piano direttore « di e Ao, A 1 su una retta i- in-

dipendente da x, 1’ equazione di K2 diventa del tipo :

ove ~o altro non è che la coordinata grassmanniana X234 di ~.

Facendo il quadrato di questa equazione col ricorso alla notazione
differenziale simbolica, si vede immediatainente che esso svanisce

identicamente, quindi .k’4 = (I~2~~ é, in questo caso, identico,
c. v. d.

( 8) Vedi la teoria generale dei sistemi nulli e relativi complessi lineari
di rette in : BERTINI - Geometria p~-niett2va cap. nn.

5, 6, 7, 8.
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41. - Prodotto di due K1 per un h2. - Poichè il prodotto
dei due .k’1 è il K§ speciale degli 81 appoggiati al piano 1t, in-

tersezione dei due S3 rappresentanti i due cos , per la pro-

prietà associativa del prodotto di complessi lineari, potremo dire
che il prodotto dei due K~ considerati per K2 è uguale al

K4 = K§ . K2 . Perciò, secondochè K2 è generale o speciale, si

presentano le alternative b), c) del caso trattato al n. 39. Si

ha quindi un caso involutorio (vedi c) ) se i due individuati

dai due .K1, e il piano direttore di K2 si tagliano in una retta.

42. - Prodotto di un K~ per un ~i3. - Si presentano i se-

guenti casi : 
~

a) Il X3 è generale. - Sia 9 1’ ~S’3 dei punti di K1 e 2’ 1&#x3E;

spazio direttore di Nell’ ipotesi generale 9 e 52’ si tagliano
in un piano, che indicheremo con x.

Per il teorema generale sul prodotto d’ un Ay per un Kj,
in S" (vedi n. 19) possiamo affermare che il .K4 = K1 . K3 ~-’

1’ i perstella degli 6*3 passanti per gli S2 del complesso K3 , su-
bordinato in 9 dal K3 1 cioè 1’ iperstella aveiite per centro il

centro U della stella di piani individuata in 9 da I~3. Orbene,
siccome K§ è il . complesso subordinato dal I~3 in Q e il I~3 e

1’ insieme degli S2 di S4 che tagliano S~ secondo le rette d’ uii

K2 , cos  ~ sarà la stella di piani di 8 che segano x secon-

do le rette del complesso I~~ , indotto in x da K2 . Ma K§ o

rappresentato da un fascio di rette di w con un certo centro P :

ne segue ~ che U P.

Notiamo in particolare che, se g e g’ coincidono, il prodotto
k4 svanisce identicamente : ossia in questo caso K1 e ~3 sono

iilvolutori.

b) Il h’3 è speciale. - Sia 9 1’ ,~3 dei punti di K~ e m la
retta, a cui s’ appog,giauo i piani di K3 : si riconosce facilmente

che il centro U del~ iperstella K4 = K3 è il punto d’ in-

tersezione di M con 2.

In particolare, se (o giace in fh, si ha ancora un caso in-

volutorio.
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III,.. Casi normali d’ involutorietà.

43. - Cinque K 1. - Per 1’ osservazione generale fatta alla

fine del n. 17 pOSSial110 affer~nare che ~ooat~lessi 
locrztt: in 84 .sarca r;mval~ct,or , SP i y~erpia~ii da 

per un punto.

44. - Un Ki e un K4. - DaU’osservazione generale del n,

18 deduciamo che Uil K 4 lrL sono irauaLictorî, 
passa per il K4

45. -- Un 1(1 e due K2. - Per la proprietà assuciatira del

prodotto di cumplessi lineari la condizione d’ involutorietà di un

1(1 e due K2 riducesi alla condizione d’ involutorietà del 

del ~K4 , prodotto dei due ~~2 . Orbene il K4, prodotto dei dup

[{2., è un’ iperstella di ,~4 , il cui centro U si deterrllirla in base

alle considerazioni fatte al n. 39; i tre complessi iineari (’onsi-

derati saranno dunque involutor  se 1’ iperpiano 2, individuato dal 1

passa per il punto U cos  determinato.

46. - Un ~’~ e un 1~3. - presentano i casi segiieiiti :
a) IiC2 e ~i 3 generali. - Sia 0 il 1 centro di i 

singolare di e i complessi lineari di rette indotti in

52 rispettivamente da I~2 e h’3. Di~~~ostrian~o che la co~~dizio~1f1
4’ involutorietà di K1 e K:~ riducesi alla condizione d’ h~yolu-

torietà in Sl e ~r.

Per questo decol1~ponian~o .~;; in un ~1 per un a nor

~1~a di quanto si disse al n. 37, K, sarà lo stesso spazio fl e il

centro 0, di K~ resterà arbitrariu, essendo, dopo ciò. K,, iu-

dividuato dal dover subordinare in fl il complesso W. Con

questa decomposizione di I~3 la condizione d’ in volutorietà di

e K3 riducesi alla condizione d’ involutorietà di l~4 == ](2’ /B2
e Ora un’ iperstella, il cui centro U si ~leterruina

col metudo indicata al n. ~9 ; la condizione d’ involutorietà cer-

(~8ta è dunque che W giaccia (ed appena vi giace per una
posizione di O1 vi giace per tutte le altre, come risulterà da

~ ’&#x3E; --
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quello che segue), ossia che Q appartenga a K4. per il

teorema generale sul prodotto di complessi lineari visto alla fine
del n. 16, ~~ appartiene a I~~, se i eon~ple~si I&#x3E; e W in

esso subordinati da K2 e sono illVGl~~tor : quindi, come ave-
va~~~o afiermato, e iic ~! 1&#x3E; e ~f (~). o .

h) K2 speciale e 1~3 generale. - Sia (o il pianu direttore di
K2 , S 1’ ’)3 singolare di li3 e ~&#x3E; e ~r i dne complessi lineari
di rette indotti rispettivamente da 1B2 e K

Sempre in base alla proprietà associativa del prodotto di i

complessi lineari la condizione d’ involutorietà del 1(2 e ~i;;
eonsiderati equivale, come precedentemente, alla condizione d’in-

volutorietà in fi di ~ e 4’ ; ma in questo caso I&#x3E; o il complessa
speciale degli 81. appoggiati alla retta r = quindi tutto si

riduce alla condizione che l’ appartenga a W.

e) K2 gener~le e K3 speciale. - Sia O il centro di e r

la retta, a cui s’appoggiano i piani di Potremo allora pen-
sare K3 deco~uposto nei prodotto di i un Ki per un ~i1 speciale.
tali che 1’ iperpiano ~~. rappresentante I~~, e il piano direttore

m di .K2 s’ intersechino in l’o Ragionan1&#x3E; come nei casi prece-
dentemente trattati si giunge a concludere che e K3 sono
involuton in ’B’4 se lo sono ~ e B~J’o Ora, è il

complesso speciale di direttrice r; quindi, per ~iuyolutorietà di

V e lV, r dovrà appartenere e di conseguenza a /(2. Xi

ha dunque che Itll K~ K3 speciale 
tori 5’c n, Il gli ."&#x3E;’2 K3. 
tiene a K2. 

,

Potevamo ragionare anche nel modo seguente.
Per le osservazioni svolte al n. 39 sappiainv che il centro

17 di 11. = K2 . ..I~2 giace in un m, essendo esso il centro del fa-

scio di rette rappresentante il K2 subordinato in (O da 1(2:

t 9) Il procedimento uua seguito per la ricerca delia condizione d’ invo-

lutorietu di un l( 2 e un in ~; ~ ~JuÙ rif’tlE’lallGG~tr51 negli spazi fin di

dimensione pari per la ricerca della conclizione d’ invo utorieta di un 

un Inf~ttti, se Il è pari, un ammette sempre un Sa, .ftin-

e allora, possiamo decomporre nel rappresentato da S~.

per un essendo questo assoggettato alla sola condizione cf indurre i n

Q ~1 complesso lineare ~l~. per cui passano gli 8,,--2 di X"_~ .
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d’altra parte per ~ involutorietà di K1 e K4 = K2 . 1~~, a cui,
come abbia mo già visto, si riduce Finvolutorietà di K2 e 7~3,
fi deve passare per U, quindi i f7 rleve giacere sulla retta

t~ _= (w, S~) . Orbene, come abbianmo già osservato in principio,
un K3 speciale avente per ’-~1 fondamentale la retta ?. può de-

comporsi in infiniti modi nel prodotto di un K1 per un I~~
speeiale, purchè tanto 1’ iperpiano ih rappresentante I~1 quanto
il piano direttore O) di K~ passino per r. Potremo dunque
affermare che il 7~ ~ ~ K3 considerati sono i~~volutor  quando
almeno 11l un ÀS2 per r il complesso inrlotto da K2 è un

fascio col centro Tl su r. Ora un piano w per r deterfil~na con

(7 nn ¿"J3, E, ed i L eentro ~’, di cui sopra si parla, è la traccia

su (f) della retta s corrispondente a X nel sistema nullo in-

dotto da K2 nella stella 0. Al variare di w descrive

un fascio avente per sostegno il piano o~== (0,~), e quindi s
11I1 fascio i11 un piano 1t per 0. Per 1’ involutorietà di K2 e A’3
bisognerà dunque che r s’appoggi a 1t, ossia ad una delle

rette .~O;. Ma ~ 83, X, corrispondente in N alla .~, a C111 s’ appog-

gia r, passa per r, quindi r è una retta di K2.
Siamo cos  giunti, per altra via, al risultato di prima, se-

nonche col ragionamento ora seguito si mette in evidenza il fatto

che la scomposizione di K3 in .K~ e 7~, può farsi in x~I modi,
cioè in tanti modi, quanti sono gli .S2, (ù, di ~ passanti per 1":

infatti per qualunque O) passante per T e giacente i11 r la si-

tuazione che si desidera e verificata.

d) K2 e K3 speciaii. - Sia 1t il piano direttore eli K2 e r

la retta, a cui s’ appoggiann i piani di A"3 Come nel caso pre-
~"üdente possiamo pensare K3 decomposto iii un I~1 e un A’§
speciale tali, ctio ~ iperpiano Q" rappresentante 7~ , e il piano
direttore di 7~ a’ 111terse(’11113(( nella retta r e allo ’a la condi-

zione t’ iiivolutnriPt9i di r /B3 si traduce nella condizione

d’ involutorietà iii £h dei complessi ~ e suhorc~inati iii £i r~-

spettivamente da K2 e l §, la quale condizione o soddisfatta

non appena ~ appartiene a~I’ iprrRtella h’4 = Iy - 7~.. Ora il

di K4 e, come sappiamo, il punto comune ali piani ,-

ed O): se iie deduce che, se u~~ e un speciali sono in-

volutori, la retta &#x3E;., centro di 1B.3’ incontra i t piano ni rettore :

di K 2 - ,
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47. ~l’re K 1 e un K 2. - Per la proprietà associativa del
prodotto di complessi lineari risulta che la condizione d’ invo-

lutorietà di tre K1 e un K2 si riconduce alla condizione d’ in-

volutorietà del K2 considerato col complesso speciale fi’,, pro-
dotto dei tre h’1. Perciò, secondochè il couplesso k~ È~ generale,
o speciale, si- presentano i due ultimi casi trattati nel numero

precedente.

48. - Due I~1 e un K;). - Per ragioni analoghe alle prece-
denti la condizione d’ involutoricta di due e un K3 si ri-

l’onduce alla condizione cl’ involutorietà del ~i~; e del K2 spe-
~oiale, prodotto dei due Cos , ~(’condocl~è (~B generale (

speciale, si presentano le alternative b) e trattate al n. 46. 

~ 6. - 8itnnzioni in S 
’

I. - h’omplessi lineari.

49. - In S,, possiamo considerare complessi lineari di punti,
di rette, di piani, di S-3 e’ di 54..N otia~110 subito che in 85
un .K1 è la figura duale d’ un un h’z di llil h’4 , mentre
un K3 è figura duale di se stessa.

Per le considerazioni generali fatte al § 1 di questu capitol~·
possiamo affermare senz’ altro che un .K1 in .S5 rappFeseut~~
un S. e un Ks un’ iperstella di ~S’4 . Quanto ai ~2 , essendo 8s
uno spazio di dimensione essi S0l10 in g’ene~.ale non

singolari ; possono, però, essere anche singolari c~d allora si pre-
sentano i due casi :

~c~ K2 singolare di specie 2. - Da considera~ior~i iperspa-
ziali sui sistemi nulli e sui complessi lineari di rette singo~n Joj
risulta che nel caso d’ un .K2 singolare di specie 2 esiste in gr,
una twtta fondr~~oe~it~rlp r, i cui punti sono coningati a tutti i

punti di ..S5; fanno quindi parte K2 ,.oJlsit~èrato tuttc~ le

rette appoggiate che viene perciò chiamata centi-o del

coinples80.



197

Ora il sistema Jl~~~~o .V di ,~’,5 associato al compiesse IinearE~
K2 subordina nella stella di centro la retta r (che, con1e insieme
degli .S’~, ~S’~ , passanti per r, può considerarsi uno spazio
ii trae dimensione di gli ~")2 e gli J..)4 sono rispettivamente i

punti e gli iperpiaiii) un sistema nu o ~~Tl ? in cui ad un piano
x per - corrisponde IIII u~ per 7r. Sono quindi rette del con1-

plesso .K2 tutte le apponiate agli .."’2 per l’ e conten ute

nc’~li ad corrispondenti in In ogni S’4 per ’~’ viene

dunque subordinato dal 1 1B2 un ColllpleSS(1 lineare speciale K’ 2 ,
di cui 1’ 1~’Z , on}oJ()~;n in l~ ~ , è il piano direttore. Se

invece non passante per r, esso sarà incon-

trato da i in un punto, die viene ad essere il centro (lel h 4’
indotto da K 2 tlelt’ 84 conRirlerato.

h) h’2 sitlgol~,re di spet~ie 4. In questo caso esiste in S5
fonòan~enta le, che indicheremo con ~~, detto ppntro dei

il .~i2 considerato o l1~111r11 iermato tutte e sole

le retto appostiate a(1 Sa.

Quanto 111 j1’4 iii ~5 notiamo che alnc’ll’ essi, come figure
duali (lei K2 i poS~011n essere o in questo
secondo caso si presentano le due. alternative:

a’) h4 singolare di specie 2. - Allora in K 4 esiste 

fonùan~entnle ~~ t- il complesso lineare t1 1’ insieme degli l~3
che tagliano 5.&#x3E;, secondo rette d’ nn A.2.

l~’) A-4 singolare di specie 4. - In lln tale .~~4 esiste una

rs?tta fonda~uentale M. per cui il h 4 viene ad essere, 1’ insienie

appoggiati ad M.

Notiame infine ehe il caso si riduce ai I 

trattato qualora il pon~plp~~o 1B2’ subordinate ct11 A. ~ in

~~, sin spPciale : in tali caso la retta tbndnn entaie (ù e Ja diret-

trice di A - 2 .tric. li 
_

50. -’]ii;iiit&#x3E; n1 iiii cli’ esso lin iii .Q,~ o&#x3E;ii&#x3E;.50. -- Quante ad lltl osserviamo ch’esso I1~~ in ~~,5 com-
portamento analogo al qupllo d’ 1111 in .)~ o h fatti, un

A.. in ~~’;~ . cos  ~~)) ]{:~ in A."~&#x3E; e c111:~lp di se stessa ci o!ir

esse può essere 4) o ii caso 

landosi allol8f~uanc~o i venti 

plesso si possono interpretare come coordinate grassmanniane
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d’ un S in Ma, come per due S, in ~~~3 , cos  per due S2
in S5 la condizione d’ incidenza s’ esprime (vedi n. seguente)
eguagliando a zero una relazione bili ueare tra le loro coordinate

grassmanniane, perciò speciale in 85 viene ad essere

1’ insieme dei piani di ,S, appoggiati ad fisso.

51. - In questo numero cerclleremo di dare alla condizione
d’incidenza di due S2 in 85 u~~a interpretazione che ci possa
seivire per altre considerazioni che svol~;ere~~~o nel seguito. A
tale scopo ricordiamo che le coordinate grassmanniane 1’ un F32
in ,~’,5 sono venti qualunque minori del 3° ordine, tra di loro

distinti, estratti dalla matrice formata con le coordinate

xl, r li (?’== 1,2, ... , 6) di tre punti lineariiieiite ~.Xi, . i , xi 1, = , ,..., 
(l re pun l ~nearn~en e llH ~pe~~-

denti dell’ 82. Orbene, per i nostri scopi ci converrà di scegliere
le coordinate dell’ S2 in modo clle dieci di esse, Xi1tt, corri-

spondano a dieci combinazioni senza ripetizione, i h 1, di classe

tre dei numeri 1, 2, 3, 4, 5, 6, tali che due qualunque di esse
non siano costituite da terne e le altre, Xmnp, a dieci
combinazioni senza ripetizione, p, di classe tre, sempre dei lume-
ri 1, 2, 3, 4, i, 6, tali che ln terna sia aella

terna i k 1 e alle la permutazione ? A 1 1n 11, p dei uuineri 1,
2, 3, 4, 5, &#x3E; 6 sia pa1.i. Allora se .~rl’ , x"’ i e 1 yl’, sono

le coordinate di due terne di punti linearmente indipendenti che
individuano due piani incidenti, M e 7c, di S.5, per la dipendenza
di queste coordinate (dovuta al fatto che co e x, essendo inci-

deuti, stanno al massimo, i~~ u  ,5’4~ dovrà 

I~allo sviluppo secando la d  di ~~upsto ile-

ter~uiuantp, prendendo c~Ùlue matrice quella fermata le prime
tre righe, segue, indicando con X e Y rispettivamente le coor-
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dinate di co e di x e ricordando le convenzioni fatte sulla scelta

delle coordinate grassiiiaiii iane d’ un 82 in .S’~ , che la 

h tfliLP di la vegiccote 

ove la sommatoria va estesa alle dieci n l~

predette 1 ;gl’ iiilici 1, 2, ... , 6 .
Orbene, se interpretiarno ~~ e r c;utne coordinate di punto

I11 un .5’1,, , la forr~~ula ( I ) ci dà la relazione hilincare che lega
le coordinate ~1 due punti coniugati in un sistema nullo di

questo spazio. Di tale risultato ci serv~rpn10 in seguito trattando
della condizione d’ involutorieta di due 

11. Prodotti tli complessi lincari.

52. - Prodotto di due ]{ 1. - i’er ~’ osservazione onerai?
del n. 20 notiamo t’he il di. .K1 A~5 è il K2
(singolare di i specie 4) delle rette 

ncz S4 rapprcsc~at~xoti i K~ .

53. Prodotto di tre A-~. Sempre per ~ o~r,ervaziu~~e ge-
nerale prima ricordata il di tre h’1 zo S5 è il K,

all’ ’B’2 dei I re S4
i o

54. - Prodotto di un K, per un K’ . - Si presentano i

casi seguenti: 
°

a) Il K2 è gc~~eralc. - Sia 52 1’ 84 rappresentante il e

~3 il complesso subordinato in 52 dal J(2. Per 1’ osservazione

generale del n. 1 n il prodotto di K~ pe11 il 13 degli ’R2
chc le rette di ~2.

Orbene, nell’ ipotesi in cui ci siano posti che Ii2 sia ge-

nerale, K’ 2 non può essere speciale. Infatti, se K’ 2 fosse speciale,
dovrebbe esistere in S~ un piano W, a cui sono appoggiate tutte
le rette di fi~ : allora il sistema nullo individuato da h’2 in S5
degenererebbe in quanto che in esso ai punti di m corrisponde-
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rebbe un iperpiano fisso, Q, e quindi K2 sarebbe singolare,
contro 1’ iputesi .

b) Il siugotare di specie ~. - - Il prodotto e an-

cora ~ insieme deg-li 52 che t~.~;liatru ~~ secondo le rette di i 

ultimo complesso è generale nel caso a) ed ha per
’’entro il punto d’intersezione cl  « con la retta n, centru di I~~ .

Nei caso particolare r appartenga .K’ ò speciale
e il relativo piano direttore o I’ S~ , c~~, corrispondente a M nei
sistema nullo indotto da K’2 nella stella (r). Perciò in questo caso
il prodotto ~i3 è speciale ed è l’ i~~sien~e degli ~’2 apportati
ad M. °

c;) 11 K2 è si~~goh~~c di specie 4. - Se K2 è sing-olare di

specie 4 ed fl è il suo 5’3 fo~~dan~e~~tale~ allora K§ Ü speciale
ed il suo piano direttore M è 1’ ~’2 intersezione mm ~.
In questo caso dunque il prodotto ll~ o certamente speciale,
essendo esso l’insieme dei piani &#x3E;ipp&#x3E;g.giati a (o. 

,

Se, in particolare, ~ appartiene a ~!. h’:; e identicu, ossia

!{~ e K2 sono &#x3E; i~~B’o]ntol’i.

55. Prodotto di quattro Sempre in base all’u5sc,r’-

V~.l7.ÎcJue generale del 11. 20 possiamo at ermare che il 

tli ¡t~ ie i!, (singolare di specie 4 
dei --’;4 ’ i [{~ o

56. - Prodotto di im l~l ltcr un A~ . - 1’84 appresen
tante il l~r e k’3 il complesso subordinato iu « dal Per

l’osservazione, giÙ citata, del n. L H il h’4 = h.’I . h’.; (~ 1,’ i ~r-

.S~ ~ che ..~‘~ di ~ .
Orbene .~g può essere li speciale, il 

presentandosi allorch~~ e speciale, ossia quando li 3 è 1’ iii-

~ien~e (lei piani apportati ad un .~’z fisso, ca : allora la retta, a

cui sono apportati i piani di ~i i , f"1 evidentemente la retta

~. ~ {w~ c~).
Dunque, se è speciale, il ~ prodotto K~ o singolare di i

specie 4, poiehè allora i suoi S3 sono bli Sa appoggiati alla r.

Se, essendo Ty speciale, O) appartiene a 9, "1 ha un caso

involutorio.
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57. - Prodotto di due 7~. - Sieno ~,’~ e K2’ i d ue complessi
considerati: nel èaso generale non possiamo dire altro che il lurn

K4 é 00 7 1."13’ !~~ yl Ss ai 

2 e B.2 B.2 
Ora deg-li 00 7 83 di K4 se ne possono determinare facil-

mente oJ5 in base alle seguenti osservazioni.
8ie~~o 1’V’ e i sistemi ~~ulli di 85 che generano i CO~U-

plcssi Ag e l~~’. Si consideri un punto P di S.) e sieno ~ e b"’

gli i S 4 ad osso corrispondenti rispettivamente in N’ e N" ; al-

lora tutte le rette di 6" per P appartengono a h’2 e tutte 1P
rette di S", pure per P, appartengono a ~~2’. I~~dichian~o con

fh r~3==(~,~): un tale 53 appartiene al li4 = .K~ . h2’.
I nfatti le rette della stella di g di centro P appartenguno tanto

a ~i2 che a I~2’ : questo significa che i complessi iu-

dotti in S rispettivamente da ~2~ sono speciali con le ui -

rettrici incidenti in P. Ma allora e k’2’ sono ~nvolutol’Ì e

perciò S appartiene a c. v. d.

Questo ragionamento si può ripetere per ogni altro punto
dcll’ S5: si trovano cos  oJ5 53 del complesso K4.

Osserviamo che per il prodotto di due K2 si può dire qual-
cosa di più Ill alcuni casi particolari che ora esa~n~nere~no.

1 ) Uno dei due K2 è singolare di specie 4. - Sia il I~2’
in queste condizioni e indichiamo con g" il suo S 3 fondamentale.
Allora, sia. che ~2 sia generale o singolare di specie 2, i L

K4 -T co~nhle.sso singolare (di specie 2) degli ~~,
!!, che 8~ secondo le rette del 

subordinato in g" da K;. ,

Infatti i~~ q uesto caso dei due ~o~nplessi K§, 7~ indotti in
tl da K§ e il I~~‘ è il complesso lineare speciale avente

per direttrice la retta r = (g, «"), quindi, per I’ involutorietà
di e j~g’, r dovrà appartenere a h’2, quindi a h’~ ed in-

fine, giaceudu in a ~, e. v. d.

In particolare se, essendo k’1 singolare di specie 2, a vvie~~e
passando per il centro o di 7~~ contiene nn piano w per

r- e giace nell’ ’)4 omologo di (U nel sistema nullo indotto da li ~
nella stella (r), allora tutte le rette di ~~" appartengono a 
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quindi p, contenendo tutte le rette di ~?", è identico. allora lo

è anche K4, perche viene a contenere tutti ~li i òg di 85 ~ perciò-
/~2 e I~2’ sono involutor .

2) I due Kf. sono entrambi singolari di specie 4. - Allora
il loro prodotto è il K4 (di ~-)3, S~,

alla retta r, lom .~l~a;~~ 
g’ e U".

Infatti in questo caso K§ e sono i due ~on1plessi spe-
l’~ali di g aventi per direttrici le rette r’ - (9, H’) e ;" - (~~, ~!")o
Per 1’ involiitt-1rietà di 7~ e e r" dovranno essere 

.denti e il .loro puuto d’incontro cadrà, evidentemente sUla

r = (H~Q~): quindi ~li ,sa di K4 s’ appoggiano tutti a 1B c. v. d.

58. - Quadrato (Pul  K2. - Indichiamo con .iV i i sistema,

nullu individuato in 5~j dal K2 c ricordiamo che in esso ad un

So corrisponde un 84 per 1( ,50 , o ad l un non avente

in generale relazione d’incidenza con ~ "’,,], ad un ~,
ad un :Sa un 81 e a un 84 up So di 84 stesso. Si dimostra fa-

cil~nente che un e un 81 omologhi in N 80no sg-ho~ubi o si

appartengono e cos  pure che corrispondenti i~i i1~ sono

sghembi o coincidono.
Come coincidente coi suo omologo viene chiamato

piano autoconiugato in AB co~  ch ia~uel’emo in £BT

un ~3 che contiene ~ SI ad essu corrispondente.
’ 

Osserviamo che, se S o un ~~3 antoconi~~gato i~~ ~~’~ il com-

plesso lineare in esso indotto da K2 è speciale c la retta &#x3E;.,

omologa di S in ne è la direttrice e viceversa. Nun 

ma ogni piano 1t per /’ e giacente è tutto costituito da

rette di I~.~ , quindi, come si vede subitu, l un piano autoconiu-
gato. Viceversa, se 1t è un ""’2 iiitt-1coniiigatu, ogni per esso

è pure autoconiugato e la retta corrispondente a qu~l~ Sa giace
in 71:. Ne segue che gli :)2 autoconiugati in 1’V sono i piani totali

di K2, mentre gli ~3 autoco~~iugati sono gli passanti per i

piani totali di K2. Ora per ogni piano totale di K2 passanc~
m~ 83, mentre in ogni 83 autoconiugato giacciono 001 piani
totali, che formano fascio intorno alla retta i omologa dell’ ~S’~ .



203

Dimostriamo che ~l K4 = K; è l’ insien2e degli S3 auloco.
in A".

Difatti, se ~~ o un S3 di f~z , il K2 dovrà subordinare in
esso un complesso lineare di rette involutorio con se stesso,
cioè speciale. Quindi gli S3 di I~2 sono quelli nei quali K~ in-

duce un complesso speciale, cioè gli ~3 autoconil1gati in N, c. v. d.
Tenuto conto che gli Sa di f~~ sono J.; 7 e .he ognuno con-

tine ml piani totali di K2, mentre per ogni totale passano
&#x3E;2 "’B3 di Ki. ne segne che il sistema dei piani totali di

K2 è x6.

59. - Prodotto d’ un K;. per due /~ . - 5ienc~ A~!, e

K2 i tre complessi, CI1 cui ricerhiamo il pruduttu ; indichiamo

con S~’, ~~" i due ¿94 che rappresentano I~i e e 

1’ 5);} = (Q’, S~"). In base alla proprietà associativa del prodotto
di cumplessi lineari il prodotto dei tre complessi considerati si

ridiice al K4 - K"J’ o ve I~z = /~; . o K ;’. ~la 1 

plessu singolare (di specie 4) delle rette appoggiate a perciò,
i~~ base, a quanto abbiamo visto al n. 67, potremo 5C11%’ altro

affermare che, w- K2 è o di 2, il 

plexso I~; - f~i’ - K2 è il K4 specie 2) de,gli ~~’:3 ~
tagliano g rette del 

in I~, , se ~li 1, il prodotto
/~! - I~i’ . il K4 .J) ap-

r ~ (9, r l’ .")3 di K2.
I II partieulare, o identico, i complessi f~l , K2

sono involutor , come risulta dalle (’oHsidel’azio~~i svolte alla

fine del caso 1 ~) del n. 570

600 - .Prodotto di cÏIu~ue K~. - 1 n base ad un’osservazione

generale pi~~ volte citata possiamo af~er~nare che il di

K~ è l’ fli 

,v~, 

61. -~ Prodotto d’ un K~ per uu K4. - ll~diehianHI ~on ~!
l’ 0~ che rappresenta il K1 e con ,f~~ il complesso subordinato
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in g dal K4. Dall’ osservazione generale del n. 19 discende
immediatamente che il [{5 = · [í4 (~ ~’ 

eentro U rii [{ ~ o
Notiamo in particolare che, se K4 Ù singolare di specie 2,

f7 giace nel piano intersezione di fl eon 1’ fondamentale di

1(4, mentre, se li4 ò singolare di specie 4, iI è il punto d’in-

tersezione di M con la retta fondamentale w di K4.
In ques~ ultima ipotesi, se ro giace in ~~, il K~ e 1~4 ri-

sultano involutor .

62. - Prodotto d’un l~~ per due K2 . - I~~ base alla pro-

prietà asscciativa del prodotto di complessi lineari notiamo che,
detti K9, i due complessi lineari di rette considerati, il

prodotto di essi per aii I~1 è uguale al complesso prodotto di

K1 per k~ = · j~"~ Siamo cos  ricondotti al caso trattato

nel numero precedente, osservando che, per quanto abbiaimo

visto al n. 57, K4, come prodotto di due è singolare d

specie 2, se dei due complessi K;’ uno è singolare di

specie .!, ed ~ singolare di specie 4~ se entraambi i complessi
~y e 1©§’ sono siiigolari di specie 4.

lct CI ues~ ultimo se la retta intersezione dei due 1";~
fondamentali giace nello di si ha ~llvolntorietà.

63. - Prodotto d’un per un h’;~ . - lL prodotto A""!.. 
r degli 84, S~, ai e [(3 

K2, Ka 
Orbene, 5ic’cume S~ P un&#x3E; spazio a quattro dimensioni, i

complessi K"2 e !{a possono essere generali o speciali; si pre-
sentano cos  per ~ i~~ volutorietà di essi le quattro altel’Ilatlve

trattate nel n. da quanto s’è visto in quel numero

seguono le seguenti considerazioni.

1) K3 non speciale ~~ K",! qualunque. - Un ~i3 generale di i

..) 5 induce in un ,S’4 , !~, Ul1 che ammette ivi un "")3 fon-

damentale ’rutti gli stannu in uiuè in ’I

é uno di 1(,. Ora in ")5 vi sono m4 di i

tali fh’ totali, poiché in ogni .)4 ne giace uno ben determinato
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(formano una figura duale d’ una congruenza di rette d’indice 1),
~::, d’altra come in seguito, vedrell1l., tin (,2’ è tale per xl Q.
E chiaro inoltre che tiii 5~’ totale è spa~iu fondamentale in

ciascuno degli x&#x3E;1 SA per per il relati%u K 3’ Questo o
F insieme degli .S, che segano SA’ secondo le rette d’ un 

plesso lineare BfJB il quatta al variare di g nel ~a~cio di asse 52’.,
varia anch’ esso in un fascio (come si verifica, ad es., per via

-

Ora sia ~&#x3E; il complesso lineare indotto da K2 in I.a

’’ondizione affi~~chè H appartenga al complesso è che + e tl’

siano involutor . Vai-iztii(lo t2 nel fascio di i asse !~’ ~ I&#x3E; resta

fisso e lI! varia lIl un fascio, quindi esiste una (ed una sola, a

meno che non lu siano tutte) posizione di 2 per citi 4&#x3E; e 11’ sono

involutor .

Si vede t’usi ~’he per ciascunu degr ro4 spazi 11’ totali i per

passa un iperpianu ~ iperstella k5 , resta detcrmi-
nato nel modo predetto.

2) K3 specialt~ e qualunque. Il 

centro il del ni ~~1~~ mhlmeseuatcc il 

ipidotto IdN% (j) 

Infatti, se K.; è speciale, pure A~4 risulta tale c il S~~o .5’1
fondamentale t~ la i-etti r = (~!, to)o Nla allora la condizi(,) iu

d’iuvol~~to~"ietà dl /(~ e (vedi 11. 46. r.)) è che r stia i~~ K-:.,
in kz . Ou~~q ue !!, per appartenere a K5, deve tagliare o

in una retta ( ti quindi i passare per il I centro U del tascic

~ii 1 rette indotto su M da c. v. d.

o) K2 singoh~~c di spec e 4 e K..J qualunque Allora lI

il U dello ni S2 
i! ,inl I~.~ ’’)’;1 ~.

di 7~.

Infatti, se f~~ i; singolare di specie 4, il K-¿ risulta speciali
¡" il suo pianu direttore e, 1’ S.&#x3E; c~~ 152. Perciò se Ka p ge-

nerale, detto ~f l’ S3 fondamentale ~li dal~t..:ou.sidCLtziuui

svolte al ti. 4ti, si deduce che per l’ ÍJ~vl.lutoriptà di ¡"~ f’ 

occorre e hasta che la retta r = (to, 52’) apparteiiga a I 
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T, secondo le cui rette gli S2 di .K3 segano 9’: vale a dire w

deve appartenere a K3, 3 ossia a Ma i piani di K3 in 52
formano una stella di perciò, sicconie w sta in 52, 
dovrà passare per Ll.

La suf~icienza è evidente dal mumento che l~5 dev’ essere

un’ iperstella.
Se poi 52 è totale di il prodotto A7-, () identico,

quindi K2 e ]~3 risultano involutorî.

In particolare se K3 è speciale il Cl di Kr,
è il punto d’ ni. Q col piaito d i1.ettore w di K3.

’ 64. - 1’ruduttu di due K1 per un K3. - Sieno K,, 1(~’, 1B3
i tre complessi ed 52" gli S4 che rappresentano i due uom-

plessi di plllltl. L’ iperstella K, - K,’ - I~3 è il I~5 - I~z ~ * K3. ·
ove Kz = Kí ~ IL"~’ . :BIa K2 è il con~plesso singolare di specie 4
avelte per 5’3 ~ondau1entale lo spazio ~~ = (~~’., Q"), quindi (vedi
caso 3~) del numero precedente) il c~ntro di hr5 é il ceiitrv 1’

del K’ 3 subordinato ~n Q da I~3.

65. - Prodotto (Tuu Jklz per- tre Sieno l~; , K;’ , .fi’í"
e K2 i coinplessi di cui ricerchiaino il prodotto e 52’, !~", fh"’

gli iperpiani individuati dai tre K~. In base alla proprietà asso-

ciativa del prodotto di i complessi lineari avremo anche in questo
c~a5u che il complesso Kí - Ì~i’ · X;" . l~’~ è 1’ jper~tella
- · K , , 1(3 = Kí - ..Ki’ . X’i" . lIa x3 E3 il COIl1-

plesso speciale avente per piano direttore 1’ ~")2 w = (~r, S~", ~~"’),
quindi (vedi n. 63, caso 20)) il K5 è 1’ iperstella il ~~ui centro

è il centro l.T del fasci di rette indotto in (o da 

i’e, in particolare. singolare di specie 4 ed 52 è il suo
S3 fondan~entale, risulta li = (00, S~). ~ 

°

III. - Caxi iivrinali d’ invotutorietà.

66. - Sei hi . - Per un’ osservazione generale, a cui pi i
volte abbiamo fatto ricorso, la Lovolr~to~uetn, (l

K~ irr ,~’S ~~ eite da essi iociit~i~n,oti per
un 

,
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67. o -- Un Il1 1 e un Ii 5 - Da un’ osservazione di carattere

generale segue che un ~i 1 e un .se 

fòlle all’ 

68. - Un K2 e quattro K~. - Sieno 7~;, I~í‘’, e

A~ i 
. 

compiessi considerati Q", , 1 
5~~~~~ gli "’}4 che rap-

presentano i quattro K~. Lfl 

~ refta /’== (Q’, g", fà"’, ft"") K2 o
Difatti sia 00 il piano, (contenente r) i11 cui si ta~liallu i

primi tre iperpiani, lf il centro url fascio indotto (la !í2 in M.

La condizione cercata trasforma ai solito in quella che sianu
involutor  i due complessi K’l.. É(" e ~i i"’. Ma il

primo con~plesso (vedi n. 65) Ü 1’ iperstella centro nel

punto 1’; dunque per r inYulutor~età fi’"’ deve passare per L’

e, siccome taglia ú) cos  r deve passare e

quindi (in quanto giace i~~ (0) appartenere a !B?’2, e. v. d.

69. - Un un K4. - Per i L caso generale po~~iamu
liiie solamente una risposta di carattere analitico e cioè : AP’2
e ,tU [(4 ~i ,~’5 se il 

~ 

Dal punto di vista geometrico possian~o dire qualcosa solo
nei casi seguenti : 

’

a) K4 singolare di specie 2 e 1(2 generieo. - l’ ~)a
~~4 , la nL A~ e h~

si 

~, subordinato in Q ~~t h ~ , rol ~,-, f P 

jlel .lIli A~3 di K4 ~~.

DifaLtti, in 1)iiAe alle considerazioni svolte nel 11. ~7, essendo
singolare di specie 2, possiamo pensarlo uecornposto nel

prodotto d’ un singolare di specie 4, avente ~~ per spazi’
fondamentale, e 7~’ singolare di specie 2 di direttrice l’ ar-

hit~’aria, essendo dopo di ciò 7~ determinata dal dover 

dinare il complesso la condizione ti’ in,.o~utorietÙ

di K4 e ~; si traduce ue~la condizione d’involutorieta di 7~,
A~. Senonchè 7~: ~ essendo singolare di specie 4, si può
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pensare decomposta nel prodotto di due K~, che indicheremo
con ~11 , ~1’~ i cui ~)4 rappresentativi g’, Q" s’intersecano in ié.
Di conseguenza !í4 e K2 saranno involutor , se e identico il

’ 

complesso 7~; . h’~’ . 1(2, quindi .~i (A~. .K2’) - 1(2 ed infine
7~;[(AT~ . 7~) . " K21. Ora (vedi n. 54, b ) ) il 1 K3 == A;~. il 1

compiesse dei piani, che tagliano fh" Keconrlo le rette del com-

plesso ~1’~’, subordinato 111 ù" h’~" ~ la condizione d’involu-
torietà cercata si trndne~ dunque nella condizione che A"! ap-
partenga al 1 =- K3 . e quindi, per il teorema generale
sul prodotto di complessi lineari, nella condizione chle i due

co~np]essi Ii., Ka, snhordinati in ~r [ii l(~ p ’ siano in-complessi A~, subordinati in S~’ da 7~ e A~, siano in-

ve  uteri.

Orbene, poicliò 1’ P il complesso subordinato da A~’,
e quindi anche da h2’ -- (fh’, S~"), cos  il K3 subordinato
in g’ da K3 sarà 1’ insieme degli ~’2 che tagliano lh’ secondo le

rette di B~J1I; ma allnr~i it e Io spazio fondamentale di /(3 e

quindi spazio totale non solo per 1B’3’ ~nft anche per K3. Perciò,
i~~ base alle considerazioni generali svolte al u. 63 possiamo

’ concludere, Co Vo d., die ~1,, e /1 ~ ¡ sono involutor , se )0 SOl1U

4~ e ~.

In particolare, se K2 e singolare di specie 4 allora O è

speciale ed lia per direttrice la retta r, intersezione 

fondamentale, ~, di ~~ 2 : perciò 1/involutorieta di J(2 p ~y
implica die r appartenga a ~~.

h) K4 singolare di specie 4 ~ ~ geuerico. - In iuestv
caso possiamo pensare 1(4 s&#x3E;&#x3E;i&#x3E;ip,&#x3E;xtv nel prodotto d  quattro K~)
i cui ")4 rappresentativi s’ intersecano nella retta r, a cui s~ ap-

pog~;jano gli ~..~3 di K4. Si "’ cos  ricondotti al trattato ue~

n. 68, per cui si conclude: 7B4 4 e 

K2 ln n K4 

c) K2 singolare di specie 4 e K4 generico. - 
.sorto se /’ ."’3 Q, ni 7~ "1’.’

K4.
Infatti, essendo K2 singolare di specie 4, possiamo pensarlu

scomposto nel prodotto di che indicheremo con I~; , 7~’,
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i cui S4 rappresentativi ~~", ~~" s’ intersecano in ~t Allora la

condizione d’ involutorietà di /(2 e traduce nella condi-

zione d~ invoiutorietà di ~ii e [(5 = ~T~ - K4.
Orbene, per quanto visto nel u, 67, ~; e Ii 5 sono iu-

voiutor , passa per il centro U rle~r iperRteHa ~nu

dalle considerazioni svolte al ~ . 61 a proposito del prodotto 1’ un

Il l per un 1B4’ U g-iaee’ in Q", essendo esso il centro (leI1’ iper~
stella di 83 determinata dal cornplesso inrlotto in ~~" da A4"
Dunque e K4 invoi ntorî, se K2 può venir scomposto
in due Ki tali che i loro iperpiani rappresentativi ié" si

tagliano in [1 r tali lIl(1~~:I’E’ che i centri dei compiessi 
in essi subordinati da 1(4 giacciono in ~t qupstu 
solo qiiaiiit&#x3E; Ét appartiene a K4, allorfl, cundotto un

iperpiano qualunque ~~’ per ~t il i~ del ivi ~~~bnl’

dmato, ~;iacw in ~~ stesso. ,

70. - Due I~~ e un /(4. - Siano 7~~, i cc)mplc’~~1
considerati e ~" g-li ipcrphu~i che rappresentano i due 

per In proprietà associativa dei prodotto di p,on1pJfBR~i lineari la

condizione d’ involutorieta t’ercata si traduce nella condizione

d’ involutorietà di K4 e /(2 = li; - Ii í ‘. Perciò, essendo /(2 il 1
complesso (sii&#x3E;gnlare di specie 4) deg-li ’’)1 apportati iill’ .’)’3
11 ---- (~r, Q"), p~ si riconduce ai caso e) del numero precedente.
:40 ne deduce che la ti’ rhe

----- (~r, A’4.

ie equazioni dei due K3 1Ll questione. Cul ricorso alla notazicne

differenziale simbolica e tenendo conto delio convenzioni, con

cui nei 11. 51 abhian~o stabilito di scegliere le venti coordinate

’~I’:1W Itl~itlilliill(’ 1~’ lltl piano in 85, Ja condizione cI~ iílV~l~utur~età
dei due o allora data 
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ove, in base alle convenzioni citate ~lel n. ~1, le due terne

complementari d’ indici i 1~ 1, Il p devono essere tali che
risulti nna permntazione pari dei numeri 1, 2, 3, 4,

5, 6. Si trova cos  per 1’ i voltitorietà di due I~3 in S 5 una

condizione analitica analoga a clnella di per due K1 in Å.~3.
In particolare, ce uno dei due K3 P speciale, la relazione

d’ iniTolutorietà (1) esprime che il piano direttorP del complessu
specialè appartiene al complesso 110n speciale; mentre, se en-
trambi i I~3 sono speciali, la relazione (1) esprime la cond

zione d’ appoggio dei loro piani direttori. 
°

Alia condizione d’inBTolutorietà di rlue 1~3 in .B’5 p0SSianlL&#x3E;
dare un’altra interpretazione tI’~lsl)llI’tall(.IOCI ov’’ è immersa

la grassmanniana Fg dei piani di .5;,. A tale scopo ricordiamo

come nel o. 51 s’eera trovato che la condizione d’incidenza di

in ~)5 si può esprimere ~nediante la relazione:

la quale, interpretata nell’ &#x26;.~]~, ci dà la relazione che lega le coor-
dillate X, Y di duce punti coniugati in un sistema nullo 1B.

di i 

I ii base a questo risultato dimostriamo che la 

di dite I~3 iu .’-’;1 io alla co»rl~,~tom

di corairc,gio nel nullo 1~T dI’i .)19, ror.

~i 

Per questo notiamo (che, se nella (2) pensiamo tisse le 

variabili le Y, essa ui rapp~’e~rnta iii .)HI u  iperpiano, per cui i

si vede che i punti ~’T, coniugati 111 ;.Bf d’un 1)lillt0 fisso X, ;a.

riano in Illl ~p coordinate ptuckeriane dai questa’

iperpiano sono i coefticienti r nc!!a (2), abbiamo cioè:

Ora la condizione di coniugio di due 
al secondo appartenga il plltlt0 ~i~ omologo del primo, cioè che

valga la relazione :
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la quale, in furza delle (;), diviene:

]Ia questa forru~~]a, interpretata in ’B5’ ci esprime appunto
la condizione d’ involutorietà dei due complessi K3, ic cui equa-

zioni, coi ricorso allo convenzioni stabilite nel n. 51 siilla scelta

de te cuurdinate grassmanniane d’un ’’-,’2 in S5, sono :

Resta dunque provato quanto&#x3E; volevasi dimostrare..

72. - i’re K, c un 1~3. - 5ienu IL’1, .Kí’, h’3 í con1-

plessi in questione e S~’, Q", 2"’ gli ,5~ rappresentativi dei tre

K,. Per la proprietà associativa del prodotto di complessi lineari

il prodotto 7~ - T~g si riduce al complesso A~ ~3~il prodotto K~’ - 1. ~. 13 si riduce al complesso K3 ~ 
ove .K3 = I~i ~ ki~ ~ Kí". E 5iccume I~3 è speciale, la-condizione
d’ involutorietà di f~", ~ si traduce nella condizione

di appartenenza a I~3 del piano ro = (5~’, S~", S~"’).. ,

In particolare, se K,, è speciale ed (o è il suo piano direttore,
la (,-o idizione cl’ involutorietã cercata è la condizione drappeggio
di i w a é.

73. - Uu Ull K2 e un I~3 . -. Sempre per la proprietà
associativa del produttu di complessi lineari possiamo affermare

che i complessi ff. sono involutor  se 1’ iperpimo, che

t~appre5enta appartiene all’ iperstella ks - o determi-

nata iii base alle considerazioni fatte al n. 63.

’ 

74. - K2. - Anche per la ~unciizione d’h~ vuluturietà di

tre complessi Iilieari di rette, K2’, h.’2~‘, ui si riconduce arl

un caso già trattato, notanndu che il prodotto dei trp Ì~q ~~, ad es..

uguale al prudottu ~1i k2 per K, = AQ" . A§",


