
RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITÀ DI PADOVA

MARIA STELLA LI CHIAVI
Sulla rappresentazione conforme delle aree
pluriconnesse appartenenti a superficie di Riemann
su un’opportuna superficie di Riemann su cui
siano eseguiti dei tagli paralleli
Rendiconti del Seminario Matematico della Università di Padova,
tome 3 (1932), p. 95-127
<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1932__3__95_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Università di Padova, 1932, tous
droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Università di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1932__3__95_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SULLA RAPPRESENTAZIONE CONFORME DELLE AREE

PLURICONNESSE APPARTENENTI A SUPERFICIE DI

RIEMANN SU UN’OPPORTUNA SUPERFICIE DI RIEMANN

SU CUI SIANO ESEGUITI DEI TAGLI PARALLELI

di MARIA STELLA LI CHIAVI a Li l’or no

P~~e~uessa

P. KOEBE, in una sua Memoria (~), trova tipi di aree

caratteristiche (beninteso piane) su cui dimostra che sono rappre-
sentabili conformemente e biunivocamente le aree piane pluricon-
nesse. Limitatamente a un sol tipo di area, lo stesso resultato era

stato ottenuto del Pruf. Cecioxi nella sua Memoria: Sulla rappre-
sentazione conforme delle aree piane pluriconnesse su un piano
su cui siano eseguiti dei tagli paralleli (Rendiconti del Circolo

Matematico di Palermo t. XXV - 1908). Questo tipo di area è

il Vo tipo di aree caratteristiche considerato da KOFaeE.
Tali risultati sono di una notevole importanza ; essi facilitano

il eO~uputo dei moduli - permettono anzi di eseguirlo diretta-
mente, in modo da poter poi ottenere attraverso la classica teoria
dello SCH011TKY (~) da proprietà della rappresentazione conforme

di aree piane pluriconnesse proprietà di geometria birazionale

delle curve algebriche.
Tenendo presente allora che la ricordata teoria dello SCHOTTKY

è stata estesa dal Prof. CECIONI alle aree appartenenti a super-

(1) KORBR, ~bhccndlzc~ayen ’Xur Theorie der Koiiformegi Abbildung ITT. -
[Acta Mathematica, t. XLI (1918) pp. 305-344].

(~) ScnoTTKY, ~’c (‘’) SCHOTTKY, Ueber die konforme Abbildung mehrfaeh xusammenhän-
gender ebener Fliichegi. - [Journal fiir díe reine l1nd angewandte Mathematik,
t. LXXXIII (18?7~, pp. 300-351].
7 * 
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ficie di RIEMAXS, si comprende eon~e sia interessante poter otte-
nere per le aree appartenenti a superficie di RiexANs un resul-
tato analogo a quello sopra ricordato per le aree piane.

Questo appunto è il problema che mi propongo e che, limi-
tatamente a un solo tipo di aree, risolvo nella prima parte di

questo lavoro, ottenendo il risultato seguente.
Qqni appartenente ad una riema~ar2iczna plicric~on~ces.sn,

dotata di p --r- 1 di ordine di connessione J..B~=2o+ 
P rapp -esentabile eon forriteme~atP e bi~coinoeamente sit 

luna riemanniana di genere a formata di 2cra 1l11rnerO 1 - 1l1l-

n cero picrehè &#x3E; a - di fogli piani l’ zcno
all’altro sezioni di diramc~xione), sulla quale siano

eseguiti p 1- 1 tagli paralleli.
Ciò che vi i è di nuovo in questo risultato è appunto la puro-

prietà relativa al numero 1 dei fogl i, perchè la prima parte era
già contenuta, per 1 convenientemente grande, nei risultati dello

SCHUTTKY e del CECIONI.

Devo qui ricordare anche il lavoro del Dr. T. SALYE~IIXI (3~,
che mi è stato molto utile,e a cui più volte mi riferisco.

Servendomi di quello che ho prima dimostrato, con consi-

derazioni minutamente svolte in questo lavoro, riesco a stabilire -
attraverso metodi della rappresentazione conforme - un risultato
riguardante le curve algebriche reali, che mi sembra nuovo e

di un certo interesse.

I.

Le fnnzioni ~
su appa~~tenenti a superhcie di Riemann.

1. - Si abbia una superficie di RIKMANN (ordinaria) 1 che
pensiamo constituita nel modo ben noto, da un numero finito di

fogli distesi su un piano, riuniti gli uni agli altri da un numero

(B) T. SALVEMINI, rappresen~a~,ione con forme alle ai-ee piane plu-
riconnesse su una superfcie di Riemann di genere xero su cui siano es:-
guiti dei tagli paralleli. - [Annali della R. Scuola Normale Superiore di

Pisa, el. di Scienze, fis., mat. e nat., Voi. XVI’ - fasc. IV].
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finito di sezioni di diramazione in modo da formare una super-
ficie connessa. Sia ~4 uu’ area appartenente a detta superficie, e

supponiamo che il contorno di A sia formata da p -~- 1 contorni

parziali Lo ..... Lp, ognuno dei quali composto di un numero
finito di archi di linee regolari analitiche, e che o siano le re-

trosezioni interne (’) ad A. Diremo allora funxiolle della specie
~ (5) xelatiz~a A una funzione analitica definita nell’ in-

terno e sul contorno dell’area, che soddisfa alle seguenti proprietà :
I. - Su ognuno dei contorni Lo ..... Lp ha costante la

parte immaginari.
II. - È regolare in ogni punto interno e sul contorno di

A rispetto alla variabile principale nell’ area considerata (~).
III. - Ha nell’ area periodi tutti reali.

2. - Esistenxa delle ~.
’ 

L’esistenza delle funzioni 4&#x3E; vien subito, coi consueti pro-

cedimenti, dai teoremi sulla risolubilità del problema di DIRICBL.ET
per aree appartenenti a superfici di RIKMANN (’).

Dati certi valori ?b ..... i ~ p , che la parte im-

maginaria della funzione dovrà assumere ai contorni Lo ..... Lp ,
e assegnati pure ad arbitrio i periodi relativi a giri lungo i cicli

a~, delle retrosezioni, è determinata in modo unico da que-
ste condizioni una funzione armonica, continua anche in ogni
punto del contorno. ’

I periodi - essendo arbitrari - li assegno tutti =0 come è

necessario, in base alla condizione III della definizione : Sia w

(4) CECIONi, Sulla rappresentazione con forme delle aree appartenenti
a superfici di Riemann. - [Annali delle Università Toscane, Nuova Serie,
Voi. XII (1928) pp. 33-35].

(5) Queste funzioni, insieme con altre, sono ormai classiche, dopo la
Memoria dello SCHOTTKY, nello studio della rappresentazione conforme delle

aree piane pluriconnesse ; qui vengono considerate anche per le aree appar-
tenenti a una Riemanniana. Esse corrispondono (cfr. I, 4) a integrali di
la specie.

(6) CzcioNi, ~. c. 4), p. 43,
(1) PICARD, Trazté [Paris, Gauthier-Villars, 1905], t. II,

chap. XVI, e anche CKCIONI, 1. e. 4) p. 37.
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la funzione armonica che ottengo: è determinata allora, a meno
di i una custante reale additiva, la funzione coniugata u.

La è allora una. funzione analitica su
~ (si indica con 22 la superficie di RIEMAXK sostegno dell’ area

considerata), regolare in ogni punto interno o del contorno di

A (~) ; essa presenta periodi reali ai tagli ah bh delle retrosezioni

e per giri avvolg-euti i contorni Lo ..... LP ; la sua parte im-

maginaria prende sui contorni i valori assegnati 
La nostra funzione - pienamente determinata dalle costanti

l ,r, ..... i ,~ -- soddisfa dunque alle condizioni poste.

3. - Proprietà dPlle fant.ioni 1&#x3E;.
Non sarà inutile far notare a questo pulto che a volta a

volta conviene riferirsi ora alla variabile complessa sui fogli i della
riemanniana ~, (ricordare elie 1 si pensa costituita da un nu-

mero finito di foglio piani distesi sul piano della variabile com-

plessa) ora alla v ariabile t su E, ora alla variabile principale
relativa ad A. Chiamerò sempre z la variabile complessa sui fogli
di ~, t la variabile su E e per i punti del contorno, 6 la varia-

bile principale relativa al contorno dell’area, riserbandomi di chia-
rire a tempo e a luogo, quando l’ uso delle dette variabili dan-

neggiasse la chiarezza dell’ esposizione.
a) Quando il punto variabile P percorre nel verso

positivo la linea Li (i = 0, 1 ..... p) la 4&#x3E; aumenta di un pe-
riodo reale, che è lo stesso se I’ invece di Li percorre un qua-

lunque cammino chiuso che per deformazione coutinua sull’area
A si riduce a Li : detto periodo si dirà il di 4Ù, relativo
a Li . Si ottengono cos  p + 1 periodi. Restano da considerare i

periodi relativi alle a retrosezioni interne ad A. È chiaro

il percorso delle linee ah e bh porta per la ~ dei

periodi, reali per definizione, dunque, (variando h da 1

a a) si ha per la nostra funzione 4&#x3E; un numero totale di pe-
riodi : 2a+(p+l).

b) Detti periodi possono essere tutti nulli.

(~) LECIO:~’I~ 1. C. ~~, p. 43.
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Premettiamu uu (9).
. Sia F una funzione che goda delle seguenti prop;ietà, nel-

l’area A considerata :

I. - sia monodroma in A.

II. - abbia nelI’ interno un numero finito di poli.
III. - in tutti gli altri punti interni (rispetto alla 

bile t) sia regolare.
IV. - sia regolare poi ri.’;;petto alla z~ariabile ~noacipale

nei pu nti del 
’

~T. - i valori che assume sul contorno siano tali che

considerati due valori a e b che non siàno presi sul contornu,
una variabile complessa 1l possa andare con continuità da cr 

in modo che il modulo della differenza f’ra cc e i valori di F al

contorno non scenda mai al di sotto di un certo numero posi-
ti vo ò.

Dico che tale fiinaioiie assante nell’ interno di A ogni
1.alore che prende sul contorno lo stesso di rotte,
e preoisa~nente tante c~olte quante diventa i jyi rzi ta.

La dimostrazione - che non sto a riportare per disteso -

differisce da quella del Prof. CEc~oNI CO) solo in questo. Nel caso
delle aree piane, per applicare la formula dell’ indicatore logarit-
mico, che richiede la ~~e~olccrttcL nell’ interno e srcl co)2t~j’nU del-

l’area, basta escludere i punti angolari del euutoruo ~nediante

convenienti intorni. Qui it»-ece dovremo escludere anche i punti
di diramazione situati sul cuntornu : si ottiene cos  un’ area A

in cui la F è regolare (eccetto, naturalmente nei poli). Il resto

del ragionamento è identico.

Viene da qu  immediatamente che una fun~io~ce sod-

disfi alle condixioni s2cddette si riduce, se ii poli, (t una

costante.

Segue allora che i periodi di una ~ non possono
es.sere tutti nulli.

(~) Tale lemma, per le aree piane, si trova in CECIOXI, sulla rappresen-
conforme delle aree piane plu1.iconnesse su ’un piano tagli

[Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXV (U)08)],
pp. 3-4.

(1°) L. c 9) .
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Tale funzione infatti soddisferebbe a tutte le condizioni del
lemma precedente e sarebbe per di più priva di poli - si ridur-

rebbe perciò a una costaute.

c) La somma dei (p+ 1) periodi di una 

a .giri lungo i contorni è = 0, come nel caso del piano.
Infatti, immaginiamo eseguiti i tagli lungo le a retrosezioni

interne ad A : A diventa un’ area A pseudosemplice (’1) con

contorni. Ora i periodi relativi a giri lungo le retro-
sezioni clmplete sono nulli - dgui retrosezione implica infatti il

percorso di ciascun taglio ah e bh due volte in senso opposto -
cosicchè in A la funzione ha soltanto i periodi (reali) relativi ai

contorni Lo ..... Lp. Pei~ciò, essendo A pseudoseu~plire, risulta
dimostrata 1’ aflermazione Cl).

d) Siccome i valori costanti delle parti immaginarie
delle funzioni 4&#x3E; sui contorni - che abbiamo indicato con

i Ào ..... i ~ p - sono arbitrari, possiamo considerare quelle par-
ticolari funzioni ~ che corrispondono a ~~~ = À~ _ ... _ =

= Ài+~ ... = Àp = 0, Àï = ~ (i = 0 ... p).
Le indicheremo con Di . Se 4b è la più generale funzione

della specie 4&#x3E;, che assume al contorno Li il valore i ~~ (i =o..... p)
si ha, per essa, come nel caso delle aree piane (’~)

(11) CH:CI01I, 1. c. ’), p. 32. Cos  il Prof. CEcioxi traduce la parola
usata da KOFBF, si dice pseudosemplice un’ area tale che

ogni linea chiusa, tutta interna ad essa, ne rompe la connessione. Per un

teorema noto [KoFSE, Ueber die Uni formisierung der Algebraischen. Kurven,
II (Mathematische Annalen. Bd. LXIX pp. 1-81)] ogni area pseudo-
semplice è rappresentabile conformemente e (anche al contorno) biunivoca-

mente su un campo piano a un sol foglio.
~1~) CECIONI, 1. c. 4) p. 53. Ivi 1’ A. dà per le funzioni H una dimostra-

zione quasi identica a questa, della stessa proprietà.
(~3) Seguo passo per passo lo studio delle funzioni 4t(’t) relative ad aree

piane esposto dal prof. CEcioNi : ~S’opra alcune questioni attinenti alla racp-
presentaxione conforme delle aree piane piane pluri.connesse e applicctxionz
alla teoria delle curve algebriche di genere p con p + 1 circuiti reali,
e specialmente di quelle iperellittiche. [Litografie (1925)].
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l’ esistenza delle retrosezioni non porta alcun inconveniente es-

sendo i periodi reali per definizione.
Se sapponiamo ~~ _ ~ (i=0, 1 ..... p) è, come si vede a

priori, 16 = iÀ + costante reale ; dalla (1) abbiamo allora

e la (1) diventa :

Nel modo suddetto, sempre a meno di una costante reale addi-

tiva, si possono ottenere p + 1 sistemi di funzioni i

Ad uno qualunque di essi daremo il nome di fonda-
ineittale normale di funzioni ~.

e) La funzione 4$; ha in A dei periodi relativi a giri
avvolgenti i contorni Lo L1 ..... Lp e presenta pure dei periodi
relativi a giri lungo i tagli ah e bh delle retrosezioni (h = 1.... a) -
tali periodi sono tutti reali per definizione. Indichiamo con

(Ú) (l) ..... i periodi relativi ai contorni, e con a(’)ro~ OOi ... ’.. t L pe~~o ~ re at~v~ a~ con orn~, e con t ,.. - ,

a)°) , ~3~1~ , ... , ~3~a~ i periodi relativi a giri lungo i tagli ah e bh.
Tali periodi sono in numero di 2 a + (p + 1) ; ma come si è pre-
cedentemente dimostrato esiste la relazione

che mostra che fra i periodi relativi ai contorni ciascuno è

uguale alla somma degli altri cambiata di segno. Onde ogni
fanzione 4Y, i possiede solo 2 a + p periodi indipendenti.

Si possono considerare dunque p + 1 rnat’rici dei periodi -
una per ogni sistema fondamentale di funzioni ~ :



102

f ) Una matrice normale dei periodi è sempre rettango.
lare, come è chiaro, in un’area non pselídosemplice (a &#x3E; 0).
Dico che essa ha la caratteristica 1nassi1na p.

Se infatti tutti i minori di ordine p della matrice sopra
considerata fossero nulli, esisterebbero dei numeri non tutti nulli

ao , a~ , ... , C-r-1, a,.+1, ... , op tali che

ed esisterebbe quindi una funzione 4$

monodroma in A e priva di poli. Ora una tale funzione, per il

teorema prececentemente dimostrato non può esistere, o si riduce

a una costante ; e costante non può essere perchè é reale Slt L,.
e, se per esempio ah # 0, non è reale s2c Lh .

La caratteristica della nostra matrice è dunque effettiva-

mente = p.
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jj) Da questo segue subito, come nel caso delle aree

piane, che’ le f~crazioni di sisterna foridccn2enttcle reormole di
~ sono linearmente indipendenti.
h) Se i valori costanti ~o... che la parte imma-

ginaria della funzione 4Y che si vuol determinare, dovrà assu-

mere ai contorni Lo ... sono tutti uguali, la funzione si

si riduce ad una costante.

4. - delle f rcri.~iorai ~ siilla niemrzriuicz~2~

corrispondente all’ area A .

a) Si sa dalla teoria dello estesa ad aree plu-
riconnesse appartenenti a superficie di RIEMANN (’4) che ad una
tale area corrisponde nna classe di curve algebriche (cllrre ert-

iri-iducibili,, reali, di genere 11 = 2a + y,
che presentano il i caso ortosin~~netrico ed hanno p + 1 circuiti

reali, in corrispondenza ai p+1 contorni dell’ area ; corrisponde
cioè una superficie di R~E)IAXX ortosim~netrica, di genere 
con p + 1 linee di sin.metria. Il numero di queste linee è, nel

nostro caso, certo minore di p -f- 1, perchè si tratta di aree non

pseudosen~plici - e si sa che alle aree piane, e a quelle sole,
corrispondono le superficie di urtosin1metrirhe, con p + 1
(il massiino nutnero) circuiti reali.

Sia dunque y(u, u) = 0 una delle curve caratteristiche di A
ed R la corrispondente riemanniana. Prendia~no in esame una

qualunque funzione della specie 4l, e sia 1&#x3E;, e la funzione
che è della specie Il (’5). Escludiamo in un primo momento da
A i punti di diramazione e i punti angolari del contorno, aspor-
tandone degli intorno i convenientemente piccoli ; nell’ area A’ cos

ottenuta il quoziente

è evideutemente funzione monodroma, regolare, incluso il con-

torno, tolto al più un numero finito di poli. Consideriamo poi

(14) CECIONI, I. e. 4).
(15) CECIO1~I~ 1. c. 4), pp. 46-47.
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uno degli intorni asportati, sia cioè r : l’intorno di un punto ~c

- a punto di diramazione o punto angolare del contorno. - In-
dichiamo con c la variabile principale nei due casi. In tal caso

A,.. f".. d..1 
. ~~ 

d IL4~ e ii sono funzioni di c e il è espresso dalla
,~~

in tutto 1’ intorno 1’, anche (ove può avere un polo, in-

~ è re J. in tutto L’ h er ~c O -quantochè è regolare in tutto r anche per r === O, ’ 

è regolare eventualmente infinitesima, o ha al più un polo per t=0;

uindi l d ~ è regolare in tutto r o ha al iù un olo ia a .d2~ ~ P P )

Ora se prendo un punto c di r diverso da a, è chiaro che in un
conveniente intorno di esso le due espressioni

coincidono ; essendo c un punto qualunque diverso da a, la

variabile in c è z - a. Dnnque in tutto r, eccetto che in a, le

due espressioni (2) e (3) coincidono. Ma allora, per le proprietà
delle funzioni analitiche, nel punto a la (3) dà il prolungamento
analitico di (2).

Cosicchè ?~ tutta l’ area A il quoziente è regolare,t1 ic g ,

t lt ti. d. L : . 

lt 
... ~ .

tolto un numero finito di oli ~ inoltre 2013,2013 è funzione mono-’ ’ d2c

droma in A ed è reale in tutti i punti del contorno, come si
vede subito, tenendo presenti le proprietà delle funzioni I~ e

delle 4&#x3E; (16). Ora tali proprietà definiscono appunto le funzioni K.

La d 4&#x3E; è dunque una funzione K e, come tale, è esprimibile
u 

q ’ ’ p

razionalmente e a coeffcienti reali, per u e v. Si ha dnnque

(’s) CIWIOXI, 1. c. ’~), pp. 46-47.
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dove z~) è una funzione razionale a coefEcienti reali. Ne

segue

dove i~tíef~ianzo che 110 e vo reali.

Interpretando le ~ si ha cos  un sistema di integrali
abeliani.

Ricordiamo ora che la h’ si trasforma in sè per la simme-

tria u’ = ú, t" = ti (il co iugio : ù e -v rappresentano rispetti-
vamente i co~uplessi coniugati di u e v (~)). La (4) ci mostra

allora che il valore che la assume in un punto
(M, 2~) di I~, corrispondentemente a un certo cammmino d’inte-

grazione che ad esso conduce da (u° è complesso coniugato
di quello che essa assume nel punto simmetrico tu, v ) corri-

spondentemente al cammino simmetrico. Le ~, interpratate su R,
sono dunque prive di singolarità su tutta la R - sono quindi
i~ate,gr~cli abeliani di .specie, aventi la parte immaginaria
costante di ciascuna linea reale di R. - Viceversa ogni integrale
di la specie che goda di ques~ ulti~ua proprietà, diviene in j4

una funzione della specie 45 CB).
by Un sistema 4bo P1 ... ..... ~p dà, inter-

pretato sulla riemanniana, p integrali di 1 a specie linearmente

indipendenti. Nel caso delle aree pseudosemplici (p ~ p) il CI£CIONI
ha wostrato (19), e lo si vede subito; che si ottiene un sistema

(17) KLEIN : Flcichert - [1,eipzig, Teubner, 2"r Abdr. (1906)
(litogr.)], II - pp. 133 e seg.

(i8) Questa dimostrazione è la stessa data dal Prof. CECIONI nella sua
Memoria litografata citata in 13) per le funzioni 4» in aree piane. Che la
dimostrazione valga anche in questo caso si vede pure dal fatto che in essa
1’ ipotesi che la superficie abbia p + 1 linee di simmetria, o un numero

minore, non viene adoperata affatto.

(19) CFCI0:1I~ L. c, 13) pp. 25-28.
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di integrali normali di la specie relativi a un sistema di retrose-

zioni di WEICHOLD (20). Nel caso attuale (p C p~, le stesse consi-

derazioni mostrerebbero che si ottiene dalle 45 un sistema di

integrali di la specie, formato da un numero p Cp di ititegrali,
che sono poi normalizzati solo parzialmente - e ciò è ben natu-
rale, quando si pensa che le linee reali sono in numero di

· 
,

Il. 

Premesso questo studio sulle funzioni 4Y andiamo ad anron-

tare effettivamente il problema.
Sia data un’ area A appartenente a una superficie di RIE11AXX

1, dotata, come sopra, di p + 1 contorni e a retrosezioni interne;
supponiamo che ognuno dei contorni Lo ..... Lp sia formato da
un numero finito di archi regolari di linea analitica, il che Èe

necessario per la dimostrazione. Voglio dimostrare che essa è

rappresentabile biunivocamente e conformemente su una conve-

niente superficie di R, di i, composta di un
certo numero 1 di fogli piani, per ora iudetern~inato, e dotata di

p + 1 contorni mediante dei tagli paralleli - tutti situati a di-

stanza finita - e si può anche supporre che uno dei tagli, per
esempio quello corrispondente a Lo sia situato sull’ asse reale.

Pensiao~o inoltre che non vi siano diramazioni all’ inf nito.

Supponiamo che A sia ef’Fettivameute rappresentabile su una tale
riemanniana : esiste allora una funzione w (21) dei punti di A

che effettua la rappresentazione conforme. Essa deve godere delle
seguenti proprietà :

I - deve essere monodroma in A.

II - deve avere dei poli del 1° ordine soltanto in un certo
nuinero 1 di punti interni ad A (1 è per ora i~~detern~inato)
al ..... ~rl con certi rispettivi termini i d’ i nfin i to :

(~~) gLRIN, I. c. ~7) pp. 254 e seg. 
’

Non i ndico la variabile per togliere di mezzo ogni possibile confu-

sione fra la variabile x sui fogli della riemanniana l1, la variabile principale
8 in A e la variabile T c su ~. Mi riserbo però, quando sia necessario, di
introdurre 1’ una o l’ altra delle suddette variabili.
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se n~ssu~~o dei puuti al ..... al è punto di diramazione o punto
. .a11’ infinito. In tal caso, se cioè il punto ai fosse punto di dira-

mazione o punto all’ infinito, invece in {~4) va messa

la variabile nel punto ai .

III - deve avere la parte immaginaria costante sui con-

torni, in particolare nulla su Lo .
I)i n~ostriamo prima di tutto l’esistei za di una tale 

zione (2
Preudian~o in .1 1 punti al (che saranno poi i poli

della funzione da costruire) e determi~~ian10 un integrale abeliano
di 2a specie, relativo a S (la riemanniana sostegno di A)
R = che abbia in quei punti le singolarità stabilite dalla
II proprietà coi coefficienti l11s + ins scelti ad arbitrio, non abbia
in A alcune altre singolarità e abbia poi tutti i periodi reali.

Consideriamo poi quella funzione armonica., determinata e

continua in A che assume sui contorni i valori stessi che assume

IT e ammette ai tagli ah 1noduli di pe14iodicità tutti 

(h = 1, 2 ..... a). Sia poi f quella funzione analitica su ~,
determinata a meno di una costante reale additiva, che ha come
coefficiente del~ irnn~ag-inario tale funzione arlnonica ; e conside-

riamo finalmente sii E la funzione analitica

essa è reale e finita sul contorno, diviene infinita di 10 ord~ne

soltanto nei punti a, (s = 1 ..... l) interni ad A, coi termini

d’infinito (A), ed ha 2 a periodi reali, indipendenti, corri-

spondenti a cicli lungo ah e bh e lungo p qualunque dei con-

torni Lo ..... Lp . Gode dunque di tutte le proprietà caratteri-

stiche delle funzioni H (~3).

($~) La dimostrazione che segue, concisamente iipoitata, non è altro che
la dimostrazione di esistenza delle funzioni H, che trovasi in CEcio.Ni, L.

c. 4), pp. 47-49.

~~3) CECIONI, L. c. 4)~ p. 47.
8
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In particolare, determiniamo nettarea ~ col procedimento
ora svolto, quella serie di funzioni ~ = (s = i ...... 1) che

hanno ciascuna un sol polo nel punto 08, con relativo termine

d’infinito (’4) e poi una seconda serie di funzioni 77~
~ 2013 o~ 

. $

che hanno ciascuna un sol polo nel punto a, con relativo termine

d’infinito 
20132013201320132013. 

-

Consideriamo ora la funzione :

essa è ancora una funzione della specie H - lo sono infatti le

due sommatorie, come combinazioni razionali a coefficienti reali

di funzioni H, e per la stessa ragione lo è la somma totale -

ha dei poli del 10 ordine nei pauti as con relativi termini d’ in-

finito m8 + in8 . È dunque la funzione data dalla 5 : e pos-C) p

sianlo scri;ere :

Ci sarà titile in seguito tener presente la (5’).
Supposta ora esistente una funzione w che soddisfi alle con-

dizioni I, II, III di cui sopra, consideriamo la funzione (~) :

(dove H è data dalla (1’~, w è la funzione trasformatrice) ; si

vede immediatamente che essa gode delle segnenti proprietà, :
I - ha nell’ area 2 a + p periodi reali.

(24) Vale anche qui 1’ osservazione fatta sopra : se uno dei punti
a; (i =1 ..... ~ fosse punto di diramazione o punto all’ infinito, al posto di
(z - ai) va messa la ;ariabile principale in ai .

(25) CECIONI, 1. C. 9), p. 6).
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II - è regolare in ogni punto interno dell’ area.

III - 11&#x26; costante sui contorni - in particolare nulla su
Lo - la parte i~u~uaginaria. E queste non sono altro che le pro-

prietà che individuano le funzioni 4Ù, già sopra studiate.
Si ha quindi :

dove con ,i Àk indichiamo la parte immaginaria costante di w su
Là . Per la nostra funzione w si ha cosi 1’ espressione (tenendo
presente la (5’)

La w sarà completamente determinata quando saranno deter-
minate le 2 1 -~- ~ costanti 11ls, n,, À~. Consideriamo allora le

tabelle dei periodi delle funzioni ~1~ , L~s , 
Indichiamo con m)1 (i= 1 ..... p) il periodo

della funzione (k = 1 ..... p) per un giro lungo il contorno

L~ , con Pk (1) rispettivamente i periodi della funzione 4&#x3E;k re-

lativi a giri lan ~o i tagli ah e bh , h = (1 ..... o) confOrme111en-
te alla tabella
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Fccjtzio~ai H’. Le notazioni dei relativi i periodi saranno le

seguenti :

Siccome la w deve essere monodroma in A, dovranno essere sod-
disfatte le seguenti equazioni :
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Ora questo è un sistema di p + 2 a equazioni lineari, omogenee
nelle p + 2 1 incognite À.k , ms , ns : intanto esso è certo risolubile

per 1 &#x3E; cs. Verrà dimostrato in seguito che le (7) sono indipen-
denti per 1 &#x3E; a. È questa 1’ unica limitazione cui deve soddisfare
il numero l, che per ora era completamente indeterminato. Se

dunque abbiamo cura di assegnare un conveniente numero di

poli, possiamo esser sicuri di aver costruito una funzione w sod-
disfacente alle condizioni enunciate (a meno di una costante

reale additiya). È chiaro infatti che la funzione data dalla (6)
soddisfa alle proprietà I, II, III di cui sopra. E di tali funzioni

1l’ ne avremo infinite se 1 non è sottoposto a nessun’ altra limi-
6
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tazione, come vedremo in seguito che accade effettivamente. Pre-
cisamente, scelto ad arbitrio 1 &#x3E; a, e presi, pure ad arbitrio, i
poli al ..... al in A, vengono determinate infinite fixnzioni 4S
in corrispondenza biunivoca con le soluzioni del sistema (7) (più
per ogni 4$ una costante reale additiva).

lll.

Occorre ora diniostrare inversamente che, partendo da una
funzione za soddisfacente alle proprietà enunciate nel n.O II si

arriva effettivamente a una superficie di RIE11ANX R del tipo vo-

luto. A questo sarà dedicato il n.c IV ; nel presente numero
osserveremo invece alcune proprietà (~6) di cui gode la 2a.

‘ 

a; La funzione zv asstt7ne i,¿ A 2?alore che non

prende sul e lo prende ognuno lo stesso di

Occorre notare subito che nelle condizioni che ci hanno ser-

vito a costruire la funzione t,a è detto esplicitamente che i punti
at ..... a~ (in cui la w ha 1 poli del 10 ordine) sono 
all’ area A. Si vede subito allora come questa funzione sod-
disfi alle condizioni del lemma dimostrato al no I, pag. 5. Tale

lemma ci dà allora che la w prende in A ogni valore che non
pt-ende sul contorno tante volte quante infinita - L

dunque, nel nostro caso - avendo la w in A soltanto 1

poli del 10 ordine.
b) della w al contorno.

Sia wo un valore reale o complesso, che la to prende al

contorno. Supponianlo che esso venga preso in certi punti
ai ...... aQ del contorno di A, colle molteplicità rispettiv e
via ..... Vq - il che vuol dire che la funzione diviene

nei punto acz, (i = 1 ... q) infinitesima di ordine vi (1’ ordine di
infinitesimo vien qui computato rispetto alla variabile principale
c nell’ area). Sia poi preso (eventualmente). nell’ interno in certi

punti ~1... P. con le rispettive molteplicità v~... vt. Seguendo

(H) Cfr. proprietà enunciate e dimostrate per le funzioni K in CECI0:~1.
I. c. 4), pp. 54-59.
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gli stessi ragionamenti fatti per le funzioni h’) dal prof. CECIO-

Ni (17) si ottieoe la formula ,

Indicando con il numero delle volte che il valore wo
vien preso da zv sul coutoroo, con i il numero delle volte

che vien preso nell’ ioterno di A, (contando le molteplicità) po-
nendo cioè .

avremo la formula

Se non è preso dalla funzione w sul contorno di A, questa
formula comprende il risultato a).

C) I punti a in ezci diviene di

ordine &#x3E; 1 sono in nitmero finito (~).
"

. ~v.

Mi propongo in questo numero di dimostrare che una fun-

zione w definita dalle proprietà del no 2, rappresenta effettiva-
mente 1’ area A su una superficie di RIEIIANN del tipo voluto.

La dimostrazione può condursi come ’le dimostrazioni di

vari fatti del tutto analoghi che si incontrano nella teoria della

rappresentazione conforn~e.
Si potrebbero ad es. ripetere, con qualche facile ed inessen-

ziale modificazione, i ragionamenti svolti dal Dott. SALVEMINI, al

(17) ¢) , @ pp. 5.5-57.
dimostraztone è sostanzialmente identica a quella (relativa alle

funzioni I~) che trovasi in CECIOXI I. c. 4), @ p. 57.
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n. 3 della l~lemoria citata in ~), in un caso perfettamente ana-

logo all’ attuale.

Anche possia~uu applicare a questo caso, con opportune mo-
dificazioni, il procedimento svolto dal JuijIi in un recente lavoro (~9).

Nello svolgere le seguenti considerazioui mi attengo appunto
a ques~ ultimo 111odo, riserbandomi di ri~nandare al citato lavoro

del J ULIA per tutto quello che iv.i i si può trovare senz’ altro.

1. - della superficie di R (30).
Ragionamenti identici a quelli svolti dal al u. 3 del

lavoro sopra citato, ci permettono di costruire la superficie di

R, in corrispondenza biunivoca senza eccezioni, con-
forme con eventuali eccezioni ai punti di diramazione e ai punti
angolari del contorno, coll’ area A, per mezzo della funzione

trasf~rn~atrice 2~ costruita al n. Il del presente lavoro.

2. - generali di R.
a) N un1ero dei fogli e punti di diramazione.

Come s’ è visto al n. III, a), di questo lavoro, la funzione

/r prende in un punto di A un determinato valore, che non

prende al contorno, (osserviamo esplicitamente che qui conside-
riamo i valori presi dalla 2v nei punti interni ad A ; i valori

presi nei pullti del contorno verranno considerati a parte) preci-
s&#x3E;iinente 1 volte. Ora per questa sua proprietà e per i ragiona-
menti svolti in 1, la w associa ad ogni punto di A 1 punti della
superf cie di R~KBIAXX R. Si può pensare che gli 1 punti suddetti
non siano sullo stesso foglio del piano w, ma ognuno su un
foglio diverso e coincidano solo in proiezione. Ne viene, in de-

finitiva. che la ~ è formata da 1 fogli i semplici connessi 1’ uno

~2s) G. JULIA, Sur la répresentation conforme des aires m~.cltiplenaeiat
coiinexes. [Annali della R. Scuola Normale Superiore ~ii Pisa, Cl. di Scienze

fis., mat. e nat., ~Tol. I della II Serie, fase. II].
(30) Qui " superficie di RIEMANN , non ha il significato che ha in tutto

il resto dei lavoro : la frase è usata (come dal JumA nel L. c.) per signifi-
care un campo a più fogli (diramati), dotato di contorno. La R’ che trove-
remo fra breve sarà poi una superficie di R~E~lA~K ordinaria ; non possono

dunque nascere equivoci.
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all’ altro al modo solito mediante le sezioni di diramazione.

I punti di dira~na~.iorae di R corrispondono biunivocamente ai

punti di A in cui la w prende un determinato valore un numero

d. L L L. t........ h 
dit 

O Ldi volte l l ai punti l cioè in cui si ha - 0 e che comep x

si è già dimostrato al n. III, c), di questo lavoro, sono in nu-

mero finito.

h) Contorni di R. della R.

Innanzi tutto osserviamo che, poichè R è in corrispondenza
biunivoca senza eccezioni coll’ area A, ai contorni di A corri-

spondono biunivocamente quelli di R.

Siccome, per definizione, la w ha costante il coefficiente del-

1~ immaginario S171 contorno Lt(%==0...p), mentre in A il punto
variabile P percorre uno dei contorni Li , il punto corrispondente
in R, W, si muove su una linea Ài (i = O..,P), fitiita perchè i

poli della funzione sono stati presi tutti in punti interni ad A,
la quale, in proiezione, occupa un segmentu parallelo all’ asse

reale, di ordinata = ki. Quando P percorre il contorno Li,
completamente e senza cambiar senso, 111 si nmove su 7~~ e finisce

per tornare al punto di partenza, passando cos  per ogni posizione
almeno due volte., o meglio, più in generale, uu numero pari dir

perchè può darsi che sulla linea X* giacciano eventualmente

t. W . d.. ,I. . 
d u~ 

O 
..

punti l W corrispondersi a puilti di A in cui dz = 0,, punti in

cui può darsi che s’in verta il senso del ~~~ovi~nento di W. Ciò

è in armonica col fatto, già dimostrato (31), che un determinato

valore è preso dalla rv nel complesso dei contorni un numero

pari di volte. Gli estremi delle linee Àt, essendo punti cIi i mas-

simo e di minimo per la parte reale della sono certo fra i

punti suddetti : può darsi che altri ne cadano nell’ interno, ma
ciò accadrà precisamente un numero finito di volte, per quanto
è stato dimostrato al n. III, c), e richiamato in a). Ora, ogni

tratto delle linee Àf compreso fra due unti in cui d2c = Q èp p d~ -- 
,

un tratto di crescenza o di decrescenza per la parte reale di i 

(31) Cfr. n. III b).
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per quello che si è detto prima, si può concludere che ogni linea
7~~ può dividersi in un numero finito di tratti, ciascuno di ere-

scenza o di decrescenza, in modo da far corrispondere a ogni
tratto di crescenza uno di decrescenza coincidente in proiezione,
(del resto poi arbitrario). Dimodochè, saldando ognuno dei detti
tratti di crescenza col c corrispondente » di decrescenza opposto,
veniamo ad esaurire completameute ogni linea ~* . Fseguite queste
saldatitre la R è divenuta un’ altra superficie, che chiameremo
R; e la formula del o. III, b), dimostra che anche nei punti w
corrispondenti a valori presi dalla funzione sul contorno vi sono
1 fogli della nuova superficie R. Questa è dunque una ordinaria
superficie di Ri~~~w. Può darsi anche che le linee ~* non giac-
ciano su un foglio solo di R : e c~ò accadrà certo se su essa

vanno a cadere dei punti di diramazione.

Abbiamo dunque una superficie di RIKBASX R, con 1 fogli,
su cui sono tracciate p -~-- 1 linee X*(~==0... p)-; tagliando la su-
perficie lungo dette linee abbiamo un’ area R in corrispondenza
biunivoca con A.

Per compiere la dimostrazione resta solo a provare che

genere di R è ~ : ciò è quanto vado a dimostrare.
Infatti è

l’ordine di connessione di A. Sia x il genere, per ora incognito,
di R. Pratichiamo un primo taglio lungo una qualunqne delle

linee 1, - con ciò si ottiene una R~ aperta, il cui ordine di con-

nessione è, come si sa dalla teoria della connessione

~se~uendo tutti i tagli si ottiene la ~t di ordine di connessione

perchè ogni taglio (eccettuato il primo) fa aumentare di 1 l’ordine

di connessione. 
-

Si è visto d’altra parte che R e A sono in corrispondenza
biunivoca continua senza eccezioni : deve essere quindi
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e di qui segue subito

Si ha d unq ue :
area, ap~arte~aente a una s2cper ficie di. 

pltcricocaoessa, dotata di p --~- 1 contorni, di ordine di connessione
~’ = 2 a -~- p -~-- 1 è rapprese~atabile, biunivoca~nente e con forme-

su 2cna opportzc~aa supe1.ficie di di ,genere a

(formata da un ~aurnero 1 - numero aí-biti-ario &#x3E; a - di fogli
ljia i) sulla quale sono praticati co~raplessiZ~anaente p+1 tagli
paralleli. Unici eventuali punti eccezioimli sono i di di-

,.alna4-iolle e i pzcnti angolari del contorrao.

~ a ciò non è possibile in generale : verrà dimostrato
rigorosamente alla fine del presente lavoro.

Questo teorema estende, come avevo detto, il teorema di-

mostrato per le aree piane dal prof. CiccioNi nella sua Memoria,
citata alla nota (9).

V.

Interpretazione della funzione t~·a~fui·u~atrice
sulla rienianniana.

1. - Con metodo analogo a quello seguito per le funzioni

~ al 11. I si trova facilmente che cosa rappresenta la funzione w
sulla riemanniana corrispondente alle curve caratteristiche del-

l’ area A secondo la nota teoria dello SCHOTTIiY, estesa dal prof.
F. C~.clo~i alle aree appartenenti ad una superficie di 

Sia g (u, v) = 0 una delle curve caratterístiche di A ed ~~ la
corrispondente riemanniana (3!), e prendiamo in esame la funzione

e la funzione u della specie K. Un procedimento identico a

(32) È da notare che qui ci sono tre riemanniane ; la riemanniana soste-

gno di A - 1 ; la R, sostegno di R ; i la ~S’, riemanniana corrispondente ad
A secondo la nota suddetta teoria.
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quello seguito nel n. I per le funzioni 16 conduce alla formula :

dove è una funxione razionale a coefficieitti reali. Ne

esegue .

dove ito e ~’o sono valori reali. Su ~S’ la lc- è dunque un inte-

grale abeliano.

Osservando poi che la ,S’ è trasformata in sè dal coniiigio
u’ = -U, v’ _-_ v (li e v sono i rispettivi com plessi coniugati di il
e v) la 8) ci mostra allora che il valore che la funzione w - 

assume in un punto (ii, ~’) di ~S è complesso coniugato di quello
che essa assume nel punto simmetrico (ù, v), corrispondentemente
ai cammini d’integrazione, l’uno simmetrico dell’ altro, che ad
essi conducono da (zco i,o).

Ciò mostra come la zv, interpretata su ~S’, abbia solo singo-
larità polari - è dunque un integrale abeliano di 2a specie avente
la parte immaginaria costante su ogni linea reale di S.

2. - Ciò poteva, anche dedursi dalla seguente osservazione :
È, per il modo con cui si è costruita la funzione trasformafrice,

Ora le H sono sulla superficie di RiEMAXN integrali di seconda

specie e si è visto che le 4$ sono integrali di prima specie.

VI.

Computo di costanti
Indipendenza delle equazioni trovate a pag. 111.

1. - Riprendiamo la tunzione trasformatrice trovata al n. II :

essa era della forma :
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dove le lk -- soddisfano alle relazioni di pag. 17 ; ed an-

diamo a eontare i parametri essenziali da cui dipende.
Per individuare una funzione come la w occorre dare i poli

- il 1 che porta 2 l parametri (reali), i coefficienti ),k , 118

~1~ = I... p, s = 1.., l) che danno p + 21 parametri - in tutto

dunque para~netri (reali). Siccon1e poi, moltiplicando la

detta somma per una costante reale, anche la ~e viene moltiplicata
per la stessa costante - onde si può supporre (disponendo anche
della costante reale additiva arbitraria) che il taglino sull’ asse

reale sia eseguito da 0 a 1 - ne segue che, supponendo sen-

z~ altro di aver fatto tale modificazione, i parametri si riducono

a 

Tali parametri però non sono tutti infatti non si

è per ora tenuto conto della prima condizione, cui deve soddi-

sfare la 2f’, la quale conduce alle relazioni di pag. 17. Supponendo
che tali relazioni i si riducano a sole indipendenti, i

parametri essenziali si riducono in definitiva a 4 1 - 2 a- 1 - k.

Si può ora don~andare se da altrettanti parametri dipenda
la totalità oelle riemanniane tagliate nel ~nodo pi i volte descritto,
su cui la A è rappresentabile. Evidentefl~ente non può dipeudere
da un uumero maggiore di parametri, mia non è escllls0 fL prioii
che il numero dei parametri possa esser n~~nore, che cioè infinite

funzioni possano dare la stessa riemanniana tagliata.
Supponiamo che esistano due funzioni w e 1V1 che rappre-

sentino l’ area A sulla stessa riemanniana tagliata. Siano 0), O&#x3E;~

le rappresentazioni conformi effettuate da iv e 

Consideriamo la corrispondenza Essa fa corrispondere
a un punto P di A quel punto pure di A, per cui è

ed è evidentemente una trasformazione conforme in sè del-

1’ area A.

Viceversa, ogni tale trastormazione dà origine a una fun-
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zione che rappresenta sulla stessa riemanniana

tagliata.
11 prof. in una sua Memoria (ae) deàuce dai risultati

i conseguiti che :
Se 2 o + p&#x3E; 1, (’) di tras fornaaxio~ai 

dell’ area iia sè, dalla identica, può esi-
sterne .solo un in alti-e parole.

p.seZ‘oo.seoaplir.i (a = 0) e UILO o due con-
torni possono infinite tras fornaaxiorti coo for»ai in sè.

Possiamo qui supporre sempre ~~:3; non considero infatti
il caso delle aree pseudosemplici, che ha qui poco illteresse, ri-

conducendosi subito ai caso delle aree piane.
Segue dunque da quanto è stato detto finora che nel caso

generale considerato, il tutto che esistano due funzioni u- e w~

che rappresentano 1’ area .4 su una stessa riemanniana tagliata,
non può presentarsi - se si. presenta - altro che Uit 

di volte. Dunque :
Le Rien~anniane tagliate di un prefissato numero l &#x3E; a

(li fogli corrispondenti a un’ area A non pseudosemplici sono

oc~-l-2o+/..

2. - Le sen~plici osservazioni seguenti dimostreranno ora

che le p -~- 2 a a pag. 17 sono effettiva-
’

La rienlat~i~iaua tagliata, R, ha, come si è visto. 1 fogli, è
di genere a ed è tagliata secondo p+ 1 tagli paralleli, di cui

può supporsi eseguito da 0 a 1 : essa dipende dunque da
4 ~l -~- a -1) -E- ~ p parametri reali i indipendenti (3rt).

(33) CICCIONI, I. c. 4), p. 8 1. 
,

(3’) Cfr. § I, 4.

(35) Infatti w =2 (l -f- a -1 ) è il numero dei punti di dirainazione di una

superficie di R&#x26;EMA,%-.-4 come questa (PICARD, I. c. 6), pp. 376 o seg.) Il com-

puto .preciso si fa subito partendo dal tipo di LúROTH : una riemanniana di

questo tipo (a I fngli, di genere a) è formata 1 fogli congiunti 1’ uno

all’altro da una sola sezione di diramazione.; il foglio è congiunto
da a-f-1 sezioni di diramazione. Siccome poi ogni sezione di dira-

mazione implica 2 punti di diramazione si ha 
,
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D’ altra parte, ricordiamo i resultati del KLEIX secondo coi :
Le classi di curve algebriche reali, di genere p, dipendono da
3 p - 3 costanti reali da 1 costante reale se ~ p = 1 (non
mi servo del noto teorema di R«~Aw perchè esso è ottenuto
dal punto di vista complesso). Il genere delle curve caratteristi-

che è quindi, nel nostro caso, p&#x3E; 1 e

3 p - 3 = 3 p -~- 6 a 3. Viene da quanto sopra, che le superfi-
cie di RIEMASX tagliate, corrispondenti a una determinata area

A e aventi un prefissato nnmero 1 di fogli, sono precisamente

Confrontando col resaltato precedente, ottenuto ammettendo la

delle p+2a equazioni in questione - possiamo ne-
cessariamente concludere che deve essere k = O - quindi le _
suddette ~~ -E- 2a relazioni sono effettivamente indipendenti e si

può finalmente concl udere :
’ 

Le RLe~mx~aniane tagliate di un prefissato 1 &#x3E; a f-1
di fogli, corrispondenti rtel ,nodo visto a un’ area A, non psezc-

sonu 0041-1 -2a.

Nel caso di 1 miuimu : 1 =a+ 1 si ha subito: che le Rie-
n~annian~ tagliate di a -~-1 foglio corrispondenti nel modo visto

a un’ area A, sono oo2o+3.

3. - Osservazione - Una riemanniana tagliata non dà un
caoapo tali campi devono dipendere esattanuente da

3 p ~ 3 costanti essenziali. Del resto non si ottiene 
. 

vn campo
normale neppure nel caso delle aree piane, poichè (36) la 

di un piano tagliato secondo p -~- 1 tagli paralleli, di cui uno da

0 a l, dipende da 3 p parametri indipendenti.

È chiaro che le precedenti considerazioni sono applicabili anche nel caso in

cui non si sia nel tipo di LiiROTI1 : infatti il numero delle costanti non può
venire alterato dal fatto che alcuni dei punti di diramazione vengono a coin-
cidere.

(36) CECIO~I, 1. C. 9~.
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VIJ.

Esistenza di trasformaziuni confurmi in sè di un’ are~,

pluriconnessa appartenente a una supPhlicie di Rie-
niann che mutano in sè ogni contorno - Applica-
zione alle curve atgebuiche reati.

1. - Per le aree piane (o pseudosemplici) con più di due
contorni, è stato dimostrato (3’) che non esistono trasformazioni

conformi in sè di un’ area che mutino in sè tutte le linee limiti
- anzi di piú, che non esistono di tali trasformazioni che 

tre linee li»aiti.

Nel caso delle aree appartenenti a una riemanniana, non

pseudosemplici, esistono - necessariainente in numero finito -

trasformazioni conformi dell’ area A in sè, che mutiuo in sé

tutte le linee limiti?

Supponiamo che un’ area A ammetta una trasformazione

conforme in sè che muti in sè tutte le linee limiti. Esistono al-

lora due funzioni w e wl che rappresentano 1’ area data A su

una stessa riemanniana tagliata nel solito modo e tali da far

corrispondere ambedue a L,, il taglio da 0 a 1 e per di più da
far corrispondere ad ogni altra linea limite il medesino taglio
(il numero 1 dei fogli di R non è, per ora, supposto &#x3E; ~).

La differenza w - wi è allora reale e finita sul contorno -

le parti immaginarie si elidono infatti per diflerenza - mollodl’o-

ma - lo sono per definizione w e wi - ed ha solo singolarità
polari nell’ interno di A - che provengono evidentemente da

quelle di w e di wi - soddisfa dunque alle condizioni che indi-
viduano le funzioni k e8). Le singolarità polari, per ciò che si

è detto, sono tutte del primo ordine e in numero certo non su-

periore a 2l - la w e la wl hanno ciascuna 1 poli.
Esaminiamo la differenza w wl su un contorno qualunque,

KOEBE, 1. C. i), § 5 e CECKJNI, L. C. 9~~ II, 5.

(38) Cfr. nota 4).
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p. es. Lo , e dimostriamo che essa si annulla su Lo almeno due
v olte. Possono presentarsi i segnenti casi :

I. - La differenza zv - wl è identicamente nulla in ogni
punto di Lo . In tal caso non vi sarebbe nulla da dire, essendo

vero appunto quello che cerchiamo - la cosa è già dimostrata.
11. - La differenza w zci assume valori &#x3E; 0 e valori

 0. Allora, trattandosi di una funzione continua, deve passare
necessariamente per il valore 0, alinetto due volte.

III. - La differenza w - wl può essere sempre &#x3E; 0 (o
sempre  0) ; osserviamo allora sono, ciascuna,
sempre ~ 0 e C 1 sa Lo - rappresentano infatti tale linea

sul taglio da 0 a 1 della stessa riemanniana tagliata. Prendiamo
allora il punto - e sia b - 111 cui w (b) = 0 : allora da~~~ ipotesi
w wl ~ 0, verrebbe wl (b) e 0, ma per ciò che ho sopra
osservato non può essere wl C 0 : quindi

Analogamente se a è il punto in cui wi (a)= 1 un identico ra-

giollRl11ento porta a concludere

E non può essere a = b perchè è w (b) = 0. Sn Lo
dunque - e ciò può ripetersi per tutti i contorni che compaiono,
in sostanza, in modo simmetrico vi sono almeno due punti in
cui la funzione si annulla.

Dunque sul contorno completo dell’ area A la k si annulla

almeno 2 (p + 1) volte (2 volte su ogni linea Lo ..... Lp).
Ricordiamo allora che ogni funzione K gode della proprietà

espressa dalla formula (39)

dove, 2 NTk, è il numero delle volte che la funzione prende un
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certo valore ~~ sul contorno, .V; il numero delle volte che lo

prende nell’ interno, i%m la somma degli ordini d’ ii~finito. Nel

caso attuale dunque

~1e seg-ne la relazione

Dunque se esistono trasformazioni conformi dell’ area A in sè

che mutiuo in sè ciascuno dei contorni, iisto che la A o rap-

presentabile conformemente su una superficie di oppor-
tunamente tagliata, di genere a, e con d fogli, necessariamente

ha tuogo la relazione

Sappiamo poi che può supporsi 1 = o + 1 : ne viene allora

ossia, introducendo il genere p delle curve caratteristiclie del-

l’area

Questa relazione esprime dunque una condizione necessaria per
1’ esistenza di due (o più) funzioni distinte iv che effettuano una
rappresentazione conforrne che muta ogni contorno nel medesimo
taglio, quindi di trasformazioni co~a fornai in sè dell’area A che
lasciano fer»ai tutti i contorni.

2. - Dimostriamo ora che, per ogni tipo di area - vale a

dire per le aree per cui siano stati fissati p, o e quindi p, es-
sendo ~u = 2 a -+- p - la condizione (I) è anche su~iciente, nel

(4°) Cfr. nota 26).’
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senso che se ? e p soddisfano alla (I) esistono aree clz quel tiho
che ammettono trasformzioni in sè che laseiat~o fermi tutti i con-

torui. Basterà per questo dimostrare che, presi p e o in modu

da soddisfare alla (9) (e del resto comunque) esiste un’ area con

p -~- 1 contorni e a retrosezioni interne, che ammette una tra-

sformazione conforme in sè che lascia feru.i tutti i circuiti. Per

ciò facciamo le considerazioni i se,,,uenti; esse sono, in pante do-
vute al pioi. come pure le applicazioni ~eon~etriche del

sl1eces~i vo n . 3.

Osservo intanto che, se W indica il nuinero dei punti di

diramazone, supponiamo tutti del 10 ordir~e) di una super-
ficie di il genere, l il numero dei fogli, vale la tur-

u~ula già altre adoperata

. 

e tale formula vale se da uu foglio al successivo si passa 
un numero qualunque di sezioni di diramazione, hurcln i fugli
siano in catena (41). Se allora unisco I fogli ciascuno al succes-

sivo con sezioni di diramazione, ho una superficie di genere
~ = - infatti W = 4 (1 - 1) - e, allora la formula pre-
cedente dà

ossia

Ciò premesso, supponiamo dati due nuneri p e p della stessa

parità (p&#x3E;p) e soddisfacenti alla (I) (è chiaro che se poniamo
2 a --- ~ p, p e a soddisfano anche alla (9)) e andiamo a co-

struire un’ area, con p ~- 1 contorni e a retrosezioni - che am-

metta una trasformazione conforme in sè tale da lasciare fermi

tutti i contorni. Perciò prendiamo a + 1 fogli e uuiainoli i ciascii-
no al successivo con due sezioni di diramazione che si mutino

(~i) PICARD, L. c. 6), f. II, chap. XIII.
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1’ una nell’ altra per una simmetria rispetto all’origiiie. Dotiamo
la superficie cos  ottenuta di p + 1 contorni, nel modo seyuente ;
asportiamo, da qualcuno dei fogli (eventualmente da tutti) un

pezzo circolare col centro nell’ oriait~e che lasci all’ esterno le

sezioni di diramazione ; asportiamo ugualmente, da qualcuno dei
fogli (eventualmente da tutti) la parte esterna die i una circonfe-

renza col centro nell’ origine che contenga a.ll’ iuterno le sezioni

dai diramazione.

Per poter far ciò dovrà essere

il che appunto si verifica per ipotesi.
Il genere della superficie (senza i è~" per quello

die si è visto sopra, 3 : 3 sono dunque le retrosezioni. Con

p -~- 1 contorni si ha dunque un" area A del rolnto.
Ora si vede subito appunto che questa area ammette una

trasformazione conforme in sè che lascia fermi ttitti i contorni :

tale trasformazione non è altro che 2cJia di 18()O attor-

0o Dunque è dimostrato quello che 

3. - Aphlichiamo alla teoria delle curve algebriche questu
risultato.

Sia C u~~a curva d Ig’ebl’ica reale, presentante il caso ortusiiii-

metrico, di genere p, con p + 1 circuiti reali; .S6’ 6’

1« C non cc~njuette alcuna tnasfo~~naa~iorze ~incczTO~i~le in sè che

in sè ciascuno dei reali conser~~crn~o~2e il uerso

(tranne 1’ identità).
Sia iofatti ~ la riemauniana ortosimmetrica, corrispondente,

a C, e siano IL le due parti nelle quali E è divisa dalle
p + 1 linee di coincidenza della corrispondente simmetria. Se
C ammette una trasformazione birazionale 52 in sè, che m uta
in sè ciascuno dei- circuiti reali, questa ~~, interpretata su 22,
diviene una trasformazione conforme di 1 in sè, che muta in
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sè ciascuna delle dette linee di coincidenza ; la 9 trasforma

quindi ~~ in ~~ e ~2 in oppure scan1bia ~l con 19 . Ma se
2 inoltre conserva il verso dei circuiti reali e quindi delle linee
di coincidenza, ciò significa che trasforma in sè li (e in sè 12)-
Allora ad es., è un’ area A, appartenente alla riemanniana E,

per la quale si ha e = ~ 2 P , , e quindi per la (I’)

perciò, pel n. 1, ~1 non può ammettere trasformazioni conformi
in sè che mutino in sè tutti i contorni. La 2 è dunque l’iden-
tità, e ~ enunciato è dimostrato.

Se invece si ha la relazione

esistono curve algebriche, (reali, ortosimmetriche) di genere p
con p + 1 circuiti reali, che ammettono thasfurmazioni birazio-

nali in sè che mutano in sè ciascuno dei circuiti reali conser-

vandone il verso. Tali sono, come facilmente si vede, le curve

caratteristiche delle aree di cui al precedente n. 2.

Ritorniamo a supporre venificata la disuguaglianza (I’)

e supponiamo inoltre che la curva C ammetta una trasforma-

zione birazionale y in sè che muta in sè ciascuno dei circuiti

reali ; la y dovrà invertire il verso su ciascuno dei circuiti, e

sarà involutoria ; infatti ,2 muta in sè ciascuno dei circuiti

reali conservandone il verso, ed è quindi l’ identità.


