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RÉSUMÉ

Deux triplets statistiques (X, Q, D) et (Y, Q, D) sont totalement appariés s’ils portent
sur les mêmes unités statistiques (n lignes) et les mêmes variables (p colonnes). La note définit
l’axe principal de co-inertie comme le vecteur unique de RP maximisant la covariance des
coordonnées des projections des deux nuages dans le même espace euclidien.

La somme des inerties des deux analyses est décomposée canoniquement entre un terme
de co-inertie et un terme de différence entre les deux tableaux. On explicite les liens entre analyse
de co-inertie, analyse de différence et analyses inter-classes et intra-classes. Une illustration et
un logiciel sont proposés.
Mots-clés : tableaux totalement appariés, analyse inter-classes, intra-classes, analyse inter-
batterie, analyse de co-inertie, régression aux moindres carrés partiels.

SUMMARY

Two statistical triplets (X, Q, D) and (Y, Q, D) are totally matched when the involved
arrays (X and Y) are composed of the same individuals (n rows) and the same variables
(p columns). This paper defines the main co-inertia axis as the unique vector of RP which
maximizes the covariance of the projected coordinates of the two multidimensional arrays in
the same Euclidean space.

The sum of inertia resulting from the two analyses may be broken up into its term
which characterizes the co-inertia and its term which integrates the difference between the two
arrays. We give a short review about co-inertia analysis, analysis of difference and between-
and within classes analyses. Furthermore, we give an example and we propose a software to
make the co-inertia analysis of two totally matched tables.

Keywords : totally matched tables, between classes analysis, within classes analysis, inter-
battery analysis, co-inertia analysis, partial least square regression.

1. Introduction

On dit que deux tableaux sont appariés quand ils décrivent les mêmes unités
statistiques. Deux tableaux sont dits totalement appariés quand ils décrivent les
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mêmes individus à l’aide des mêmes variables. On reprend là le vocabulaire utilisé
par R. LAFOSSE, notamment dans (LAFOSSE 1985a; 1985b; 1989).

Lorsque l’appariement ne porte que sur les lignes des deux tableaux, les
méthodes d’analyses utiles sont nombreuses (synthèse bibliographique pour l’écologie
dans MERCIER 1991). L’analyse de co-inertie (CHESSEL &#x26; MERCIER, 1993)
est une approche géométrique qui synthétise l’analyse inter-batterie de TUCKER
(1958), l’analyse des correspondances de tableaux de profils écologiques de RO-
MANE (1972, cf. MERCIER et al. 1992) et l’analyse canonique sur variables quali-
tatives de CAZES (1980). Ces méthodes d’analyse symétrique utilisent des schémas
du type (X, Q, D), (Y, R, D) et (XtDY, R, Q) et repose sur la recherche d’axes
dits de co-inertie maximisant la covariance entre les coordonnées des projections des
lignes de chacun des deux tableaux. Q et R sont des produits scalaires diagonaux
associés à des pondérations des variables. L’analyse inter-batterie est à la base de
la régression aux moindres carrés partiels (PLS regression), méthode fondamentale
en chimiométrie (HÔSKULDSSON 1988, STONE &#x26; BROOKS, 1990) dans l’ana-
lyse du couple structure-activité symétrique du couple espèces-milieu en écologie
(LEBRETON et al., 1991).

La principale propriété de cette famille d’ordination à deux tableaux est qu’elle
effectue une analyse d’inertie de chacun des deux tableaux simultanément. Ces deux
analyses sont compatibles en ce sens qu’on maximise le produit des trois quantités :
inertie projetée sur un axe dans un espace, inertie projetée sur un axe dans l’autre et
carré de la corrélation des coordonnées factorielles.

Les individus de chaque tableau n’étant pas décrits par les mêmes variables,
ils ne sont pas représentables dans le même espace : on détermine donc des couples
d’axes de co-inertie, et les axes composant chaque couple sont éléments de deux
espaces différents. On peut amener les deux nuages dans un même espace par l’analyse
canonique vue par CASIN &#x26; TURLOT (1986), mais l’introduction des métriques de
Mahalanobis Q = (XtDX)- et R = (YtDY)- pose souvent plus de problèmes
qu’elle n’en résout.

L’analyse d’un couple de tableaux totalement appariés a été jusqu’à présent
abordé par l’analyse procustéenne. L’analyse de communauté (LAFOSSE, 1985a;
1985b; 1989) considère les deux nuages de n points de RP et opère une rotation
procuste orthogonale d’un nuage vers l’autre, puis une dilatation définies de telle
façon qu’elle rapproche les points appariés des deux nuages. La rotation procuste
orthogonale est définie par le passage d’un système d’axes à un autre. LAFOSSE
(1989) montre que ces axes sont les axes définis dans l’analyse inter-batterie de
TUCKER (1958). Ce sont également les axes de co-inertie.

Le problème d’optimisation enjeu dans l’analyse de communauté rejoint celui
de l’analyse de co-structure et ne prend donc pas en compte l’appariement des
colonnes des deux tableaux. Seule la dilatation opérée ensuite tire parti de cette
propriété. On est alors amené à la question posée dans la figure 1.

Dans ce qui suit, on considère deux triplets statistiques (X, Q, D) et (Y, Q, D)
où X et Y sont deux tableaux à n lignes (ou individus) et p colonnes (ou variables),
Q est la matrice d’un produit scalaire de RP dans la base canonique et D une matrice
diagonale contenant les poids des n lignes. D est inversible et de trace unité. X
et Y sont D-centrés par colonne. Les deux triplets représentent indifféremment des
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FIGURE 1

Question posée dans l’analyse d’un couple de deux tableaux complètement appariés :
existe t’il un axe de co-inertie commun aux deux nuages ?

analyses en composantes principales ou des analyses des correspondances simples
ou multiples dans l’esprit d’ESCOUFIER (1982, 1985, 1987) et TENENHAUS &#x26;
YOUNG (1985).
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L’appariement total des deux tableaux nous autorise à considérer les individus
des deux tableaux comme les éléments d’un seul et même espace.

2. Analyse de co-structure entre (X,Q,D) et (Y,Q,D)

2.1. Proposition

Soit u un vecteur Q-normé de RP. La covariance entre coordonnées des
projections des deux nuages sur u :

est maximum pour le premier vecteur propre Q-normé de la matrice Q-symétrique :

Démonstration

On note d’abord que (Cu, Qu) = Cov(XQu, YQu)
La matrice C est Q-symétrique. En effet :

La Q-symétrie de C garantit l’existence d’une base de vecteurs propres Q-
orthonormée de l’image de C dans RP. Le premier vecteur ul, associée à la plus
grande valeur propre Ai, donne :

2.2. Remarques

1) Sous contrainte d’orthogonalité à ul, le second vecteur U2, associée à la
seconde valeur propre À2, maximise la même quantité et ainsi de suite. On appellera
analyse de co-inertie totalement appariée entre les triplets (X,Q,D) et (Y,Q,D) la
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recherche des vecteurs ul, uq de RP et la projection des nuages sur les plans
qu’ils définissent.

2) La quantité maximisée n’est pas une inertie et la matrice C n’est pas positive.
Il ne semble pas que le plan défini par ul et U2 ait une propriété d’optimalité
équivalente à celle d’un plan d’inertie optimale.

3) Si Q est diagonale, comme dans les analyses élémentaires classiques,
on diagonalisera pratiquement 1/2Q1/2(YtDX + XtDY)QI/2. Si Q n’est pas
diagonale, comme en analyse discriminante, on utilisera une décomposition de
Choleski ou une diagonalisation préliminaire de Q.

4) Sur les axes principaux de cette analyse de co-inertie, il est possible de
projeter, outre les deux nuages de points, leurs axes principaux respectifs et leurs
axes de co-inertie respectifs (ici au sens de deux tableaux simplement appariés sur
les lignes). On observe qu’ils sont distincts mais peuvent être très proches.

5) La relation simple :

montre qu’on obtient un compromis entre les deux analyses simples et l’analyse cano-
nique des deux tableaux, qui d’un certain point de vue sont exécutées simultanément
avec un axe unique. C’est pourquoi on peut appeler poids canoniques les composantes
des vecteurs trouvés.

6) Les coordonnées des projections sur deux axes de cette analyse vérifient :

7) On peut appeler régression PLS totalement appariée l’utilisation des co-
ordonnées de XQul pour modéliser par régression D-pondérée le tableau Y
et, réciproquement, l’utilisation des coordonnées de YQu2 pour modéliser par
régression D-pondérée le tableau X.

Dans la logique de la régression PLS on recommence la recherche du premier
axe de co-inertie avec les tableaux résidus des régressions.

3. Analyse de co-inertie et approches voisines

3.1. Analyse inter-classe

Dans RP, une ligne du tableau X est appariée à une ligne du tableau Y pour
former un vecteur lié. Les milieux de ces vecteurs, dont les coordonnées sont dans

1/2(X+Y) définissent une analyse d’inertie dite analyse inter-classes (Figure 2) qui
utilise le triplet 1/2(X + Y), Q, D). On peut rapprocher cette analyse de l’analyse
de co-inertie en remarquant que son inertie totale (IB, B pour between) vaut :
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FIGURE 2
Axe principal de l’analyse inter-classes associé à deux tableaux appariés

où Ix et Iy désignent les inerties totales des analyses de X et Y.
On notera que l’axe principal v de l’inter-classe maximise (au facteur 4 près) :

3.2. Analyse des différences et analyse intra-classes

L’analyse du triplet statistique (Y - X, Q, D) permet d’expliciter ce en quoi
les deux tableaux sont différents. Dans cette analyse, on prend comme référence
la description des individus fournie par le tableau X et on cherche à comprendre
dans quelle mesure la description des individus fournie par le tableau Y s’en écarte.
Les axes de cette analyse sont les mêmes que ceux du triplet (X - Y, Q, D) et
la représentation garde encore une symétrie parfaite entre les deux tableaux. Cette
remarque renvoie à l’analyse intra-classes associée à l’inter-classe du paragraphe
précédent.

On considère alors, par appariement sur les variables, le tableau :



115CO-STRUCTURE DE DEUX TABLEAUX TOTALEMENT APPARIÉS

FIGURE 3

Analyse des différences entre deux tableaux complètement appariés.
L’axe principal du tableau Y - X est aussi celui

de l’analyse intra-classe (en haut, à gauche)
associée à l’analyse inter-classes de la figure 2

et la partition des lignes en n groupes de 2 définis par l’appariement sur les individus.
L’analyse intra-classes est celle du triplet :

On diagonalise ici l’opérateur :

L’opérateur en jeu dans l’analyse intra-classe est identique à celui en jeu dans
l’analyse des différences au facteur 4 près. On note donc que les inerties associées
ID (D pour différences et Iw (W pour within) vérifient :
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3.3. Liens entre analyse de la co-inertie et analyse de la différence

Comme (

On vérifie de plus que :

On obtient deux décomposition de la somme des inerties des triplets d’origine.
Les termes intervenant dans chacune de ces deux décompositions sont à leur tour
décomposés suivant les axes principaux de chaque analyse.

Les relations liant les traces proviennent de relations analogues entre variables
du type x, y, (x - y) et (x + y) :

En particulier, lorsqu’on considère deux variables se correspondant d’un tableau
à l’autre (cas où j = k),

On peut donc envisager de décomposer les traces variable par variable et évaluer
ainsi l’importance de chacune des p variables dans la co-inertie et la différence entre
triplets.

Le comportement de ces pratiques sur des données complexes sont à explorer.
Dans certains cas, les axes d’inertie sont conservés et les nuages déformés; dans
d’autre cas le nuage peut être conservé avec une rotation des axes. On peut toujours
comparer les valeurs des critères optimisés, en particulier inertie projetée sur un
axe (analyses simples), covariance des coordonnées avec deux axes de projection
(analyse de co-inertie simple), co-inertie avec un seul axe de projection (analyse
des co-inertie totalement appariée). Ces analyses fonctionnant sur des schémas de
dualité quelconque, après vérification des cohérences des pondérations utilisées, sont
disponibles dans le logiciel ADE (CHESSEL &#x26; DOLÉDEC, 1993).

4. Illustration

On utilise un jeu de données (Tableau 1) préparé et étudié par LAFOSSE
(1985a). Il concerne la mortalité par accident sur la voix publique selon la classe
d’âge, le sexe et la catégorie d’usagers (données cumulées des années 1958, 1959 et
1960). n = 14 classes d’âge, d’amplitude égale à 5 ans, de 0 à 70 ans sont considérées
comme individus statistiques, p = 5 catégories d’usagers étant interprétées comme
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les variables. Les deux tableaux donnent la répartition en pourcentage par catégorie
d’usagers (somme par ligne unité). Le premier tableau concerne les femmes (X)
et le second concerne les hommes (Y). On utilise la pondération uniforme (D =
(1/14)I14) et la métrique canonique (Q = 15). Les deux tableaux sont centrés par
colonnes.

TABLEAU 1
Données traitées par l’analyse de co-inertie totalement appariée (LAFOSSE 1985a)

P = piéton, C = cycliste, M = motard, A = automobiliste,
Autres = autres catégories d’usagers

Parmi les multiples figures qu’il est possible de faire avec un tel jeu de données,
nous n’en garderons qu’une seule (Figure 4). En effet, on peut penser que l’analyse de
co-inertie totalement appariée, ici décrite, est «généraliste», en ce sens qu’elle permet
d’orienter le dépouillement vers telle ou telle approche plus spécifique en autorisant
un point de vue central. La proposition 11.1 donne deux vecteurs normés de R5.

Ils sont normés et orthogonaux. La première question est «quelle valeur ont ces
vecteurs en terme d’inertie projetée ?». Pour X, l’inertie projetée sur ul vaut .04876
pour un maximum possible de .05013 (première valeur propre de l’ACP de X) et
l’inertie projetée sur U2 vaut .0094 pour un valeur de .0099 pour la deuxième valeur
propre de l’ACP de X. Le plan P engendré par (ui,U2) donne donc une inertie
projetée de 0.0582 pour un maximum (plan 1-2 de l’ACP de X) de 0.0600. On peut
dire que le plan P est très voisin de l’optimum, ce qui se voit en projetant les axes
d’inertie de X sur P (Figure 4, vecteur 1F et 2F dans le cercle unité).

Pour Y, l’inertie projetée sur ul vaut .06652 pour un maximum possible de
.06762 (première valeur propre de l’ACP de Y) et l’inertie projetée sur U2 vaut .0076
pour une valeur de .0097 pour la deuxième valeur propre de l’ACP de Y. Le plan P
donne donc une inertie projetée de 0.0741 pour un maximum (plan 1-2 de l’ACP de
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Y) de 0.0773. Le plan P est assez voisin de l’optimum, ce qui se voit en projetant les
axes d’inertie de Y sur P (Figure 4, vecteur 1 H et 2H dans le cercle unité). On notera
que l’axe 1 de l’ACP de Y a été automatiquement changé de signe pour optimiser la
covariance, ce qui est souvent le cas dans les analyses de co-inertie. Les projections
des deux nuages sur P sont donc sensiblement les plans 1-2 des ACP de base.

On a représenté sur ce plan P les projections des vecteurs de la base canonique
de R 5 ce qui a deux avantages. Le premier est de discuter de tous les éléments
(lignes, colonnes et tableaux) dans un même espace. Le second est de faire du
biplot (avec propriété d’averaging ligne-colonne) pour retrouver la généralisation
de la représentation triangulaire en dimension quelconque (GOWER 1967), ce qui
redonne un sens géométrique très simple au biplot de GABRIEL (1971). L’inertie
totale de X étant de .0620, on représente sur P 94% de la variabilité du tableau X, soit
encore 97% de l’inertie représentée sur le plan 1-2 de l’ACP simple de X. L’inertie
totale de Y étant de .08234, on représente sur P 90% de la variabilité du tableau
Y, soit encore 96% de l’inertie représentée sur le plan 1-2 de l’ACP simple de Y.
On perd légèrement sur l’ACP simple en utilisant un plan commun pour les deux
tableaux, ce qui est un avantage décisif.

Puisque le plan P restitue la quasi totalité de l’information il exprime la
ressemblance comme la différence des deux tableaux, ce que justifie la notion
de co-structure (structure et corrélation). Les corrélations entre les deux séries de
coordonnées égalent respectivement .908 sur ul et .879 sur U2. La seconde question
est donc «quelle valeur ont ces vecteurs en terme de co-inertie ?». Quand on choisit un
axe pour chaque nuage la covariance optimale vaut .05263, constituée des variances
.04992 et .0674 et d’une corrélation de .907. Avec le premier axe de co-inertie
totalement appariée on obtient respectivement 0.05172 (.04876, .06652 pour les
variances, .908 pour la corrélation). Pour les axes 2 de co-inertie la covariance des
coordonnées vaut .07592 (corrélation de .904); pour l’axe 2 de co-inertie totalement
appariée la covariance des coordonnées vaut .07432 (corrélation de .879). On est donc
encore de ce point de vue très proche de l’optimum.

La figure 4 est explicite. Non seulement le plan P est celui de la variabilité
des tableaux mais aussi celui de leur points communs et de leurs points spécifiques.
Le vecteur u 1 est encore presque confondu avec l’axe 1 (vecteur 1 D de la figure
4) de l’analyse des différences et le plan P contient presque le vecteur qui relie les
centres de gravité des deux nuages. Le second axe d’inertie du tableau des différences,
presque perpendiculaire à P, n’a pas de signification très claire et représente moins
de 5% de l’inertie initiale.

La figure 4 contient donc toute l’information de comparaison des deux tableaux.
On y lit la translation induite par la catégorie motard après 15 ans entre hommes et
femmes, l’évolution commune de la répartition des victimes des deux sexes (piétons
et auto avant 10 ans, écart brusque entre 10 et 15 ans pour les garçons mais pas
pour les filles, évolution continue et prédominance de la catégorie automobiliste à
l’âge adulte, le retour aux catégories piétons et cyclistes après 55 ans). Il est plus
que vraisemblable que les mêmes tableaux donneraient aujourd’hui des images bien
différentes.
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FIGURE 4

Analyse de co-inertie totalement appariée des tableaux hommes et femmes
concernant la mortalité par accident de la route

a - Double biplot du plan de co-inertie. Projection de la base canonique de R5 (vecteurs Piéton,
..., Auto). Projections des deux nuages non centrés (carrés noirs pour le tableau des femmes,
carrés blancs pour le tableau des hommes) et de leur centre de gravité (F et H). Chaque point
est au centre de gravité de la distribution à cinq composantes qui forme les données initiales.

b - Projection sur le même plan dans l’intersection avec la sphère unité des axes principaux
des nuages centrés (1H et 2H, 1 F et 2F) et des axes principaux de l’analyse des différences
des deux tableaux (1D et 2D).
c - Reprise du cartouche central pour exprimer le point de vue inertie commune (nuages non
centrés).
d - Reprise du cartouche central pour exprimer le point de vue évolution commune des deux
statistiques
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5. Conclusion

De manière générale, l’analyse de co-inertie l’emporte largement sur l’analyse
canonique en terme de stabilité numérique et de facilité d’interprétation. Elle évite
de fabriquer de la corrélation sans signification. L’analyse des correspondances des
tableaux de Burt croisés, très pratiquée, a donc son équivalent pour tout type de
variables. La régression PLS est d’abord un mode d’utilisation des axes de co-inertie.
Quand deux tableaux sont totalement appariés, on a montré que la manipulation
d’un seul système d’axes de co-inertie est possible. Comme dans le cas des analyses
de co-inertie locales et spatiales utilisant des graphes de voisinage (CHESSEL &#x26;
SABATIER 1994), on est amené à diagonaliser des opérateurs non positifs. Il est
possible que l’intérêt de tels opérateurs soit largement sous-estimé en analyse des
données.
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