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1. INTRODUCTION

Les méthodes de classification automatique du type Nuées dynamiques ont
longtemps semblé ne pouvoir déterminer sur une population donnée que des struc-
tures du genre partition localement opimales au sens d’un certain critére. Les tra-
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vaux de DIDAY [9] et de CHIFFLET [6] ont montré qu’elles pouvaient, en fait,
s’appliquer pour la recherche sur un ensemble de hiérarchie optimale au sens d’un
critére (signalons ici un algorithme qui a été défini en [6] visant 4 doter un
ensemble d’une hiérarchie dont la somme des inerties des €léments la composant
est minimale). Une généralisation du probléme de la recherche d’une hiérarchie
optimale a été faite en [6] : En [6] ont été définis des algorithmes visant & munir
une population donnée d’une partition dont chaque classe est dotée d’une structure
hiérarchique (arborescence, arbre, hiérarchie, ultramétrique) optimale au sens d’un
critere dépendant de ces structures.

Les méthodes classiques de classification automatique hiérarchiques peuvent,
quant 4 elles, se classer dans les catégories suivantes :

— celles qui n’optimisent aucun critére global (ou qui optimisent un critére global
pas 4 pas). Citons parmi celles-ci la majeure partie des méthodes ascendantes ou
descendantes hiérarchiques (BENZECRI [1] ; BRUNOOGHE [3], JAMBU [11],
LERMAN [12], WARD [14] ;

— celles qui visent a optimiser un critére global (CAROLL [5], CHANDON [6]
définissent des algroithmes pour munir un ensemble E d’une ultramétrique
la plus proche au sens des moindres carrés d’une mesure de ressemblance don-
née sur E) ;

— celles qui optimisent un critére global (single linkage).

Nous nous intéressons, dans cet article, au probléme de la recherche de par-
titions hiérarchisées par la donnée sur chacune de leur classe d’une hiérarchie opti-
male au sens d’un certain critére. L’algorithme présenté ici est une variance de ceux
que nous avons définis en [6] et [11] (respectivement dans les chapitres “Hierarchie
pré-indicée optimale” et “Ultramétriques adaptatives). Nous donnerons une sortie
du programme que nous avons établi et, en conclusion, les perspectives de travail
que nous nous sommes fixée quant d I’application de cet algorithme.

2. FORMALISATION DU PROBLEME

2.1. DEFINITIONS

Hiérarchie binaire

On appelle hiérarchie binaire définie sur un ensemble fini E tout ensemble H
de parties de E tel que :

() VXEE;{x}€H

(i) EEH
B
(i) v(B,B)EH?> BNB =! 0
BI

(ivy VBEH Cad B>1= 3(B,,B,)€H? B,¢B;B,CB
etB, UB, =B
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k- Structure de hiérarchie

Soit k un entier donné i priori. On appelle k-structure de hiérarchiedéfinie sur
un ensemble fini E la donnée d’un k uple H=(H, ,..., Hk) de hiérarchie véri-
fiant les propriétés suivantes :

— chaque hiérarchie H; est définie sur une partie P; de E ceci pour tout i € [1 ,k]

— Tensemble P = {P, ,...,P,} forme une partition de E en k classes appelée
support de H

Indice de distance entre partie de E
On appelle indice de distance entre parties de E toute application C de
(R(E) — {@)? dans R vérifiant :
() V(B,B)E@(E)- )’ C(B,B)=C(B,B)
(i) VxEEC({x},{x})=0
(i) V(x,y)EE* x#y=>C({x},{y})>0

Remarque 1
Nous supposerons a partir de maintenant que E est muni d’un indice de dis-
tance noté C.
Ultramétrique associée a une hiérarchie binaire
Soit H une hiérarchie binaire définie sur E ; on définit alors sur E x E une
ultramétrique [6] notée d}; par :
(i) VXx€E dy(x,x)=0
(i) v(x,y)€E?
x#y=>dy(x,y)=sup (6(B),C(B,B),5(B))
ouB et B’ sont les 2 éléments de H, dont I'intersection est vide, la réunion ap-
partient 4 H et tels que x € Bety € B’
et

on VB"EB,B'} §(B)= sp Sy(\,u)
(A,M)EB

(8 (B") est le diamétre de B")

2.2. FORMALISATION DU PROBLEME

Dispersion d’une partie B de E relativement a un couple (x , H)

On appelle dispersion d’une partie B de E relativement & un couple (x , H) ou
x est un point de E et H une hiérarchie définie sur B et on note I(B,(x, H)) la
quantité

IB,(x,H) =Y 54(x,y)
yEB
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Dispersion d’une partie B de E relativement a une hiérarchie H définie sur B

On appelle dispersion d’une partie B de E relativement 4 une hiérarchie H
définie sur B et on note I (B , H) la quantité

I(B,H)=Min I(B,(x,H))
xEB .

Tout élément x;; de B tel que I(B , (x, , H)) = I(B , H) sera appelé élément
représentatif de B relativement a H.

Critére associé 4 une partition structurée par la donnée sur chacune de ses classes
4 une hiérarchie.

Soit P = {P, ,..., P} une partition structurée par la donnée sur chacune de
ses classes P; d’une hiéararchie H;. On appelle critére associ€ a la partition hiérar-
chisée (P,H) (o0 H=(H, ,...,H,)), ou critére associé & H et on note W (H) la
quantité :

Kk
WH) = N 1P, ,H)

i=1

k
=Y 10, Gy, HY)
i=1

Le probléme posé

Le probléme posé a savoir : Trouver une partition hiérarchisée (par la donnée
sur chacune de ses classes d’une hiérarchie) optimale se formalise en :

Trouver une k-structure de hiérarchie H* telle que la quantité W(ﬁ*) soit
minimale.

Remarque 2
Pour toute k-structure de hiérarchie H la quantité w (1 ﬁ) représente en fait
I'adéquation_notée W (P ,(xH ,H)) entre le support P de H= (H, ,...H,) et
le couple (xH , H) ot
xH = (le e ,ka)
La quantité V_V(}—{) n’est donc que I’adéquation entre une partition P et un
couple L = (xH ,H) de k uple de points de E et de k-structure de hiérarchie.

Nous sommes donc tout naturellement amenés a utiliser la méthode des
Nuées Dynamiques pour la recherche d’un élément H* optimal.

3. APPLICATION DE LA METHODE DES NUEES DYNAMIQUES A LA
RECHERCHE D’UNE SOLUTION DU PROBLEME POSE

3.1. L’ESPACE DES RECOUVREMENTS ET L’ESPACE DES REPRESEN-
TATIONS

On appelle espace des recouvrements et on désigne par P, I'ensemble des
partitions de E en k classes. On appelle espace des représentations associé 4 Py
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et on désigne par L I’ensemble EX x H o0 H désigne I'ensemble des k-structures
de hiérarchies définies sur E.

3.2. LE CRITERE A OPTIMISER

Nous supposons ici donné [6] un procédé permettant d’associer a toute k-
structure d’ultramétriques (d,, ..., d,) définie sur une partition P = {P,,..., P}
de E une ultramétrique d définie sur E vérifiant :

Pour tout i € 1 , k] la restriction de d 4 P, est égale 4 d;

Remarque 3

La démonstrations de la convergence de I’algorithme que nous allons définir,
c’est-d-dire en fait la preuve de I'existence de deux fonctions f et g vérifiant cer-
taines propriétés, est étroitement liée au procédé d’affectation défini dans [6]~

Ultramétrique associée a une k-structure de hiérarchie.

Soit H= (H,,...,Hy) une kstructure de hiérarchie. On appellera ultra-
métrique associée 4 H et on notera dy I'ultramétrique associée & (dy P de).

Le critére a optimiser

On définit le critére a optimiser (c’est-d-dire en fait 4 minimiser) comme
étant ’application de P, x L dans R vérifiant :

VX=(X,...,x)EE"; VHEH; VP= {P,,...,P,} EP,

k
WE,x,H) =2 X dy(x,x)

e
i=1 xEPi

Remarque 4

La quantité W (P, (X, H)) peut se mettre sous la forme }_: 1@, (x;, H)),
i=1
ou pour tout i€ [1, k]
Iy, (x5, H)) représente la dispersion de P, par rapport 4 x; relativement 4 H,
c’est-d-dire ol :

Vi€[l,k] I (P, (x, H) = z dy (x, x;)

xEPi

3.3. L’ALGORITHME

Nous allons définir un algorithme basé sur la méthode des Nuées Dyba-
miques [10] visant 4 obtenir un couple (P*, L*) optimal, c’est-d-dire minimisant
la quantité W (P*, L*).

Nous allons pour ce faire, construire deux fonctions f et g appelées fonction
d’affectation et fonction de représentation [10]. Nous donnerons des conditions
suffisantes quant 4 la démonstration de la convergence de I’agorithme que nous
définirons alors. Nous verrons enfin I’apport de cet algorithme par rapport 4 celui
défini en [10] au chpitre “Ultramétriques Adaptatives”.
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3.3.1. Les fonctions d’affectation
On appelle fonction d’affectation toute application f de L dans P,

vérifiant

wEd), = b WP, L)

3.3.2. Les fonctions de représentation

Les fonctions de représentation que nous allons définir seront, en fait, la
composée de deux fonctions g, et g, dont nous allons maintenant parler.

Les fonctions g, (appelées par la suite fonction de structuration)
On désigne par g, toute application
g, Pk —H
p —— g](P)
vérifiant
v x€EX
W, (X, = Min WP, (X,H
®,(x,8,®) . ®,(x, H)

ou H, désigne ’ensemble des k-structures de hiérarchie dont le support est P.

Remarque 5

L’existence de telles fonctions g, n’est pas évidente a priori. Elle dépend
de l'indice de distance entre parties défini sur E. Nous indiquerons au paragraphe
4 un indice de distance pour lequl nous avons montré I’existence de telles fonctions.

Les fonctions g,
On désigne par g, toute application
g  H— E
H—— g®#)
vérifiant :

’

SVHEH W(P,(g,H), H) = Mink WP, (x, H))
XEE

(‘ ol P désigne le support de H

Les fonctions de représentation
On appelle fonction de représentation toute application

g:Ppp— L

P — g (P)
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vérifiant :
VPePk g(P) = (gz o8 (P)’gl (P))
ou g, et g, sont deux fonctions du type de celles definies précédemment données

a priori.

3.3.3. L’algorithme

Soit PEP,_; on définit les trois suites P", L" et U, par récurrence de la
maniére suivante :

vneEN L"=g®")
P = f L™
n n
U,=WE",L"
Notations
Désignons pour tout n € N par
(", H") l’élément L"
{Pf, ce, P:} la partition P"
Théoréeme
Si pour tout n € N* les conditions 1) et 2) suivantes sont vérifiées :
1) y"€Px...xP}
2) IH'™€E H vérifiant :

n+1

@) le support de H'" est P
HWE™L L) >WE, ", H™)

alors

3) vneEN W H")=U,

4) la suite U, converge en décroissant en un nombre fini d’itérations

Démonstration

Soit n € N*. Du fait de 1) et de la définition de W, la condition 3) est trivia-
lement vérifiée. Il nous reste & démontrer la condition 4).

Ona:
n=WEP", L") > WE""", L") ceci par définition de f

Or, d’aprés 2) il existe H'" € H dont le support est P"*! tel que
W(Pn+l , Ln) > (Pn+1 , (Sl_n , H,n))
Or, d’aprés la définition de g, ,ona :
WEr, @ HT) S WET, G 8 7))
Par suite, d’aprés la définition de g, ,ona :

werth @, g, @My =we! 1" =u,,,
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Le fait que la suite U, converge en décroissant en un nombre fini d’itération
est alors trivial. En effet, 'ensemble des valeurs possibles de W est fini. La suite
U, est alors une suite décroissante dans un sous-ensemble fini de R.

3.3.4. Remarques

Remarques sur les hypothéses du théoréeme

La condition 1) du théoréme ne pose pas de probléme. Il existe, en effet,
toujours des fonctions g, la rendant vraie. Par contre, la démonstration de la vali-
dité de la condition 2) de ce théoréme est plus délicate. Elle dépend, en fait, essen-
tiellement de 'indice de distance entre parties défini sur E. Nous indiquerons au
paragraphe suivant un indice de distance grdce auquel nous avons pu construire
[6] des fonctions f et g rendant valides ces conditions 1) et 2).

Remarques sur lalgorithme deéfini au chapitre ‘“Ultramétriques Adaptatives”
de [10]

Une différence essentielle entre I'algorithme défini en [10] au chapitre Ultra-
métriques Adaptatives et celui précité réside dans la définition des fonctions de
structuration.

En effet, nous avons défini ici la fonction de structuration g, comme asso-
ciant i toute partition P “la meilleure k-structure de hiérarchie dont le support
est P”. Ceci, d’un point de vue pratique, nous a amenés d utiliser un algorithme
de classification automatique hiérarchique visant 4 munir chaque classe de P d’une
hiérarchie ptimale. Le coit en temps calcul d’une telle procédure est bien moindre
que celui mis pour définir sur la population toute entiére, une hiérarchie au moyen
de ce dernier algorithme.

Par contre, dans [10], on désigne la fonction de structuration (notée h)
comme associant a toute partition P “la meilleure k-structure d’ultramétriques
(hiérarchie) relativement a4 P”. D’un point de vue pratique, ceci nous conduit a
définir sur la population totale une ultramétrique optimale et, de ce fait, 4 em-
ployer un algorithme de classifivation automatique hi€rarchique sur toute la popu-
lation. On ne peut donc espérer utiliser I'algorithme défini en [10] pour munir
un grand ensemble de données d’une structure hiérarchique optimale (les méthodes
classiques de classification automatique hiérarchique ne le permettent pas).

4. LE PROGRAMME ETABLI

4.1. Les résultats obtenus

Nous supposons E muni de I'indice de distance d_;,, défini par :

Eq2 . . — :
V (A,B)ER*(E); dpin (A, B) (x,yI;dEH}\de(x,Y)

A partir des résultats des chapitres 2 et 4 de [6], on montre :

— lexistence de deux fonctions f et g rendant valides les conditions 1) et 2) du
théoréme précédent ;
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— qu’une hiérarchie optimale sur E est une hi€rarchie associée (de maniére habi-
tuelle) 4 un arbre de longueur minimum [2] défini sur E ;

— que si H est une k-structure de hi€rarchie sur E optimale, alors I'ultramétrique

dy associée & H n’est autre que l'ultramétrique sous dominante maximale
définie sur E ;

— que si H est une hiérarchie définie sur E optimale alors la k-structure de hiérar-
chie obtenue en 6tant 4 H ses k classes de plus grand cardinal n’est, en général,
pas optimale.

Conséquence

La donnée d’une k-structure de hiérarchie optimale sur E permet de munir
E d’une hiérarchie optimale.

42. UN EXEMPLE DE SORTIE DU PROGRAMME ETABLI

Nous donnons ici les résultats du passage de notre programme sur les données
de Ruspini [13] en demandant une 4-structure de hiérarchie. Les données de
Ruspini sont des données artificielles dans R?> comportant quatre groupes homo-
génes bien distincts. De fagon intuitive, une 4structure de hiérarchie optimale
consisterait en la donnée :

— de ces quatre groupes,
— sur chacun de ces groupes, d’une hiérarchie optimale.

La 4-structure de hiérarchie obtenue 4 partir de la partition initiale définie
au graphique I, 4 I’aide de notre programme, vérifie bien les deux conditions préci-
tées. Cette partition initiale a €té formée en affectant chaque donnée 4 I'élément
de I'ensemble {8 ,45 ,60 ,27} le plus proche de cette derniére.

Les données :
Nom | Abscisse | Ordonnée Nom | Abscisse | Ordonnée
1 45 17 19 118 61
2 50 23 20 127 62
3 41 26 21 103 63
4 74 26 22 116 72
5 51 30 23 94 88
6 62 34 24 77 82
7 63 39 25 100 98
8 46 37 26 102 100
9 43 40 27 105 101
10 51 42 28 90 107
11 125 42 29 95 108
12 127 48 30 95 113
13 127 51 31 2 71
14 122 51 32 9 62
15 120 45 33 11 71
16 131 56 34 13 69
17 119 55 35 15 68
18 122 57 36 17 71

34 Revue de Statistique Apphiquée, 1982, vol. XXX, n’ 1



Nom | Abscisse | Ordonnée Nom | Abscisse | Ordonnée
37 20 78 57 120 63
38 23 68 58 130 64
39 53 18 59 113 68
40 65 23 60 109 90
41 57 26 61 78 88
42 63 28 62 78 79
43 54 31 63 94 99
44 61 38 64 97 100
45 48 35 65 93 102
46 49 38 66 92 109
47 49 41 67 103 111
48 39 46 68 93 115
49 126 45 69 8 78
50 129 47 70 11 65
51 124 53 7 11 79
52 120 50 7 14 83
53 118 47 73 15 72
54 124 56 74 19 66
55 118 57 75 23 75
56 124 58

43. QUELQUES REMARQUES RELATIVES AU PROGRAMME ET A
L’ALGORITHME

4.3.1. Remarques relatives au programme

Le programme que nous avons établi a fait apparaitre clairement un des
avantages de la recherche de kstructure de hiérarchie optimale, 4 savoir la faci-
lité de lecture au premier abord des résulats.

Ce programme nécessite (sous sa forme actuelle) 4 chaque itération n le
calcul et le stockage des distances entre les classes de la partition P".

4.3.2. Remarques relatives a ’algorithme

Nous supposons ici disposer d’une algorithme de classification automatique
hiérarchique (pour munir chacune des classes de la partition P™ d’une hiérarchie
optimale et pour munir I’ensemble des classes de P" d’une hiérarchie optimale)
dont le temps de calcul est proportionnel au cardinal de I'ensemble sur lequel
il sapplique 4 la puissance a (o € R¥).

Nous supposons que toutes les classes de la partition P" et de la partition
ont sensiblement le méme nombre d’éléments ; ce nombre d’éléments étant
voisin de /m ou m = Card E.

Dans ce cas, si ’on ne tient pas compte du cotit du calcul de la matrice des
distances entre les classes de la partition P", le coilt en temps calcul du passage
de l'itération n a I'itération n + 1 est proportionnel d

Pn+1

m*? (1 + m'/?)

Ceci est trés important, car sous certaines hypothéses notre algorithme
permet de munir un ensemble de données en un temps proportionnel a

Revue de Statistique Appliquée, 1982, vol. XXX, n° 1 35



Ll S3UBWITY P @IqUWON
$Z Jriejuspyadea juswaTyg
000°L2E"L 8I93TJIO NP InaTep

Z @sse[d e JINns aTYOIBIITH

000°09L

oz S3UBWI T, P SIqUON
0ol  Jrjejussgaded juswdTm

| osseTd el ap uorsaadsiqg

[al

=

n

(=)

| @SSeIO B[ JNS 8TYOJIBIITH

§a13408

Revue de Statistique Appliquée, 1982, vol. XXX, n° 1

36



I
ITT
ﬁlllllll II
_ AT
SeSse[d S8p 2aTqWasud,T INS BTYOIBIPTIY
St S3UBWITY, P SIqUON
e JT3ejuasgadea juawd Ty
000°2.LlYy 2133 TI0 np InaTep
LE
4
ﬁlllllllllth
L .
ﬁlllllllllllllnn
F||||||||||||||In>
ﬂllllllllllmn

AI @Sseldo e[ Jns§ aTYdIeIITH

(4}

=
n o

00°64S

S3uewsT9, P SIquON

J13ejuesgadaa juaweTy

8133 TI0 Np Inatep

0
- n

L
<t

—C
—8li

49
il

37

Revue de Statistique Appliquée, 1982, vol. XXX, n° 1



m*? (1 + m!2) en se servant d’un algorithme de classification automatique
hiérarchique qui, utilisé seul, nécessiterait un temps machine proportionnel a
ma

D’oui Iidée de chercher a appliquer cet algorithme pour munir de grands
ensembles de données (de 5000 4 15000 individus) de hiérarchies localement
optimales.

5. CONCLUSION

Nous avons cherché a associer 4 tout ensemble de hiérarchies locales définies
sur les classes d’une partition un critére de qualité. Nous avons alors établi un algo-
rithme basé sur la méthode des Nuées Dynamiques visant a obtenir un ensemble
de hiérarchies locales optimal au sens de ce critére.

LE CRITERE

Nous avons donn€é des procédés pour associer 4 toute hiérarchie de parties
une ultramétrique. Cela nous a permis de définir la dispersion d’une partie relative-
ment 4 une hiérarchie qui y €tait établie. Nous avons alors considéré que la qualité
d’un ensemble de hiérarchies locales peut s’exprimer comme la somme des disper-
sions des classes sur lesquelles elles sont définies.

(Nous aurions pu prendre d’autres critéres tels que la somme des inerties
des classes des hiérarchies locales [6] ou tels que la somme des écarts des hiérarchies
a une mesure de ressemblance définie sur la population [6]).

L’ALGORITHME

Nous avons alors défini un algorithme basé sur la méthode des Nuées Dyna-
miques visant 4 obtenir une partition hiérarchisée optimale. Une bonne connais-
sance a priori des données aide 4 une convergence rapide de ce dernier.

LE PROGRAMME ET SES LIMITES ACTUELLES

Le programme que nous avons €tabli utilise dans sa version actuelle le calcul
i chaque itération de la matrice des distances entre les classes de la partition P"
alors obtenue. Il se sert d’un algorithme de classification automatique hiérarchique
(voir le paragraphe 4.32.) dont le temps de calcul est proportionnel au cube du
cardinal de I’ensemble sur lequel on I'applique.

Dans sa forme actuelle, il ne peut s’appliquer qu’a des ensembles relativement
réduits d’individus.

LES PERSPECTIVES DE TRAVAIL

Nous comptons rendre notre programme opérationnel pour le traitement de
grands tableaux de données.
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Pour ce faire, nous allons d’une part remplacer 1’algorithme de classification
automatique hiérarchique que nous utilisons par un algorithme tel que [3]. Nous
allons, d’autre part, approximer le calcul de la matrice des distances entre les
classes d’une partition donnée afin d’en rendre le colit en temps machine propor-
tionnel au nombre de points de la population.

Nous dirons, en conclusion, que I'intérét de cet article est double :

— il donne un nouvel algorithme basé sur la méthode des Nuées Dynamiques pour
la recherche de partitions hiérarchisées optimales ;

— il montre que cet algorithme peut, sous certaines hypothéses, s’appliquer pour
munir de grands ensembles de données (entre 6000 et 15000) d’une hiéarchie
localement optimale.
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