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REMARQUES
SUR LES PLANS D’ECHANTILLONNAGES OPTIMAUX

R. THEODORESCU

Université Laval, Faculté des Sciences
Département de mathématiques, Québec

Dans les derniéres années, des plans d'échantillonnage ont été dé-
terminés a 1'aide de considérations économiques qui conduisent & la perte
minimale (voir van der Waerden (1960) et Stange (1964) et (1966)), Il
s'agit en fait de faire intervenir le principe minimax,

Dans ce qui suit nous nous proposons de présenter deux fagons de
construire les jeux qui caractérisent les plans d'échantillonnage, Pour
cela nous avons utilisé essentiellement quelques remarques antérieures
(voir Penkov et Theodorescu (1967)) ainsi que quelques résultats de Stange
(1964) et de Basler (1968), Les constructions indiquées ici s'insérent
dans la théorie générale des jeux, et sont susceptibles d'étre utilisées
dans la pratique.

1. La théorie des plans d'échantillonnage peut étre abordée a l'aide
de la théorie des jeux dits statistiques, ol l'un des joueurs est ''la nature'',
I1 y a plusieurs possibilités ; on peut imaginer un jeu entre la nature et
le producteur, un jeu entre la nature et l'acheteur et, enfin, un jeu entre
la nature et la coalition producteur-acheteur, Du point de vue mathéma-
tique, ces jeux ont la mé&me forme, seuls les parameétres qui interviennent
ont des significations différentes, Dans ce qui suit nous examinons un de
ces trois jeux, sans préciser lequel ; cela signifie que le plan d'échan-
tillonnage obtenu pourrait &tre utilisé pour des caractéres mesurables
ainsi que pour des caracteres attributifs, pour le contréle en cours de
fabrication ainsi que pour le contréle final,

Considérons un lot d'effectif total N, Soit l'intervalle [0, 1] 1l'en-
semble des stratégies pures p de la nature, ol p est la proportion de
pieéces mauvaises dans le lot, et X = {x,, xR} l'ensemble des stratégies
pures du ''statisticien'' (c'est-a-dire un des joueurs qui intervient dans
1'un des trois jeux possibles), ou la stratégie x, revient & accepter le
lot et la stratégie x; & rejeter le lot, Sur le produit cartésien [0,1] x X
nous définissons une fonction de perte L telle que

n
L

L(p, x,) pour x
L(p: X) =
L(p, xR) pour X=X .
Soit donc

L(p, xA) = Nap + F,
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ol Np est la partie des piéces mauvaises qui sont retournées au statis-
ticien et qui produisent une perte a par piece et F le prix fixe du con-
tréle pour le lot ;

L(p,xn)=pr + Ne + F ,

ol b (b < a) est la perte produite par une pieéce mauvaise découverte
avant la livraison et le prix de contréle par piéce dans un contrdle 100 %.

Pour ce jeu le principe du minimax est satisfait, c'est-a-dire
max min L(p, x) = mxin max L(p, x),
P X

d'ou il s'ensuit que ce jeu posséde un point-selle, Si nous notons par p,
le point d'intersection des droites
l, : y=Nap+ F ,

y

A
Iy ¢ = Nbp + Ne + F ,

nous obtenons

B e __E
B2 -b Aa-B

avec A =Na, B=Nbet E = eN, Si P, € [0,1], le point-selle est (1 ,XR)
et si p, > 1, le point-selle est (1, x,). Ces deux solutions représentent
des cas extrémes qui ne sont pas compatibles avec les principes géné-
raux qui dirigent une fabrication, De toute fagon, il est naturel de sup-
poser p_ € [0,1) ; dans ce cas, si on connait la stratégie pure de la
nature p, la stratégie optimale du statisticien serait x, si p ¢ p, et x
si p > p,. Pour p = p,, ce que le statisticien fait est indifférent.

R
La perte minimale inévitable sera

L, (P) = min (Nap + F, Nbp + Ne + F)
Nap + F pour p < p,, (1)
Nbp + Ne + F pour p > p,.

2. Comme nous l'avons déja remarqué, il n'est pas économique
de rejeter systématiquement le lot si p € [0,1]. Il s'ensuit donc qu'un
échantillon d'effectif n ¢ N pourrait fournir une information supplémen-
taire, en vue de prendre une décision plus justifiée, Soit donc & le ca-
ractére A contrdler et (xl,.. ., xn) un échantillon d'effectif n concernant
ce caractére, Notons par

z = f(xy,..., %)
la grandeur qui sert comme variable de contrdle et soient

f:inff(xl,.,,,xn) f = sup f(x,.00e, %),
la borne inférieure et la borne supérieure, respectivement, prises pour
tous les échantillons (x,, ..., xn) d'effectif n. Ensuite, soit k € [L f]
une grandeur, appelée limite d'acceptation ; on remarque tout de suite
que k est une fonction de n, soit k = k(n). Si z ¢ k nous acceptons le
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lot et si z > k nous rejetons le lot, Un plan d'échantillonnage sera donc
défini par le couple (n, k).

Soit maintenant zZ, I'espace formé par toutes les valeurs possibles
de z et pour chaque p € [0,1] définissons une probabilité P(p, n; A)
sur tous les boréliens A de Z, . Ensuite, soit d une fonction de décision
mesurable définie sur Zn et 4 valeurs dans X, telle que

X, pour z ¢ k,
d(z) =

Xp pour z > k,

La fonction de risque correspondante sera :

o @, d=f Lip,d@)P(p,n;de)

L(p,xA)fZ: P(p,n;dZ)+L(p,xR)_z: P(p, n ;dz)

L(p,x)P(p,n;Z) +L(p, x)P(p,n;2zH,

ou
ZA ={z : z < k), VANSIVASERY/

n n*

Si nous posons
W(p;n, k) = P(p, n; 2z

n
nous obtenons 1l'efficacité du plan d'échantillonnage (n, k), c'est-a-dire
la probabilité d'accepter le lot. La fonction de risque devient alors

P P> d) =L(p, x)W(p;n, k) +L(p,x)0-W(p;n, k)

Nous avons construit le jeu statistique ([0,1], D, 0, k), ou D = {d}
est 1'ensemble des fonctions de décision qui se réduit dans notre cas a
une seule fonction d. Si nous tenons compte d'une propriété connue de la
théorie des jeux, on peut ajouter a l'expression Pu. k n'importe quelle
constante (par rapport aux stratégies qui y interviennent) sans que la so-
lution du jeu change ; seule la valeur du jeu est affectée par cette opé-
ration. Supposons que nous ajoutions & p,, le terme cn qui représente
le prix du contréle des éléments de 1'échantillon (xl,..., xn) d'effectif
n, c'est-a-dire c est le prix de contréle d'une piéce appartenant a 1'é-
chantillon ; nous allons conserver la notation p, , pour cette fonction de

risque modifiée, donc
Py P> d=L(p, x)W(p;n,k +L(p, x)(1-W(p;n,k))+cn,

Nous conservons aussi la notation pour le jeu modifié correspon-
dant, soit (LU,1), D, p, ). Pour ce jeu le principe minimax est triviale-
ment vérifié, parce que

max min p, (p, d = min max @, (p, d =max o, (p, d),

d'on il s'ensuit que la solution de ce jeu sera fournie par le point-selle
(p ,d) ; ici nous avons posé p ., Pour la valeur de p qui réalise ce
max

max .
maximum, La valeur de ce jeu sera

Vo T TAX B, (p, d). (2)
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3. Regardons maintenant ([0,1], D,pn'k) comme une famille de
jeux, dépendant de deux parameétres n et k. Il est donc raisonnable de
choisir n et k de fagon que la valeur v soit minimale, c'est-a-dire
que nous cherchons

k

v = min Vo = r:ul;n mpax Pu.k (p, d).
I1 s'agit ici d'un simple probléme de minimisation qui n'a rien a
faire avec le principe minimax, au moins apparemment., Le plan d'échan-
tillonnage optimal sera donc (n, , k,) , oll

Vo= Yk, T rnnll‘.n Yook ()
Dfautre part, on peut imaginer & ce stade un autre jeu, Supposons que
l'ensemble des stratégies pures de la nature reste égal a [0,1], mais
l'ensemble des stratégies pures du statisticien devient Y ={(n, k)},
c'est-a-dire l'ensemble des plans d'échantillonnage (n, k) avec la fonc-
tion de perte Pa. x (p, d), qui sera notée par L (p; n, k). Donc, nous
avons construit un nouveau jeu contre la nature ([0,1], Y, L). Nous sa-
vons d'aprés la théorie des jeux qu'en général

max min L(p ; n, k) ¢ min max L(p; n, k) ;
P n, k n,k p

sous une forme équivalente, nous savons que le principe minimax n'est

pas en général vérifié, Il s'ensuit que le plan d'échantillonnage (n , k),

déterminé par (3), donne une solution acceptable, mais pas une solution

minimax, Elle sera une solution minimax, donc optimale de ce point de

vue, si

max min L(p ;n, k) = min max L(p; n, k). (4)
P n, k n, k p

Sous des conditions assez générales, Basler (1968) a démontré que le
principe minimax a lieu pour le regret R(p; n, k), défini par

R(p;n, k)= L(p; n, k) - L (p)

(A - B) (po -p)(1 -W(p;n,k)) +cn  pour p g P, .
(A -B)(p,-p) W(p;n, k) +cn pour p > p,,

ou L . (p) est donné par (1), ce qui est équivalent & la relation (4) .
C'est seulement dans ce cas que la solution (n,, k,) du jeu ([0,1], Y, L)
colncide avec le couple qui résulte de la minimisation de la valeur v,

k2
donnée par (2).

Mais en général, quand le principe minimax n'est pas vérifié pour
le jeu ([0,1], Y, L), ou bien nous acceptons le couple (n,, k,) comme le
résultat d'une opération de minimisation, ou bien nous sommes obligés
de passer aux stratégies mixtes, Dans ce dernier cas, nous envisageons
le jeu (¥, A, L), ol ¥ représente l'ensemble les stratégies mixtes ¢
de la nature, A l'ensemble des stratégies mixtes A du statisticien et

L@, = L(p, d dm) ,
@, A) fM_Y (p, m) ¢ (dp) A (dm)
oim =(n, k) et L(p, m) =L (p;n, k).
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Dans ce cas :
max min L(p, m) ¢ min max L ¢ ,A) = T(y, A) =
p o . v A () (]
= max min L( , \) ¢ min max L(p, m) ,
A vy L} P
d'ott il s'ensuit que le ''plan d'échantillonnage' (¢, , A,) sera optimal,
donc meilleur que le plan d'échantillonnage (n , k) au moins du point de
vue théorique, Cela revient a prendre des plans d'échantillonnage (n, k)
avec des probabilités données, probléeme qui reste ouvert du point de vue
de 1'utilité pratique.

La conclusion qui s'impose, au moins pour le moment, c'est qu'on
doit chercher a trouver des conditions qui assurent la vérification du
principe minimax pour le jeu ([0,1], Y, L), ou bien se restreindre &
utiliser le plan d'échantillonnage qui résulte de l'opération de minimisa-
tion de la valeur Vo donnée par (2).

4, Nous remarquons que hous aurions pu arriver (voir Basler (1968))
au jeu ([0,1], Y, L) directement, en partant de la fonction de perte
L (p;n, k)., Pour cela, soit

L,(p, n) =Nap + F + cn
la perte du statisticien si le lot est accepté et
L,(p, n) = Nbp + Ne +F + cn(1)
la perte du statisticien si le lot est rejeté, La perte moyenne sera alors
L(p;n, k) =L,(p, n) W(p; n, k) +L,(p, n) (1 -W(p; n, k),

donc la méme expression que plus haut,

La premiere présentation du jeu ([0,1], ¥, L) a 1'avantage d'étre
entidrement constructive, en mettant mieux en évidence les différents
aspects du jeu qui caractérisent les plans d'échantillonnage, D'autre part,
la deuxieéme construction de ce jeu présente l'avantage d'étre plus di-
recte et se préte a des généralisations possibles ; de méme, on peut
admettre aussi le cas n = 0, qui implique que l'efficacité du plan d'é-
chantillonnage (0 , k) est

W (p ;

’

0, k)=k.

5. Le plan d'échantillonnage (n, k) est valable pour le contrdle
par mesures ainsi que pour le contréle par attributs.

Pour le contréle par mesures, l'efficacité s'exprime toujours a
1'aide de la fonction de répartition du caractére { controlé, Pour le con-
tréle par attributs, l'espace Z devient {0,1,..., n}, z = f(x,, ..., x))
est égale au nombre v des pitces mauvaises dans 1l'échantillon (x,,...,X,)
d'effectif n, la limite d'acceptation k € Z et

Wipin, k) =3 (T) p¥ (1-pp

(voir Penkov et Theodorescu (1967)).

(1) On peut prendre aussi la variante (voir Basler (1968))
L, (p, n) =Nbp + (N -n)e + F +cn

si n n'est suffisamment faible par rapport & N,
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