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LA METHODE DIRECTE D’EVALUATION ,
DU RISQUE DE RATE DANS LE TIR EN VOLEES
DES DETONATEURS ELECTRIQUES

par

J. L. SOULE et G. THOUZEAU

Centre d’Etudes et Recherches des Charbonnages de France

" Aprés avoir rappelé les différentes méthodes qui permettent d’évaluer le
risque de raté pour un circuit de tir sur une intensité donnée, les auteurs étudient
sur une base statistique le parti que l'on peut attendre de la méthode directe,
et montrent en particulier qu’on peut Pappliquer de fagon satisfaisante au contréle
périodique d’une fabrication de détonateurs. Ils indiquent un moyen d’améliorer
linformation qu’elle fournit.

INTRODUCTION

Cet article est un complément & celui que nous avons publié dans cette revue
sous le titre '""La détermination d'une caractéristique des détonateurs électriques"
(Revue de Stat. Appl., 1953, I, 3-4). Nous rappellerons cependant brievement les
termes du probléme envisagé.

La mise en ceuvre des explosifs conduit constamment & monter en série dans
un circuit de tir plusieurs détonateurs électriques de fagon A produire l'explosion
simultanée d'autant de charges distinctes. L'expérience montre que pour assurer
la mise de feu de tous les détonateurs, on doit faire passer dans la ligne (donc
dans tous les détonateurs) un courant d'intensité généralement nettement plus for-
te que celle qui suffirait pour provoquer a coup siir la détonation de chaque déto-
nateur tiré isolément. De plus, l'intensité nécessaire croit avec le nombre n de
détonateurs montés en série. Si on se limite au cas ol on alimente le circuit avec
une intensité constante, on est ainsi conduit & caractériser un lot donné de détona-
teurs par l'intensité constante minimum assurant la détonation d'une volée sans
aucun raté, et ceci pour les divers nombres possibles n de détonateurs constituant
la volée (cette intensité est désignée par I,).

Indépendamment de toute explication du phénomene constaté, on peut évidem-
ment mesurer I, en tirant des volées de n détonateurs sur diverses intensités.
Cependant on constate en général que pour des volées constituées i partir d'un
méme lot, il n'y a pas passage brusque d'une intensité avec ratés a chaque tir a
une intensité ne donnant jamais lieu a ratés, mais qu'il existe une zone assez
étendue d'intensité ou le résultat dépend du hasard, avec un risque de raté dé-
croissant progressivement de 1 2 zéro. Pour s'assurer qu'a une certaine intensité
le risque est, sinon rigoureusement nul, du moins suffisamment faible, il faudra
tirer un nombre important de volées. Et il faudra recommencer pour chaque va-
leur de n.

L'analyse du mécanisme des ratés en volée, effectuée par J. Taffanel vers
1911, fournit les principes d'une méthode de détermination beaucoup plus écono-
mique qu'on pourrait appeler méthode analytique. L'objet de notre article anté-

(x) Avec la collaboration de Madame Signori pour les calguls numériques.
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rieur €tait essentiellement d'exposer comment l'application des principes de la
statistique nous avait permis d'améliorer la méthode initiale de Taffanel. L'inté-
rét de la ''méthode analytique statistique' de détermination de I, ainsi mise au
point a été confirmé par l'usage systématique qui en a été fait au CERCHAR
depuis plusieurs années. Cependant elle est de mise en ceuvre moins simple que
la ""méthode directe''; d'autre part, si elle est économique en détonateurs, elle
exige par contre des heures relativement nombreuses de main-d'ceuvre. Il nous a
donc paru utile d'étudier a titre complémentaire le parti que l'on peut tirer de la
méthode directe en la fondant statistiquement et en utilisant les connaissances gé-
nérales fournies par l'analyse du phénomene. Nous verrons en particulier qu'elle
permet dans ces conditions un contrdle assez sensible de la stabilité d'une fabri-

cation.

RAPPEL DU MECANISME DES RATES EN VOLEE

Le fonctionnement d'un détonateur est le suivant : un filament relié a la sour-
ce de courant produit par échauffement l'inflammation d'une petite masse de pou-

dre d'allumage qui a2 son tour provoque l'explosion de la charge explosive du déto-
nateur (et c'est cette explosion qui entraine celle des cartouches).

A partir de l'instant de la mise sous tension, le courant doit passer pendant
un certain temps (délai d'amorcgage t, ) pour que s'enflamme la poudre d'allumage;
si le courant dans le circuit se trouve ensuite interrompu, le phénomene conti-
nuera cependant & se dérouler jusqu'a détonation de la charge. Si le courant con-
tinue & passer, le filament se rompra au bout d'un certain temps (délai de rupture
ta, compté depuis l'origine) soit par échauffement, soit par suite de la détonation.

Ces deux délais sont des fonctions de l'intensité d'alimentation (nous ne con-
sidérons que le cas d'une intensité constante); en général ils sont de l'ordre de
quelques millisecondes.

t2 ne peut étre inférieur a t; que dans les détonateurs anormaux; le risque de
raté de ce fait sera donc considéré a part et nous n'en parlerons plus ici.

La cause normale des ratés dans unevolée de détonateurs en série est la dis-
persion des valeurs des délais t; et t,. Dans une volée, dés que l'un des détona-
teurs atteint son délai de rupture t,, le circuit est interrompu; tous les détona-
teurs qui, a cet instant, n'ont pas atteint leur délai d'amorcage t, seront ratés.
Pour &étre slir de n'avoir pas de ratés avec unlot donné sur une certaine intensité,
il faudrait que tous les délais t, des détonateurs du lot soient supérieurs a tous
les délais t,; sinon, il y a un risque de raté plus ou moins élevé. Ce risque est
une fonction de n et de la répartition dans le lot des valeurs de t; et de t, pour
l'intensité considérée. C'egt parce qu'il se trouve que les deux répartitions sont
de plus en plus écartées a mesure que l'intensité augmente, que le risque est
fonction décroissante de l'intensité.

(Etant donné que chaque détonateur ne fonctionne qu'une fois, on ne peut pas
savoir sit, et t, sont parfaitement prédéterminés pour chaque individu. De toutes
facons, si une fluctuation est possible, elle se trouvera incluse automatiquement
dans 1'hétérogénéité apparente du lot).

PRINCIPE DES DIFFERENTES METHODES D’EVALUATION
DU RISQUE DE RATE

Nous appellerons ''volée ratée'' une volée tirée comportant au moins un déto-
nateur raté, et ''probabilité de raté'" P la probabilité a priori qu'une volée soit
ratée lorsque les détonateurs sont en nombre n (n> 2), prélevés parfaitement au
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hasard dans un lot donné, et tirés sur une intensité I bien définie. I, sera l'inten-
sité a partir de laquelle Pdevient inférieure 2 une valeur suffisamment faible pour
étre négligeable pratiquement, valeur qui a été fixée a 0,001. En présence d'un
lot nouveau de détonateurs, on est amené a évaluer I, pour diverses valeurs de n,
de fagon a définir les conditions d'emploi de ce lot; d'autre part, pour suivre une
fabrication, on doit contrdler que les lots successifs produits ont des I, stables.

Quelle que soit la méthode de détermination utilisée, elle fera intervenir la
connaissance au moins partielle de la fonction P (I, n) et I, sera obtenue comme
solution de l'équation implicite P (I, n) = 0,001, Cette solution est unique puis-
que pour n fixé P décroit de 1 & 0 quand I croit de 0 Aco. Le contrdle de la stabi-
lité d'une fabrication consistera a s'assurer que P est stable dans la zone I, n
ou P est voisine de 0,001.

1) La méthode directe sans aucune théorie du phénomene revient & étudier P point
par point (pour diverses valeurs du couple I, n) en estimant les diverses valeurs
de P par des fréquences de raté, ceci sans faire aucune hypothése sur la fonction
P (I, n).

2) La méthode analytique statistique est fondée sur le théoréme suivant que nous
avons pu déduire rigoureusement de l'analyse dlie a Taffanel : si pour un lot et
une intensité donnée, les lois de distribution respectives des délais t; et des dé-
lais t, sont connues, P est une fonction de n parfaitement déterminée. Ce théore-
me n'est pas aussi évident qu'il en a l' air au premier abord. Il ne le serait que si
les délais t; et t, pour un méme détonateur étaient indépendants. Des lors, mon-
ter une ligne reviendrait, au point de vue mathématique, & tirer au sort indépen-
damment n valeurs t; et n valeurs t, obéissant les unes a une loi définie par la
fonction de répartition F; (t;), les autres a une loi définie par F, (t,). Le princi-
pe des probabilités composées donnerait immédiatement la probabilité pour que
les 2n valeurs se trouvent chacune respectivement au voisinage d'une valeur don-
née; en considérant tous les systemes de valeurs donnant lieu a raté (c'est-a-dire
tous les systémes ol l'un au moins des t; est supérieur a l'un au moins des t, ) on
obtiendrait par intégration une expression de P.

Comme t, et t, sont liés pour un méme détonateur, le méme calcul n'est
possible a priori que si l'on connait non seulement F; et F, mais toute la loi de
distribution & deux variables F (t;, t)) commune & chacun des couples. Ce que nous
avons établi (voir la démonstration dans l'annexe) c'est que F n'intervient en fait
dans le calcul que par F, et F, a partir du moment ot F satisfait a la propriété
indiquée plus haut: que t, ne peut pas &tre inférieur a t; pour un méme détonateur.

Dans ces conditions, si l'on détermine les lois F; et F, sur une intensité
donnée (voir & ce sujet notre article précédent), on peut calculer en principe P
pour cette valeur de I et pour toutes les valeurs de n. En pratique, il suffit de sa-
voir calculer P lorsqu'elle est voisine de 0,001 et nous avons indiqué une formule
approximative dans ce cas, lorsque F| et F, sont deux lois normales,

3) La méthode directe a fondement statistique qui fait l'objet de cet article utilise
des hypotheses supplémentaires concernant la nature des lois F{ et F,. Ces hypo-
theses, que nous considérons comme approximativement justifiées par notre ex-
périence des diverses fabrications de détonateurs, acquise ces derniéres années,
sont les suivantes : moyennant un changement de variable convenable (transfor-
mation logarithmique) les lois F; et F, sont, pour chaque intensité, deux lois
normales de méme écart-type, Deés lors, l'ensemble des deux lois peut &étre ca-
ractérisé, pour le probleéme des ratés, par un parametre unique, a savoir le rap-
port entre la différence des valeurs moyennes des deux lois (m,-m, ) et leur écart-
type commun o . Par homogénéité avec nos notations antérieures, nous prendrons
my -m,

oVz

comme parametre p =

- 35 -



Dans ces conditions I n'intervient dans la fonction P que par la quantité P (1)
et les hypotheéses faites ont pour conséquence que P (? » n) est une fonction parfai-
tement connue. En particulier, si l'on connait une valeur P (I, n) on peut en dé-
duire automatiquement les valeurs de P pour la méme I et n quelconque. On choi-
sira donc pour faire les essais sur une valeur donnée de I, une valeur de n per-
mettant d'évaluer P convenablement a partir d'une fréquence de ratés, c'est-a-
dire une valeur de n telle que P ne soit pas trop faible (ni trop élevée). Ce princi-
pe de la méthode s'appliquera aussi bien pour déterminer I, que pour contrdler la
stabilité d'une fabrication.

Avec les hypotheses faites, p détermine non seulement P mais toute la loi de
probabilité du nombre D de détonateurs ratés dans une volée (P étant la probabili-
té pour qu'il y ait au moins un détonateur raté). Mathématiquement, ce nombre de
détonateurs ratés est le nombre de valeurs t; qui sont supérieures a au moins une
valeur t,. La loi de D est établie en annexe. Or le nombre D est constatable a
chaque tir; la moyenne trouvée pour D est une estimation de l'espérance mathé-
matique D de D. On peut utiliser dans la méthode D (I, n) au méme titre que P
(P , n), ou du moins 2 titre complémentaire (on a de facon évidente D = P),

Les formules établies en annexe nous ont permis de calculer numériquement
des valeurs de Pft D pour n = 3etn =41, p prenant diverses valeurs (tableau I).
Pour n=2, P =D s'obtient sous forme explicite. Nous verrons au paragraphe
suivant comment nous avons pu, a partir du tableau I, tracer de facon approchée
les abaques des figures 1 et 2.

VARIATION DE P ET Q EN FONCTION DE n SUR UNE INTENSITE DONNEE

Ainsi l'apport essentiel de la statistique a la méthode directe consiste a per-
mettre d'établir que pour I fixée la variation de P en fonction de n ne dépend que
d'un parametre, donc qu'il suffit de déterminer P pour une valeur de n pour le
connaftre pour toutes les autres valeurs n. (Bien entendu, la statistique intervient
par ailleurs, comme nous le verrons, pour évaluer la précision des détermina-
tions faites).

La validité de cet énoncé est conditionnée par l'exactitude des hypotheses fai-
tes sur F; et F, . Mais nous allons montrer que dans une large mesure les fonc-
tions P (n) et D (n) sont peu sensibles 3 l'inexactitude des hypotheses (si l'on se
contente de donner éF la signification d'un simple parametre repere).

Pour cela nous considérerons une nouvelle grandeur aléatoire : le nombre de
chevauchements dans une volée, Nous désignerons ainsi le nombre C de couples
ty, to (ot t, et t, sont relatifs 3 des détonateurs différents dans la volée) tels que
t; soit supérieur a t, . Il est évident que la probabilité que C soit nul est 1 - P,
D'autre part C > D, Donc en particulier C = D, L'intérét de considérer C est
que C se calcule simplement. En effet, il y an(n-1) couples t,, t, distincts pou-
vant donner lieu & chevauchement; pour chacun de ces couples la probabilité de
chevauchement Q est la m&me. On calcule Q en considérant toutes les valeurs
possibles t pour le délai t; (et en tenant compte de ce que t; et t, sont ici des va-
riables indépendantes); on trouve ainsi :

Q= sz (t) - d F (t)

-0

On déduit de 12 immédiatement que l'espérance mathématique de C est :

C=n@-nQ=n@1 [F ©dF ©
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On voit sur cette formule que pour une intensité donnée, C ne dépend de n que
par le facteur n(n-1); donc si l'expérience portait sur C et non sur P et D, le
passage d'un n 2 un autre pourrait se faire de fagon completement indépendante de
la forme des lois F; et F, .

Malheureusement C n'est pas mesurable, Mais cette propriété de C permet
de prévoir qu'il en sera presque de méme pour P et D, tant qu'on reste dans une
zone de valeurs assez petites, pour la raison qu'alors P et D tendent & s'identifier
3 C. En effet, il est intuitif que lorsque les chevauchements sont rares, ils sup-

TABLEAU I
QUELQUES VALEURSDE C, P, D pour n = 3 etn =41
n=41 2 lois normales égales cofn::ililieé ifc’lael;lttii(j;ue
My | o Myt g » P ) P
c o V2 par défaut|par exces
3,55 2,5102 | 9,9000 4,328 0,8851 0,9032 3,5135 0,9487
4,05 2,8637 3,4339 1,863 0,6422 0,6520 1,7175 0,7531
4,55 3,2173 1,0612 0,686 0,3493 0,3529 0,6976 0,4367
5,05 3,5708 | 0,2918 0,2162 0,1430 0,1439 0,2314 0,1809
5,55 3,9244 0,0713 0,0583 0,04566 0,04585 0,06336 |[0,05612
6,05 4,2779 0,01547 |0,0136 0,01170 0,01173 0,01460 |0,01386
6,55 4,6315 0,00298 |0,00273 |0,00254 0,00254 0,00290 | 0,00283
7,05 4,9851 0,000508 | 0,000472(0,000457 | 0,000457 ( 0,000503| 0,000498
n=3 2 lois normales égales cofn:::ijleh ﬁizI:tii(:;ue
i ;_m' P = ?\};‘ c D P D P
0,55 0,3889 2,0922 1,5061 0,9199 1,5098 0,9274
1,05 0,7425 1,3734 1,0556 0,7378 0,0637 0,7539
1,55 1,0960 0,8192 0,6678 0,5163 0,6766 0,5339
2,05 1,4496 0,4415 0,3784 0,3154 0,3851 0,3286
2,55 1,8031 0,2041 0,1813 0,1584 0,1864 0,1686
3,05 2,1567 0,09310 0,08594 0,07879 0,08763 0,08217
3,55 4,5102 0,03620 0,03426 0,03233 0,03487 0,03355
4,05 2,8638 0,01256 0,01211 0,01166 0,01229 0,01202
4,55 3,2173 0,00388 0,00379 0,00370 0,00383 0,00379
5,05 3,5709 0,001067 | 0,001052 | 0,001036 | 0,001061 | 0,001054
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posent la conjugaison de deux évenements rares indépendants : un grand délai d'a-
morcgage et un petit délai de rupture; par conséquent, les chevauchements rares
doivent se présenter le plus souvent isolément. On peut préciser les conditions
mathématiques (assez générales) auxquelles doivent satisfaire F, et F, pour que
ce raisonnement intuitif soit rigoureux. Sur le tableau I, on a porté les valeurs de
C parallelement 3 celles de P et D, Pour deux lois de Gauss, mé&me d'écarts-types
différents oy et o, , on a selon un calcul classique :

Q=G (-p)
my - 2 es .
ou p :——z%et ot G est la fonction de répartition d'une variable normale cen-
Vof +ay trée et normée (fonction de Galton).

A mesure que C devient important, P et D s'écartent de C (sauf pour n = 2,
ou P =D = C, puisqu'il n'y a au plus qu'un chevauchement et un raté par volée);
d'ailleurs P doit rester inférieur a 1. On n'a donc plus d'assurance concernant
l'influence faible des hypotheses faites sur F, et F, . Seul le calcul numérique
peut nous renseigner. Le cas qui nous intéresse pratiquement le plus est celui de
deux lois de Gauss d'écarts-types différents. Nous avons effectué quelques cal-
culs pour o, = 20y ; nous avons trouvé pour un méme C, c'est-a-dire pour un
méme p , des valeurs assez voisines. Or, en pratique, nous n'avons jamais ren-
contré une telle différence entre les deux écarts-types. On notera que pourp
donné, P est maximum lorsque les écarts-types sont égaux. Remarquons enfin
que les lois F; et F, n'ont a &tre normales que dans la zone ol se trouveront la
grande majorité des délais chevauchant.

Nous démontrons dans l'annexe que parmi tous les couples F; , F, possibles
non nécessairement Gaussiens, lorsque Q et n sont donnés, les couples qui don-
nent les valeurs les plus grandes pour P sont constitués de deux distributions
""rectangulaires' de méme étendue (une distribution rectangulaire est une distri-
bution uniforme sur un intervalle), ou plus généralement, en modifiant 1'échelle
des temps, deux distributions identiques dans leur partie commune. Ce cas a été
confronté dans le tableau I avec le cas de deux lois de Gauss égales. On voit que
l'écart est 1a encore faible.

Dans le tableau II, on a calculé P et D pour C et n donnés dans le cas de deux
lois rectangulaires, pour un grand nombre de valeurs de n. On voit que P et D
dépendent trés peu de n, sauf pour n tres petit. Il en sera donc de mé&me pour
deux lois normales et le passage de C & P et D que nous avons calculé pour n = 41
servira convenablement de n =20 an = 100. Pour n=5 et 10, on s'inspirera du
tableau II pour l'interpolation. C'est ainsi que nous avons établi les abaques des
figures 1 et 2. Sur ces abaques, C, P et D sont en échelle logarithmique. Sur la
figure 1, l'abscisse est graduée en log G de sorte que les courbes C sont des
droites. D'aprés ce qu'on a vu du passage de C 4 P et D, les courbes P et D pour
les différents n sont alors presque égales. De méme sur la figure 2, 1l'abscisse
est en log n(n-1).

PRECISION DE L’ESTIMATION DE P OU Q PAR ESSAIS EN VOLEE

Ainsi les essais se rameneront toujours au tir d'un certain nombre de vo-
lées sur une intensité et & l'estimation d'apres les résultats obtenus de la quantité

+00
Q= F, d F, , dont on pourra déduire toutes les probabilités de ratés pour les
=00

diverses valeurs de n. Cette quantité Q peut toujours €tre représentée au moins
fictivement par G ('P ), méme si on n'a pas affaire exactement a deux lois nor-
males, et P servira de repere.
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Fig. 1.- VARIATION DE ¢,B,P, EN FONCTION DE f OU G
(Cas de deux lois normales égales)
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Pour estimer Q oup , on dispose de deux résultats : la fréquence de volées
ratées et le nombre moyen de détonateurs ratés par volée. Les courbes des figu-
res 2 et 3 permettent d'en déduire deux estimations dep . La marge de précision
sur la premiére estimation est facile a évaluer puisqu'il s'agit d'une loi bindmiale
(dans le tableaulIll nous reproduisons les limites & 95% tirées des tables de Hald).
Pour la seconde, il faudrait la calculer spécialement, aussi proposons-nous de
n'utiliser cette estimation que pour confirmer l'autre. Ce qu'on peut aussi envisa-
ger, c'est d'utiliser le nombre moyen de détonateurs ratés par volée ratée comme
test de la forme des lois F; et F, . En effet, la présence par exemple dans un lot
de quelques détonateurs a délai de rupture anormalement bas se traduira par des
volées avec un nombre de ratés anormalement élevé, A l'aide des formules éta-
blies dans l'annexe, on peut calculer une limite vraisemblable en fonction du nom-
bre de volées ratées; (voir plus loin).

Si la probabilité de ratés réelle, pour une volée de n détonateurs, est P, la
‘E—(iﬂ . Si on dispose de N

détonateurs pour faire l'essai, il est intéressant de chercher la valeur optimum

variance de la fréquence trouvée sur k volées sera

- 40 -



Fig. 2.- VARIATION DE C,D,P, EN FONCTION DE n

(Cas de deux lois normales égales)
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de n, définie comme étant celle qui donne pour p la variance minimum. Pour cela

posons k =%, d'ou la variance sur P =ﬂ1€1:—a . Pour traduire ceci en variance
dp

2
surp , lorsque N est grand, il suffit de multiplier par( ) . Il semble plus ap-

dP
proprié de considérer aulieu de [ log, G et aulieu de P, log, Pdont lavariance est:
nP(1-P) 1 _n 1-P
N P."N P
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La variance de log,G sera :

(UG)Zz_rll-P dlogeG)z_gl-P d logg GY
G N P \dloge P/ N d log, P

P e dlog G
n(n-1) d log P

P
En particulier, pour P petit, on sait que G # # 1, d'ou

( G_C?)z % (n —11 )G

Pour P quelconque, on lira la pente de la courbe sur les graphiques de la fig. 1,

Exemples : p =3,3 p = 3,8
d log G o G\? d log G o G\?
PoolEE | v (%Y g | v (%
n dleg? | NG " P dleg P | N |\7G
10 | 0,029 1,11 412
20 | o,10 1,19 255 20 | 0,020 1,14 1274
40 | 0,27 1,47 234 40 | 0,066 1,18 787
100 | 0,74 2,98 312 100 | 0,28 1,53 602

Il est intéressant de comparer avec la méthode analytique statistique pour la-
quelle, dans les conditions optima, on a la précision suivante :

2
N ( PP ) = 1,49. En tenant compte du passage de log P a log G, cela donne

pour les exemples considérés :

N-&)z—zoo = 3,3 et 400 - 3,8
G = pour p = 3, e pour p =3,

Rappelons qu'étant donné l'allure asymptotique de P, la précision relative
sur l'estimation de P pour les valeurs de n ou P est faible (recherche de I) est
sensiblement la m&me que sur G.

PREMIERE APPLICATION : VERIFICATION DE LA VALIDITE
DE LA METHODE ANALYTIQUE

Si l'on applique 2 un méme lot de détonateurs paralléelement les deux métho-
des (la méthode analytique statistique et la méthode de tirs en volée), on pourra
confronter les résultats en les exprimant de fagon homogeéne en G (I) ou p (I) et en
tenant compte des marges respectives de précision. Si les résultats apparaissent
compatibles, on aura ainsi vérifi€ pour ce lot la validité des différentes hypothe-
ses de la méthode analytique : d'une part les hypotheses de Taffanel concernant le
mécanisme des ratés et en particulier le fait que le délai d'amorcage soit le mé-
me par rapport 2 une rupture de courant artificielle en tir isolé que par rapport a
une rupture en ligne die & un autre détonateur; d'autre part les hypotheses statis-
tiques pour 1'évaluation de G et en particulier l'ajustement de F; et F, a des lois
normales pour l'extrapolation aux délais extr&mes donnant lieu effectivement a
chevauchement.

La vérification pourra &tre d'autant plus précise qu'on pourra utiliser davan-
tage de détonateurs. Mais de toutes fagons elle ne peut &tre efficace que pour des
p pas trop élevés, car il faut qu'on observe des ratés dans la méthode directe
pour obtenir une limitation estimée de p dans les deux sens (C'est d'ailleurs sur
ce point précis que la méthode analytique présente un avantage appréciable sur la
méthode directe).
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Cette confrontation des deux méthodes a été effectuée pour un lot de détona-

teurs de fabrication définie. Les résultats ont été les suivants :

Méthode analytique

I N P op
0,66 467 3,02 0,20
0,85 210 4,05 0,33
0,99 147 5,12 0,50

Méthode directe sur I

I
I

En tenant compte

suivant :

= 0,66 15 volées de 40.

8 volées ratées, 29 détonat.ratés

= 0,70 50 volées de 20 « 10 volées ratées, 25 détonat.ratés

0,75 50 volées de 20 .

5 volées ratées,

7 détonat.ratés

des fréquences de volées ratées, on obtient le tableau

I N P op
0,66 600 2,98 0,16
0,70 1000 3,04 0,11
0,75 1000 3,30 0,15

Le nombre moyen de détonateurs ratés par volée fournirait des estimations un

peu différentes pour P (respectivement 2,8, 2,9 et 3,3).

Tous ces résultats sont reportés sur le graphique de la figure n° 3 ou l'on
voit qu'ils sont parfaitement compatibles., (Toutefois l'une des volées de 30 sur
0,70 A a donné 11 détonateurs ratés, Nous avons calculé que ceci suppose prati-
quement un délai de rupture anormal).

Fig, 3.- COMPARAISON DES DEUX METHODES
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DEUXIEME APPLICATION : DETERMINATION DE | n

Lorsqu'on se trouve en présence d'un lot de fabrication nouvelle ou modifiée,
il est nécessaire de déterminer les différentes valeurs de I,. Rappelons que I,
est l'intensité, fonction de n, a partir de laquelle la probabilité de raté pour une
volée de n détonateurs devient négligeable, La probabilité maximum négligeable a
été fixée arbitrairement a 0,001. On en déduit par exemple que I, correspond a
p=3,29etlgp 2 p = 5,2,

Le probleme de déterminer I, pour différentes valeurs de n allant de 2 & 100
revient a celui de déterminer la fonction P (I) dans la zone ol p va de 3,29 abs,2,
Ceci ne peut se faire qu'en mesurant p pour diverses valeurs de I. Si l'on veut
une précision satisfaisante, il faudra encadrer la zone intéressante. La méthode
analytique statistique, gridce a l'hypothtse de normalité, ramene la mesure dep
a celle des parametres des lois de distribution F, et F, , et par suite sa précision
se trouve indépendante dep . Au contraire la méthode directe, de par sa nature,
sera inefficace dans la zone des élevés : en effet, on ne pourra au mieux, pour
une intensité, que constater l'absence de ratés sur quelques volées composées de
beaucoup de détonateurs. Ceci ne fournira pour p qu'une borne minima, et encore
pas tres élevée, Par exemple, avec 10 volées de 100 détonateurs, l'absence de
ratés se traduit par P < 0,26 (marge a 95 %) soit p = 3,82,

En pratique, voici ce qu'on pourra faire : d'abord explorer la zone 2,5 3 3,5
au moyen de volées de 20 détonateurs, puis étudier un point au-dela avec des vo-
lées de 50 ou méme 100 détonateurs.

Voyons par exemple ce qu'on peut faire avec 1000 détonateurs. On en utilise-
ra 600 pour les volées de 20 sur 2 ou 3 intensités et 400 pour 8 volées de 50 sur
une intensité. Pour les volées de 20, 1'idéal est d'obtenir sur une intensité 8 & 12
ratés sur 15 volées et sur une autre 2 ratés, Voici les marges & 95 % pour :

10 volées (de 20) ratées sur 15 :2,2 (2,4) 2,7
2 volées (de 20) ratées sur 15 :2,7 (3,2) 3,8
1 volée (de 50) ratée sur 8 :3,1(3,7) 4,7
0 volée (de 50) ratée sur 8 : = 3,3

La détermination complete de I, par la méthode directe n'est donc possible
que sil'on connait l'allure de la variation de p (I) et qu'il suffit de bien connafitre
un point de la courbe pour avoir toute la courbe; ou bien a la rigueur si l'on sait
que p (I) est & peu pres linéaire (ce qui est effectivement le cas général), mais
alors la précision sur I, sera faible.

Des hypotheses de ce genre sur la variation de p (I) sont hasardeuses dans le
cas d'une fabrication nouvelle ou modifi€e. Elles sont par contre admissibles pour
un simple contrdle de I, relatif a une fabrication déja connue, et c'est précisé-
ment pourquoi la méthode de tirs en volée trouve son intéré&t maximum dans le
contrdle de I .

TROISIEME APPLICATION : CONTROLE DE LA STABILITE
D’UNE FABRICATION

Tandis que pour une fabrication nouvelle il est tres instructif d'étudier les
lois de répartition des délais F; et F, , le contr6le périodique d'une fabrication
donnée, au point de vue du risque de ratés en volées, doit porter davantage sur la
stabilité des valeurs I, que sur celle des lois F, et F, elles-mé&mes. Autrement
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dit c'est la fonction G(I) oup (I) qu'il importe avant tout de contrdler, sans s'in-
quiéter par exemple d'un léger décalage d'ensemble des délais d'amorcgage et de
rupture, qui ne modifie pas le risque.

De plus, on peut prévoir qu'une perturbation dans une fabrication se traduira
par un rapprochement des délais moyens d'amorcage et de rupture ou une aug-
mentation de la dispersion sensiblement indépendante de l'intensité, et par suite
par un décalage & peu prés uniforme de la fonctionp (I). L'expérience confirme
cette prévision. En conséquence on peut se contenter de vérifier la stabilité dep
dans une zone limitée des intensités, Par analogie avec le principe de la ' limite
de contrdle modifiée' du contrdle statistique de fabrication, on contrdlera le ris-
que dans une zone ou il n'est pas trop faible., D'apres ce qu'on a vu, la méthode
directe par volées est tout & fait adaptée a ce probleme.

BN

Nous proposons 2a titre d'exemple le processus de contrdle suivant, Nous
chercherons a vérifier la stabilité de I,, c'est-a-dire de l'intensité pour laquelle
p = 3,3. Sur l'intensité Iy présumée I,, nous tirons 10 volées de 20 détonateurs,
La probabilité de raté est censée &tre égale a2 0,1; le nombre "attendu'' de volées
ratées est donc 1. La loi bindmiale donne immeédiatement les probabilités respec-
tives des différents résultats possibles :

0 volée ratée 0,3487 1 volée ratée 0,3874
2 volées ratées 0,1937 3 volées ratées 0,0573
4 volées ratées ou plus 0,0129

Donc, s'il y a 4 volées ratées au moins, on est pratiquement certain que le
risque a augmenté. Déja pour 3 volées ratées il y a présomption de changement,

Siona 0, 1 ou?2 volées ratées : confirmer par 10 autres volées sur la méme
intensité Iy (et on tolerera de 0 & 3 volées ratées dans cette 2° série).

Si on a 3 volées ratées au moins, passer a une intensité plus élevée, Prendre
l'intensité Ip présumée Is (p = 3,9). La probabilité de raté avec 20 détonateurs
est 0,014, La loi bindmiale donne pour 10 volées :

0 volée ratée 0,869 1 volée ratée 0,123 2 volées ratées et plus 0,008

De&s qu'il y a une volée ratée la présomption de changement est confirmée.
Mais on ne considérera qu'il est important que s'il y a eu au moins 4 volées ra-
tées sur Ig.

Au contraire pour 3 volées ratées sur Iy et O sur Ip on admettra qu'il n'y a

pas de changement du tout. Dans tous les autres cas, on considérera qu'il y a
changement mais faible. En résumé, le plan de contrdle est le suivant :

< L. ! Nouveau .
lére série Résultat 2e série o8 Conclusion
résultat
0, 1 ou?2 10 autresvolées |0 & 3 volées
. P )i Pas de changement
volées ratées |de 20 sur Iy ratées
1é tées
4volées ratée Faible changement
ou plus
10 volées de 10 volées sur I5| 0 volée ratée |[Pas dechangement
20 sm: I ) 3voléesratées|(I; présumée) |Au Inoms/une Faible changement
(I, présumée) volée ratée
4 ou plus 10 volées sur Ip|0 volée ratée |Faible changement
volées ratées |[(I; présumée) [Au moins une Changement
volée ratée important
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Dans l'hypothese d'un décalage éventuel uniforme des valeurs dep (c'est-a-
dire une diminution égale de p pour Iy et Ip) on peut calculer a l'aide de P (P)
pour n = 20 et de la loi bindmiale, les probabilités des différentes conclusions
pour différentes diminutions de p . Voici ce qu'on obtient :

Probabilité de Probabilité de Probabilité de
Diminution deP conclure conclure conclure

Pas de changement | Faible changement | Changement important

0 0,9675 0,0308 0,0017
0,2 0,8298 0,1519 0,0183
0,4 0,4892 0,3950 0,1158
0,6 0,1389 0,4587 0,4024
0,8 0,0164 0,2349 0,7487
1 0,0005 0,0527 0,9468

Donc si on conclut "pas de changement' p a tout au plus diminué de 0,7
(1, réel égal sensiblement & Iy présumé; I, réel égal & I,y présumé). La fabrica-
tion est stable.

Un "faible changement' a des chances raisonnables d'étre réel et de ne pas
dépasser 1 (c'est-a-dire un I, réel égal au I, présumé; et un I, réel égal au
Iipo présumé). La fabrication est & surveiller.

Un '"changement important'' mérite examen détaillé par la méthode analytique
pour voir ce qui a changé dans les lois de répartition des délais.

Il est intéressant de comparer avec la précision d'un contrdle par la méthode

analytique. Si on détermine p pour I, présumé par la méthode analytique avec
op \_ 1,49 op

P ) T 400
sur p suit la loi de Gauss, on en déduit que pour avoir la méme probabilité de
conclure '"Pas de changement' quand p n'a effectivement pas changé, il faut tolé-
rer de trouver jusqu'a p =2,91. Moyennant quoi on calcule aisément le tableau
suivant @

400 détonateurs, on a ( soit =0,061. En admettant que l'erreur

Probabilité de conclure :

Diminution de p Pas de changement

0 0,967
0,2 0,841
0,4 0,48

0,6 0,102
c,8 0,004

(En distinguant '"faible changement'" et '"changement important' selon que p trou-
vé est ou non supérieur & 2,65 on compleéterait ce tableau & 3 colonnes comme le
précédent).

On constate que la précision est tout a fait du m&me ordre. Comme la métho-
de par volées représente une économie appréciable de main-d'ceuvre et de maté-
riel (aucun appareil de réglage et d'enregistrement de temps n'étant nécessaire),
elle s'avere en pratique pour cet usage nettement plus avantageuse.

Notons enfin qu'on peut tirer parti pour le contrdle par volées du nombre de
détonateurs ratés dans les volées qui en comportent. On vérifie ainsi que les lois
de répartition restent normales, et en particulier qu'il n'y a pas de détonateurs

anormaux a délai de rupture tres court (qui pourraient faire des ratés jusqu'a des
intensités élevées), En utilisant la formule (6) de l'annexe, nous avons calculé
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pour 3 valeurs de P (et n = 20) la probabilité de trouver 1, 2, 3, etc.. détonateurs
ratés dans une volée, dans l'hypothése ol elle est ratée. Voici le résultat de ces
calculs,

p =3,25 p =2,97 p =2,69

Probabilité qu'une
volée soit ratée 0,120 0,247 0,438
1 détonateur raté 0,768 0,673 0,546
2 détonateurs ratés 0,153 0,194 0,227
Probabilité de 3 détonateurs ratés 0,047 0,072 0,104
trouver dans 4 détonateurs ratés 0,018 0,032 0,053
une volée ratée 5 détonateurs ratés 0,008 0,015 0,029
6 détonateurs ratés 0,007 0,017
7 détonateurs ratés 0,010

A partir de ces chiffres on peut calculer quel est avec un niveau de certitude
de 95 % le nombre maximum de détonateurs ratés qu'on doit trouver en moyenne
par volée ratée :

1° Sip n'a pas changé ( p=3,3)

Une volée ratée sur Iy : maximum 3 détonateurs

Deux volées ratées sur ' : " 2,5 détonateurs en moyenne
Trois " " " . " 2’33 " "
Quatre " n 1" . " 2'25 " "
Cinq " 1" " M " 2 n 1"

2° Sip a faiblement diminué (P> 2,6)

Trois volées ratées sur I, : maximum 4 détonateurs en moyenne
Quatre " " n : " 3'75 " "
Cinq " " " H " 3,6 1" n

Six " " " H " 3’ 33 " 1"
Sept " " " H 1" 3,28 " n

METHODE DE CONTROLE COMBINEE : ESSAIS EN VOLEE AVEC MESURE
DU DELAI DE RUPTURE EFFECTIF

La méthode de contrSle par tirs en volée que nous venons de présenter ne
donne aucune indication sur la position d'ensemble des lois F et F, ; or, d'une
part, un décalage important des lois, m&me sans changement dep , peut &tre in-
téressant a déceler pour la surveillance de I,, d'autre part, la valeur des délais
est intéressante en soi (nous complétons habituellement la détermination de I, par
celle de ty : temps pendant lequel l'exploseur doit fournir le courant pour que la
probabilité de raté du fait de l'arrét volontaire du courant soit inférieure & 0,001).

On peut éventuellement compléter la méthode dans ce sens en mesurant pour
chaque volée essayée le délai qui s'écoule entre la mise de courant dans la ligne
et son interruption. Pour chaque volée on disposera ainsi de deux résultats : un
nombre de détonateurs ratés et une durée de passage effective.

Cette durée de passage est égale au plus court délai de rupture des n détona-
teurs de la volée. A chaque volée on obtient donc une valeur de la variable : plus
petite valeur de n variables indépendantes obéissant & la loi F, ., La fonction de
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répartition de cette variable est classique, c'est 1 - (1-F,)". Si F, est une loi
normale (m,; o, ), la loi de la plus petite de n valeurs aura une moyenne de la
forme m) =m, -, 0, (olt &, est un coefficient numérique ne dépendant que de n),
un écart-typef, o, , et des expressions analogues pour les moments centrés
d'ordre supérieur. Etant donné le nombre réduit de volées (soit k), le seul para-
metre qui sera convenablement estimé est la moyenne. Sa précision est définie

par l'erreur-type-&g-
V k

Voici quelques valeurs de ap etpn , telles qu'on les trouve dans les tables

n 1 2 5 10 20 40 60 100 200

on 0 0,564 1,163 1,539 1,867 | 2,160 | 2,319 2,508 2,746

pn 1 0,826 0,669 0,587 0,525 0,477 0,454 0,429 0,401

Au point de vue du contrdle dep , la surveillance de m', est suffisante en ce
qui concerne la loi F, . En effet, si la variation Af’ est faible, on a :
AF A m, A m, o, g,

= - ‘2 2Aa|.- 2 ZAGZ
P m, -my mp-m g tg o to,

VoTT2 Ap= | Amy, - L2 Agy| -|A m + —LZ__A
e f’[mw—][mr—

En posant

v 20‘ = - Hi _—,[E;‘z' ==H, Vo +o} Af’:A(mz‘Hz"z)"A(ml’LH”r' )
O + 0y G +0y

Ce sont les variations de m, - H,0, et m; + H;0; qui déterminent celle dep

P mg = My
Pour oy et o, voisinsg, H) = H,) = =
s
Donc on aura H, =, n =20 p =2,63
siP =y VY 2 soit n = 40 p =3,05
n =60 P = 3,28
n=100 p = 3,55

Dans tous les cas, P est voisin de 0,5 (On prend donc ici de préférence des p un
peu plus faibles que dans le contrdle sans mesure du délai).

Si on pose m) =m, -an0, €t my = my +a,0, , on aura sensiblement :

V2 o Ap=AmY, -Am)

Contrdler mY , c'est contrdler la valeur du délai d'amorgage pour lequel
F, =G (ay,), c'est-a-dire pour :

n= 20 F =0,969
n= 40 F = 0,985
n= 60 K =0,990
n =100 F = 0,994
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Ceci pourra se faire graphiquement en utilisant les résultats de raté. Le tir
de chaque volée peut étre considéré comme un essai d'amorcage pour n détona-
teurs sur la durée de passage effective t, donc une estimation de F (t). Plus
exactement il faut tenir compte de ce que t est fonction des délais de rupture et
n'est donc pas indépendant des délais d'amorcage. Ce qu'on mesure, c'est, pour
n-1 détonateurs dont on sait que leur délai de rupture est supérieur a t, la proba-
bilité pour que leur délai d'amorcgage soit inférieur a t. Cette probabilité vaut

F
T,
d'apres la valeur dep , on fixe leur répartition statistique. Pour n etp associés
comme on a vu plus haut, les délais essayés doivent avoir justement pour espé-
rance mathématique le délai correspondant a m]|

. Bien entendu les délais ainsi''essayés'' ne sont pas choisis & volonté. Mais

Ce sont pratiquement les ruptures se produisant aprés m| qui ne donneront
pas de raté. Il est difficile de chiffrer la précision avec laquelle on confirme que
m{ n'a pas changé. Elle est nettement moins bonne que pour mj . Mais la loi F
se trouve ainsi étudiée automatiquement dans sa zone intéressante pour les ratés.

Dans l'étude comparative de la méthode directe et de la méthode analytique
que nous avons faite sur un lot de détonateurs (voir plus haut), les 15 volées de
40 détonateurs tirées sur 0,66 A ont donné lieu a une mesure du délai de rupture
effectif. Les 15 points obtenus pour F; et la valeur de m} ont été parfaitement
cohérents avec les résultats obtenus par tir individuel (confirmation supplémen-
taire de l'analyse de Taffanel).

CONCLUSION

En fondant statistiquement la méthode directe de détermination du risque de
raté dans le tir en volées des détonateurs électriques, nous avons montré com-
ment apres avoir déterminé le risque sur une intensité pour des volées d'un nom-
bre fixé de détonateurs, on peut en déduire une estimation du risque pour un nom-
bre différent quelconque, ainsi que la marge de précision de cette estimation.
Partant de 13, nous avons pu établir que la méthode directe se présentait dans
certains cas de fagon avantageuse par rapport a la méthode analytique qui utilise
des mesures individuelles de délais d'amorcage et de délais de rupture; en parti-
culier le contrdle de la stabilité d'une fabrication est aussi précis par la méthode
directe que par la méthode analytique et beaucoup plus économique en matériel et
en main-d'ceuvre. Par contre, la méthode analytique permet une extrapolation
plus rationnelle du risque vers les intensités élevées. Mais on ne doit pas oublier
que de toutes fagons, aucune méthode ne permet de déceler dans un lot des déto-
nateurs anormaux qui s'y trouveraient dansune proportion par exemple de 1/10.000
et qui entraineraient cependant une fois sur cent un raté imprévu en volée de 100,

Notre conclusion pratique sera la suivante : la méthode analytique continue 2
étre préférable pour déterminer I, pour une fabrication nouvelle ou modifiée; la
méthode directe est la plus adaptée au contrdle de la stabilité d'une fabrication,
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ANNEXE

ETUDE MATHEMATIQUE DE LA LOI DE PROBABILITE
DU NOMBRE DE RATES

LOIS PARENTES
Toutes les formules de probabilité relatives au nombre de ratés dans une
volée devront s'exprimer 2 l'aide des deux lois parentes :
F, (t,), probabilité pour qu'un délai d'amorgage T| soit < t,
F, (t;), probabilité pour qu'un délai de rupture T, soit < t,

E et F, sont deux fonctions non décroissantes, continues a gauche, allant de 0 a
1, lorsque t; et t, sontde 02 +oo,

Considérons la fonction de répartition A deux variables F (t;, t,) du couple de
délais Ty , T, relatifs au méme détonateur. C'est la probabilité pour que les deux
évenements considérés soient réalisés simultanément. De F, nous savons :

1° que par définition F, (t;) = F (t,, +co) E, () = F (400, t,)

2° que F satisfait aux diverses propriétés des fonctions de répartition a deux va-
riables.

3° que F est telle que la probabilité de l'éveénement (délai d'amorcage > délai de
rupture) est nulle.

Cherchons a exprimer cette dernitre condition. Pour tout couple t{, t, tel
que ty > t,, on ne peut pas avoir simultanément : Ty, = t,, T, < t, . Or on sait
exprimer formellement la probabilité de cet événement :

Prob [T, =2, T, < tz] Prob [T2 < tz]— prob [T, <t, T < tz]

E () - F (4, t)
La condition 3° s'exprime donc par :
F (t,, t,) = F, (t,) pourt, > t,

Les conditions 1 et 2 entraiheront cette égalité pour t;, > t, , si elle est réalisée
pour t, =ty ¢

(1) F(t, t)= F (t)

On voit aisément que réciproquement l'identité (1), jointe aux conditions 1 et 2,
assure bien la condition 3,

On notera que l'on a 1'inégalité pour tout t :
(2) F, (t) = F(t,t) < F(t, +0) = F, (t)

Cette inégalité limite les couples de lois possibles. En particulier elle élimine
les couples de lois normales a écarts-types différents (bien que pratiquement il
arrive que deux lois réelles assez écartées puissent étre représentées convena-
blement par deux lois normales d'écarts-types différents dansla zone des chevau-
chements les plus nombreux).
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Réciproquement, on voit aisément que tout couple de fonctions de répartition
F, , F, satisfaisant a 1'inégalité (2) est un couple possible, parce qu'on peut
construire au moins comme distribution ayant les distributions marginales F; et
E, une correspondance stricte entre T; et T, (avec un ajustement convenable aux
points éventuels de discontinuité) telle que T, < T,.

Indiquons enfin que les probabilités que nous calculerons sont toutes relatives
a l'ordre dans lequel se classent des variables obéissant a2 F{ ou F, , et que par
conséquent t n'intervient que comme un repere. Deux couples F, , F, et F| , K
qui se rameénent 1'un A l'autre par un méme changement de variable croissant et
continu donneront des résultats identiques., En définitive, un couple se caractéri-
sera par la courbe plane définie paramétriquement par F (t), F, (t). Il est facile
en fonction de ce qui précede de caractériser la famille des courbes possibles.
Il est a prévoir que des difficultés particulieres surgiront lorsque F; et F, auront
des points communs de discontinuité, car on sera amené 2 préciser comment ré-
tablir la continuité de la courbe représentative.

FORMULE EXACTE POUR LA PROBABILITE QU’IL N’Y AIT PAS DE RATE

Etant donné une volée constituée de n détonateurs tirés au hasard de la popu-
lation considérée, quelle est la probabilité pour qu'il n'y ait pas de raté, c'est-a-
dire pour que tous les T; soient inférieurs ou égaux a tous les T, ?

Cet évenement peut étre subdivisé en n cas possibles, en spécifiant le détona-
teur qui a le plus grand délai d'amorcage. Soit t; une valeur possible pour ce
délai. Comme le délai de rupture associé ne peut donner lieu & chevauchement,
on sera dans les conditions requises si et seulement si chacun des n-1 autres
détonateurs a son délai d'amorcage inférieur a t; et son délai de rupture supé-
rieur ou égal a t; . Or on a pour un détonateur :

Prob [T, < t] - Prob [T, < t,, T, < t,]
K o(t) - F(t.t)
F(y) - F (y)

Prob [T, <, T, =t]

En donnant 32 t toutes les valeurs t possibles, et en tenant compte de ce que les
n cas ont la mé&me probabilité, on obtient :
n-1

3  pecn [ F®-5®] aR®=n [ [5-5 (&) af

(Il semble que ce raisonnement soit mis en défaut par les cas ol plusieurs délais
d'amorgage sont simultanément maximum, cas de probabilité non nulle si Fj est
discontinue., Mais on peut voir par passage a la limite que le résultat reste vala-
ble & condition de bien considérer qu'on maintient F, a sa valeur pour t pendant le
saut de Fy , dans le cas ou F, est discontinue en m&me temps que F; ; ceci cor-
respond dans la définition du raté au fait qu'un délai de rupture égal & un délai
d'amorcage n'entraine pas de raté),

Nous appelons probabilité de raté P la probabilité pour qu'il y ait au moins un
détonateur raté, c'est-a-dire au moins un chevauchement entre un délai d'amor-
cage et un délai de rupture, On a donc P =1 - py. On peut écrire aussi P sous
une forme intéressante pour les petites valeurs de P :

(4) P=n .[;W{F,n-' - [® - Fz] M} dF

On peut démontrer que cette formule est équivalente 2 une expression donnée dans
notre article précédent.
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LOI DE PROBABILITE DU NOMBRE D DE DETONATEURS RATES

L'espérance mathématique du nombre D de détonateurs ratés dans une volée
est égale a n fois la probabilité pour qu'un détonateur spécifi€é de la volée soit
raté. Un détonateur n'est pas raté si tous les délais de rupture des (n-1) autres
sont supérieurs ou égaux au délai d'amorcgage de ce détonateur. On déduit de la
immédiatement :

(5) E(D)=E=n[.:m{1-[1-F2]""} dF

Calculons la probabilité py pour qu'il y ait exactement k ratés (on a déja calculé
Po ). En spécifiant, d'une part, le détonateur qui doit avoir le plus court délai de
rupture, d'autre part, les k détonateurs ratés, l'événement conditionnel pour un
délai de rupture minimum t est la combinaison des suivants :

pour k détonateurs, un délai d'amorcgage supérieur a t

pour n-1l-k détonateurs, simultanément un délai d'amorcage inférieur ou égal
a t et un délai de rupture supérieur a t.

En faisant varier t, et en ne spécifiant plus les détonateurs, on obtient :

(6) oznch/ [1-8]"[5-8]"" am

(Cette fois, pour tenir compte des discontinuités communes de E et F, , il faut
maintenir F 2 sa valeur maximum pendant le saut de F, . Ceci revient, si l'on
veut, a définir F, (t; ) par la probabilité pour que T; < t; ., Désormais chaque fois
qu'on intégrera par rapport a F, ce sera de cette fagon, de méme que lorsqu'on
intégrera par rapport & F; ce sera comme pour (3). On peut vérifier que cette
fagon de faire est cohérente car elle correspond a la mé&me manitére de rendre
continue la courbe F, , F, ).

Introduisons une variable auxiliaire x et définissons la fonction génératrice
de la loi de D par Sx*px . On a :

sxtpe =nf Fohx"[1-5] “[5-5] " ag

nj:oo{x [1-§] +5 -Fz}n_' d F,

n/_:m{(x-l) [1-7] + [1-F2]}"-’ d F

En prenant les dérivées successives par rapport a x pour x = 1 de la fonction
génératrice, on aura les moments factoriels de la loi :

nfm(n-l) [1-85] [1-8] "aF

-00

nf Di-m] afi-m "

qui s'identifie & (5) en intégrant par parties,

(7) E [D(D-1)] = £ k (k-I)px =n (n-l)[ [1- F,]’ d [1- 8] n

etc...

1}

E [D] =2 kPk

On peut en déduire en particulier les moments centrés de la loi de D et aussi ceux
de la loi du nombre de détonateurs ratés par volée ratée.
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ETUDE DE LOIS PARTICULIERES

Ce qui nous intéresse plus spécialement pour les applications, c'est la varia-
tion de P et D en fonction de n. Nous avons indiqué dans le texte principal que

cette variation était 3 mettre en comparaison avec celle de C, nombre moyen de
chevauchements, la variation de C étant connue puisqu'on a dans tous les cas :

E-—-n(n-I)Q
(8) ot Q=f deF,=/ (1-F)dE

(la définition des intégrales étant encore celle précisée pour le cas de disconti-
nuités).

L'étude doit donc porter en fait sur P (n) et D (n) pour Q fixé. Une question
importante est la suivante : quelles sont les valeurs extrémes possibles pour P et
pour D et quels sont les couples de lois qui conduisent & ces valeurs extrémes ?

Ce probleéme d'extremum fonctionnel se résout simplement. Considérons le
graphique F; , F, (fig. 4a)
Q est égal a l'aire hachurée, Les extremum de P sont ceux de p, . On voit immé-
diatement que p, est égal, & un facteur pres, au moment d'ordre (n-1) par rapport

a OC de la surface ponctuée. Cette surface a une aire donnée :%- Q. On obtien-

dra les extremum de P en plagant cette surface le plus pres possible ou le plus
loin possible de OC, compte tenu des conditions que doit remplir la courbe, Il est
manifeste que les courbes correspondant aux extremum sont du type indiqué sur
les figures 4b et 4c.

On obtient de fagon analogue les extremum pour D (fig. 4d et 4e).

Les couples extremum sont indépendants de n. Le cas P minimum est assez
indéterminé, le triangle rectangle pouvant glisser sur OC et prendre en particu-
lier les deux positions limites qui correspondent 3 D maximum et D minimum,

Le cas P maximum (P variant le plus vite avec n) est particulitrement inté-
ressant car le cas de deux lois normales de méme écart-type en est tres voisin,
Il est caractérisé par le fait que les distributions de T, et T, sont égales dans
leur partie commune. On établit aisément les formules :

2
:-‘%— P=1-(-a) -na(l-«)"™ D= (l-a)"+na- 1

Avec ces formules nous avons calculé les valeurs du tableau II, qui nous ont
servi a interpoler dans le cas des lois normales.,

Dans le cas P minimum, on obtient :
2 . n
Q=p-£ P=1-(1-B) D =np -p
Tjmax (n-l) [1 - (l-ﬁ)n]

REALISATION DU CALCUL NUMERIQUE

Les formules (3) ou (4), (5) et (8) permettent de calculer P, D et Q d&s qu'on
a des tables numériques de F, et F . Il suffit par exemple pour calculer Q de
prendre une suite d'intervalles égaux At et assez petits et de mettre en regard
AF, et F, (t médian), puis d'additionner & AF, . E . Cette facon de faire per-
met par glissement relatif des deux colonnes de faire aisément le calcul pour di-
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vers écartements des deux lois. Ceci ira bien aussi pour D, en prenant la fonction
1-(1-K )™ 3 la place de F, ; mais les formules (3) ou (4) ne permettent pas de
faire de mé&me pour P. Nous avons établi deux formules approchées encadrantes
qui peuvent &tre calculées de cette fagon.

On a K -F=F (I-K) - F, (I-F) doncF, - F, < F (1-K )

. - , . -1
Par suite F,"'-[F,_Fl_]"' >gF" - ! [1-F2]“
n-1 2] n-2 n~{
ot Fin—l _ [E "Fz] = (n_za/. (5 -x)n-2 dx < (n-Z?/JZ [El (l-x)] dx = Fin_z -F]n'z [1—13]
) ()
D'ou l'encadrement :

(9) z}/m[l -a-5"] 5V dE < P<n/+°°[l—(1 -] §"ag

Ces deux formules nous ont servi pour le calcul de P dans le cas de deux lois
normales égales (pour n = 41). Pour n = 3, la formule exacte (4) est utilisable;
on a alors :

- +00 _ oo to
C-6f ®mag -6/ Rag -3/ BdF
o0 ~00

~00
+00 +00
p-¢/ FRAaF -3/ FdF
-0 ~0Q

En raison de la symétrie des lois on a :

2f/BgaR=/Rar-/-Fag=- [[1-0-5f] a5 =2/ a5 - [Rag

+00 400
D'ol Pz‘é/ deF,-(Z/ F2d R
~00 ~00

10Q
On a donc a calculer simplement / F*d K pour avoir D et P,
-oQ
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