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RELATION ENTRE LE TAUX
DE RENTABILITE INTERNE DES INVESTISSEMENTS
ET LE TAUX DE RENDEMENT COMPTABLE (*)

par Jean BARREAU (%)

Résumé. — Le taux de rentabilité interne et le taux de rendement comptable sont deux critéres
financiers courants. Mais leur définition et leur utilisation sont trés différentes. Aussi ont-ils
toujours été réputés étrangers 'un a Pautre. Or, la réalité est tout autre. Il existe, en effet, une
relation précise entre ces deux critéres. L’existence de cette relation a été démontrée dans le
cas d’un investissement, aussi bien que dans le cas d’un ensemble d’investissements. Le taux de
rentabilité interne est une moyenne arithmétique pondérée des taux de rendement comptable.
Cette relation est susceptible d’apporter une contribution nouvelle aux problémes d’évaluation
des entreprises et d’estimation du taux de rendement global de celles-ci.

INTRODUCTION

Le taux de rentabilité interne est assez couramment utilisé en matiére de
décision d’investissement [87]. On a recours a ce critére pour apprécier, ex ante,
la validité des projets d’investissement et opérer, le cas échéant, la sélection
de ceux qui sont les plus rentables.

Mais, une fois la décision prise, on mesure les résultats obtenus, année aprés
année, a ’aide d’un autre critére : le taux de rendement des capitaux ou taux
de rendement comptable.

Pour un investissement donné, il existe, en général, autant de taux de rende-
ment comptable qu’il y a d’années dans la vie de cet investissement. Sauf cas
particulier, ces taux sont variables; ils dépendent du systéme d’amortissement
pratiqué et, naturellement, des résultats successifs.

Le taux de rentabilité interne d’un projet est unique. (Il peut exister toutefois
des projets a taux de rentabilité interne multiples, mais ces projets sont tout a
fait exceptionnels) [8].

De par leur définition méme, taux de rendement comptable et taux de
rentabilité interne apparaissent, a priori, comme étrangers ’'un a 1’autre.

Or, nous montrerons qu’il existe, entre eux, contrairement a ce qu’on pense
habituellement, une relation précise.

Cette relation peut, dans de nombreux cas particuliers, se transformer en
« relation fonctionnelle » entre le taux de rentabilité interne et 1’un quelconque
des taux de rendement comptable.

(*) Regu novembre 1976, révisé avril 1977.
(*) Université Paris-XIII.
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16 J. BARREAU

Respectant la démarche classique qui va du particulier au général, nous
envisagerons les problémes évoqués ci-dessus, d’abord dans le cas d’un inves-
tissement unique, puis dans le cas d’un ensemble d’investissements.

L’investissement unique nous permettra de faire intervenir les divers systémes
d’amortissement, associés a des cash-flow dont on supposera connue la loi
de variation. Enfin, I’ensemble d’investissements constituera une approche de
la réalité, c’est-a-dire de I’entreprise.

PREMIERE PARTIE
NOTIONS GENERALES

1. La notion d’investissement

On admet généralement que I’investissement est un engagement de capital
qui provoque une modification des flux de trésorerie dont la durée excéde celle
de I’exercice comptable.

Un investissement est complétement déterminé dés lors que sont connus :

— le montant du capital investi;

— la durée de vie;

— les flux de trésorerie associés.

1.1. Le capital investi

Pour déterminer correctement le capital investi, il y a lieu de prendre en
considération non seulement le coiit d’acquisition (ou de construction) de
I’immobilisation, T.V.A. déduite, mais également tous les frais accessoires de
mise en place, ainsi que les variations du fonds de roulement induites par cette
immobilisation [6].

1.2. La durée de vie

Habituellement, on considére que la durée de vie d’une immobilisation
coincide avec la durée d’amortissement. En réalité, cette durée de vie est une
variable aléatoire dont la loi de probabilité peut étre plus ou moins facilement
déterminée. En effet, il existe des investissements nouveaux pour lesquels on
ne peut faire référence 4 aucune expérience; il existe également des investis-
sements dont la durée de vie est liée a celle d’un produit. Toutefois, dans ce
qui suit, nous admettrons que durée de vie et durée d’amortissement coincident
exactement [1].

1.3. Les flux de trésorerie

1l s’agit des recettes R (inflow of cash) et des dépenses D (outflow of cash)
engendrées par ’investissement. Du point de vue financier, on s’intéresse
surtout a la différence R— D, appelée généralement : cash-flow.

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



TAUX DE RENTABILITE INTERNE ET RENDEMENT COMPTABLE 17

Selon que I’on tient compte ou non des impdts, il s’agit d’un cash-flow net
ou brut. Les cash-flow sur lesquels nous raisonnerons seront des cash-flow
bruts.

Le cash-flow ainsi utilisé correspond, fondamentalement, & I’amortissement
comptable augmenté du bénéfice comptable avant impdt. Notons, toutefois,
que I’évaluation du rendement d’un investissement doit étre faite de maniére
intrinséque, c’est-d-dire en dehors de toute considération de financement.
C’est pourquoi, le cas échéant, on devra rajouter au bénéfice comptable, avant
impdt, les intéréts payés sur capitaux empruntés.

Par ailleurs, il faut observer :

— qu’en matiére de décision d’investissement, la série des cash-flow est
déterminée ex ante; elle résulte de prévisions faites sur les cofits, les prix de
vente, les quantités écoulées, etc. Aucun de ces éléments ne peut étre évalué de
fagon certaine; il en résulte que la série des cash-flow est elle-méme affectée
par lincertitude [2];

— qu’il existe des investissements ne procurant aucune recette supplémen-
taire, mais permettant seulement de réduire les cofits;

— qu’a la fin de sa vie, un investissement peut avoir une certaine valeur
résiduelle; celle-ci doit alors étre prise en compte dans les calculs financiers.

1.4. Représentation schématique d’un investissement

Nous adopterons une représentation schématique faisant intervenir le temps,
le capital investi, la série des cash-flow et, si elle existe, la valeur résiduelle :

0 1 2 n

|
| _—— — —

C, C, C,+R

I, capital investi;
C,, cash-flow relatif & I’année i;
R, valeur résiduelle.

1.5. Observation

Théoriquement, tout projet d’investissement comporte plusieurs variantes.
Cela signifie qu’on a envisagé différentes maniéres, incompatibles entre elles,
de le réaliser [9]. Il en résulte que le choix d’un projet d’investissement par oui
ou par non est un cas rare; la procédure de choix doit, en effet, intégrer les
diverses variantes de chaque projet. Toutefois, dans ce qui suit, nous parlerons
de « projet d’investissement » ou « d’investissement » sans autre précision :
il faudra comprendre que nous nous attachons a I’une des variantes du projet
considéré.
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18 J. BARREAU

2. Taux de rentabilité¢ interne d’un investissement
2.1. Définition

Soit un investissement 7, engagé globalement a 1’époque 0, dont la durée de
vie est n et auquel on peut associer n cash-flow conformément au schéma
ci-dessous.

Valeur résiduelle R :

0 1 2 3 ' n—1 n

1 | | ! — s — |

I C, C, Cs C,.y C,+R

On appelle taux de rentabilité interne de I'investissement, le taux x pour
lequel il y a équivalence, a 1’époque 0, entre le capital investi I et la somme des
cash-flow et de la valeur résiduelle, actualisés au taux x [10]

I= i C,(14+x)"P+R1+x)""

p=1

Cas général

Le cas général est celui ol l’investissement est échelonné sur plusieurs
périodes, suivi par des cash-flow également échelonnés. Le principe de la
détermination du taux de rentabilité reste le méme. Toutefois, il est clair que
les dépenses d’investissement doivent aussi faire I’objet d’une actualisation.
Cette actualisation devrait étre faite, en principe, 4 un taux égal au coiit du
capital; pratiquement, on utilise le taux de rentabilité interne de ’investis-
sement [14].

2.2. Interprétation du taux de rentabilité interne d’un investissement

Pour certains auteurs, cette interprétation n’est pas évidente : « ... En
conclusion, on pourra retenir que la signification économique du critére du
taux de rentabilité interne n’apparait pas nettement... nous n’avons pas réussi
& donner une signification économique précise au critére du taux de rentabilité
interne... le critére du taux de rentabilité interne souffre, & notre avis, d’un
manque de signification économique bien nette... » [9, 5].

Par ailleurs, I’idée selon laquelle la méthode du taux interne de rentabilité
suppose que les cash-flow sont réinvestis & ce taux est assez répandue. Sans
doute assimile-t-on, abusivement, investissement et placement a intéréts
composés [13].

En réalité, nous estimons que I’interprétation correcte du taux de rentabilité
interne est la suivante :

Le taux de rentabilité interne est le taux auquel fonctionnerait un compte
courant, au débit duquel serait inscrit le montant du capital investi, les cash-flow

R.A.LLR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



TAUX DE RENTABILITE INTERNE ET RENDEMENT COMPTABLE 19

successifs étant inscrits au crédit, le « retrait » du dernier cash-flow soldant le
compte. La démonstration de cette proposition résulte de I’examen d’un tel
compte.

2

& [vévit foréait Soldes (débiteurs) : S
S

o] 1

1 Cy |8y =I(14x) = ¢4

2 €y |82 =1(14x)2 = ¢ (14x) = €5

3 3 |85 = (14x)3 = ¢9(14x)2 = C,(14x) = C5

4

: : )

P Cp | Sp=I(14x)P = ¢y (142)P7 - Cp{14x)P-2a .. ~Cpuy (142) - ¢
2 Gy | 8a= T(14x)m = oy (1ax)™ - cy(14)% 2 o0y (142) -0

Puisque le « retrait » du dernier cash-flow solde le compte on a S, = 0,
soit :
IQ+x)"—C,A+x)" ' =C,(1+x)""%~...=C,_;(1+x)—C,=0
IA+x)"=C;(1+x) '+C,(1+x)" 2 +...+C,_, (1+x)+C,
et, en multipliant par (1+x)™" :
I=C,(1+x)" ' +C,(1+x) "2 +...+C,(14+x)~"

ou

n
I= ZI,CP (14+x)7? | expression qui définit le taux de rentabilité interne.

3. La rentabilité comptable d’un projet d’investissement (ou taux de rendement
comptable) [11]

Le rendement comptable d’un investissement s’appréciera année aprés
année, en faisant le rapport du résultat comptable au capital investi [12].

Pour une année donnée ( p), le résultat comptable avant impdt est obtenu
en retranchant du cash-flow brut le montant de I’amortissement comptable.
L’impdt sur les bénéfices a une incidence considérable. En effet, pour I’année p,
on a :

— résultat brut :

vol. 12, n°® 1, février 1978



20 J. BARREAU

— résultat net d’impédt (%) :

!
|

'
~

=

2 2

Si le capital investi doit €tre emprunté, le résultat comptable brut devra
s’entendre : intéréts de ’emprunt non déduits. En effet, la rentabilité d’un
investissement ne saurait dépendre du mode de financement.

Par capital investi au cours de ’année p, on doit comprendre : Valeur
comptable nette au début de I’année p (3).

Dans la suite de nos développements, nous ne prendrons en considération
que le résultat comptable brut (R,). D’une part, le raisonnement sera plus
général, puisque le taux de I'imp6t sur les sociétés peut varier et, d’autre part,
il est trés facile de transposer en termes de résultat net les calculs obtenus en
termes de résultat brut.

Pour une année quelconque p, nous utiliserons donc les symboles et relations
suivants :

0 1 p—1 P n

I 1, I, I,

— résultat comptable brut de 'année p : R;

— capital investi au début de I’année p : I, _; (ou valeur nette comptable
de Pinvestissement au début de I’année p);

— taux de rendement comptable de I’année p : ¢,

D’ou la relation :

4. Observations sur la structure des annuités de remboursement d’un emprunt

et la structure des cash-flow d’un investissement
Considérons un emprunt ¥, contracté au taux x et remboursable par n

annuités

0 1 2 n

V  Vx+A4, V,x+4, Vo_yx+A4,

Chaque annuité comprend :
— un intérét, calculé au taux x, sur le capital restant dii au début de la
période considérée;

(®) Taux de I'LS. : 50%.
(3) Dr’autres interprétations sont possibles; elles ne seront pas examinées ici,

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



TAUX DE RENTABILITE INTERNE ET RENDEMENT COMPTABLE 21

— un amortissement « financier ».

Il est trés important de remarquer que, dans le cas d’un emprunt, Je taux
d’intérét étant donné, il existe deux situations possibles :

— la loi des amortissements est donnée et elle détermine la loi des annuités.

Par exemple, si les amortissements sont constants, les annuités sont en
progression arithmétique décroissante de raison — ¥ x.

— la loi des annuités est donnée et c’est la loi des amortissements qui en
découle.

Par exemple, si les annuités sont constantes, les amortissements sont en
progression géométrique croissante de raison (1 +x).

Considérons maintenant un investissement /, comportant n cash-flow et dont
la valeur résiduelle est nulle :
0 1 2 3 n

I c, c, c, c,

Le taux de rentabilité interne de cet investissement est donné par la relation :
n
I=Y% C,(1+x)™".
p=1

On peut assimiler cet investissement & un emprunt de montant / et dont les
annuités de remboursement seraient les cash-flow C;, C, ... C,.

Mais les cash-flow ont été déterminés & partir de prévisions faites sur les
recettes et les dépenses associées a D’investissement, c’est-a-dire, en dehors de
toute considération de taux et de loi des amortissements. ,

Les amortissements contenus dans les cash-flow sont les amortissements
comptables : ils ne dépendent pas des cash-flow, mais du seul systéme d’amor-
tissement utilisé (systéme linéaire ou systéme dégressif).

Par conséquent, dans un probléme d’investissement, les cash-flow et les
amortissements sont donnés. Ils déterminent donc la loi de variation des taux de
rendement comptable année par année.

Montrons-le sur un exemple. Soit un investissement I, de durée n, dont les
cash-flow sont constants. Le systéme d’amortissement pratiqué est le systéme
linéaire (les amortissements sont donc constants).

Désignons par :

t,, le taux de rendement comptable relatif a I’époque p;

I, _,, la valeur nette comptable de I’investissement au début de I’époque p.
On peut établir le schéma suivant :
0 1 2 3 j/ p+1 n
[ | | 1 —— | : |
I Itj+A, I,t,+ A4, I,t;+ A, I,_,t,+4, It +A,44
avec 4, = A, = ... = A, = I/n.

vol. 12, n° 1, février 1978



22 J. BARREAU

Considérons deux cash-flow consécutifs quelconques, de rang p et p+1, on
peut écrire :

Ip—l tp+Ap = Iptp+1+Ap+1

ou
; . I
Ip_ltp=1,t,+1(pulsque A,=A,,, =) (1)
n
D’autre part, on a
I,=1- I_n-1 1,
n n
I,=1I- 21 _n-2 :
n n

...................

...................

La relation (1) devient alors :

n=@-1;, _n=p,

ou

CONCLUSION. — Pour tout investissement dont on connait la loi de variation
des cash-flow et la loi de variation des amortissements comptables, il est
possible de déterminer la loi de variation des taux de rendement comptable.
Cette propriété nous permettra ultéricurement d’établir une relation entre le
taux de rentabilité interne et les taux de rendement comptable.

DEUXIEME PARTIE

TAUX DE RENTABILITE INTERNE ET TAUX DE RENDEMENT COMPTABLE
DANS L’HYPOTHESE D’UN PROJET UNIQUE

1. Cas général

Le cas général est celui pour lequel les cash-flow du projet d’investissement
considéré sont quelconques : ils sont variables d’une année i 1’autre, mais
leur évolution ne suit aucune loi simple.

R.A.LLR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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NOTATIONS :

I,, capital investi 3 I’instant 0 (début de 1’époque 1);

I,, valeur comptable nette de l’investissement & l’instant 1 (début de
I’époque 2);

I,, valeur comptable nette de l’investissement a I’instant 2 (début de
I’époque 3);

valeur comptable nette de l’investissement & l’instant p (début de
I’époque p+1);

I,_,, valeur comptable nette de Iinvestissement & I’instant n—1 (début de
I’époque n);

I,, valeur comptable nette de I’investissement a ’instant n. Cette valeur
est nulle puisque l’investissement est alors complétement amorti :

I, =0;

C,, C,, Cy ... C,, cash-flow successifs;

Ay, 43, A5 ... A,, amortissements comptables;

R, = C,—A,, R, = C,—A4, ..., résultats comptables;
Iy—4, = 1;

x, taux de rentabilité interne.

HyPOTHESE : Valeur résiduelle nulle.
1.1. Recherche de la relation

Nous savons que le taux de rentabilité interne peut étre considéré comme
étant le taux auquel fonctionnerait un compte-courant, au débit duquel serait
porté le capital 7 (3 I’instant 0), les cash-flow successifs étant portés au crédit
(aux instants 1, 2, ..., n) et le solde du compte, a ’instant n, étant nul.

Schématisons un tel compte-courant et explicitons les soldes successifs, en
tenant compte des notations et relations ci-dessus.

vol. 12, n°® 1, février 1978
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Epoques

Mouvements
de
capitaux

Débit | Crédit

Soldes (débiteurs)

I

I,

Iy

I,

I,

Iox(U+xy "+ I x(L+x "2+ ...+, (1+x)

I |

~— —— et

(1+x)=Cy=Iyx+Ij—A4;—R,

|
N4

= on+Il_R1

x(1+x)+I,(1+x)—R;(1+x)—C,
=Iox(1+x)+I, x+I,—R,(1+x)—A,—R,

= | I;x(14+x)+I;x+1,—R;(1+x)—R, ,

x(L+x)2+ I x(1+x)+1,(1+x)
—R(1+x)* =R, (1+x)—C,4

Iox(+x)*+ L x(14+x)+1,x
+1;—R(1+x)>*—R,(1+x)—R,

—R (14+xy '—R,(14+xyP 72— ...
—R,_;(14+x)-C,

Iox(L+x)P  + I x(L4+x)P "2 +... +1,
—R,(1+xy"*—=R,(1+x’"*~... =R,

Lox(L4+x)" "'+ 1, xQ+x)""+...
+lpoy X+ I~ Ry (140" =Ry (14+x)" 2

1
=0

—R;(1+x)y"3*—=...—R,=0
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A T’instant », le solde peut donc s’écrire :
Lox(L+x)" '+ I, x(14+x)""2+.. . +1,_,x
=R, (14%)" "+R,(1+x)"">+... +R,.
Multiplions les deux membres de cette égalité par (1+x)™" :
Iox(I4+x) "+ Lx(1+x) "+, +1,_ x(1+x)™"
=R, (1+%) "+ R, (1+%) 2+ ... +R,(1+x) ™"

Par ailleurs, si ¢y, #,, ... t, sont les taux de rendement comptable successifs :

R
t1=._1—)R1=I011,
0

R
="25R,=1It,

D’ou :

Iox(14x) '+ I x(14+x)"+. .. +I,,_1.x(1+x)'”
=L (4+x)  t+LA+%) L+ LA+x) 3 ts+ ... +1,_, (1+x) 7",

Premiére interprétation : La relation ci-dessus montre qu’il y a équivalence,
au taux x, entre ce que nous pourrions appeler les « résultats économiques » dont
Pexpression générale est I,x et les résultats comptables dont I’expression

générale est I,t,,, = R,.
Représentons schématiquement ces deux séquences de résultats :

0 1 2 n
—_—

Rl RZ Rn
0 1 2 n
[ | | _— - — [
Ix I, x I,_,x

L’équivalence, au taux x et a I’époque 0, de ces deux ensembles de résultats
peut aussi s’écrire :

xi[ 4 {+x)"?P= iRP(I +x) P= il 1,1 +x)7"
1 1 1

vol. 12, n° 1, février 1978



26 J. BARREAU

ou
iRl,(1+x)-"’ i[rl(1+x)_"tp
@ |x=I @ |x=L
;Il,_l(H-x)_” :Ip_1(1+x)_”

Deuxiéme interprétation : Le taux de rentabilité interne x est la moyenne
arithmétique pondérée des taux de rendement comptable. Les coefficients de
pondération sont les valeurs actuelles, calculées au taux x et & I'époque 0, des
valeurs comptables nettes correspondantes [4].

Exemple numérique : Soit un investissement de montant 90 000 F amortis-
sable linéairement en 3 ans. Dans le tableau ci-dessous ont été regroupées les
informations caractéristiques.

Valeur nette ‘ Taux de
comptable au Résultat rendement
Années lébut de 1'an- Caeh-flow | Amortissement comptable comptable
née

(1) (2) (3 @) (5)=(3) - (4)}(6) =(5) : (2)
1 90 000 34 500 30 000 4 500 0,05
2 60 000 37 200 30 000 7 200 0,12
3 30 000 32 400 30 000 2 400 0,08

Le taux de rentabilité interne de cet investissement est donné par la relation :
90000 = 34500 (1+x)™ '+ 37200(1+x)"2+32400(1 +x)~3

x = 0,077 248.

Montrons que x est bien la moyenne arithmétique pondérée des taux de
rendement comptable. Pour cela, il faut vérifier la relation :

0,077248

90000 x 0,05+ 60000(1,077248)~ 1'% 0,12+30000(1,077248)" 2 x 0,08
90000+ 60000(1,077248) ~* 430000 (1,077 248) ~2 ’
Calcul de la valeur de la fraction :

soit

— Numérateur :
90000%0,05..........ciiiiii. 4 500
60000 (1,077248) 1 x0,12............. 6 683,70
30000 (1,077 248)"2x0,08............. 2 068,14

13 251,84

R.A.LLR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



TAUX DE RENTABILITE INTERNE ET RENDEMENT COMPTABLE 21

— Dénominateur :

60 000 (1,077 248) ™% . ..o,
30000 (1,077 248) 2. . ..o,

Résultat :
13251,84

——— =0,077248.
171 549,22

Nous trouvons effectivement la valeur de x.

Ainsi se trouve mis en évidence le lien qui existe entre le taux de rentabilité
interne et les résultats comptables. Or, ce lien n’est pas toujours admis. C’est
ainsi qu’on a écrit : « Le taux de rentabilité ne remplit méme plus son rdle de
mesure de la rémunération du capital. On serait en effet bien en peine d’établir
sa relation avec les dividendes distribués » [16]. Il nous parait donc important
d’insister sur la réalité de cette relation qui caractérise la dépendance existant
entre les résultats comptables, les valeurs nettes comptables de I’investissement
et son taux de rentabilité interne. Les formules (1) et (2) pourraient, d’ailleurs,
constituer un moyen de calcul de x différent du moyen traditionnel.

2. Cas particulier
La loi de variation des cash-flow est connue

Nous allons supposer que deux cash-flow successifs quelconques, de rang
(p—1) et p, sont liés par la relation :

C,=kC,_,+r,
k et r sont deux constantes

keN* et reZ.

Cette loi de variation permet d’intégrer les trois hypothéses suivantes :

— cash-flow constants : k=1, r = 0;

— cash-flow en progression arithmétique : k = 1; r # 0;

— cash-flow en progression géométrique : k # 1; r = 0.

Avec la loi de variation des cash-flow, il faut également prendre en considé-
ration le systéme d’amortissement pratiqué. Il aurait été possible d’envisager
une loi générale des amortissements comparable a celle des cash-flow, mais

les calculs auraient été trés complexes. Nous avons donc préféré, dans le cadre
de cet article, limiter notre étude au cas des amortissements linéaires.
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Nous allons démontrer qu’il est possible d’exprimer, dans le cas envisagé,
I’'un quelconque des taux de rendement comptable en fonction du taux de
rentabilité interne. La démonstration comportera trois étapes :

— détermination du taux de rentabilité interne;
— établissement de la loi de variation des taux de rendement comptable;
— établissement de la relation cherchée.

a) Détermination du taux de rentabilité interne

Le taux de rentabilité interne est donné par la formule :
I=YC,(1+x)7".
1

Exprimé en fonction de Cj, le cash-flow C, s’écrit (*) :

k-1

C. =Kk1C, +r
? Y k=

D’ou
n kP -1

I=C Yk YA +x)"P+r) 1+x)72.
1 1

En effectuant, on obtient (°) :

k"(1+x)_"—1+ r [k"(1+x)‘"—1_1~(1+x)‘"] )
k—(14x)  k—=1] k—(1+x) x )

I=C1

b) Loi de variation des taux de rendement comptable

Nous savons que le cash-flow est égal & ’amortissement augmenté du béné-
fice d’exploitation. Ce dernier est lui-méme égal au produit de la valeur nette
comptable de I'investissement au début de la période considérée par le taux de
rendement comptable relatif & cette période.

Nous avons donc :

I n—-p+1

Cp=—+ Itp
n n
et
I n-—
Cp+l =_+ JItp+1'
n n
Or

Cp+1 = ka+r,

(*) Voir annexe mathématique A.
(%) Voir annexe mathématique B.
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d’ou
n—p+1
n

1 —
__.+r_'_1_’1tp+1=k.{+k It,+r,
n n n

ou

tp+1=kn_p+1tp+ 1 (k—1+fl—r).
n—p n—p I

Cette relation étant générale, il est 'possible d’exprimer un taux de rendement
comptable quelconque #, en fonction du, premier ¢,, On obtient (°) :

n I(k=1D4nr kK*~*—1
t+ .
n—p+ I(n—p+1) k-1

@

<€) Relation entre t, et x
Le premier cash-flow permet d’exprimer ¢; en fonction de C et de I,
I C

1
Cl=“'+1t1, t1=—_—.
n I n

Portons cette valeur de ¢, dans I’équation (2) :
f gt (g_l)_*_l(k—l)-!-nr k"_l—l. 3)
n—p+1\ I n I(n—p+1) k-1
Par ailleurs, de la relation (1) on tire :

C, _ k-(1+x)

T K(+x -1

T k—(1+x) [K'(1+x)""=1 1-(1+x)""
I(k—1) k"(1+x)‘"—1[ k—(1+x) x ]
Ci_ k=(1+x) 4T l: k—(1+x) 1—(1+x)‘"__1:|.
I kKQ+x)™""—1 Ik-D|K(+x)"-1 x

Remplagons, dans la relation (3), C,/I par la valeur trouvée :

n

n—p+1

x[ k—(1+x) LT (k—(1+x) 1—(1+x)_"_1>_1:|
E(1+x)""—1 I(k—D\K"(1+x)™" X n

I(k—=1)4nr k»~1—1

I(n—p+1) k-1

t,= kP!

(®) Voir annexe mathématique C,
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Ainsi, la démonstration est faite qu’il est possible d’exprimer, pour une
période quelconque, le taux de rendement comptable relatif & cette période en
fonction du taux de rentabilité interne.

Nous allons, maintenant, examiner comment se traduit la fonction ci-dessus,
dans les cas simples suivants :

— cash-flow constants :

11 faut remplacer k par 1 et r par zéro. On obtient (7) :

. n x 1,
P on—p+1l 1=+ n)’
— cash-flow en progression arithmétique () :

k=1; r#0,

n X nr r 1 (n=p+Dr
t,= — 1+ =) = |
n—p+1[ 1--(1+x)7" Ix Ix n I

— cash-flow en progression géométrique :
k#1; r=0,

_— B -1
TR { k—(1+x) _1]+ I(k—1) k 1

n—p+1| K"(1+x)™"=1 n| I(—p+1) k-1

=kt k_(H_x) L ——
n—p+1 K"(14+x)™"=1 n n nk’!

™ k—~(1+x) 1
= n n =n_q -1’
—p+1 K"(1+x) 1 nk

__n k"—k"_l(1+x)_‘.!_]
n—p+1| K*'A+x)""=1 n|

P

CoNcLUsION : Dans le cas d’un investissement unique, il existe une
relation générale trés importante entre le taux interne de rentabilité (x) et les
taux de rendement comptable (z,) :

x est la moyenne arithmétique pondérée des ¢, é).

(") Pour k = 1 et r = 0, il y a indétermination. Pour lever celle-ci, il y a lieu de reprendre
les calculs au niveau de I’annexe mathématique B.

(]) Méme remarque concernant 1’indétermination.

(°) Cela est vrai si t, = Ry/I,.;; d’une fagon plus générale, il existe une relation d’équi-
valence entre les termes de la forme I, x et I, 2,4 ;.
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De plus, chaque fois que la loi des cash-flow est connue, il est possible
d’exprimer le taux de rendement comptable d’un exercice quelconque en
fonction du taux de rentabilité interne. La relation correspondante est d’autant
plus complexe que le systéme d’amortissement ou la loi de variation des
cash-flow sont plus compliqués.

Il reste maintenant & élargir le champ de nos investigations en examinant
I’hypothése d’un ensemble d’investissements.

TROISIEME PARTIE

RELATION ENTRE LE TAUX DE RENTABILITE INTERNE D'UN ENSEMBLE
D’INVESTISSEMENTS ET LES TAUX DE RENDEMENT COMPTABLE

1. Recherche de la relation

Pour simplifier la démonstration nous ne prendrons en considération que
deux investissements dont les caractéristiques sont données ci-dessous :

— premier investissement :

e capital investi, I;,;

e date de réalisation, 0;

e durée de vie, 3 ans;

e cash-flow successifs, C;;, C;,, Ci3;.

e valeurs résiduelles successives, Iyo, 111, 1153

e amortissements successifs, 4,4, A2, 4133

e résultats comptables successifs, Ryy, Ry5, Ry3;
e relations entre les éiéments ci-dessus :

Ciy=A+Ryy; Cia=A1;+Ry3; Ciz=A13+Ry3;
Iig— Ay =14y, Iii—Ap =13 I,—A;3=0;

— deuxiéme investissements: :

e capital investi, /,;;

e date de réalisation, 1;

e durée de vie, 4 ans;

o cash-flow successifs, Cy3, Cy3, Cy4, Css;

e valeurs résiduelles successives, Iy, 1,5, I3, I54;
e amortissements successifs, 4,,, A,3, Ayq, Ass;

e résultats comptables successifs, R,;, Ry3, R4, Rys;
e relations entre les éléments ci-dessus :

Cyy = A3+ Ry;; Cy3 = A3+ R335 ...

I, — Ay, = I, I,— Az = Iz ..
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Schématiquement, les deux investissements peuvent se représenter ainsi :

0 1 2 3

I Ci Ciz Cis
3

121 C22 C23 C24 CZS

(les valeurs résiduelles sont nulles).

Désignons par x, le taux de rentabilité interne de ’ensemble I, et I,;. Nous
définirons x comme étant le taux pour lequel il y a équivalence entre les capitaux
investis et la série des cash-flow. En nous plagant a I’époque 0, nous aurons

Lig+ I (14x) 7 = Cy (14x) 71 4+(Cip+Cop)(14+x) 72
+(Cy3+Coa)(143) >+ Cou(1+%) *+Co5(1+x)7°.
Montrons maintenant que x est le taux auquel fonctionnerait un compte

courant au débit duquel seraient portés les capitaux investis, les cash-flow
étant portés au crédit et le solde s’annulant au moment ol est réalisée la

derniére opération.

Capitaux
D [4

Soldes

Dates

o

Iio 110

1 T | 0y [Tioltex)+Ia-Cyq

2 b42+005 [Ty o(142) 2415 (142)-C4 (142)-(Cy 24C)

3 €y 3+ T30 14x) 24T (142)2-01 (142)2- (01 2405) (143)=(0y 5405)

4 Cay Ty o 142)4+Tp¢ (142) 3-8 (142)3=(C4 9405 (142)2=(Cy 5+0p5) (142)=Cgy

5 Cas [T9ol 14E)34T0q (14x)420y 4 (142)4-(0124020) (142) 30 5+Cp3) (142)2-C o (142)~Cp5=0)

En multipliant le dernier solde par (1 +x)~ et en faisant passer les cash-flow
dans le deuxiéme membre de 1’égalité, nous obtenons :

110"“121(1'“‘)_1 = C11(1+x)_1+(C12+C22)(1+x)_2
H(Cr3+Cog) (1 +0) 2+ Coa (LX) T 4 Co5(14+%)7°

qui est bien la relation définissant x.
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Nous sommes donc fondés a utiliser le compte courant pour établir la
relation existant entre x et les taux de rendement comptable. Mais, cette fois,
les soldes seront plus détaillés et cela, en utilisant les relations données au
début de ce chapitre.

Capitaux
§ Soldes
@ 0 ¢
o Tio Tio
1 Iy Crp [Ty ol 1#x4Tn =0y = Xy g+ T gx#Tpg =Ry =Ry = Ty gxtTy 4T3 ~Rqy
—
2 C12+C2p | Ty gx(14x) 4T 4 (14x)415 (14x)-C1 p-Cop-Ry 4 (143) =
I, R ()4 x4 Ty T x4 TppmRy 4 (143)-Ryp~Rpp
3 0154023 | T, gx(142) 241 2 (142)41, (1424 Ty x(142)+Tpp (142) =Ry g (14)2=Ry o (142)-Rpp (142)-01 3-Cp5 =
I ox(142)%+1y  x(143)+, 2x+ Ty x(14x)+1ox+Tp Ry ¢ (14x)2-Ry o (143) Ry 3-R22(1+x)-R23
4 Co, NIy ox{142) 24T 2 (142) 24T (142410 2(143) 24 Toox (142)+Tp5( 143)-Ry 4 (14x) 3Ry o (14x) 2Ry 5(14x)
24 |10 11 12 21 22 23 11 12 3
~Ryp(14%)2-Ry5(14x)-Cyy =
T, ox(142) 24T x(140) 24Ty px (142) 4T x(143)24 T px (142 4T 524 Ty =Ry  (143) TRy o (142)2
R, 3( 14)~Ry ( 14x)-R, 1(( 14x)-Ryy
5 Cos  [Tygx(1a) I, 2(14x)3 4 By ox(14x) 24 Ty x(143) T px(142) 24Ty 2 (143)+ Ty xRy y (142) 4Ry o (143)3

~Ry 3(143)2=Ryp (143) -Ro3(142) 2Ry (143)Rpg = ©

Le solde a I’époque 5 peut s’écrire :

Liox(L4+x) "+ Iy + L) x A+ 32+ (T + 1) x (L4 X2 4 Ly x(1+x)+ Ly x
=Ry (1+X)* +(Ry2+ Ry) (1 +x)> +(Ry3+ Ry3) (1 +%)*+ Ry (1+x)+R,5.

Or, les quantités :

Ly, (I11+151), (I;3+1,,) ... sont les valeurs comptables nettes des inves-
tissements, respectivement au début des époques 1, 2, 3 ...
tandis que les quantités :

Ry, (Ry2+R;35), (Ry3+R,3) . .. sont les résultats comptables des exercices 1,
2,3 ...
par conséquent, si ?,, t,, ¢; ... sont les rendements comptables, on a

Lox(I+x)* + (I + L) x(L+x)°+ .. . Iy x
=Lio(1+x)* t;+ I+ L)L+ 4. .+ Ly ts.
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Multiplions par (1 +x)™* :
Liox+ (I + L) x(14x) 7 4o+ Ly x(14+x)7*

=Loti+Uy+L)A+x) "+ ...+ (14+x) "% ¢5
ou
= Loty +(I+ L) (4% 4.+ L (L4+x) "4t
Lo+ +Lo)14%) 4+ ... +La(1+x)™*

Nous constatons que x est la moyenne arithmétique pondérée des taux de
rendement comptable; les coefficients de pondération étant les valeurs actuelles,
calculées a I’époque 0 et au taux x, des valeurs comptables nettes des investis-
sements. Autrement dit, nous retrouvons la propriété établie dans le cas d’un
projet unique.

2. Généralisation de la formule

Nous allons généraliser la formule précédente en considérant sur une
période de n années, un ensemble de s investissements distincts.
Nous désignerons par I;; la valeur comptable nette du i-iéme investissement
4 Pinstant j :
ie{l,2, 3...s},
je{0,1,2,3...(n—-1)}.

Concrétisons & I’aide du schéma suivant (dans lequel certains I;; peuvent étre
‘nuls) :

0 1 2 3 n—1 n
| | ] i —_——_——— i i

IlO [11 112 Il3 Iln—l

120 121 122 IZ3 IZn—l

130 I31 132 I33 I3n.—1

Ly L, I, I, Ly

s

S S s
Ly YIo XIs 2 ey
1 i=1 i=1 i=1

i=

> o
i=1

La propriété précédemment établie permet d’écrire :

Me

1

0

i

Loty+ ), In(14+x) " 4 .o+ Y, Lo (1+x) 7070y,
i=1

X =
S

Y Lo+ Y Li(l+x) " +... +
i=1

S
=1
Loy (14x)~ 070
i=1- 1

i
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Cette formule peut se simplifier en utilisant le double signe " :

M

i=

X =

1

n—1
‘Zo Ii;(L+x)"7t; 44
j=

s -1
Z z Iij(l-f—x)_j
i=1 j=0

Exemple numérique :

35

2

Nous allons traiter un exemple trés simple. Soient deux investissements I,

et I,.

I, est réalisé a ’époque 0; durée de vie 4 ans; amortissement linéaire.

I, est réalisé a 1’époque 1; durée de vie 3 ans; amortissement linéaire.

Les autres caractéristiques sont données dans le tableau ci-aprés :

-
- 0 + =
838 |88 |—=8 = T - + o
22 |g8 (888~ |~ |te (g |® |~&| %8
g |28~ |B= lg=4/8 |3 |4 % g 18+ B g
o |av?dlaTe|fPy g | 8¢ 2l 5| 52§28 | ok | =2
5 €35 ES |23 5 « 2 2 2 g1 1% =
85 |82 |82 ]| g o g2 8 5 s [
[SIReTY 0 E T [Z] (7} N = j A o/~ E —~ —
= O O e S < < = S Q ®2 9 2 A &
8z |8z [°=27|° © s | E E E-I2T ot
- S = S ] < < 9] ~
> > 2 51
<
>
1.. 100 — 100 30 -— 30 25 - 25 5 0,05
2.. 75 90 165 36 35.5 71,5 25 30 55 16,5 0,10
3.. 50 60 110 37 40 77 25 30 55 22 0,20
4.. 25 30 55 35 36,5 71,5 25 30 55 16,5 0,30

Calcul de x, taux de rentabilité interne de I’ensemble des deux investissements :
x est solution de 1’équation :

1004+90(1+x)" " =30(1+x) '+71,5(1+x)"2+77(A+x)"3+71,5(L +x) "%,

soit
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Vérifions maintenant qu’on a bien la relation :

{100%0,05+(75+90)(1+x)~"0,1
e +(50+60) (1 +x)"2 0,2+(25+30) (L +x)"* 0,3}
100+ (75+90) (1 +x) ™1 +(50+60) (1 +x) "2 +(25+30) (1 +x) ™3

Le calcul de la valeur de la fraction donne

5+14,59751+17,21917+11,42531 _ 48,241 99
100+ 145,975 1+ 86,0958 + 38,0844  370,1553

=0,1303290

qui est bien la valeur de x.

4. Application a P’entreprise

Il est intéressant d’observer que la formule (2), page 29, pourrait constituer
un moyen, relativement simple, d’évaluation du taux de rentabilité interne
d’une entreprise. En effet, tous les éléments de cette formule peuvent étre
trouvés dans les documents comptables et, en particulier, dans les bilans.

Mais, il faut bien reconnaitre qu’une telle évaluation du taux de rentabilité
interne de I’entreprise est, en général, impossible. En effet, pour que le résultat
puisse étre obtenu, il faudrait que 1’entreprise soit arrivée au terme de son
existence, c’est-a-dire que soit connue sa durée de vie. Cette restriction enléve
une grande part de la valeur « pratique » de notre formule.

Toutefois, dans le cas ou il s’agirait d’une entreprise de courte durée dont
on désirerait connaitre le taux de rentabilité interne, la formule pourrait alors
s’appliquer et devrait donner, sous réserve des variations de la valeur de I’unité
monétaire, un résultat acceptable.

Par ailleurs, il serait également possible de résoudre le probléme suivant :
quelle doit étre la valeur de vente de ’entreprise, & 1’époque n, pour que le
taux global de rentabilité interne soit égal & x [3]?

Si V est cette valeur et si I’on utilise la relation (2), on a 1’équation :

s n—1 s n—1
xy Lid+x) 7 =Y Y LyA+x) 7t +V({1+x)" 070,
i=1 j=0 i=1 j=0

En effet, ¥ peut étre considérée comme étant le solde du compte courant

I’époque n.
Cette équation donne :

s n—1 s n—1
V=(1+x)"‘1[x Y X +x)TI-} Zli,-(1+x)‘ft,~+1].
i=1 j=0

i=1 j=0
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CONCLUSION

La découverte de la relation liant le taux de rentabilité interne et le taux de
rendement comptable apporte un démenti formel & I’idée trés répandue selon
laquelle ces deux critéres sont étrangers 1’un a I’autre. En outre, il est probable
que cette relation enrichira certains aspects de la gestion des entreprises.

En particulier, si 1’objectif des plans d’investissement est de maximiser le
taux de rentabilité interne [7], il faut bien voir également, qu’a court terme,
le taux de rendement comptable est une préoccupation essentielle des dirigeants
d’entreprise. Trés souvent ces deux objectifs ne sont pas compatibles. L’établis-
sement d’un compromis, notamment par ’utilisation de la programmation
linéaire, n’a pas, jusqu’ici, donné de résultats trés satisfaisants. Dans ce
domaine, nous pensons qu’une nouvelle voie de recherche est désormais
ouverte [15].

ANNEXE MATHEMATIQUE

A. Expression du cash-flow de rang p (C,) en fonction du premier (C,)

La relation générale :

Cp =k Cp—l +r
permet d’écrire :
C,=0Cy;
C2 = k C1 +r',

Cy =K Cy+kr+r;
C,=k*Cy+Ik2r+kr+r;

.......................

C,=kP " Ci+kP 2r+kPr+... +kr+r,
ou
C, =K Ci+r(k? 24+ k* >+ ... +k+1);

p—1__
Cp = kp-lcl'l'rlc——-——l
k—1

B. Développement de la formule :

n npp—1__
I=¢, Y k! (1+x)’P+r2kk_l.l_(1+x)‘P
1 1
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n
— Le premier terme du second membre : C; Z kP~ (14x)~? s’écrit :
1

CoA+X) "4+ C k(1 +x)"2+C k(1 +%) 3+ ... +C k" (1 +x)""
KA1 K0T
. .

k(L+x)"t—1 k—(1+x)
— Le second terme : ri(k"l—l)/(k—l) (1 +x)*? s’écrit :
1

=C,(1+x)"

ki—l[(k—1)(1+x)_2+(k2—1)(1+x)’3+ A ETI= D1 +%) ]

k*rl [kQ+x)2+E2A+x) 3 +. ..+ A +x)™"

—(1+x) 72 =(1+x) 4. ..+ +x)7"]
k(l+x)_2k"‘1(1+x):<"‘”—1_(1+x)_2(1+x)‘<_"-1>—1]
i k(l+x)"'—1 A+x) =1
r Fk"(1+x)_"-—k(1+x)_1_(1+x)_"—(1+x)_1:|
k—1[ k—(1+x) 1-(1+x)

r [K(1+x)7"- —k(1+x)7'+1 _ (1+x)"—1-(1+x)"'+1
k—1| k—(1+x) 1-(1+x) ]
_r 'k"(1+x)‘"--1_(l+x)_1_(1+x)‘"—1+(1+x)_1]
k—1] k—(1+x) 1-(1+x)

_or [EAd+x)7T"-1 (4x) "1

k=1 k=(l+x) 1—(1+x)]

En définitive, on a donc :

wn
|
—

oo kT -1 [k"(1+x)‘"—1_1—(1+x)-"]

Yk=(+x0 k= | k—(1+%) x

C. Expression de 7, en fonction de 7,

Dans la relation :
tp+1=kn_p+1tp+ ! (k_l—'_ﬂ)’
n—p n—p I

la quantité k—1+(nr/I) est constante. Pour simplifier les écritures nous
Pidentifierons a la lettre M :

—p+1 M
nopt t,+ .
n—p n—p

t'p+l -
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Nous avons successivement :

=k M
2 n—lln—l’

n—1 M RN M

t; =k t,+ t+ k+1);

} n—-2 2 n—2 n—2 ! n——2( )

t4=kn_2t3+ M — " +k(k+1)M+ M :
n—3msa=p -3 n—3 n—3 n-3

te= kLt Mkt

n—3 n—
M
5=kt It Pk k+1);
n—4 n—4
b=kt e M ey kD)
n—p+1 n—p+1
p—1__
=kt 4 Mk L

n—p+1 n—p+1 k-1

Ou, en remplagant M par sa valeur :

W N ==

- JER Y- NEV RN N

10.

vol.

- p-1_
n t+I(k )+nr k 1.

t=kp_1 1
n—p+1 ' I(m—p+1) k-1

4
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