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Equations non linéaires di type Thomas-Fermi

par

Hafm BREZIS

Dépt. de Mathématiques - Université Paris VI

Soit  p(x) R3 - [0,4o[ ; on considére la fonctionnelle

5/3 y
(6 = [ 07 (ax = [ v(p()ax + g S BKT%§§fl axdy

ol V(x) est une fonction donnée (cas particulier important : V(x) est un
k
potentiel de Coulomb V(x) = % e ou m., >0 et a; € R3

sont fixés).
. i
1=1 ]x—ai’

Le probléme suivant de minimisation intervient en mécanique quantique :

(1) Min €(p)
o€

ol K est l'ensemble convexe
1
k={p€L'(R) ; p20 pup. et [p(x)ax = 1}

et o I > 0 est une constante fixée,

€(p) est appelée la fonctionnelle de Thomas-Fermi. La fonction p a déterminer
représente une densité d'electrons (ou de Fermions) distribués autour des noyaux
positifs de charge m. situés aux points a, de l'espace.

La fonctionnelle € contient 3 termes qui représentent respectivement l'énergie

cinétique, l'énergie potentielle d'attraction (interaction des electrons et des
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noyaux positifs), l'energie potentielle de répulsion (interaction des electrons).

Malgré les apparences, le probléme (1) n'est pas un probléme banal de
minimisation convexe; il n'admet pas toujours une solution, Supposons par exemple

que V ¢ L” N L1 de sorte que Inf € > —» , et soit p, une suite minimisante.
X

P pour I <ps 5/3 et donc (aprés

I1 est clair que p, est borné dans L
extraction d'une sous-suitej o, E faiblement dans L , I<p< 3/3 .

I1 est aisé de montrer que

Inf € .
K

e(p) = Lim €(p)

Toutefois, en général p Q’K ; on peut seulement affirmer que

H
.

I E(x) dx <

Le premier résultat important concernant (1) est dft & E. Lieb - B. Simon.

Théoréme 0 [37 .
k . X

On suppose que V(x) = 5 et et on pose I =7 m, .
i=1 , x—ai, 1=1

Alors

( i) si o0<1Izx< I, » le problime (1) admet une solution unique p .
(ii) si I > I, » le probléme (1) n'admet pas de solution

(iii) si I < Io , la solution de (1) a un support compact.

Nous décrivons maintenant un travail en collaboration avec Ph. Benilan qui

généralise le Théoréme O dans plusieurs directions :

(a) pi/3 est remplacé par j(p) ou j : [0,o] - [0,+[ est une fonction convexe

de classe C' telle que j(0) = j’(0) =0 .

Par exemple si l'on tient compte d'effets relativistes, 11 faut remplacer pi/B par

-

1/3 1
i(p) = [P ((14£2)°21) 2 ar
0

(b) Le potentiel de Coulomb est remplacé par une fonction générale. Bien entendu,



- 33 -

il est essentiel d'élucider le :8le joué par Io .

(c) Notre approche est trés différente de celle de Lieb et Simon. Au lieu de
résoudre (1), on travaille sur l'équation d'Euler-Lagrange déduite de (1). C'est

une équation aux dérivées partielles non linéaires. L'avantage est le suivant :
k

considérons par exemple le cas j(r) = rP , P>1 et V(x) =g L
i=1 'x—a.l
i

-S5i p> % on peut résoudre (1) et la méthode de [3] s'applique bien (noter
> 3
_>—! .

we 2>21)

- Si % <ps % on ne peut pas résoudre (1) car en fait Inf € = == , Par contre
K

1'équation d'Euler-Lagrange admet une solution.

Etant donné p € L1(R3) , On pose :

Bp = Z% -r%r *p = %; J Tﬁé%%- ay = (=)' p .

[ [3(p(x) = v(x)p(x)Tax
R3
{oe L'(RY),p 2 0pep. et §(p) - vp € LNR)]

-
N
O
p—_
]

O

N
o

N
I

ot V(x) est une fonction mesurable,

H(p) = %f peBp dx = g% ff EfﬁlEfZl dx dy ,
X=y
D(H) = {p€ L'(R) , p=0 et pBp€ L'},
Enfin
€(p) = 3(p) + x(p)
avec D(€) = D(J) n p(H) .

Les résultats principaux sont les suivants (nous renvoyons a [1] pour les

démonstrations).

Théoréme 1 : On suppose que p € D(€) N K vérifie

(2) €(p) =&(p) VpeEDE)NK.

Alors il existe une constante ) € R telle que
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-\ p.p. sur [p> 0]

(3) i'(p) - v+ Bp

-~V 4+ Bp ==\ Dpep.sur [p= 0]

Inversement on suppose que
L% 1/.3

(4) dc tel que j (v(x)+C) € L (R”) ,
alors pour p € K, (3) implique (2) .
(j* désigne la fonction convexe conjuguée de j) .
Théoréme 2 ¢ On suppose
(s) VE ﬁ x 1] (i.e. AV € L' et V(o) = 0)

(6) V>0 sur un ensemble de mesure > O

Alors

A) Il existe 0O < Io < @ (qui dépend de j et de V) tel que

a) si 0<1Ic< I, » il existe une solution unique PEK et % =0 de (3)

b) si I > I, il n'existe aucune solution P €K de (3)

B) si I< I, et si V(x) » 0 quand Iqu © alors la solution p de (3) a

un support compacte.

C) si (par exemple) j(r) =z’ avec p = 4/3 alors I-AV sI s j(—AV)+
[(en particulier si ~AV = O alors I, = I(—AV)].

D) Si on affaiblit 1l'hypothése (5) et on suppose que

(7) Veﬁ-*m (i.ee AVE M et V(=) = 0)

N P . 3 .
ou 7 désigne l'espace des mesures bornées sur R” , et si on suppose que

j(r) = rp avec p > 4/3 alors A), B) et C) sont encore valables,

Remarques :

1) La constante )\ qui apparaft dans (3) est un multiplicateur de Lagrange

associé a la contrainte Ip =1 ; -\ est appelé le potentiel chimique.

2) le théoréme 1 montre qu'une solution variationnelle (i.e. une solution
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de (2)) est toujours solution ae l'équation d'Euler-Lagrange (3). La réciproque

est vrale seulement sous 1l'hypothése restrictive (4) qui garantit essentiellement

que Inf € > — , Par exemple si j(r) = rf et v(x) =g alors (4) est
K | x-a. |
i

équivalent & p > 3/2.

L'hypothése (4) n'est pas vérifiée si V(x) est un potentiel coulambien pour

le probléme de Thomas-Fermi relativiste.

3) Insistons sur le fait que A) et B) ne requiérent aucune hypothése sur
j « Lorsque V(x) est un potentiel coulombien on a -AV = 4n¢ o, 5(X_ai)
et il est donc nécessaire d'utiliser D).
Malheureusement si j(r) = r4/3 (et dans le cadre relativiste) on ne peut
appliquer D). En fait on peut alors prouver que l'équation d'Euler-Lagrange (3)
n'admet aucune solution (et par ailleurs Inf € = —) .

K
Si 1'on souhaite "a tout prix" obtenir une solution il est indispensable de

régulariser "un peu" V ,

4) Pour résoudre (3) on introduit l'inconnue u = V - Bp . On est alors

conduit & écrire (3) sous la forme :

=pu + y(u-A) = -Av
(8) u(®) =0
[y(u-2) =1
(j')-1(t) pour t > O

ou v(t) =
0 pour t <0

.= . . . .
(" est la fonction réciproque de j') .
Les inconnues sont u et ) . La stratégie est la suivante :

n fixe ) , et on résoud de maniére unique :

- by, Y(HK-X) = AV

ux(®> =0

(ceci est possible grfce & un résultat de [2]) .
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On introduit ensuite la fonction I()\) = Iy(ux-x) et on cherche )\ tel que

I(A) = I (I est donné). On vérifie & l'aide du principe du maximum que la

fonction I(\) est décroissante. Il est alors aisé de comprendre le r8le de
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