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CONNEXTON de GAUSS-MANIN MICROLOCALE

par F. PHAM¥
Université de Nice

Pour entrer de plain-pied dans le sujet, nous donnons ici directement
la définition "microlocale" de la connexion de Gauss-Manin, motivée par
1'exposé précédent (cf.[5] ou [67). Le lien avec la définition tradition-

nelle ("lccale") est relégué en appendice.

1. Soit Z = XxY un germe de variété analytique complexe, produit d'ure
variété X de dimension n et d'une variété Y de dimension k .
Soit o : XxY = € un germe de fonction analytique auguel on pensera comme

& une déformation, paramétrée par X , d'un germe de fonction ¢ : Y + €

<®°(y) = ofo ,y)) . On _suppose que g, & un point critique isolé & 1'origine.

Notons (OZ /X dy);e“cmnplexe de De Rham" des formes différentielles
relatives de Z au-dessus de X (familles de formes différentielles sur Y
paramétrées par X). D'aprés un lemme de Poincaré ce complexe est acyclique,

c'est-a-dire qu'on a la suite exacte

dy 1 dy > dy dy
On a d'autre part la suite exacts
d d d d
=¥z 2% - °z/x = /X

("C'est le lemme de De Rham" généralisé, qui résulte de ce que g, est &

point critique isolé, de sorte que m; ,--.,q& forme ce que les algébristes

appellent une "suite réguliére”). 1 k

#* Exposé fait le 21 Mai 1976 & la Rencontre de Strasbourg entre Mathématiciens
gt Physiciens.
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-2

y Z/X si k > 1

Définissons C = | A;_/X/ dym A d

L |
pZ/X/ dyep . Gx(qﬂ sik=1.

On déduit des lemmes ci-dessus que tout € AZ/X peut s'éecrire
m = dyx , et gue la classe de dym A x dans O ne dépend gque de la

classe de ¢ dans E .
L'application 07 6 — ¢
flw=dy] +r———— Tdyco Ax]

ainsi définie esst un homomorphisme de Gx-mc:dules, gt 1l'on vérifie ai-

sément qu'elle est injective {la notation D;1 sera justifiée par la suite).

Remargue 1 : Q/D;‘Iq = rg/x / dy‘pAA;}-)“(

)o, - ok

= OZ / (w)',l‘!"'!m;,k Z X !

ot p est le "nombre de Milnor" du germe de fonction ¢y -

Cette remarque est la clef du théoréme sulvant :

Théoreéme 1 : @ est un Oxf!'D;1U module libre ds rang u , oU

GX{TD;1'$'G est 1'anneau des séries formelles
N ,

Z c. D € ox[ "]
r=0 -

@

telles que z Cr r_:"_.r définisse un germe de fonction holomorphe de x
r=0 ’

etde T.

L'analogue formel de ce théoréme est facile & démontrer, et se trouve
déja dans Malgrange [3]. Le passage du "formel" au "convergent" (au
sens de la convergence dans OX{{D:'}'}) se fait par des majorations
assez fines [5] , dont 1'idée revient également & Malgrange (qui les

utilise dans un autre probléme [47).
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(o)

2. Structure de C comme Exoxﬁ/x—mdule.

L'anneau Gx{m?ﬂ peut s'interpréter dans X xC 3 (x,t) comme un
anneau d'opérateurs microdifférentiels d'ordre < o (familles para-
métrées par X d'opérateurs microdifférentiels ¥ . D;r a coefficients
constants). En permettant aux coefficients . de dépendre aussi de t

on obtient 1'anneau 8)((0)30 /% des familles d'opérateurs microdifféren-

tiels d'une variable t (& coefficients quelcongues).

1 03 _1 ~ t 2 » (D) ry-X3 .
L'action de Ox{{Dt 1 sur G s'étend en une action de 'g)(xC/X définie
en identifiant t & la multiplication par o{x). 0 est ainsi un %((0)

~

module, dont la filtration évidente O o 0;15 = Df 6 5... oest

. (0) : '
compatible avec la filtration naturelle de eXxC /X" Le choix d'une
base de G comme O‘x{{D;1}'} ~module, possible grfice au théoréme 1, per-
met d'identifier l'action de t & la multiplication & gauche par une

matrice A = Aj + A1D;1+ AQD;Z+ «.. (matrice p x p & coefficients

dans Gx{{D?}}) )

Exercice 2.1. Montrer gue le polyndme caractéristique de la matrice

A, : x(A,) = dét (t L-A,) a pour lieu des zéros 1'ensemble

A= {(X,t)é XxC ' dy : (D;,1(xvY) = s = U))',k(le) =0, t-= Q()‘s)’)l

("lieu discriminant"™ de 1l'application & : XxY —m XxC) .

Xy Y l— X’Q(xs)’)

Idée : le module a / D:‘ a a pour support l'ensemble critique ¥ de

1'application & . Or ce module admet la présentation

" tL-A, " ~ g~
OXxC ——-——»OxxC _’O/Dt G —= 0.
Exercice 2.2 Montrer que le 8(0) - module E‘; admet la présenta-
X xC /X

tion

xC /X~
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b b 5
E>(<0x)c/x SRt eXx)C/X —0 — 0.

Idée : ce résultat se déduit de la définition de A, myennant un petit
travail de substitution de séries convergentes (dans ex C/X) » pour
lequel il est utile de remarguer que la matrice An(x) a toutes ses
valeurs propres trés petites pour Hx" assez petit (conséquence de 1'exar-

cice 2.1).

3. Structure de E‘: comme 8)((0)3@— module

(o)

Soit maintenant c 1'anneau des germes d'opérateurs microdifférentiels

d'ordre < 0 de 1'espace X xC dans la codirection Odx+ 1dt : ces

opérateurs psuvent 8tre représentés par des séries formelles de monSmes
-1 -1 -1 -1
des variables Dx1Dt s szDt goosy Dant s Dt y & coefficients dans
GXx C ¢ astreintes a une condition de conveargance convenable (cf. 1'exposé
de Malgrange). Pour définir une structure de ex C—module sur G , i1 faut
donc définir 1'action des D DZ', 1 =1, 2, «uu n .
i

Exercice 3.1. Vérifier gus les formules
-1 -1
0, 07 'tu) = 07'[3, o] - [0} -
i i i

remplissent tnutes les conditions requises pour définir sur 6 une

structure de ex )C— module . (On tAchera d'abord de dresser une lists
aussi compléte gue possible des conditions requises!).
Vérifier que le support de ce 8&030—‘ module est le fibré conormal au

lieu discriminant A .

Exemple : cp=y3+xy (h=k=1)

SR _ o :
G/ D, G = nz /X / GZ . dy@ admet comme Ox- module uns base constituée
par [dy] et [ydy ] . Dans cette base 1l'action de t sur § s'identifie &

la multiplication & gauche par A°+A1D;1, ol
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2x 1
0 3 3 0
Ag = A1 =
28 o 2
=) 3

On vérifie que x(A,) = dét (t € -A,) = 2 -‘2‘7 x2 est 1'équation du

lieu discriminant A .

D'autre part 1'action de Dth

s'identifie & la multiplication & gau-

che par la matrice

0 -1
B =
é— 0

(Exercice : vérifier les affirmations précédentes) .

4. Déformations holonome d'un e£°)- module

i nous essayons d'abstraire les résultats obtenus, nous sommes

conduits & la notion de "déformation holonome d'un (Dl module” :

c'est la donnée d'un af(”x)c - module holonome dont le gradué associé
est libre SUT'Ok[T] et dont le support a pour seul point situé au-
dessus de (x=0 , t=0) la codirection O dx+ 1dt. On en déduit par
une démonstration identique & celle du Théoréme 4 que ce module aest
libre de type fini sur O,f{D;'}} . Il admet alors comme e)(("x)c /X"
module une présentation analogue & celle de 1l'exercice 2.2. : 1l'action

de t s'identifie & la multiplication & gauche par une matrice

A=A, + A1D;1+ A20;2+ ces (matrice u x p & cosfficients dans
-1
ox{s{Dt }})‘
De méme la structure de e&:gc'—undule s'obtient en identifiant l'action

de D 021 &4 la multiplication & gauche par une matrice

1
i i -1 i -2
Bl = Bz + B% Dt + 82 Dt 4 ese
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Exercice 4.1. Démontrer gue chacuns des matrices Bl ci-dessus doit

8tre reliée & A par 1'identité

[A,Bi-\f(ﬂ +Bi>og1-val. 0 -0

Ax, t
1
. i i i -1 i -2
ou VB=B1+ZBZDt+3BSDt

Idée : calculer le commutateur [t—A , D, D;"— 8] .
i )

Probléme : développer une théorie de la versalité des déformations

holonomes.

Exercice 4.2 Montrer que 1l'équation différentielle scalairs

(t D, - oJu=0 (o0 o €C) définit un eéo)—mudule stable par déformations

holonomes (on pourra utiliser les résultats de 1l'exsrcice 4.1).

Conjecture : si ¢ est une déformation verselle de ¢, , $8 _connexion de

Gauss-Manin est uns déformation holonome verselle de celle de g, -

Exemple : si ¢, & une singularité quadratique non dégénérée (donc stable),

sa connexion de Bauss-Manin est stable en vertu de 1l'exercics 4.2.

Exercice 4.3. Vérifier la conjecture sur d'autres exemples (ou bien

donner un contre-exemple!).

Dans 1'étude des déformations holonomes de Eéo)-mndules , une
attention toute particuliére devrait 8tre réservée aux (0)—modules

"réguliers" : nous entendons par 1la les el(")- modules 22(0) tels que

;

EC??Z<O) = 8£7H'(O) , ot M'(O) est un Eéo)—modb‘tle de type fini stable par tDt

(cette notion est la traduction microlocale de la notion classique de
"singularité réguliére" d'un systéme différentiel ; un théoréme célébre

de Brieskorn [1] garantit que la connexion de Gauss-Manin est & sin-~

gularité réguliére)



- 87 -

]
A tout eéo)_ module régulier on peut associer un "indicateur de croissance"

p défini exactement comme 1'exposant R de [67] (n®2.3) sauf que le module
P; de 61 est remplacé par 1l'ensemble de toutes les microfonctions
solutions de notre (micro)-systdme. I1 est tentant de conjecturer que
cet indicateur P est semicontinu inférieurement par toutes déformations

holonomes du micro-systéme.

REMARQUE FINALE : (pour me faire pardonner par les physiciens de leur

avoir infligé tout ce qui préceds).

I1 est difficile de ne pas 2tre frappé par l'analogis entre les

exposants p définis ci-dessus (ou dans [6]) et les "exposants critiques"

de la théorie des transitions de phase.

J'igrnore si la théorie des déformations holonomss de systémes micro-
différentiels (qui reste a faire!) est susceptible d'apporter des
lumigres sur les exposants critiques. Telle que je la wvois pour le mo-
ment, cette théorie devreit 8tre & la théorie de Thom (théorie des
déformations de fonctions, ou théorie des catastrpphes) ce que B.K.W.

est & 1'optique géométrique (cf.[l67).

APPENDICE
Nos données géométriques, gui se résument par le diagramme

7 =X xY —a XxC

Xy ¥ ——-—’X:m(X.Y)
U U

z — A

(1ieu critique) (1ieu discriminant)
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sont un cas particulier de la situation dans laguelle on définit

la "connexicn de Gauss-Manin locale" (d'une intersection compléte

4 singularité isolée : cf.Saito 7], Grauel M2]).

1er point de vue

Soit H = Hk‘1(nj§)

ou Qé désigne le complexe de De Rham relatif & la projection & ,

et soit H(A) =H ® O(Aj

OX)(C

ol O(A) désigne le faisceau des fonctions méromorphes sur X xC &

lieu polaire inclus dans A ; on met sur H(A) une structure de j& c -

module (module sur 1'anneau des opératsurs différentiels holomorphes)
en posant

H

(

~ Hip)

a)

Dt:rxjt [d —

DXi t [v] — fa x] —co D fx]
1

(exercice : vérifiesr que cette définition concorde avec cellse de

Grewel et Saito).

2éme point de vue

2
§ = ' =
On pose 0 "J;/x/dy‘” A dde/X y 8t 1'on met surO_(A) G ;D G(
XxC

une structure de 'BXxC - module en posant

Sy T %

O

0] +—— [dy( a';’?; )]

()

v+ [w] '———>[3 w_ t[cn w] .

8)
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Cette structure de ’BXx c -module provient de la précédente par 1'isomor-
phisme d oA
(8) (a)

qui trensforme DH en G.

Théortme :(cf.[2]ou [7]) @ est un Oy , ¢ ~Module libre de reng u

sik>1,etderang p+1 81 k=1.

La particularité du cas ol k =1 provient de ce gqu'on a une injection

Oxxg — 0~ Q;/x
f‘(x,t) et f‘(x y cp(x ' y)) dyq)

compatible avec la structure de 'DXxC - module de Q( A)°* (och est
muni de sa structure évidents de £ . - moduls). On pourre se débarrasser

de cette particularité en considérent le .Bxx - moduls “réduit"

C
G(A) = ﬁ%g O(A) obtenu en divisant § (ou Q(A)) par 1l'image de cette

~

injection lorsque k = 1 , st enposant G = G lorsque k> 1 .

Lemme (facile) D, st un isomorphisme dans 6( AE

Exercice ! microlocalisons |
Vérifier que

Gecbd GcD 0 c ... , (c:?;'m)

est une "bonne® filtretion du &, . - bodule E( p) (au sens de [87).
En déduire que E( A) a pour variété caractéristique ls fibré conormal
a4 A : on remarguere qus ce fibré conormal s'identifie au lisu critique
T par 1'application

b > Pe(X xC)

Xy ¥ ’—-—-—-—’(Xacp (x,y) 5 dt "E tp"i dxi) .
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En déduire également, & 1'aide du lemme précédent, que Q(A) est

"égal & son propre microlocalisé" , c'est-a-dire que

Oa) = &xc ,® B(y

X xC
avec les abus de notation évidents (tous les faisceaux psuvent 8tre

"remontés" dans T) .

Remargue : il est clair que 1'opération de “réduction” est triviale

aprés microlocalisation, puisque

Exc ® C%(x() =0 .

jk><C
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