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L7S " -ALGEBRES EN PHYSIQUE THEORIQUE

G. LOUPIAS

Faculté des Sciences de Marseille

Sous ce titre général, nous nous offrons de présenter un certain
nombre d'idées émises dés 1963 par R. Haag et D. Kastler [1] et qui
commencent & se répandre parmi les physiciens théoriciens. Si, & cette
époque, les articles mentionnér ci-dessus se contentaient de présenter un
programme motivé, les arguments alors avancés ont & l'heure actuelle lar-
gement prouvi leur intérét et se sont révélés particuliérement féconds
dans une série de travaux dont la derniére partie de cet exposé consistera

a4 résumer les principaux résultats.

I « Mécanique guantique générale.

Peut-8tre convient-il d'abord de démystifier 1l'usage des C*-algébres
en mécanique quantique ou en théorie des champs. Disons dés 1l'abord que la
théorie envisagée est la théorie habituelle, mais considérée d'un point de
vue, parfois qualifié d'algébri ue ou d'abstrait, qui peut déconcerter &
premiére vue les physiciens hatitués & la formulation traditionnelle (ou
concréte) de la mécanique quan’’que. £t pourtant, comment se présente habi-

tuellement la situation ?

Que ce soit en mécanique quantigue usuelle, en théorie des champs
relativiste ou en méecanicue statistigue quantique, on est en présence de la

m8me situatic.n, caractéri=ée per la donnée :

1°) d'un espace de Hilbert # en terme dugquel se définissent les

"états"

2°) d'une famille ¢ d'opérateurs sur # que 1l'on peut choisir

bornés (%) , jouissant des propriétés suivantes ¢

(%) En Mécanique quantique, on envisagera par exemple les fonctions bor-

. . . ipx i
nées des varlables canoniques p et q ¢ e P W .

L



a) si A, Bedc ,alors alhA+BBed si o et B sont deux

scalaires ;

b) A.B €di;

¢) L ed, e 1'x désigne le passage b 1l'adjoint ;

d) si une suite de Cauchy An e d converge vers A, alors Aed,
la convergence étant définie par raprvort & la topologie de la norme d'opde

rateur

Al =  sw
vea, 4] =

lay |
1

On peut alors légitiment poser la question suivante & la donnée des
structures 1) et 2) est-elle indispensable & la description d'un cere
tain systéme physique ou bien la structure algébrique 2) contient~elle
déja par elle-m8me toute 1'informaticn physique désirable ? A considérer
la génése de la mécanique quantique, la fagon dont elle a été abordée par
Heisenberg correspond pl.cdt & la seccnde alternative puisqu'il se bornait
4 déterminer la théorie nar des relaltions de commutation et des équations
dt'évolution purement alg’briquos dont découlent les propriétés des opéra~
teurs. Dans ce second cas, les observiables ne seraient plus des objets con=-
crets (des orérateurs) meis siiplemert les éléments (abstraits) d'une strue~
ture mathématique connue sous e nom le C*-alg‘ebre et dont nous allons

. e s -1
maintenant rappeler la d<finition [Z} .

On appellera G*—;lgébre tout ensemble ¢ sur lequel sont définies

les g£ructures suivantes ¢

i) & est un espice vectoriel sur le corps C des complexes, i.e.

nous aavens effectuer des combinaisons linéaires @
A, Pedy a,pel » ahA+B8Bed.,

i) & est une alribre, i.e. . .us avons un produit bilinéaire asso-

e

ciatif @



A, Bed-»A.Bed
(A4B)eC = A (B.C)

(A+B)sC = A.C + BaC

iii) & est une x-algébre, i.e. il existe une correspondance 3

Aed » AN ea

avec les propriétés :

e
%

(a )" = T 4%  (antilindaire) ABed; aeC

A = (involutive)
(a+B)* = 2™ 4 B"

%

(aB) =B" -4

iv) d est une #-algébre normée, i.e. il existe une application

Aed - |l (norme de A4)

de d dans les nombres -éels positils ou nuls telle que

lla + Bl = fiall + il ABed; ael
et db = Tfaf o [lal

la Bl < f&ll . Il

2" 11 = flall

Jla]

0 si et seulzment si A =0

v) ¢ est une =«-algébre de 3anach : la norme ci-dessus définit

sur d une distance



{a, Bl > |la-3] A, Bed

par rapport & laguelle d est complet (i.e. les suites de Cauchy conver=
gent dans ).

vi) Parmi toutes les =-algébres de Banach, les C*-algébres a sont

enfin caractérisées par la propriété

a* all = |alf

I1 est aisé de se convaincre que toute algébre d'opérateurs bornés
sur un espace de Hilbert, fermée en norme, est une C =algébre. Bornons-nous

iei & prouver les propriétés les moins évidentes.

> 2
W= suwp  [a%|= sup (A% |a*9) 2 sup  |ul. |aa¥y]
ye, [y 1 yei, [ ]« yek, || <t

4%y = flall a7

< Su “A,
Ve, rl)‘lfl =1

Soit [|a*l|4lall , a'ox 1'on ddduit que JJAll<|A¥]] en remplagant A par A%;

2 o 2 o &
IAlI° = Sup  Ja¥| = sup  |aTay|=ljaal]
ek, || < ek, ||«
* 2
d'ol 1'on ddduit que  [|A A|l=|A]]" car inversement
3 b 2
Ha"all< ™ Hali=lall

Inversement, un des théorémes fondamentaux de la théorie des c*-
algébres nous révéle que toute C*-algébre est réalisable en tant qu'algé-
bre d'opérateurs sur un espace de Hilbert. Par conséquent, le considération
d'une C*—algébre conduit & une situation du type de celle envisagée au dé=-

but. Mais 1'intér&t du peint de vue algébrique réside dans le fait qu'en



général d pourra 8tre réalisée concrétement en tant qu'algébre d'opérateurs
sur un espace de Hilbert de plusieurs meniéres non isomorphes et gqu'on ga=-

gne ainsi la possibilité d'un choix entre ses diverses représentations.

On appelle ainsi toute application ® de d dans 1l'algébre des

opérateurs bornés sur un espace de Hilbert # telle que :

n(A+B) = = (a)+x(B) ABed,a€eC
n(ad) =an(a)
n{hoB) = = (8) . x(B)
x (&%) = n (A",
On démontre alors que |ln (&)|] < ||A]l + La représentation sera dite fiddle

si =®(A) =0 équivaut & A =0, i.e. si = est biunivoque. Le théoréme
¢ité plus haut assure 1l'existence de (au moins) une représentation fidéle.

Si la représentation n'est pas fidéle on appellera Ker d (Noyau de &)

le sous=espace de < des éléments & tels gque 7 (A) = 0. Enfin deux
représentations Ty et T, Ssur %1 et Mz respectivement seront dites

unitairement équivalentes s'il existe un opérateur unitaire U appliquant

ﬂa sur %2 et tel que

7c2(A) U=U 7:1(A) y Led.

En possession de ces notions, nous pouvons caractériser le point de

vue traditionnel par la donnée :

a) d'une C*—algébre a

b) d'une représentation fidéle = (ou plutét d'une classe de repré-

sentations unitairement équivalentes) de ¢ sur un espace de Hilbert &,

Les opérateurs m(A) self-adjoints représentent les observables
tandis que les états sont décrits par les matrices densité & ,c'est-a-dire

les opérateurs & trace positifs (i.e. opérateurs dont les éléments de



matrigce diagonaux sont positifs et ont une somme finie)e Chaque matrice

densité définit selon
q)(A):Tr @.%(A} s Aed
une forme linéaire sur ¢ , positive (*) en ¢e sens que

e (A% )0 , Aea

Etant donnée une C*-algébre d , on appelle en effet forme pasitive sur

& toute forme linéaire complexe

A =q(a)

sur <& telle que
o (4% 4) » 0

On mgntre que toute ferme pasitive est bornég, ¢'estwdedire telle que

|o(2) | =liolle]l4]
avee loll = (1) si & contient une unité. On appellera états les for-
mes positives normées, c'est-d-dire telles que [lpf] = ¢(1) = 1. Toute

gombinaison convexe de formes positives étant une forme positive, ces dere
niéres forment un céne convexe & (le c8ne positif dans l'espace dual

des formes 1l4inéaires bornées sur ). Les matrices densité considérées
plus haut forment également un cdne convexe positif %; dans le dual de

A mais qui ne coIncide en général pas avec le cdne d.

Nous voyons meintenant se creuser la différence entre les deux
points de vue. Puisque, dans une théorie algébrique, on conviendra de ne
considérer aucune représentation comme privilégiée, la situation y sera

uniquement caractérisée par la donnée d'une C =algébre (sbstraite) d

(%) In effet tout opérateur positif est de la forme & =TT od T est
ale o * s'!
un opérateur borné, donec ¢ (A"A)=Tr T*Tﬂ(A)*ﬂ(A)zfr(Tﬂ(A)%) Tr(A) 2 0



dont les éléments L e d +tels que A% corraspondront aux observables.
Seront alors intervrétés comme les dtats physiques tous les édtats de &
définis comme plus hauts. Avec ce voint de vue nous avons en général davan-—
tege d'états qulen se limitant & ceux fournis var les matrices deunsité
d'une représentation particuliére =® de & , appelés par les mathémati-

“ciens états normaux de la représentation =,

I1 est doric temps de faire un cholx, motivé par des considérations
physiques. L'exemple sulvant nous y aldera. Supcosons gque nous wvoulions
décrire 1'état d'un gaz A température et densité données en méecanique sta=
tistique (c'est-h~dirc en théorie des champs non relativiste). Si 1'on
aopte pour le point de vue tradiliennel, on considérera que le gaz est cone
tenu dans une bofte de dimensions finies et on le décrira & 1'aide d‘'une
matrice densité sur l'espace de Fock correspondent. En effet, cette repré-
gsentation est caractérisée entr'autre par l'existence d'un opérateur nom-
bre de purticules dont les valeurs propres sont essentiellement finies,
et est do.c en mesure de définir un amas lgealisé de particules (dans une
botte). Ensuite, comme un tel état doit 8tre de maniére évidente invariant
de translztion, on fers tendre vers 1'infini les dimenslons de la bolte,
Mais 1'état obtenu & la limite n'est plus une matrice densité dans l'espace
de Tock et n'est strictement descriptible comme matrice densité qu'd condi-
tion de passer & une représentation essentiellement différente (unitaire-
ment inéquivalente & la représentation de Fock). L'attitude traditionnelle

consiste A s'interdire de "sortir de 1l'espace de Fock" (=) .

En théorie algébrique, on préférera décrire d'emblde 1'état limite
en tant qu'état rigoureusement invoriant de translation dans le représen=-
tation qui lui convient le mieux mothématiquement mais & laguelle on n'ate
tache pas de signification physique vnarticuliére. Ces deux attitudes diffe-

rent senseiblement du point de vue mathématioue (1'attitude algébrique

(%) Le phénoméne peut 8tre observé a 1l'aide de calculs explicites dans

le cas de bosons ou de fermions libres [3].



étant & cet égard beaucoup plus flexible) () mais sont certainement
équivalentes d'un voint de vue physigue : & condition de prendre les

dimensions de la bolte initiale essez grandes, les résultats de mesures
effectuées dans une région finie de l'espace pourront &tre décrits avec

une précision arbitraire par 1'un ou 1l'autre de ces états,

Plus généralement, nous sommes conduits & nous poser la question

suivante ! guand pourrons-nous considérer que deux représentations L

* . s ;.
et w®, d'une C =-algébre d sont physiguement Squivalentes ? L'exemple
b

précédent nous invite & répondre : lorsque tout ensemble fini de mesures

décrit & 1l'aide d'une matrice densité sur & pourra 1l'étre & 1'aide
™
d'une matrice densité sur %ﬂ (et réciproquement), et ceci avec n'importe
2
quel degré de précision fixé & l'avance. En d'autres termes, cela signifie

que si
. +
A,],,..,Ane A @1 € ‘Cﬂ1 ’ g >0
sont donnés, on doit pouvolr trouver @? € 2i£ telle que
) 2
|Tr ¢, ﬂ1(Ai> - Tr &, ﬂz(ni)l = [@1(Ai) - @z(hi>l < g,
(=) Le choix de la représentation de 4 mathématiquement la mieux

adzptée & un probléme particulier est analogue d'un point de vue épisté-
mologique au choix d'un systéme de parametres particuliers en mécanique
analytique classique on il sersit dommage de se condamner a priori de
n'utiliser que des coordonndes curtésiennes. De méme que 1l'exposé de la
mécanique nnalytique dans un systéme de coordonnées arbitraires révéle

au mieu les traits généraux de la théorie, on s'attend & ce gu'un exposé
algébrigue de le théorie quantique des champs permette au mieux d'en déga-

ger les traits essentiels.



. . . s s +
et réciproquement. En termes mathématiques, cele signifie que %ﬁ et
1
A s . s (ot =
Z& ont dans ¢ 1la méme fermeture pour la topologie faible (*). (Préci-
2
sons que & est fermé dans. le dual de d muni de la topolagie faihle)s
Cette situation a été étudide par les mathématiciens qui la qualifient
d'équivalence faible des représentations o et ﬂz [4] « C'est 12 une
notion d'équivalence beaucoup moins stricte que 1l'équivalence unitaire, et
un théoréme contenu dans [4] affirme que deux représentations sont fai=

blement équivalentes si et seulement si elles ont le méme noyau.

Par conséquent toutes les représentations fidéles d'une C*—algébre
sont physiquement équivalentes. Le raisonnement précédent montre que le
choix d'une représentation particuliére n'a rien d'absolu [1] « En parti-
culier, il est tout-ad=fait loisible d'utiliser une représentation différen-—
te de la représentation de Fock toutes les fois ol la situation nous y
incite ! nous 1l'avons vu dens 1L'exemple ci-dessus ; ce sers par exemple
aussi le cas dés que le probléme {ait entre en jeu des particules de masse

nulle [5].

Cette liberté dans le choix de la représentation est, nous l'avons wvu,
une des caractéristiques du voint de wvue algebriques Si la C*-algébre abae-
traite ¢ a ‘té convenablement choisie (nous reviendrons li~dessus dans la
deuxiéme partie), il existe dans < un étet ¢ qui correspond A la situa=
tion physique envisagée (par exemple, un gaz en équilibre thermodynamique ).
Cet état nous fournit alors la représcntation appropride grfce & la cons—
truction de Gelfand-Segel [6],[7],[2] , procédé qui permet d'associer de
maniére biunivoque & tout dtat ¢ sur < le couple {ﬂ@ , 01 ou ﬂ@ est
une représentation de ¢ sur un  espace de Hilbert %@ et 0 un vecteur
distingué de %@ s et que nous 2~llons décrire briévement pour terminer cet-

te premisre partie.

* R . X P
( ) Les voisinages d'un ¢, € d dans la topologie faible sont précisé-

nment définis comme lesg ensembles de ¢ € & tels que
l@(Ai) - @o(Ai>| & , ou 1=1,ee0,p et & > o sont donnés,

. . s . - \ +
La relation précédente affirme gu'on doit pouveir trouver un ¢, € ﬁ%
)

<

- - . . +
dans un volsinage Taible arbitraire de ¢ € %& .
A



-0 =

I

Etant donnés =x_ et 0, ona (&)= (Qlﬂ@(A)Q), Aed o Inver—

sement, étant domnné ¢ , désignons par © 1l'ensemble des éldéments A de

d  tels que C'ost un iddal gauche de ¢ (dees N est lim
néaire et si 4~ e , DL € d alors B A € N). L'espace ds Hilbert est

) . ot Sae o s ~ .
obtenu en considdérant 1'esp.ce des cl_sses d/n ;d'elements h)de o

modulo N et en le complétant pour 1e produit sealaire (ﬁlﬁ) :(p(A*I3),
le vecteur { correspondant siorsals cl sse de 1'éldment unité de 4 s'il
en exists un (on peut toujours se romener A ce cas=lh). La représentation
se déiinit alors par prolongement continu de 1'opérateur ﬂ@(B)ﬁ = Bha.(=).

IT « Théorie cuantigue des chamms relativiste.

In ce ¢ui concerne la mécanicue guantique d'un systéme fini, les deux
points de wvue envissyls ne présentont pas de différence. On sait en effet
que dens le cos d'un systeme & nomore fini de degrds de liberté les rela=-
tions de commutetion canculgues @

[p. pj] =0 3 [ogya.l=0 5 0[p,a]=148. , 1,j=1,.00m
ne possédent gu'une représentation irréductible & une fquivalence unitaire
prés, ot ce théoreme de Von Neumann s'étend d'une maniére essentiellc aux
C'-al"OLr e des svstémes canoniaues (8]

A

Par contre, en théorie des Chuﬂﬁo, ces mémes relations de commutation
possédent une infinite de représentutions non unitairement équivalentes.
Ceci indigue gu'en théorie des chuups la méthode ulgébrigue a 1l'avantage
d'&tre beaucoup plus intrinsiégue gque la théorie usuelle : on s'attend & ce
que l'entité mathématigue fondamentale solt une C*-algébre abstraite. On

bOlulu cettn derniére en se [ondant sur le principe de localisation qui

afflrme’seulss ont un sens physique des observables ou des opérations

B
(%) Cette construction yul permet de reconstituer l'espace de Hilbert a
1taide d'un dtat est essentiellement identique au "reconstruction theorem™

de Wightmann familier aux nhysiciens théoriciens.



mesurées ou effectudes dans une rdgion bornée d'espuce~temps (ohservables
locales engendrant 1'algibre qussi-locule (#)) [91,[1] « £n théorie rela=

tiviste on postulers nour 1'algébre guasi-loczle ¢ les propriétés sulvan=

tes ¢
i} & toute région Iiriz C (ouvert relativement compact) de l'espace-
temps, on associers la C -algdbre chstralte d{0) des opératioms localcs;
ii) si 0, et 0, sont de genre espace 1'un par ruvvort & 1l'cutre,

dfoq) et &(02> commutent

iii) si o0, co, , dfC = GKOP) o Dans ces cas 1l'injection est iscmée
Z ~

1 1
tricue. Par conséquent U & (O) (**) est une ==zlgébre normcée dont le
0

complétd cst la C =-algébre ¢ des opdrations gquasi-iccales.

iv) Si G est le groupe d'invariance de la théorie (zroupe de Lorentz,

groupe des translations spatiales, etCoon) il est reprisentéd
des automorphismes de & , c'est-a-dire des applications biunivoques (auto=

natiquement isométriques)

hAea = i8eq , g€
telles que
ce e
o4 2 %2 - 18 &
A A = ;(J"-'L)g = f‘-bggy (A7) = (»"-!) s €581585 € G

avec en outre la condition de covariance

(+)

d'observables locales.

On appellera observable guasi-locale toute limite en norme d'une suite

(**) Les mathématiciens comprendront cette notation au sens de la limite

inductivea

—~
%
g
3%
S—”
e
o
T
@
o]
w

les représentations d'un groupe sur un espace vectoriel,


http://espa.ce

2(0)8 = a(g 0)
si g 0 est le tronsformé de ¢ pur g » (*)

svec ce choix de ¢ dicté par le principe de localisation, la diffé-
rence entre le point de wue concret et globul d'une part ¢t le point de vue
algdbrique et local d'autre part devient particuligrement nette et instruc=

tive si 1l'on se perche sur les secteurs de super-sélections

Considérons une représentation 7w de notre C*-algébre telle qutil
existe un ou plusieurs ovérateurs non triviaux qui commutent avec tous les
opérateurs de la représentation (dans la forme habituelle c'est le cas por
exemple de la charge totale, au nomore baryonicue total, etceso ) b telle
gutelle se décompose en une somme de représentations irréductibles, agissant

sur les secteurs de super-selection , correspondant cihacune & une valeur

de la charge, du nombre bsryonigue, etc... On notera gque de tels opérateurs

de super-scleciion sont des observables ylobeles (donc ne sont pas 1'imege

par © d'un ¢lément de ¢):ils sont inobservshles physiguement car on ne

peut mesurer e.g. la chargs totale de l'univers. Deux secteurs différents

w

ne pourront &lre distingués 1'un de 1l'autre en eifectuant uniquement des
opérations loczles ¢t tous les sccteurs déterminent des renrésentations phy-

sicuement équivalentes corme le montre 1'exemple suivant.

Supposons que nous voulions Studier une diffusion électron~position @

cet &tst est décrit par une motrice densité dans le secteur de charge O

- ’»

Mails rious pourrons tout aussi bien le décrire A Ll'=ide d'une matrice densité

dans le secteur de charg 2, par exasmple en considérant 1'dtat dans lequel,

8]

outre 1'électron et le positron, on disvose deux particules de charge +1
confinées dans une région de l'espace suffisamment ¢loignde. L'état considé~
ré dans le secteur de chorge O peut donc &tre arbitrairement approximé
dans 1la topologie faible per un étet dans le secteur de charge 2 (ou d'une
charge arbitrsire). Par conséguent chague secteur dédtermine une représenta-

tion fidéle de & (=) et contient 2 lui seul toute 1'information

Pour 1'axiome de positivité, voir [10] ,[41].

() Puisqu'il déterminc des représentations de méme noyau dont la somme

directe est fidéle.



().

En tant ¢u'tims

physique

3

il est importznt de noter que

s
n
1iés 1'un & 1lautre.
Considérons maintenant la
Chaque Etant irréductidle,
rateurs qui, dans chaque sccteur,
Donc le bicommut:nt est constitud

sur chague sccteur A un cpéruteur

e d'une C ~-alpébre, w (&)

7((@&)
gue tous les opdérateurs ﬂn(A)

fermeture

le commubant de

3 -

est fermé en norme mais

I

n'est pas faiblement fermé,

iene .

® dens le n secteur, il r¢

sont biunivoque-

7E( ci) s

est formé des opé-

vible (ou le bicommutant) de
(i)
se réduisent & un multiple de 1'identité.
per tous les oplrateurs qui se réduisent

borné arbitraire et complétement indépen=—

dant de ceux apvaranissent dans les autres secteurs. Cettc fermeture faible

B

gontiendra donc tous les projecieurs sur chague secteur ¢t toutes les
observables globales. Mais elle ne peut donner lieu & une formulation basi-

que de la théorie.

Les considérations précédentes montrent 1'intédrét de la méthode algé-
brique pour la compréhension des secteurs de supersélection. Un autre domai-

ne important ot cette méthode apporte une clerification conceptuelle est

celui des symétries spontandment brisées. Nous zvons vu plus haut que le

choix d'unc représentation de ol s'accompagne traditionnellement du choix

. s + . .
d'une représentation m et du sous-ensemble ﬁ% des ¢états normaux de cet-
te représentation (matrices densitd) o 01 notre théorie a un groupe d'iuvae
riance G agissant comne

otats &

automorvhismes de & , et donc aussi dualement

o 57"+

dans l'espacs des s, 11l pourra se faire que O soit pas invariant

par G o Dans ce cas on a une théorie invariante dont la symdétrie est brisée

per le représentation. Ce phénoméne est clairement déerit pomrlc premiere

fois par R. Heog dans le cas du modéle B.C.S. pour le groupe de jauge [12].

(%)

richesse peut 8tre pratique & beaucoup d'égard mais

Lo représentation habituclle contient un appareil anslytique dont la

dont le caractére pléto=-

rigue masque les traits fondamentoux de la théorie.
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Signalons que le théoréme de Goldstone peut &tre démontré rigou-
reusement dans le cadre algébrique [13]. Le théoréme de Coleman est

également de nature essentiellement algébrique [14].

III -~ Développements récents en mécanique statistigue.

Le temps nous manque pour varler icl des divers travaux de
H.J. Borchers [15] et H. Araki [16] . La complexité de leur technique
nous empéchera de le faire dans le cadre de cet exposé. Nous nous éten-

drons surtout sur les applications récentes a la mécanique statistique.

Considérons dans la G- algébre d des observables quasi-locales
et le groupe d'invarisnce G de la théorie (par exemple le groupe des
translations spatiales) représenté dans le groupe des automorphismes de
A o Un état ¢ sur d sera dit invariant si @(Ag) = @(A) , Aed et
g € G o Il est aisé de voir que si l'on procéde a la représentation
de Gelfand avec un tel état, on obtient également une représentation
unitaire U de G en posant

N

U(g)ﬁ::ﬂg
Elle est telle gue
U(g)n =0 et UAE) =u(e) w(a) u(g)”

Les états d'équilibre thermodynamique en mécanique statistique sont
des états de ce type.
I1 est en outre naturel de demander, en plus des axiomes précités,

gque 1l'algébre gquasi-locale soit asymptotiquement abélienne en ce sens

que (A, Bg] "tend vers 0 quand g tend vers 1l'infini" . Cela signi-
fie en effet que deux opérations effectuées dans deux régions d'espace
suffisamment éloignées sont sans corrélations. Sous cette hypothése assez

faible et physiquement naturelle, on peut parvenir aux résultats suivants

[17], [18].

Tout état invariant admet une décomposition unique en intégrales

d'états invariants ergodigues caractérisés par 1'une ou l'autre des
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e

propriétés ci-dessous :

a) 0 est le seul vecteur tel que U(g)0 =0 (unicité du vide) ;
b) la famille des opérateurs U(g) U =(&) eost irréductible ;

. 1
o) uin [y (olae) - o0a%) ol2)ag = 0
V- o
i
ou V est un élément de volume dans l'espace de fonction caractéristique
Xy * Cette propriété signifie que les corrélations entre les mesures de

B et de A° sont, pour g grand, de nature oscillatoire ;

d) L'état considéré est un élément extrémzl du cdne convexe des

©

¢tats invariant
e) La mesure centrale associde est ergodique.

L'intérét des états ergodiques provient mathématiquement du théo-
réme de décomposition univoque précité et physiquement de la propriété
de "clustering" c¢) et de la propriété d) d'extrémalité qui montre
cleirement que les états ergodiques sont les candidats par la description
des phases thermodynamiques d'un systéme (un mélange de phases n'est
plus une phase de méme gu'une combinaison lindaire convexe d'états ergo-
diques n'est plus ergodique). L'étude des états ergodiques conduit natu-
rellement & une thdorie des symétriecs cassées. Par exemple, pour les états
ergodiques de translation, on obtient une clussification de ces derniers
en exeminant le spectre discret des opérateurs infinitésimaux représen-
tant les translations, dont on démontre que c'est un sous=-groupe du groupe
additif des impulsions (%) . L'état ergodique envisagé sera dit état Er s
Byp ow Bppg
tue un réseau & maille finie ou un réseau partout dense, ces trois cas

selon gue ce sous-groupe contient un seul élément, consti-

étant les seuls possibles. Les états EII sont & leur tour décomposables

en L-states, états ergodiques par rapport & un sous-groupe périodigue du

(+)

Généralisation du "sub-group theorem" de la théorie ergodique clas-

sique.
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groupe des translations (ce dernier est le groupe des périedes d'un cris-
tal, réciprogue du sous-groupe discret sus-mentionné, qui est donc le

groupe récivroque des cristallographus)°

On peut traiter suivant des principes analogues les symétries
cassées apparaissant en ferromagnétisme, en supraconductivité, en supra-

fluidité, etc ... Pour le cas des groupes cristallographiques, voir (18],

Cette théorie est en fait généralisable & des groupes G localement
compacts non commutetifs [19] . Elle se trouve alors &tre une générali-

sation non abélienne de 1la théorie ergodiques

Signalons rapidement que la condition connue en mécanique statis-
tique sous le¢ nom de condition de Kubo - Martin - Schwinger est suscep-
tible d'une £légante formulation algébrique révélent les traits généraux

d'états d'équilibre & température finie [20].

Les états quasi-libres (correspondant & 1'approximation de Hartree -
Fock ct permettant de construire dec modeles de quasi-particules) admete
tent également une description élégante dans le cadre algébrique. Leur
classification conduit naturellement & la transformation de Bogoliubov

en tant qu'automorphisme de C - algébres [21].

Ainsi 1'approche algébrique conduit les physiciens théoriciens a
introduire et dtudier des strustures mathématiques suffisamment intéres-
santes par elles-mémes pour qu'une collaboration efficeace ait pu s'instau-
rer entre physiciens et mathématiciens. Cette situation ne pourra qu'étre
bénéfique aux recherches entreprises tant en théorie des champs et en
mécanique statistique qu'en thiorie des algébres d'opérateurs. Par exemple
des considérations d'origine physique ont conduit R. Powers & résoudre un

probléme posé depuis des années en théorie des opérateurs [22] .
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