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FACTEURG DE TYPE III
d'aprés R.T. POVERS,

par Alain GUICHARDET.

l, Introduction,.

On va, pour commencer; rappeler un certain nombre de notions ; pour

simplifier tous les espaces hilbertiens seront supposés séparables,

Définition. On appelle alpgcbre de von Neumann toute sous-algébré autoadjointe

de ZL(H) (H espace hilbertien), contenant I et faiblement fermée ; cette
derniére condition é&quivaut & : égale & son bicommutant, Un facteur est une

algébre de von Neumann dont le centre est réduit aux opérateurs scalaires.

Les exemples les plus simples de facteurs sont l'algébre des opérateurs
scalaires et 1l'algébre ikﬂ) { en dimension finie, tout facteur est isomorphe
i une algdbre £ (H), et dit de type T sl dimH = n , outrement dit
s'il est isomorphe & J{(n, ¢ ) ; en dimension quelconque, les facteurs iso=
morphes 3 une algébre £L(H) cont appelés facteurs de type I . Pour classer

les autres facteurs on introduit la notion de dimension relative,

Définition. Une dimension relative sur un facteur R est une application D
de l'ensemble des projecteurs hermitiens de R dans Ep ’ 4--] vérifiant les

axiomes suivants



Ri) D(P) est nul si et seulement si P est nul ;

(ii) D(P) = D(Q) si et seulement si P ~ Q , c'est-d-dire s'il existe
un opérateur partiellement isométrique dans R envoyant isométri-
quement Im P sur ImQ et nul sur (Im P)" ;

(iii) D(P) est fini si et seulement 'si P est fini, c'est-d-dire ei les
conditions P~ Q < P impliquent P = Q ;

(iv) pour toute suite (Pn) de projecteurs deux & deux orthogonaux on a
o zp ) = ID(P ) .

Ceci posé, on démontre qu'il existe toujours une dimension relative et qu'elle
est unique & un facteur constant strictement positif prés (par exemple dans
le facteur £(H) la dimension relative est la dimension hilbertienne

habituelle) ; puis que l'ensemble des valeurs de D (éventuellement norma-
lisée) est l'un des ensembles suivants @

a) {0, l,eeen} o) ngy 481 R est detype I;

v) [0, 1]
c) [Oo +°']
da) {0, + =}

et on dit que R est type IIl’ II, ou III suivant que l'on est dans le

cas b), c) ou d).

Particuliérement importants sont les facteurs qui Sont engendrés par une
suite croissante de facteurs de type In' n croissant ; les facteurs de type
II, ayant cette propriété sont tous isomorphes et appelés facteurs hyperfinis ;
signalons en passant qu'on connaft actuellement trois facteurs de type II1

deux & deux non isomorphes : le facteur hyperfini et deux autres.

Pour les facteurs de type III 1la situation est la suivante : von Neumann,

aprés avoir donné en 1936 la définition des facteurs et leur classification,



construit en 1940 un exemple de facteur de type III de la fagon suivante
soient X un espace muni d'une mesure positive bornée u et G un groupe
dénombrable de permutations de X soumis & certaines conditions (entre autres
de laisser u quasi-invariante et d'&tre ergodique) ; posons H = 12(c x X);

pour tout g dans G soit ‘Ug 1l'opérateur dans H défini par
)

W, ) = (au(g] ) /an )20 0(67% o € x)

pour toute ¢ ¢ H ; pour toute f ¢ L (X,u) soit T, 1'opérateur défini

£
par

(To0)(gyx) = £lx)eo(eyx) ;

alors l'algébre de von Neumann engendrée par les Ug et les Tf est un facteur de
type III, Uh cas particulier de cette construction 3a jouer un rdle

fondamental dans ce qui suit : on prend pour X l'ensemble des suites

X = (xl, Xpp e ) ol les xj sont égaux & O ou i1 ) pour G le sous=
ensemble de X formé des x _tels gue xj = 0 sauf pour un nombre fini de

J 3 alors X est un groupe pour l'addition modulo 2 composante par compo-

sante, G en est un sous-groupe et opére dans X de fagon naturelle ; enfin,

pour définir u , on se donne un nombre c € ]O . %[: , on prend sur {0,1}

la mesure ayant les masses ¢ et l-c , puis, sur X , la mesure produit ;

le facteur de type III ainsi obtenu sera noté R, .

Pour en revenir & nos considérations historiques, L. Pukanszky construit
en 1956 un facteur de type III isomorphe & aucun des ﬁc ; puis J, Schwartz,
en 1963, un autre facteur de type III isomorphe ni & celui de Pukansky, ni
a aucun des Rc 4 leurs constructions sont analogues & la précédente, avec
des choix différents pour X, G- et u ; enfin en 1967 , R.T. Powers démontre
que les .Rc sont deux & deux non isomorphes ; on va ess;yer ici d'exposer

les idées principales de sa démonstration, fort compliquée.



2. C*'-nlgébfes.
La démonstration de Powers repose essentiellement sur l'étude d'une C* -

algdbre particulidre A , appelée C* -alpdbre des relations d'anticommutation

parce que ses représentations sont en correspondance bijective avec les
représentations des relations d'anticommutation de la Théorie Quantique des
Champs ; on peut la définir de la fagon suivante : pour j = 1, 2, «+ss posons
Aj =d6(2 , C) ; on & un morphisme isométrique naturel

MOAB . A= A BB A,

N
transformant tout élément x en x® 1 ; A est alors la complétée de la limite

inductive des Al ® o0s A.i .

Pour expliquer la relation qui existe entre 1l'algébre A et les facteurs
Rc , rappelons d'abord quelques notions importantes ; tout d'abord une c¥* -
2lgdbre est une algébre de Banach muni d'une involution x — x* vérifiant la
relation |jx x*| = |x "2 ; nos C” -algibres seront toujours supposées
uniféres. Un &tat sur une C* -0lgdbre A est une forme linéaire f positive
(ice. £xx™) >0 ¥x), continue et vérifiant f£(1) = 1 ; par exemple si =
est une représentation de A dans un espace hilbertien H et £ un vecteur
unitaire de H , la fonction x — (m(x)£|€) est un état ; réciproquement,
& tout état f on peut associer canoniquement un espace hilbertien Hr .
une représentation = £ de A dans Hf et un vecteur unitaire § £ de Hf .
tels que f(x) = (ﬂf(x)EfIEf). Un étet f est dit pur (resp, factoriel) si
o est irréductible? ise, 6i 1'algdbre de von Neumann (m f(A))" engendrée par
wf(A) est écale & ef(Hf) (:fesp. si (wr(A))" est un facteur) ; deux états
f et f£' sont dits quesi-équivalents si ¢ bt T, sont quasi-équivalentes,
i.e., 8'il existe un isomorphisme de (af(A))" sur (":f.' (A))" transformant

nf(a.) en ﬂf,(a.) pour tout a ¢ A,

Revenant & l'algébre A des relations d'anticommutation, pour tout
ce ]0 l[ on peut considérer sur chaque A, 1l'état f_ ., défini par
' 2 J €y

a a

£ . 1 12 = ca,. + (l=c) a

Cyd 11 22 b



puis sur A 1l'état £, = @r , c'est-d~dire tel que f (®a.) = nr_ .(a.).
5 el e Cod J
On peut alors démontrer que f, est un état factoriel et, plus précisément,

que l'algébre de von Neumann engendree par T, (A) est un rﬁcteur isomorphe

& R . fe
[

Terminons ces prellmlnaxres par quelques remarques ; premiérement il est
intéressant de noter que la construction ci-dessus avec c = é "donne un face
teur hyperfini, et avec ¢ = 0 une représentation irréductible, c'este-dedire
le facteur & (H). D'autre part 1'algébre A est visiblement engendrée, en
tant qu'algbre normée, par une suite croissante de sous-algdbres du type
HMn, C) 3 les C* -algdbres possédant cette propriété ont été étudifes par
J. Glimm (2] et J. Dixmier [1] qui les nomme "algdbres matroides" ; une
partie du mémoire de Powers est consacrée & 1l'étude des états et des représen=
tations de ces algdbres et contient en fait des résultats extrémement intéres-
sants ; la plupart des résultats du § suivant sont démontrés pour les elgébres

matroides quelconques j ajoutons que les prop. 1 et 2 admettent des réciproques.

Pour une étude détaillée de l'algébre des relations d'anticommutation, on

pourra consulter [3]

3. Quelques propriétés des états et des représentations de A.

On désigne maintenant par A 1la C* -alglbre des relations d'anticommuta-
tion

Nous dirons pour simplifier qu'une suite (xn) d'éléments de A "tend
vers 1'infini" si pour tout entier m il existe un entier . n tel que p> n

implique xp € Am® Am-bl@ se0 o

Proposition. 1. Soit f un état factoriel de. A ; pour tout 'x ¢ A et toute
suite (yh) tendant. vers 1'infini en restant bornée, f(xyn) - t(x)r(yn) tend

vers O,



Supposons le contraire, & savoir

#(x y) - 2x) £y} 2220 (1)

en vertu de la compacité faible de la boule unité d'une algébre de von Neumann,
on peut supposer que wf(yn) converge faiblement vers un opérateur T ; pour
tout m , & partir d'un certain rang y, permute & .QIGD... A, o+ et il en est
de méme de T ; donc T appartient au centre de ﬂr(A)" ; d'autre part (1)
s'écrit

[ongx v,) €180 = (rglx) &4 60 (noly) £o | 6| 2
ce qui entraine

|nglx) @ €, €)= (ngln) &g &) (e fe| 2 a
et ceci montre que T n'est pas scalaire, donc que ﬂr(A)" n'est pas un face

teur,

Proposition 2, Soient f et f' deux &tats factoriels quasi-équivalents de
A ; pour toute suite (yn) tendant vers l'infini en restant bornée,
f(yn) - f'(yn)_ tend vers O ,

En effet, 1'état é(r + f'), associé & wa Tor s o8t factoriel ; donc

pour tout x ,
flxy )+ £'xy) - %(f(x) +£'(x)) (ely ) + £'(y ) — 0
clest-d=dire
(£(x) = £(x)) (£ly,) = £'(y, ) —0

et il suffit de choisir x tel que f(x) ¥ £'(x) (si £ = £' le résultat

est évident)/

Proposition 3. Soient A et B deux sous-algdbres d'une méme algébre de von
Neumann R , isomorphesd la C* -algdbre des relations d'anticommutation et Jhuceme

engendrant R j il existe un élément unitaire U de R tel que U A v . B.



a) Indiquons d'abord le point de départ de la démonstration on montre que si
M et Il sont deux sous-algsbres de R isomorphes & J(G(2 ,€) , il existe un

unitaire U€ R tel que UM vt - N ; pour cela notons eij et f.,

i

(i, = 1,2) 1les unités matricielles de M et W ; e, et e, (resp. 5,

et f22) sont des projecteurs orthogonaux de somme I et équivalents dans R ;

d'aprés la théorie des "weight-functions" de von Neumann (qu'on peut, si R est
un facteur, remplacer par la théorie plus simple de la dimension relative), e

et fll sont équivalents, i.e., il existe un opérateur partiellement isométrie
que 'VeR tel que vy e et VV¥a 3 on peut alors poser

11 18
U-v*flzve210

b) Le résultat précédent subsiste si M et N sont isomorphes &  (n ,¢) ;
on peut donc imaginer la construction suivante : considérer des suites

MlC. MZC M3c. eses A

NlCNac-N3C esee G B

telles que UM et LJNn engendrent resp. A et B, M, et Nn étant de
type I (m variable) et isomorphes pour tout n ; puis construire de proche
en proche des unitaires Un tels que Un Mn U;l " Nn ; enfin extraire une

sous=suite Un faiblement convergente .; malheureusement on ne voit pas poure

P
quoi la limite serait unitaire et on est amené & compliquer la construction,

On peut choisir U, comme indiqué ; ensuite on construit \P voisin (au sens
de la topologie forte) de Ul et eEonant M, dans. B, mais pas nécessaire=
ment sur N2 3 on remplace V2.M2 V2 par une algébre plus grande P2 o de

fagon & obtenir une suite P,y P3,... qui engendre B ; on construit Vé. voie

sin de V;; et envoyant P, dans A et on pose U, = Vé-l ;{ on agrandit
Vé P2 Vé'l et ainsi de suite .; on obtient des Un qui forment une suite de

Cauchy pour la topologie forte, et qui par suite convergent vers un opérateur
U qui est certainement isométrique, et dont on démontre qu'il est unitaire.



Corollaire l. Soient f et f' deux états de A tels que les algébres de von
Heumann (m.(A))" et (wf,(A))" soient isomorphes ; il existe un autoe
morphisme T de A . tel que f o T et f' pgoient quasi-équivalents.

Soit L un isomorphisme de (nf(A))" sur (wf,(A))" ; d'aprds la prop,
3 il existe un unitaire U ¢ (nf,(A))" tel que U,L (wf(A)).U"l - wf,(A) :
comme ., et m. sont fidéles (car A est simple), on peut définir un au=
tomorphisme T de A par

U.L(vrf('.'t‘(e:.))).U'l = wf,(a) VaeA j

alors L est équivalente & mo T, qui est quasi-équivalente & la repréasen-

tation a — U.L(nf(T(a))).U-l » laquelle est égale & 7., o

. 1[4 L i A
Corollaire 2, Le groupe des automorphismes de A opére transitivement dans A
(ensemble des classes d'équivalente de représentations irréductibles de A),

ainsi que dans l'ensemble des états purs de A ,

La premidre assertion résulte de ce que deux représentations irréductibles
quasi~équivalentes sont équivalentes ; et la seconde, de ce que deux états purs
de A qui définissent des représentations équivalentes sont conjugués par un
automorphisme intérieur de A .

L, Non-isomorphie des facteurs Rc .

Commengons par quelques considérations sur les états des algébres
Min , C) = £(e™) ; on sait que ces états correspondent bijectivement aux &léments po-
sitifs de trace 1 par la formule f£(x) = Tr (a x) ; on appelle valeurs propres
de f 1les valeurs propres de a ; ce sont donc des nombres positife de somme 1 ;
si on a deux états f et f' sur of(n,, €) et 4(n' , €) respectivement
de valeurs propres Al,...xn et Ai,...é& » les valeurs propres de 1l'état

f®f' de (n, €) ®H(n' , C) sont les nombres xixs .



Lemme 1o Soit B= A ®... A ol A;=J((2,C) etsoit £ 1'état

sur B , produit tensoriel des états £, définis plus haut § supposons qu'on
ait une sutre décomposition B= B, ®B, oll B, =d((2 , €) et un autre

état g = €y 8732 ; 81 d et 1l-d sont les valeurs propres de €, et 8i on

1l . 1l
a ccdgz,alors inf(dwc,35~-d)g2|(f=g| »

On pourra se faire une petite idée de la démonstration en vérifiant que si

f=pg ona d=2c,

. Lemme 2, Soit T un automorphisme de A = A ® A, ® .o j pour tout entier

n il existe des entiers p > n et q tels que T(Aq) soit "presqpe.contenu"
dens A ®. 000 Ap ; plus précisément pour tout n et tout‘ € >0 il existe

des entiers p > n et q et des unités matricielles eij (i,5 = 1,2)
appartenant & AA@ sess A tels que, en notant eqij les unités matricielles

de Aq , on ait ”T(eqij) - eij | se -

Indiquons l'armature algébrique, trés simple, de la démonstration ; considé-

rons le produit tensoriel algébrique ( = non complété) A' = Al.G)Aa'GD...
et supposons que T ®8oit un automorphisme de A' ; on a

' = XX} XxX
A' = T(A)) ®T(A,) ® 4uu donc A ® An_l' ‘
T(Al) ® ooo T(Aq_l) ; alors T(Aq) permute & ‘A, ® .0 A _, » donc est contenu
dans An®An+l
fini A @ eee A .

n P

est contenu dans un sous-produit fini

® «so et enfin, étant de dimension finie, dans un sous~produit

1 T .
Théoréme 1, Les facteurs R, pour 0 < e <5 sont deux & deux non isomor-

phes.,

Prenons deux nombres 0 <c <c' < é ; notons £ et f' les états de
A associés & ¢ et c¢' et supposons les facteurs (ﬂf(A))" VR, et
(nf,(A))" v R, isomorphes ; soit ¢ > O, D*aprés ie corollaire l‘il existe
un automorphisme T de A tel que f et f' oT soient quasi-équiva=

lents ; d'aprds la prop. 2 il existe un entier ‘n’ tel qie

(faf' oT ) [A ®A . ®eeee || <€ 3 (2)
n n+ =

1



utilisons les notations p , q , @5 * eij du lemme 2 ; posong B = An ® . Ap ;

N 1l

on peut écrire B = Bl ® B, ol B
phe & (2 , €) o Il est facile de vérifier que pour tout X € A on &

est engendré par les eij’, donc isomore

' P i 3 (1] V
£'(x) = ({(1~c') £ (eqon * eqoa) * o' 'l n x eqla))/f (eq22) !
il en résulte que

-<f'oT'l)(x)=((1-c°)(f'oT'l)(T(quz)xT(eqzz))+c'(f'or‘l)(T(eqal)xT(eqlz)))/(f'oT'l)(T(e )

q22
On définit un état g sur B par

g(x) = ((1=c')(£' o T-l)(eézxeéz) +c'(f' o T"l)(eél x-eiz))/(f' ) T-l)(eéz)

et on vérifie que g est de la forme 8, G)g2 ol gi a pour valeurs propres
¢! et 1l=c' ; on vérifie ensuite que | g = (f'oT'1)|B||; ¢  d'aprés (2)
onea J|lg-f|B f|g2 , d'oll, en vertu du lemme 1

inf(c? = ¢ , % ~c')she

. . 1 .
comme ¢ est arbitraire et comme c' < 5s0na c= ¢!
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