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TRANSFORMATION DE FOURIER
ET MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES
par NicHoLas M. KATZ ¢t GErarp LAUMON
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o. Introduction

Soit X un schéma affine, de type fini sur Z, qui est lisse, purement de dimension
relative m > o sur Z[1/N], pour un certain entier N> 1, et soient f, ..., f, (r> 1)
des fonctions sur X qui définissent un morphisme fini vers I’espace affine Az,

f= (j;’ L) r):XaAE{IIN]

(par exemple, si & eZ[x,, ..., %] est tel que I’idéal jacobien

(;,, LI %)
0%, ox,

dans Z[x,, ..., x,] soit principal, engendré par un entier N> 1, etsi 2> 1, ...,
sont des entiers, on peut prendre pour X Ihypersurface de Az,y; d’équation
et prendre f; = &1, ..., f, = ).

Etant donnés X et f;, . .., f, comme ci-dessus, pour chaque r-uple (a, ..., aq,) €Z’
et pour chaque nombre premier p, ne divisant pas N, on peut former la somme trigo-
nométrique

A\

k>1
h=o0

Il

S(psa,...,8) 2 I exp (% .élajfj(x)).
i=

zEX(Fp)
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146 NICHOLAS M. KATZ ET GERARD LAUMON

Plus généralement, pour chaque fonction g sur X qui est inversible sur X et pour
tout caractére multiplicatif du corps F,

Xp: Fyf = C~

on peut former la somme trigonométrique

S(p; [CTRERPR S Xp) iu?f z €xXp (?jgl ajf;(x)) Xp(g(x))'

z € X(Fyp)

Alors, nous prouvons (cf. (5.2), (5.2.1)) Pexistence d’un polynéme non nul
F(ou o 00) €2y, .., 0]

et I’existence d’une constante d (qui ne dépend que de la topologie algébrique de la
variété complexe X, munie de ’application f : X; — Af et qui est facilement calculable)
ayant la propriété suivante : si

F(a;, ..., a,) % o (mod p)

alors, pour toute fonction inversible g sur X et pour tout caractére y, de F,’, on a I’esti-
mation

IS(ps ays - s a3 8 3,)| < d. (V)"

(nous énongons et prouvons en fait (cf. (5.2), (5.2.1)) un résultat légérement plus fort,
ot Z[1/N] est remplacé par n’importe quel sous-anneau R C G qui est de type fini
sur Z et (en (5.7)) ou X n’est plus supposé lisse, ce dernier cas en suivant une suggestion
de Deligne).

Comme on peut s’y attendre, de telles estimations sont obtenues comme conséquence
d’une analyse précise de la cohomologie ¢-adique qui donne lieu & de telles sommes et
des résultats fondamentaux de Deligne sur les « conjectures de Weil ». La possibilité
de faire cette analyse cohomologique repose sur deux idées.

La premiére est celle de la transformation de Fourier en cohomologie Z-adique (cf. n° 2),
une opération qui existe « indépendamment » en chaque caractéristique p > o. Grace
a Pinterprétation cohomologique des sommes exponentielles et au théoréme de chan-
gement de base pour la cohomologie a support propre, cette opération est directement
reliée aux sommes trigonométriques. Une découverte récente, due a Brylinski, Deligne,
Verdier et au second auteur de cet article, est que, bien que cela apparaisse assez étrange
a priori, la transformation de Fourier commute & la dualité (cf. (2.1.3) et (2.1.5)).
Une fois armé de ce résultat inattendu, il suffit de le combiner avec les résultats fonda-
mentaux de Deligne (cf. [8]), a travers le formalisme de la perversité (cf. [1], [6] et n° 1),
pour contrdler assez bien la situation en chaque caractéristique p> o (cf. (5.5)).

La deuxié¢me idée est la suivante : bien que I’on ne puisse pas espérer regrouper les
transformations de Fourier pour les caractéristiques > o en une seule transformation
de Fourier sur Z (sur F,, il y a p — 1 transformations de Fourier, une pour chaque
caractére additif non trivial ¢ : F, — Q et il n’y a pas de facon raisonnable de choisir
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TRANSFORMATION DE FOURIER ET MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES 147

de maniére compatible un tel ¢ pour chaque p> o), tout se passe du point de vue topolo-
gique comme si une telle transformation sur Z existait (tous les ¢ pour tous les p> o
ont un comportement topologique identique, ce qui les distingue est de nature purement
arithmétique). Plus précisément, nous démontrons (cf. (4.1)) un énoncé du type Riemann-
Rockh pour « la » transformation de Fourier en se servant d’un argument délicat de
balance entre la ramification sauvage et la ramification modérée (cet argument est
d’ailleurs déja a la base des résultats du cours & Orsay du premier auteur, cf. [11]).
Comme intermédiaire a la preuve de (4.1), nous obtenons aussi un théoréme du type
Riemann-Rock pour f:X —Y un morphisme de type fini entre schémas de type fini
sur Z et pour les Q faisceaux (cf. (3.1.2)) (*).

Une autre transformation, celle-la en caractéristique o, mérite aussi le nom de trans-
formation de Fourier (cf. [5] et (7.1)) : il s’agit d’une transformation pour les 2-Modules.
Cette transformation est tout a fait similaire aux transformations de Fourier /-adiques
considérées ci-dessus (tout comme ¢ :F, —>Q’,‘ est similaire au caractére ¢r> &
de R, tout comme les sommes de Gauss sont similaires aux valeurs de la fonction I'(s)
aux s € Q, ...). Cette similitude et le dictionnaire « Riemann-Hilbert » entre 2-Modules
holonomes réguliers singuliers et faisceaux constructibles (en géométrie analytique) nous
améne tout naturellement a conjecturer un énoncé du type Riemann-Rock commun aux
transformations de Fourier en caractéristique p> o et en caractéristique o. Malheureu-
sement, pour formuler correctement un tel énoncé, il nous manque a I’heure actuelle
un outil fondamental, & savoir la notion de cycle caractéristique pour un Q,—faisceau,
analogue au cycle caractéristique d’un 2-Module; aussi plutét que d’énoncer une conjec-
ture générale sous une forme plus ou moins étriquée, nous nous limitons 4 en formuler
les conséquences « pratiques » dans la détermination de la constante d et d’un poly-
néme F(y,,...,»,) « optimal » faisant marcher les estimations ci-dessus des sommes
trigonométriques (cf. Conjecture (7.4.2)).

Nous traitons aussi une deuxiéme sorte de sommes exponentielles au n°® 6. On
considére encore un schéma affine, de type fini sur Z, X, qui est lisse, purement de
dimension relative m sur Z[1/N], pour un certain entier N> 1, et on considére des
fonctions f;, ...,f, (r= 1) sur X et une fonction inversible g sur X telles que le mor-
phisme

(58 = --f38:X —>A§[1/N] X Gy, 21w

soit fini (par exemple, si on part d’une situation (X,,f;, ...,f,,;) comme au début
de Pintroduction, i.e. avec X, affine, lisse et purement de dimension relative m sur Z[1/N]
et avec (fy, ..., fy44) 1 Xo > Azl fini, alors on peut prendre

X = X[1/fs 41ls
i.e. Pouvert d’inversibilité de f,,, et

(fia P I g) = (.fla .. -7f;;ﬁ+1)‘

(*) Dans un esprit déja envisagé par A. Grothendieck il y a vingt ans.
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148 NICHOLAS M. KATZ ET GERARD LAUMON

Etant donnés X et f,...,f,,g comme ci-dessus, pour chaque r-uple
(ay, ..., a) €Z’, pour chaque nombre premier p ne divisant pas N et pour chaque
caractére y,:F; — G*, on peut former la somme trigonométrique

S(ﬂ; iy o ooy Gy Xp) = Z €Xp ('2?7“ jél aj.fj(x)) Xp(g(x))'

z€E€ X(Fp)

Alors, nous prouvons (cf. (6.2), (6.3)) 'existence d’un polynéme non nul
FOi oo 00) €Z0yys -5 00

Pexistence d’une constante d (qui ne dépend que de la topologie algébrique de la variété
complexe X, munie de P'application f;:X; - Ay et qui est facilement calculable)
et existence d’un ensemble fini & d’entiers > 1 (lui aussi de nature topologique) ayant
la propriété suivante : si

F(a,, ..., a,) £ o (mod p)
et si ord(y,) ¢ <&,

ou ord(y,) est 'ordre exact du caractére y,, alors, on a I’estimation
[S(p; a1, vy 8,5 %) | < d(Vp)"

Comme auparavant, ces estimations sont conséquence d’une analyse cohomologique.
On se sert d’une expression cohomologique de telles sommes comme étant la fibre
en (a,, ..., a,) du transformé de Fourier d’un objet qui vit en caractéristique o et qui
« contient » le caractére x,. C’est alors pour garantir la perversité de cet objet qu’il
faut exclure les y, de certains ordres. Plus précisément, ’ensemble & est déterminé par
le polyndéme caractéristique de la monodromie agissant sur certains faisceaux de cycles
évanescents ou encore par le polynéme de Bernsiein-Sato correspondant. Nous laissons au
lecteur le soin de se convaincre que la détermination de F, d et % peut se faire aussi
bien via les 2-modules que via la cohomologie ¢-adique, i.e. d’énoncer pour ces derniéres
sommes une conjecture analogue a (7.4.2).

Pour des exemples qui illustrent les résultats généraux de cet article, nous ren-
voyons a [11] et a [13] (voir aussi (5.6)).

Nous remercions chaleureusement Brylinski, Deligne, Malgrange et Verdier pour
de fructueuses discussions sur « la » transformation de Fourier sous toutes ses formes.
Nous remercions aussi Madame Bonnardel qui a réalisé avec grand soin la frappe du
manuscrit.

1. Dualité, perversité et pureté relatives

(x.0) Dans tout cet article, par « schéma », on entendra toujours un schéma
séparé et noethérien; de plus, on dira qu’un schéma est bon s’il existe un morphisme de
type fini, X — S, avec S un schéma régulier de dimension < 1 (pour tout entier N > 1,
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TRANSFORMATION DE FOURIER ET MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES 149

un bon Z[1/N]-schéma est donc un bon schéma sur lequel N est inversible, ce qui ne

signifie pas que ce schéma est de type fini sur Z[1/N]; méme remarque pour un bon
F,-schéma).

Fixons un nombre premier ¢ et une cloture algébrique Q, de Q,. Pour tout bon
Z[1/f]-schéma, on dispose (cf. [8] (1.1.3) et [18]) de DX, Q,), muni des opérations
internes R s#om et Ci‘) Pour tout morphisme de type fini

f: X->Y
entre bons Z[1/f]-schémas, on dispose (cf. [8] (1.1.2)) des foncteurs
Rf, Rf.: DX, Q,) ~DY(Y, Q)
fLf*: DY, Q) »DiX, Q)
qui satisfont au formalisme habituel de la dualité (cf. [SGA 4], XVIII, § 3).

(x.x) Soit S un bon Z[1/f]-schéma, pour tout S-schéma de type fini
n: X =S

on définit le complexe dualisant relatif Ky comme étant I'objet
Kyis = L3 Ql
de DX(X,Q,); le foncteur
Dyjs(—) = R #om(—, Kyp) : DX, Q,)° - D}(X, Q)

est, par définition, le foncteur dualisant relatif.
On vérifie facilement les propriétés suivantes de Ky, et Dyy :

(r.1.1) Dys(K & M) = R #om(K, Dys(M))

et, si f:X —-Y est un S-morphisme entre S-schémas de type fini,
(xr.1.2) Kys =/ Ky

(r.x.3) Rf, Dy;s(K) = Dyg(Rf, K)

(r.1.4) S'Dyg(N) = Dys(f* N)

(K,MeobD¥X,Q, et NeobD¥Y,Q,); (1.1.3) n’est autre que la dualité de
Verdier).

Par contre, pour ©: X — S et K donnés, il n’est pas vrai en général que la fleche
canonique

(I I 5) K - DX/S o Dx/s(K)
soit un isomorphisme. On a cependant les résultats suivants :
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150 NICHOLAS M. KATZ ET GERARD LAUMON

Proposition (x.x.6). — Soit mw:X — S un morphisme de type fini, soient K e ob D¥(X,Q )
et K’ = Dy,(K). Si la formation de Dy (K) et Dyg(K') commute & tout changement de
base S' — S, avec S’ bon, la fleche canonique (1.1.5) est un isomorphisme.

En effet, pour S le spectre d’un corps, Dy, n’est autre que le foncteur dualisant
absolu et dans ce cas (1.1.5) est un isomorphisme (cf. [SGA 4 %], [Th. Finitude] (4.3)).

Proposition (x.1.7). — Soit 7: X — S un morphisme de type fini et soit K € ob DY(X, Q).
Il existe un ouvert dense U C S tel que la formation de Dys(K) commute & tout changement de
base S' ->UCS, avec S’ bon (U dépend de = et de K).

En effet, cela résulte de [SGA 43], [Th. Finitude] (2.9) et (2.10).

Définition (x.x.8). — Soit = : X — S un morphisme de type fini. Nous dirons qu’un objet K
de DY(X, Q) est réflexif relativement & S 51l vérifie les hypothéses et donc la conclusion de (1.1.6).

Remarques (x.1.9). — (i) Par définition, la propriété de réflexivité relativement
a S est stable par dualité relativement a S et par tout changement de base S’ — S,
avec S’ bon.

(ii) D’aprés (1.1.7), pour tout objet K de D¥(X, Q,), il existe un ouvert dense
U CS tel que K| n~1(U) soit réflexif relativement a U; en particulier, si S est le spectre
d’un corps, tout objet de DX(X, Q) est réflexif relativement & S.

(iii) Si w:X — S est lisse et si les faisceaux de cohomologie de K sont lisses
sur X, K est réflexif relativement 2 S (pour & un Q ,-faisceau lisse sur X, la formation
de R #om(F,Q,) = #Hwm(F,Q,) [0] commute 2 tout changement de base S’ — S,
avec S’ bon).

(iv) Si f: X - Y est un S-morphisme lisse, purement de dimension relative d,
entre S-schémas de type fini, il résulte de (1.1.4) que f*(—)[d] =f(—)[— d](— d)
préserve la réflexivité relativement a S.

(v) Soit f:X —Y un S-morphisme entre S-schémas de type fini et soit K un
objet de DX(X, Q) qui est réflexif relativement 3 S. Supposons que, pour tout chan-
gement de base S’ — S, avec S’ bon, transformant (f: X - Y,K) en (f': X' >Y’,K’),
les fleches d’oubli des supports

Rff K’ - Rf/ K’
Rf) Dys(K') = Rf) Dy (K')

soient des isomorphismes. Alors, il résulte de (1.1.3) et du théoréme de changement de
base pour un morphisme propre (cf. [SGA 4] XII (5.1)) que RfiKS5Rf,K est
un objet de D¥(Y, Q,) réflexif relativement & S.

En particulier, si f est un morphisme propre, Rf, préserve la réflexivité relativement
aS.

(vi) Tout facteur direct d’un objet réflexif relativement 2 S de D¥X,Q,) est
aussi réflexif relativement a S.
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TRANSFORMATION DE FOURIER ET MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES 151

(x.2) Soit S un bon Z[1/f]-schéma et soit ©:X — 8 un S-schéma de type fini.
Pour tout fermé Z de X, on appelle dimension de Z relativement @ S et on note dimg(Z)
le maximum des dimensions des fibres géométriques de = |Z:Z —S.

Définition (x.2.1). — Nous dirons quun objet K de D¥(X, Q) est pervers relativement
a S s’tl vérifie les conditions suivantes :

(1) K est réflexif relativement @ S,
(ii) pour tout entier i, on a

(A) dimg(Supp #*(K)) < — ¢
(B) dimg(Supp #7(Dys(K))) < —
oit, pour tout Q rfaisceau F sur X, Supp F désigne son support.

Remarques (x.2.2). — (i) Par définition, la propriété de perversité relativement
a S est stable par dualité relativement & S et par tout changement de base S’ — S,
avec S’ bon.

(ii) Si S est le spectre d’un corps, un objet K de D2(X,Q,) est pervers relati-
vement a S si, et seulement si, c’est un faisceau pervers pour la perversité intermédiaire
au sens de [6] (2.3) ou [1] § 4. Par suite, pour S de nouveau un bon Z[1/{]-schéma,
un objet K de DX, Q,), qui est réflexif relativement & S, est pervers relativement
a S si, et seulement si, sa restriction a chaque fibre géométrique de =:X — S est un
faisceau pervers pour la perversité intermédiaire.

(iii) Si m:X — S est lisse, purement de dimension relative d, et si K est un objet
de DX(X, Q,) de la forme F[d], ot F est un Q ,-faisceau lisse sur X, K est pervers rela-
tivement & S (cf. (1.1.9) (iii)).

(iv) Si f: X - Y est un S-morphisme lisse, purement de dimension relative d,
entre S-schémas de type fini, le foncteur f*(—)[d] =f'(—)[— d](— d) préserve
la perversité relativement a S (cf. (1.1.9) (iv)).

(v) Soit f: X —Y un S-morphisme affine entre S-schémas de type fini et soit K
un objet de D?(X, Q,) pervers relativement & S. Supposons que, pour tout changement
de base S’ - S, avec S’ bon, transformant (f:X - Y,K) en (f :X' -»>Y',K'),
les fleches d’oubli des supports

Rff K’ - Rf/ K’
Rf) Dx/s(K') = Rf, Dy (K')
sont des isomorphismes. Alors Rf, K 3 Rf,K est un objet de DY, Q,) pervers
relativement & S (en effet, d’aprés (1.1.9) (v)), Rf; K5 Rf, K est réflexif relativement

a S et d’aprés (1.2.2) (ii), on est ramené au cas ou S est le spectre d’un corps algébri-
quement clos, auquel cas la conclusion résulte de [1] (4.1.1) et (4.1.2)).
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152 NICHOLAS M. KATZ ET GERARD LAUMON

En particulier, si f est fini (affine et propre), le foncteur Rf, = f, préserve la
perversité relativement a S.

(vi) Tout facteur direct d’un objet pervers relativement & S de D%(X, Q) est aussi
pervers relativement a S.

(x.3) Supposons maintenant que S est un schéma de type fini sur Z[1/¢] et soit
©:X —S un S-schéma de type fini.

Définition (x.3.1). — Soit m un entier. Un objet K de DY(X, Q) sera dit pur, de poids m,
relativement a S s’il vérifie les conditions suivantes :

(1) K est réflexif relativement a S,
(1) pour tout entier i, le faisceau de cohomologie

(A) H(K) est mixte de poids ponctuels < i+ m
(B) H*(Dy;(K)) est mixte de poids ponctuels < i — m.
Remarques (x.3.2). — (i) Par définition, la notion de pureté, de poids m, relative-

ment a4 S est stable par dualité relativement a S et par tout changement de base S’ — S
avec S’ de type fini sur Z[1/{].

(ii) Si$ est le spectre d’un corps fini, un objet K de D}(X, Q) est pur, de poids m,
relativement a S si, et seulement si, il est pur, de poids m, au sens de [8] (6.2.4). Par
suite, pour S de nouveau un schéma de type fini sur Z[1//] arbitraire, si K est un objet
de D¥(X, Q,) qui est réflexif relativement & S et qui est mixte ainsi que Dy5(K), alors K
est pur, de poids m, relativement & S si, et seulement si, sa restriction a la fibre de
w: X — S, en chaque point fermé de S, est pure, de poids m (on fera attention au fait
que « mixte » (cf. [8] (1.2.2) et (6.2.2)) ne se teste pas fibre a fibre mais est une pro-
priété absolue de K sur X).

(iii) Si w:X — S est lisse, purement de dimension relative d, et si K est un objet
de D¥(X, Q,) de la forme F[d], ou F est un Q ,-faisceau lisse sur X, ponctuellement
pur de poids m, K est pur, de poids m + d, relativement a4 S (cf. (1.1.9) (iii)).

(iv) Si f: X - Y est un S-morphisme lisse, purement de dimension relative d,
entre S-schémas de type fini, alors le foncteur f*(—)[d] =f'(—)[— d](— d) trans-
forme objets purs, de poids m, relativement a4 S en objets purs, de poids m + d, rela-
tivement 4 S (cf. (1.1.9) (iv)).

(v) Soit f: X —Y un S-morphisme entre S-schémas de type fini et soit K un
objet de DX(X, Q) pur, de poids m, relativement & S. Supposons que, pour tout chan-
gement de base S’ —S avec S’ de type fini sur Z[1/f], transformant (f:X — Y, K)
en (f':X'—>Y',K’), les fleches d’oubli des supports

Rf/ K’ > Rf K’
Rf/ Dy (K’) = RS, Dyygr(K')
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TRANSFORMATION DE FOURIER ET MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES 153

soient des isomorphismes. Alors Rf, K 3 Rf,K est un objet de D¥Y,Q,) pur, de
poids m, relativement 2 S (en effet, d’aprés (1.1.9) (v), R K3 Rf,K est réflexif
relativement & S et, d’apres [8] (3.3.1) et (6.2.3), Rf; K et Dyg(Rf, K) = Rf, Dy;(K)
sont mixtes, donc, d’aprés (1.3.2) (i), on est ramené au cas ou S est le spectre d’un corps
fini; dans ce cas la conclusion résulte de [8] (6.2.3)).

En particulier, si f est propre, le foncteur Rf, préserve la pureté, de poids m, rela-
tivement a S.

(vi) Tout facteur direct d’un objet pur, de poids m, relativement 2 S de D¥(X, Q)
est aussi pur, de poids m, relativement a S.

(x.4) Soit S un bon Z[1/f]-schéma.

Proposition (x.4.x). — Soit w:X — S un morphisme lisse, de type fini, purement de
dimension relative d, et soit K un objet de DY(X, Q ,) dont les faisceaux de cohomologie sont lisses
sur X et que Pon suppose pervers relativement a S. Alors K est de la forme F|[d], ot F est un
Q ,faisceau lisse sur X; de plus Dys(K) = H#Hom(ZF, Q,)[d](d). Si lon suppose en outre

que S est de type fini sur Z et que K est pur, de poids m, relativement a S, alors F est ponctuellement
pur de poids m — d sur X.

En effet, les hypothéses de perversité relativement 2 S de K et de lissité des o#7(K)
sur X assurent que #(K) = o si 1> — d. D’autre part, comme 7 est lisse, purement
de dimension relative d, Kyg = Q ,[2d](d) et donc

H(Dys(K)) = A (R Hom(K, Kyy)) = Hom(H#~"*(K), Q) (d).
On déduit de ce qui précede que les #%(Dy(K)) sont lisses et I'hypothése de perversité
relativement 2 S de K assure alors que #*(Dgs(K)) =0 si i> —d. Par suite,

H'(K)=o0si —i—2d> —d, iesi i< —d etla cohomologie de K est concentrée
en degré — d, donc K = #~%K)[d]. Les autres assertions sont maintenant faciles.

2. La transformation de Fourier pour les Q ,-faisceaux

(2.0) Soit F, un corps fini de caractéristique p et soit / un nombre premier £+ p.
Pour tout caractére additif non trivial

&[) . Fq — Q?
on note %, le Q ,faisceau &’ Artin-Schreier sur A}q associé @ ¢ (cf. [SGA 41], [Sommes trig.]

(1.%)); st x est la coordonnée de A}q, Cest le Q faisceau lisse de rang 1 sur A{,q déduit
du F-torseur sur Ay d’équation

W—t=x
par extension du groupe structural via ¢~ L
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Pour tout bon F-schéma $ 5 Spec(F,), on note encore %, le Q faisceau lisse
de rang 1 sur A} déduit de %, par image réciproque via (id, a) : A} —>A{,q.
Soient m: E — S un fibré vectoriel de rang constant r> 1 sur un bon F-schéma S;
on note =" :EY —>S son fibré vectoriel dual,
E < ExgE" XL EY
les deux projections et
®e E XS EV —> Als
la fleche d’évaluation (pour E = A% de coordonnées x,, ..., x, et EY = AL de coor-
données x, ...,x', u(x,x") = X xx).
i=1

(2.1) Deligne a associé & w:E —S et a ¢ comme ci-dessus, deux foncteurs
« méritant » le nom de transformation de Fourier :

gl,dﬁ et ‘g*.kb : Dg(E’ QI) g DZ(EV: Ql):

définis par
(2.1.1) F4(—) = Rpr) (pr'(—) & %) 1]
(2.1.2) F.y(—) = Rpr(pr'(—) & p* £)[1].

En fait un résultat fondamental pour notre propos est qu’il n’y a qu’une seule
transformation de Fourier; plus précisément, on a (cf. 'Appendice a4 ce numéro pour une
démonstration) :

Théoréme (2.x.3). — La fléche naturelle d’oubli des supports
Fo(=) > F, ()

est un isomorphisme de foncteurs.

Nous noterons donc simplement
(2.1.4) Fy(=) =F (=) = F, o(—)

le foncteur transformation de Fourier associé & w:E — S et au caractére additif non
trivial .

Corollaire (2.1.5). — (i) La formation de F,(—) commute & tout changement de base
S" - S, avec S’ bon.
(ii) Soit ¢ = ¢~ le caractére inverse de {, on a
Dgvjg o Fy(—) = Fg o Dyg(—) (r).
(iii) 8i K est un objet de DY(E, Q) réflexif relativement @ S (resp. pervers relativement
a 8), F,(K) est un objet de DY(EY, Q) qui a la méme propriété.
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En effet, la propriété (i) se vérifie grace au théoréme de changement de base pour
un morphisme propre (cf. [SGA 4] XII (5.1)) sur I'expression &, , de Fourier.
Pour la partie (ii), il résulte facilement de (1.1.1), (1.1.3) et (1.1.4) que

Dgvgo F1,(—) =R pr) R #om(p* &,, pr' Dgg(—)) [—7]
or u* %, est un Q,faisceau lisse sur E xgEY, de dual mm(u*.%,ﬁ_,) =%
et pr est lisse, purement de dimension relative r, de sorte que
L
R #om(u* &, pr'(—)) = pr'(—) ® u* Lylar] (r)

d’ou la conclusion, compte tenu de (2.1.3).
Pour la partie (iii), on remarque que le foncteur pr*(—) [r] respecte la réflexivité
et la perversité relativement 2 S (cf. (1.1.9) (iv) et (1.2.2) (iv)) et qu’il en est de méme

L
du foncteur (—)® u*'%,. Maintenant, la conclusion résulte de (1.1.9) (v) et
(1.2.2) (v) : en effet, pr¥ est affine et, grace a (2.1.3) et & I’égalité

Dp o wvs(Pr'(—) ® p* L[r]) = pr'(Dgg(—)) @ u* L[] (1)

prouvée ci-dessus, on voit que les hypothéses de (1.1.9) (v) et (1.2.2) (v) sont satisfaites.

(2.2) Supposons maintenant que S est de type fini sur F,. Si 'on conjugue le
résultat fondamental de Deligne [8] (6.2.3) et le théoréme (2.1.3) on obtient :

Théoréme (2.2.1). — 8i K est un objet de DY(E, Q) pur, de poids m, relativement & S,
alors F,(K) est un objet de D(EY, Q) pur, de poids m + r, relativement & S.

En effet, le foncteur pr*(—) [r] transforme objets purs, de poids m, relativement a S
en objets purs, de poids m + r, relativement a S (cf. (1.9.2) (iv)) et le foncteur
L
(—) ®u &, préserve la pureté, de poids m + r, relativement a S.
Maintenant, la conclusion résulte de (1.3.2) (v) : en effet, grace a (2.1.3) et a

Pégalité L L
Dg o 5v (Pr'(—) ® " Z[r]) = pr*(Dgg(—)) ® p* L4lr] (r),
déja utilisée dans la preuve de (2.1.5), les hypothéses de (1.3.2) (v) sont satisfaites.

(2.3) Soit S un bon F-schéma. Pour tout objet K de D}(E, Q,), il existe un ouvert
dense UYCE' au-dessus duquel les faisceaux de cohomologie de #,(K) sont lisses
(tout simplement parce que #,(K) €ob DX(EY, Q ,)). On retiendra surtout, des résultats
ci-dessus relatifs & Fourier, le scholie suivant :

Scholie (2.3.1). — Soit K un objet de DY(E, Q ;) pervers relativement & S et soit UV C EY
un ouvert au-dessus duquel les faisceaux de cohomologie de F ,(K) sont lisses. Alors :
(i) la cohomologie de F,(K) | UY et de Fy5(Dygs(K)) | UY est concentrée en degré — r;
(ii) #~"(F,(K) | UY) et #~"(Fy(Dgs(K)) | UY) sont des Q j-faisceaux lisses de méme
rang ; de plus, si S est de type fini sur le corps fini F et si K est pur, de poids m, relativement
a S, ces Q ,faisceaux sont ponctuellement purs de poids m et — m respectivement;
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(iii) ces deux Q ,faisceaux lisses sur U sont en dualité : on a un accouplement parfait
H(F(K) | UY) x #7"(F5(Dgs(K)) | UY) > Q,
de Q ,~faisceaux lisses sur UV,
Cela résulte aussitot de (1.4.1), (2.1.5) et (2.2.1).

Appendice (2.4) : démonstration de Pégalité F, , = F, .

Dans cet appendice, nous travaillerons avec des faisceaux de torsion plutét qu’avec
des Q faisceaux. L’énoncé (2.1.3) que nous voulons démontrer résulte, par les argu-
ments standard de passage a la limite, du théoréme (2.4.1) ci-dessous.

Soient S un F-schéma, E 5 S un fibré vectoriel de rang constant r> 1, A un
anneau local commutatif fini de caractéristique résiduelle ¢, £+ p, et ¢:F, — A~
un caractére additif non trivial. On définit %, #, , et &, , comme en (2.0); main-
tenant %, est un faisceau localement constant constructible de A-modules libres de
rang 1 sur Aj et #, ,, #, , sont des foncteurs de DY(E, A) vers DY(EY, A).

Théoréme (2.4.x). — La fléche d’oubli des supports
g'—r,q,(“) g 3"-*,4,(—)

est un tisomorphisme de foncteurs.

Prouvons (2.4.1). Remarquons tout d’abord que I’énoncé (2.4.1) est local pour
la topologie de Zariski sur S, ce qui nous permet de supposer E = Af.
D’autre part, en « s’inspirant » de la relation
Sl x) W Z xa)
F, i=1

Ty, 4 €
7 1

= D 4eR) D flr e ®) $E R

z,qu 15 eeer Typ_q ]

on vérifie facilement que la flecche &, ,(—) — &, ,(—) se calcule variable par variable,
ce qui nous rameéne par récurrence sur 7, au cas ou 7 =1I.

Nous prouverons donc (2.4.1) sous les hypothéses supplémentaires : r =1 et
E = A}.

Fixons les notations par le diagramme
1
®w

Al x5 Ay e P, AL

S\
Al AL
\S%
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et soient x (resp. y) la coordonnée de la premiére (resp. seconde) copie de A} dans
& Xg A} (de sorte que p(x,») = xy). Comme

R pry) = R pry, o,
R pr;, = Rpr,, o Ry,
il suffit de montrer que la fleche canonique de foncteurs
(a) HPR(=) By 17 L) > Ri(pri(—) &, u* &)
est un isomorphisme. Au-dessus de A§ Xg Ay C’est trivialement le cas, il n’y a de pro-
bléme qu’au-dessus de oog X5 A} ol oog est la section & Vinfini de AL.

Nous allons voir maintenant qu’il suffit de montrer que (a) est un isomorphisme
au-dessus de oog Xg Gy, <> 005 X5 Ag. Notons en effet, pour tout a e Ay(S),

[a] : Af xg Ay — A} X A}

la translation par a sur le second facteur ((x,%) > (x,9 + a)) et
(a): Ay — A}

la multiplication par a, alors
[a]" W &Z, = w Z,®, pr; a)* &,

(en vertu du caractére additif de &, et de I’égalité x(y + a) = xy + xa); donc, si (a)
est un isomorphisme au-dessus de oog Xg Gy, g, c’est aussi un isomorphisme au-dessus
de ooy Xg0g, OU 04 est la section nulle de A} (prendre pour a la section constante de
valeur 1, 15, de A} pour ramener ce qui se passe sur oog XgOg en ce qui se passe
sur oog Xg Ig).

Pour montrer que (a) est un isomorphisme au-dessus de ooy XgG,, g, consi-
dérons le carré cartésien

1 i 1
A5 X5 G, s > Py X3 G, g
241 1’;}1

Ay 5 P}
on en déduit un carré commutatif de morphismes de foncteurs

~a s L . (c) ~aD: L . .
pri (=) ®u gy ' &, —> Py Ri,(—) ®y gy * &,

(b) (d)

v
Co ok Lo, (a) - Lo
J(pri(—) ®, p* &) — Ry (pri(—) &, u*' &)
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ou les fleches horizontales sont les fleches d’oubli des supports et ou les fleches verticales
sont des fleches de changement de base relative au carré cartésien ci-dessus. Il résulte
de la formule des projections pour j,

- >k L * L > *
WMI(=) @ &) = (—) O " &,
que (b) et (c) sont des isomorphismes de foncteurs. Il reste & montrer que (d) est un

isomorphisme au-dessus de oog Xg G, g-
Pour cela, considérons le revétement d’Artin-Schreier

X > Af Xg(Af Xg G, s)

NS

A; X3 G,y g
d’équation ¢! — ¢t = xy et son prolongement

X e—1 K Py Xs(P§ Xg Gy, g)

A x5 G, s | 2 G, s

d’équation X, T? — X, T, T ' =X, T¢ y, avec T[T, =1¢ X,/X,=x; fest fini,
galoisien de groupe F,, totalement ramifié au-dessus de oog X5 G,, 5 et étale au-dessus
de A§ XgG, g; de plus, X est lisse sur S.

Lemme (2.4.2). — On a un isomorphisme canonique

Ary g0, ® (D %) 37 Ax

m, 8

o ' :F, — A* parcourt les caractéres additifs non triviaux.
En effet, puisque f est fini, étale, galoisien de groupe F,, on a la décomposition

AA;, st,,,,s@ (4»'621 w ) = foAx.
D’autre part, il est facile de définir la fleche et, pour montrer le lemme, il reste a vérifier

que cette fleche est un isomorphisme au-dessus de oog X5 G, 5, ce qui résulte aussitot

du fait que f~cst totalement ramifié au-dessus de oog Xg Gy, g.
D’aprés (2.4.2) la fleche (d) est facteur direct de la fleche de changement de base

N x . L s . * L
(d') pri Ri,(—) ®, f, Ax — Ry, (pri(—) ®, /i Ax),
fleche qui se réécrit encore, grace aux formules des projections pour f et f,v
(d') S S P Ri (=) —~ £ Ry f* pri(—)-
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Par suite, pour terminer la démonstration de 2.4.1, il suffit de montrer que la fleche
de changement de base

(a’) (Bryof)" Ri(—) — Rjl(pryof) (—),
relative au carré cartésien

X <& X

pr,efl 1&0?

A, < P

est un isomorphisme.

Si pryof était lisse, la conclusion résulterait aussit6t du théoréme de changement
de base par un morphisme lisse (cf. [SGA 4] XVI (1.2)). En fait, ce n’est pas le cas,
mais nous allons voir que, au-dessus d’un voisinage U de oog X3 G,, 3 dans Py X3 G, g,
on peut factoriser pryof en un morphisme radiciel surjectif suivi d’un morphisme lisse
et, comme la topologie étale est insensible aux morphismes radiciels surjectifs, cela suffit
a prouver que (d'’) est un isomorphisme.

Prenons comme voisinage U de oog X3 G,, 5, la carte X;+ o0 de P§xsG

de coordonnées (£ = X,/X,,»); sur f“(U) cX, T,+o0 et
(v = To/Ty, ) :f 7 (U) > Ay X3 Gy g

m,8>

est une immersion ouverte dont le fermé complémentaire a pour équation 777! = 1.
~ ~
Alors pryof|f~'(U) a pour expression

~ ~

q
Pt oS 1771 (0) : () o E = 2

et se factorise en un morphisme radiciel surjectif,

(r,0) P (7,)) = (Tq> ;—1—1),

— i
suivi d’'un morphisme lisse () % o),
()P e =1,
d’ou la conclusion.
Remarque (2.4.3). — Rappelons qu’un morphisme f:X — S est dit fortement
localement acyclique relativement & un objet K de D¢ (X, A) si pour tout point

géométrique x de X, d’image s dans S, toute spécialisation ¢ — S, et tout A-module M,
la fleche de restriction

L L
Kz M — RI"(X(,“, (K | X(z;t) ®, M)
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est un isomorphisme (cf. [SGA 41%], [Th. Finitude] (A.2.9)). On dira que f est univer-

sellement fortement localement acyclique relativement a K si f est fortement localement

acyclique relativement a K et s’il le reste aprés tout changement de base S’ — S.
Les arguments développés ci-dessus montrent en fait le résultat plus fort suivant :

Théoréme (2.4.4). — La projection P},q Xx, A},q ——>P},q est universellement fortement
localement acyclique relativement a p* %, prolongé par o a P},q Xz, A},q tout entier.

3. Stratifications et théoréme d’uniformité pour les foncteurs Rf,, Dy et Rf,

(3.0) Stratifications des schémas. Si X est un schéma, une stratification & = {X,}
de X est une partition finie

Xred — H Xa

de X™ par des sous-schémas réduits localement fermés de X (le symbole I est pris ici
au sens ensembliste et non au sens schématique; les X, ne sont supposés ni irréductibles
ni méme connexes et peuvent étre éventuellement vides). Si f: X’ — X est un mor-
phisme de schémas et si & ={X,} est une stratification de X, la stratification image
réciproque de £ par f est la stratification, notée £y, ou f*Z ou méme simplement Z”,
de X' définie par

(X)r = LI/~ (X))™

Soient X un bon schéma et £ une stratification de X. On dira qu’une fonction
constructible

p: X >Z
est adaptée ¢ X si elle est constante sur chaque strate X,; pour tout bon X-schéma
f: X" > X, la fonction constructible

pof: X —1Z,
notée encore @y, ou @of ou méme simplement ¢’, est adaptée a f* &.

Soient de plus ¢ un nombre premier et Q, une cléture algébrique de Q,. On dira

quun objet K de DY(X[1/¢],Q,) est adapté ¢ & si tous ses faisceaux de cohomologie
#*(K) sont lisses sur chaque strate X,[1/¢].
On notera

$(K) et || K||: X[1/f] >Z
les fonctions constructibles définies par
1(K) (x) = 2 (— 1)" dimg, [#7(K)]
et [ K|l () = ?dimal[%"(K)i],
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oll ¥ est un point géométrique arbitraire au-dessus de x € X[1//]; on dira que K est
x-adapté & & si K est adapté & & et si la fonction constructible ¥(K) : X[1/f] —Z est
adaptée a la stratification Z[1/¢f] de X[1/¢].

Remarques (3.0.1). — Si K est adapté a &, les fonctions y(K) et || K || sont constantes
sur les composantes connexes des strates X,[1/f], aussi bien que chaque fonction
deim;l[,}f‘(K);], mais, pour des raisons techniques, nous n’avons pas supposé les

strates connexes, de sorte qu’il nous faut distinguer entre « adapté » et « y-adapté ».
s q g P X P

(3.0.2) Pour tout n€Z, on a
1(K[2]) = (— )" x(K) et |[K[A]]] = |[K]];
pour tout « triangle » (cf. [8] (1.1.2))
K - K - K" - K'[1]
dans D¥(X[1/¢],Q,), on a
1K) = x(K) +x(K") et [[K|[<[|K[| + [|K”][;
enfin, on a
[|[K||=0<K =o.

Stratifications et Rf, (3.1). — Soient Y un bon schéma et f: X —Y un morphisme
de type fini.

Une !-stratification de f: X — Y est un quadruple (£, %, G, f,), composé d’une stra-
tification & = {X,} de X, d’une stratification % ={Y,} de Y, d’un entier C> 1
et d’'une application additive

fonctions constructibles fonctions constructibles
|- -
X —Z adaptées a & Y — Z adaptées a ¥
et possédant la propriété suivante : pour tout nombre premier ¢, pour tout

K eob D¥(X[1/¢],Q,) adapté & &, pour tout bon Y-schéma g:Y’ —Y et pour tout
facteur direct L de gx(K) dans D}(X'[1/¢], Q,), oi on a formé le carré cartésien

X = X

f’l 1!
Y 5H Y
on a

(i) Pobjet Rf/ L de Di(Y'[1 /6],9Q,) est adapté & g*¥ et on a linégalité
IR (@] (») < C -“S{upl (L)),

z')=y
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(ii) si L est x-adapté & gx Z, alors Rf/ L est y-adapté a g* ¥ et
*(Rf" L) =f x(L)

au sens suivant : pour toute fonction constructible ¢:X —Z adaptée 3 & induisant
x(L) sur X'[1/f], fy9:Y —Z induit x(Rf{ L) sur Y'[1/¢].

Remarque (3.x.1). — L’application f|, si elle existe, est uniquement déterminée
par le morphisme f:X —Y; de plus, si (£, %, G, f,) est une !-stratification de f, f, est
donnée par la « recette » suivante : choisissons, pour chaque B, un point géométrique
arbitraire y, de Y, puis, pour chaque « tel que f~'(y5) N X, soit non vide, choisissons
un point géométrique arbitraire x, 3 de f~'(ys) N X, et enfin choisissons un nombre
premier ¢ distinct des caractéristiques résiduelles des yg, alors f ¢ est la fonction dont la
valeur constante sur Y, est donnée par

(fi9) () = ngue @(%5,8) Ao,
f-g) N X # 2
avec Yoy = 3 (— 1) dimg [HI( /= (5) 0 X,,, Q)]

Pour f:X —Y comme ci-dessus, on dira qu’une !-stratification (Z, %, C, f,)
est universelle si, pour tout bon Y-schéma g: Y’ —Y qui est plat, le morphisme f": X' - Y’
déduit de f par le changement de base

X = X
A
Y LY
admet (gx %, g' ¥, C, g*f,) comme !-stratification.

Théoréme (3.1.2). — Soient Y un bon schéma, f:X —Y un morphisme de type fini
et & ={X,} une stratification de X. Alors, il existe un entier N > 1, une stratification ¥ ={Y,z}

de Y[1|N], un entier C > 1 et une application additive f, tels que (Z[1/N], ¥, C, f,) soit une
I-stratification universelle du morphisme

S+ X[1/N] - Y[1/N]
déduit de f: X —Y en inversant N.

La démonstration de ce théoréme sera donnée en Appendice a ce numéro

(cf. (3.4.2)).
Stratifications et dualité relative (3.2).

Théoréme (3.2.1). — Soient S un bon schéma, f:X —S un morphisme de type fini
et & une stratification de X. Alors, 1l existe un entier N > 1, un ouvert dense U C S[1/N] et
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une stratification T de Xy ayant la propriété suivante : pour tout nombre premier £, pour tout mor-

phisme étale X' — Xy[1/€] et pour tout objet K de DY(X', Q ;) qui est adapté & la stratification s

ona:

(i) Pobjet Dy.y(K) de DYX', Q) est adapté & la stratification I,

(ii) la formation de Dx,(K) commute @ tout changement de base T — Ul1[¢], avec T un
bon schéma.

La démonstration de ce théoréme sera donnée en Appendice a4 ce numéro
(cf. (3-4-3))-

Corollaire (3.2.2). — Soient S un bon schéma, f:X —S un morphisme de type fini
et F ={X,} une stratification de X. Alors il existe un entier N > 1, un ouvert dense U C S[1/N]
et une stratification X de Xy ayant la propriété sutvante : pour tout nombre premier £, pour tout
morphisme étale X' — Xy[1/¢] et pour tout objet K de D¥(X’, Q) adapté & Xy., K est réflexif
relativement & U et Dy, y(K) est adapté a la stratification '@J‘x'-

En effet, on applique (3.2.1) deux fois : d’abord a (f: X — S, &), ce qui produit
un entier N, > 1, un ouvert dense U, C S[1/N,] et une stratification %’ de Xy,» puis
a (fy,: Xy, > Uy, Z,), cequiproduit un entier N, > 1, un ouvert dense U, C U,[1/N,]
(et une stratification que l'on oublie). Alors N=NN,, U=U, et & = Z, font
marcher (3.2.2).

Stratifications et Rf, (3.3). — Soient S un bon schéma, X et Y des S-schémas de
type fini,

fX->Y
un S-morphisme, Z = {X,} une stratification de X et % ={Y;} une stratification

de Y. On dira que (%, %) est une *-stratification de f relativement @ S si, pour tout morphisme
étale Y' — Y fournissant le carré cartésien

X — X

|

Y — Y

l

S

le couple de stratifications (%, #y/) a la propriété suivante : pour tout nombre pre-
mier ¢/ et pour tout objet K de D¥X'[1/f],Q, adapté 3 %y, lobjet Rf’ K
de D¥(Y'[1/¢],Q,) est adapté & @y, et sa formation commute & tout changement de
base S’ — S, avec S’ un bon schéma.
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Remarque (3.3.1). — Il résulte de [13] (1.1) que les fonctions y des objets Rf, K
et Rf)' K, pour K comme ci-dessus, coincident (faire des changements de base S’ — S,
avec S’ le spectre d’un corps).

Théoréme (3.3.2). — Sotent S un bon schéma, X et Y des S-schémas de type fini, f: X - Y
un S-morphisme et & = {X,} une stratification de X. Alors, il existe un entier N > 1, un ouvert
dense U de S[1|N] et une stratification % de Yy tels que (Zx,, %) soit une *-stratification de
Jui: Xy = Yy relativement a U.

En effet, montrons que (3.3.2) résulte de (3.1.2), (3.2.1) et (3.2.2).

Par (3.2.2), il existe un entier N;> 1, un ouvert dense U, C S[1/N,] et une
stratification .927; de Xy, tels que, pour tout nombre premier 4, pour tout morphisme
étale Y’ — Yy [1/f] et pour tout objet K de D}(X’,Q,) adapté & Zy., K soit réflexif
et Dy, y,(K) soit adapté a (Z)x; grace a la réflexivité de K, on déduit de (1.1.3) que

Rf*’ K= Rf*'(Dx'/Ul(Dx'/Ul(K))) = DY’/U,(fo'(Dx'/Ul(K)))-

On applique alors (3.1.2) a (fy,: Xy, —>YUI,§;) ce qui produit un entier N,> 1
et une stratification %, de Yy, [1/N,] tels que Rf/(Dy,y, (K)) soit adapté a %, dés que
Y' — Yy [1/f] se factorise par Yy [1/Ny¢] — Yy [1/f]; enfin on applique (3.2.1) a
Yy,[1/Ny] — Uj[1/N,] et a &, ce qui produit un entier N, > 1, un ouvert dense
U,CU,[1/N,N,] et une stratification & de Yy,. Maintenant, il est clair que
N=N;N,N;,, U=1U,; (vu comme ouvert dense de S[1/N]) et ¥ = Q&’: font
marcher (3.3.2).

Prenant un raffinement commun des stratifications produites par (3.1.2) et (3.3.2),
on obtient finalement :

Corollaire (3.3.3). — Soient S, X, Y,f: X >Y et & comme dans (3.3.2). Alors,
il existe un entier N > 1, un ouvert dense U de S[1/N], une stratification % de Yy, un entier
C> 1 et une application additive f, tels que :

(1) (%xy»> ¥, G, f,) soit une \-stratification universelle de f: Xy — Yy;
(i) (Zxy> ¥) soit une *-stratification de f: Xy — Yy.

Appendice (3.4) : preuve des théorémes (3.1.2) et (3.2.1).
(3-4.1) Lemmes d’existence de stratifications.

Lemme (3.4.x.x). — Soient Y un bon-schéma et & une stratification de A% = Y[T].
Alors, 1l existe un entier N > 1, une stratification % ={Y,} de Y[1/N], @ strates Y, normales,
connexes et plates sur Z, et, pour chaque B, une décomposition de §6 en

ISVSnB
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avec Dy (resp. Dy ) un diviseur de A§B, Sini étale sur Yo, de degré dy (resp. dy ), défini par

un polynéme unitaire ¥o(T) (resp. ¥y (T)) de degré dy (resp. dy ), & coefficients dans T'(Y,, Oy

. . . . . B),
dont le discriminant est inversible sur Y, et avec

g
Fy(T) = IL F (T),

tels que la stratification de A5y,
Abqm = TH{(A%, — D u (| I Dy},

soit plus fine que la stratification Z'[1[N].

En effet, cela résulte, par récurrence noethérienne sur Y, de [11] (4.2).
Nous dirons qu’un morphisme f:X —Y est trés élémentaire s'il est Y-isomorphe
soit a
DY,
soit a A, —-D Y,

ou D C A} est soit vide soit fini étale de degré d> 1 sur Y et défini dans A} par un
polynéme unitaire de degré d, a coefficients dans I'(Y, @y) dont le discriminant est inver-
sible sur Y.

Nous dirons qu’un morphisme f:X —Y est une fibration trés élémentaire (de
longueur < 7) s’il admet une factorisation en une suite finie (d’au plus ) morphismes
trés élémentaires.

Lemme (3.4.x.2). — Sotent Y un bon schéma, f:X —Y un morphisme de type fini
et & une stratification de X. Alors, il existe un entier N> 1, une stratification ¥ ={Y,}
de Y[1/N], a strates Y, plates sur Z, et, pour chaque B, une stratification

f_l(YQ) red — H Xﬂ,v

1$v<nﬁ

de f1(Y,), tels que
(i) la stratification de X[1/N],
X[I/N]md = g—I XB,V)

est plus fine que la stratification Z[1/N],

(ii) pour tout B et tout v, 1< v< ng, le morphisme f:Xy, — Y, est une fibration trés élé-
mentaire.

En effet, on peut supposer que f est la restriction de la projection canonique Ay - Y
A un sous-schéma fermé X C Al (dévissages usuels : couper Y en morceaux, couper X
en morceaux, factoriser f). Alors, ou bien X = A} et la conclusion résulte aussit6t
de (3.4.1.1), ou bien X # A}. Dans ce dernier cas, on peut supposer de plus Y normal,
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connexe et plat sur Z, de point générique v (récurrence noethérienne sur Y). Au-dessus
de 0, qui est le spectre d’un corps de caractéristique nulle, (X™?), est soit Al tout entier,
soit un sous-schéma de Al fini, étale sur 7, défini par un polynéme unitaire & discriminant
inversible. Cette situation se propage au-dessus d’un voisinage de y dans Y et on conclut
par récurrence noethérienne sur Y.

(3-4.2) Démonstration du théoréme (3.1.2).

Grace au lemme (3.4.1.2), il suffit de démontrer (3.1.2) pour f:X —Y un
morphisme trés élémentaire, avec Y plat sur Z, et pour la stratification & triviale,
¥ ={X}.

Lecas X =D — Y est trivial ( fest fini étale de degré d> o) :onprend N = 1,
¥ ={Y}, C=d et,si ¢:X —>Z est adaptée a &, t.e. constante de valeur a, on
prend pour f,¢:Y —Z la fonction constante de valeur ad (la platitude de Y sur Z
ne sert pas dans ce cas).

Il reste le cas X = Ay — D —Y (D est fini étale de degré d> o) : on prend
alors N=1, # ={Y}, C=d+ 1, et pour ¢:X —Z adaptée a2 &, i.e. constante
de valeur a, on prend pour f, ¢:Y —Z la fonction constante de valeur (1 — d) a;
pour voir que N, %, C, f, font marcher (3.1.2) dans ce cas, on remarque que, Y étant
plat sur Z, tout objet K de D¥(X[1/¢], Q,) qui est & cohomologie lisse est automatiquement
a cohomologie modérément ramifiée le long de D[1//] et le long de la section & l’infini
de AL (cf. [11] (4.7.1)). Aprés, tout changement de base Y’ — Y[1/¢], tout facteur
direct L de Ky est encore & cohomologie lisse sur Xy, et modérément ramifié le long
de Dy, et de la section a 'infini de AY.. Il en résulte (cf. [11] (4.7.1)) que les faisceaux
de cohomologie de Rf;" L sont lisses sur Y’ et que la fonction y de Rf;' L est donnée par

A(RA L) () = (1 — d) x(L) (+)

pour tout x’ € X' d’image »' dans Y'.

Pour contrdler ||Rf; L|| on utilise les faits suivants : pour un Q ,-faisceau lisse &
sur (A} — Dy) [1/4], seuls R f F et R? f # peuvent étre non nuls et le rang de R2 f| #
en y €Y'[1/f] est borné par le rang de & sur A, — D,. Soit donc ' un point de
Y'[1/] et ' un point de (A}, — Dy.) [1//] au-dessus de ', i.e. un point de A}, — D,;
on a alors

IRA @ () =2 dimg [R*f(L),/] < X dimg [R* ' (#7(L)) ]

(suite spectrale d’hypercohomologie), donc

IR L] () < 3 (X dimg, IR fy (L), 1),
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or, pour # un quelconque des (L), on a

3 dimg [(Rify #),] = — x(Rfy F) () + 2 dimg [(Rf; #),]
= (d — 1) dimg (%) + 2 dimg [(R*S; #),]
< (d— 1) dimg (%) + 2 dimg, (%),

dod IRA LI () < (d+ 1) |IL]| (=),

ce qui achéve la preuve de (3.1.2).

(3-4.3) Démonstration du théoréme (3.2.1).

On peut remplacer X, S par X™% S™ sans rien changer. Pour tout bon schéma
réduit, il existe un entier N> 1 et un ouvert dense U de S[1/N] qui est normal et plat
sur Z, et donc réunion disjointe de ses composantes irréductibles; travaillant séparément
sur chaque composante irréductible, on est donc ramené & montrer le théoréme (3.2.1)
dans le cas ot S = Spec(R), avec R un anneau intégre, normal, de corps des fractions &
de caractéristique o.

On procéde maintenant par récurrence sur la dimension de X ®g 4.

Si dim(X ®g k) =0, X®yk est fini étale sur %, ainsi que X, ®; % pour chaque
strate X, de la stratification donnée & de X. Cette situation se propage sur un ouvert
dense U de S; alors N=1, U et & ={(X,)y} font marcher (3.2.1).

Si dim(X ®g k) > o, soient x,, ..., x, les points maximaux de X. Quitte & rem-
placer S par un ouvert dense de S, on peut supposer que, pour chaque ¢ =1, ...,r,
I’anneau local de X en x; est un corps de type fini sur k2 (rappelons que X est réduit),

de sorte qu’il existe un voisinage ouvert V; de #; dans X lisse sur R et contenu dans
la strate de & passant par ;. Posons alors
r

v=UV, Y=X-V)%

=1

V est un ouvert de X et dim(Y ®g k) < dim(X ®g k); de plus, tout complexe K adapté
a & est aussi adapté a la stratification Z’ de X donnée par

X =Vull(X, nY).

Par récurrence, le théoréme (3.2.1) est démontré pour Y muni de la stratification
Xy ={X,NY}, doncil existe U; CS ouvert dense et une stratification %, de Y fai-
sant marcher (3.2.1) pour (Yy — U, Zy).

Le point central de la démonstration est alors le suivant : par la résolution des
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singularités appliquée &3 VQ®zk< X ®zk (cf. [10]), on sait qu’il existe un ouvert
dense U, CU;CS et un diagramme dont chaque carré est cartésien

X «—5D

v
(3-4.3.1) “ 1,: lnp

Vg, & Xy, <= Yy,

avec © propre, X lisse sur U, et D un diviseur dans X & croisements normaux relati-
vement a U,.

Désignons par 2 la stratification canonique de D (localement pour la topologie

étale, D™ = UD,, avec D, irréductible et lisse sur U,, et 9@ est décrite comme la
1

famille des différences successives dans la suite décroissante de fermés

red ___
Dl — l1JD,.Dil;Jj(D,-nDj)Di*y*k(DinDjnDk)D....

Le théoréme (3.1.2) appliqué a (mp:D —Yy,, ) nous fournit un entier N> 1
et une stratification %, de Yy [1/N] tels que (2[1/N], %) soit une !-stratification uni-
verselle pour w; (on oublie C et wp)).

Nous prétendons maintenant que ce N> 1, louvert dense U = U,[1/N]
de S[1/N] et la stratification

& = {Vy[1/N], (#)g,[1/N]) 0 )}

font marcher (3.2.1).

Notons d’abord que, pour X’ — X ¢étale, le diagramme déduit de (3.4.3.1)
par le changement de base X’ — X vérifie toujours les mémes conditions; ceci nous
permet dans la suite de nous limiter au cas X' = X.

Soit donc K un objet de DX(X[1/¢],Q,) adapté A la stratification
Z' ={V,{X,nY}}.

La « suite exacte », on Ky =K | Xy[1//],
o> Ky >Ky -, Ky—>o
donne un « triangle »
Dxu/U(i* * Ky) - DXu/U(KU) - Dxu/u(jx J Ky)

(cf. [8] (1.1.2) pour la notion de « triangle » ou « suite exacte »), dans lequel on a, par
dualité de Verdier (cf. (1.1.3)),

Dyyu(i i Ky) =1, Dyyu(¢" Ky)
Dxyu(J1J* Ky) = Ry, Dyyy(J* Ky).
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Par hypothése de récurrence, Dy (2" Ky) est adapté a la stratification (%) [1//]
de Yy[1/f] et sa formation est compatible a tout changement de base T — U[1//],
avec T bon. Il résulte trivialement de ceci, puisque ¢ est une immersion fermée, que
Dy, u(i, " Ky) est adapté 2 la stratification  de Xy et que sa formation est compatible
a tout changement de base T — U avec T bon.

Il reste donc a prouver que Rj, Dy y(j* Ky) est adapté a T et que sa formation
commute a tout changement de base T — U[1//], avec T bon.

Sur Vy[1/f], j* Ky est & cohomologie lisse et, Vy/U étant lisse, Dy (" Ky) est
aussi & cohomologie lisse et sa formation commute & tout changement de base T — U[1/¢],
avec T bon.

Pour contréler ce qui se passe sur Xy — Vi, on se sert de la factorisation j = wof
(cf. (3.4.3.1)), ce qui donne
Rj, Dyyu(J° Ky) = R, Rj, Dyu(J* Ky)

puis, comme 7 est propre, le théoréme de changement de base propre (cf. [SGA 4] XII
(5.1)) dit que
" Rj, Dyyu(J" Ky) = Ry, (7 Ry, Dyyu(s* Ky)).

Par (3.1.2), appliqué & =, on est ramené, pour achever la preuve de (3.2.1), a vérifier
le point suivant : si L € obD2(Vy[1/£],Q,) est & cohomologie lisse (ici L = Dy y(j*Ky)),
Pobjet * Ry, L de DX(Dy[1/£], Q,) est adapté  la stratification 2, de Dy et de formation
compatible & tout changement de base T — U[1/f] avec T bon.

Or, ceci est bien connu : U étant irréductible avec point générique de caracté-
ristique o, les faisceaux de cohomologie de L sur (Xy — Dy) [1/f] sont automatiquement
modérément ramifiés le long de Dy[1/¢] (cf. [SGA 1] XIII) et on peut appliquer [SGA 4 1],
[Th. Finitude] (A.1.3.3).

4. Un théoréme d’uniformité pour la transformation de Fourier

(4.0) Soient S un schéma de type fini sur Z, E 5> S un fibré vectoriel de rang
constant 7> 1, EY 5 S son fibré vectoriel dual et p:E xg EY — A} P’accouplement
canonique.

Pour tout corps fini F,, pour tout nombre premier ¢ inversible dans F, et pour

tout caractére additif non trivial ¢ :F, —~ Q% on dispose du foncteur transformation
de Fourier (cf. (2.1.4))

f8®rq,¢ : Dz(Es(@rq’ QI) g Dg(E;‘grqa QI);

plus généralement, si T — S est un morphisme avec T un bon F-schéma, on dispose du
foncteur transformation de Fourier

Fur,y: Di(Ep, Q) - Di(Ef, Q).
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Théoréme (4.x). — Soit, de plus, & ={E,} une stratification de E. Alors il existe un
entier N > 1, une stratification &' ={EJ} de EV[1/N], a strates E non vides et plates sur Z,
un entier G > 1 et une application additive

fonctions constructibles fonctions constructibles
E[1/N] - Z adaptées | ——> | EV[1/N] - Z adaptées
a &[1/N] a &V[1/N]

ayant la propriété sutvante : pour tout nombre premier £, pour tout morphisme étale S’ — S[1/N¢],
pour tout corps fini ¥ tel que S'®F, + o, pour tout ¥ -morphisme T —S'®F, avec T
un bon F -schéma, pour tout caractére additif non trivial ¢ :F, —~Q%, pour tout objet K de
DX(Eg, Q,) adapté & & et pour tout facteur direct L de Ky dans DY(Eq, Q,), le transformé
de Fourier

F1 (L) € ob D}(Ey, Q)
est adapté & &) et, pour tout point t €T, il vérifie Pinégalité

Sup || Fu,o(L)]|(¢") < G. Sup || L[ (¢);

eVEE cER
de plus, si L est y-adapté & &, Fy (L) est y-adapté & & et on a (au sens de (3.1) (iii))

1 Fpy(L)) = (x(L))".

Remarque (4.1.1). — L’application ¢ > ¢", si elle existe, est uniquement déter-
minée par E — S. De plus, pour &, &Y comme ci-dessus, elle est donnée par la « recette »
suivante : pour chaque «, soit x, un point géométrique de E,[1/N], pour chaque B,
soient y; un point géométrique de Ey, s, le point géométrique de S en dessous de y,
(ie. s3=m"(ys)) et uy un point géométrique générique de Aﬁg, soit £ un nombre premier
distinct des caractéristiques résiduelles des sq, alors

@' (78) = Z (%) - [ap — Xa o]
avec X8 = 2 (— 1)* dimg, [H((Es),,, Q0]
et Xa,p = I (— 1)* dimg, [Hi((Ey),, 0 H 1, Q)]

ou H”a'"ﬂ est 'hyperplan géométrique de Esﬂ d’équation u(x, y5) = ug.

Corollaire (4.2). — On suppose de plus S intégre, avec point générique de caractéristique zéro,
et soit encore & = {E,} une stratification de E. Alors, il existe un ouvert dense U¥Y CEY de EY
vérifiant la condition suivante : pour tout nombre premier £, pour tout morphisme étale S’ — S[1/f],
pour tout corps fini ¥ tel que S'®F + o, pour tout ¥ -morphisme T — S’ ®_Fq avec T un
bon ¥ -schéma et I_J¥ + @, pour tout caractére additif non trivial §:F¥, —QF, pour tout
objet K de DY(Eg,, Q ) qui est adapté & &g, et pour tout facteur direct L de Ky dans DY(Eq, Q ),

on a :
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(0) les faisceaux de cohomologie de
FryL) | Uy et Fpg(Dyp(L)) | Uy
sont lisses,

() si K est pervers relativement & S, ces faisceaux de cohomologie sur Uy sont tous nuls sauf
éventuellement ceux en dimension — r; les H# ™" sont lisses sur Uy et en dualité parfaite @
valeurs dans le faisceau constant Q, sur Uy;

(i1) si K est pervers relativement & S et si L est y-adapté & &y, alors le rang commun des "
est constant sur Uy ;

(iii) si K est pervers relativement a S et si on suppose que T est de type fini sur F, et que L est pur,
de poids m, relativement & T, alors les " sont ponctuellement purs de poids m et — m
respectivement sur Uy .

Remarque (4.2.1). — Pour L comme en (4.2) (ii), le rang commun des £~ " est
donné par la recette suivante : soit 1. un objet quelconque de D2(E[1//], Q,) qui est
x-adapté & & et dont la fonction y induit celle de L sur Eq; notons v un point géomé-
trique générique de S,  un point géométrique générique de Alﬁ et y un point géométrique
générique de E%’; notons H, , ’hyperplan générique géométrique de E; d’équation
w(¥, ) = u, alors

rang # =" = (— 1)"[xo(Es» L) — 2(Hyw D).

(4.2.2) Preuve du corollaire. — Prenons une stratification &” de EY[1/N], pour
un certain N> 1, faisant marcher (4.1) et prenons pour U un ouvert de EV qui contient
le point générique 8V de EV et qui est contenu dans ’unique strate Eg qui contient 3",
L’énoncé est maintenant une conséquence formelle de (4.1) et de (2.3.1); de méme la
remarque (4.2.1) résulte formellement de la remarque (4.1.1).

Lemme (4.2.3). — Dans (4.2), on peut choisir Pouvert dense U¥ CEY homogene, i.e. on
peut supposer que le complément Z = BV — UV est défini dans BV par un idéal homogene.

Preuve de (4.2.3). — Soit UY CE' un ouvert dense faisant marcher (4.2) et soit
Z =V(#)CE' un sous-schéma fermé tel que UY = EY — Z. Aprés le changement
de base T —S'®F,, les & ,(L) sont lisses sur Uy pour fout caractére additif non
trivial ¢ de F,. Pour a € F, on peut donc remplacer ¢ par ¢(a~*x) = ¢, :les Fq (L)
sont encore lisses sur Uy ; cela revient a dire que les F (L) sont lisses sur .Uy, pour
tout a e F. Par conséquent, les # ,(L) sont lisses sur ouvert

U Uy

aEF’&
de Egy.
Le complément de cet ouvert est défini par le plus petit idéal qui contient Sy
et qui est « gradué mod ¢ — 1 », appelons-le £y, ;. Remarquons alors que si Jq
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est engendré par des éléments de degré < ¢ — 2, alors #; ,_, n’est autre que le plus
petit idéal gradué Sy ., qui contient fy. Il en résulte que, si £ est engendré par
des éléments de degré < 3, alors 'ouvert dense homogéne

- V((8 + I)' jhomog)a

olt Fyome, st le plus petit idéal gradué qui contient £, fait marcher (4.2).

(4-3) Preuve du théoréme (4.1). — On se sert de I’analogue cohomologique de la
formule classique (factorisation de la transformation de Fourier par la transformation
de Radon) :

dfn

fly) = f flx) &™v dy = f v [f( f(x) dx| du.

z,P=u
Désignons par pr:E xgEY - E, pr':ExgE' - EY les deux projections, par
v:AL, > AL, o:Al, - E' les morphismes canoniques et par
Y:EXSEV -—)A]Ev =A%XSEV

le morphisme défini par y(x,y) = (n(x,%),»); on a alors un diagramme commutatif
de S-schémas

E. < ExgEY

" l‘r &
A, < A, %> EY
et, par la formule des projections, on a
(4-3.1) Fr,4(L) = Req[(Ryp pry L) ® vy L]

c’est ’analogue cohomologique voulu.

Pour se servir de (4.3.1) pour démontrer (4.1), on applique d’abord (3.1.2)
au morphisme v:E xgE¥ — AL, et a la stratification pr* & de E xgE'; ceci nous
donne un entier N;> 1 et une stratification & de AL [1/N;] qui contréle Ry, pry.
Pour contréler & (L) on applique alors (3.4.1) & Y = E'[1/N,] et & la stratifi-
cation & de AL, [1/N,]; ceci nous donne un entier N,> 1 et une stratification &Y de
Y[1/N;] = EV[1/N; N,]. Que N=N;N,> 1 et &' (stratification de E" 2 strates nor-
males connexes et plates sur Z) fassent marcher (4.1) résulte alors du lemme suivant :

Lemme (4.3.2). — Soient Y un schéma de type fini et plat sur Z et
‘%:{AlY—D’DIS"'iDn}Q D=I_ID‘
i=1

une stratification de Ay, avec Dy, . . ., D, des diviseurs dans A%, finis étales sur Y, de rangs constants
dy, ..., d,. Pour tout corps fini ¥, pour tout ¥ -morphisme T —Y®F,, avec T un bon
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F -schéma, pour tout nombre premier ¢ inversible dans ¥, pour tout caractire additif non trivial
$:F, —>QF, pour tout objet K de DY(AY[1/],Q,) adapté & % et pour tout facteur direct L
de Ky dans DY(AL, Q,), on a alors :

(i) Pobjet Rpp(L®Z,) de DYT, (_2_,), o pp: Ay - T est la projection canonique et &,
le Q ,~faisceau d’Artin-Schreier associé & ¢ sur AL (cf. (2.0)), est a& cohomologie lisse sur T
(ii) pour tout t € T, on a Uinégalité
[| Roqy (L ® Z) || (£) < 2d Sup || L|| (x)

z € At

ot d est le degré constant de D —Y;
(iii) st on suppose que L est y-adapté a Xy, alors la fonction y de Rpp(L®Z)) sur T est
constante de valeur (pour tout t eT)

a) 1(Ren(L® Z)) (1) = x(Re, L) () — x(L) (x)

pour un choix arbitraire d’un T. € ob D2(AL[1/¢],Q,) x-adapté & X, dont la fonction y
induit celle de L, et de points x € AL[1/¢], y e Y[1/f] (en particulier, on peut prendre
x e AY(C), yeY(Q)); on a

b) x(Ren(L® £) (1) = — da + = dia,

oil a (resp. a;) est la valeur constante de y (L) sur A} — Dy (resp. D q pour i =1, ..., n)

n
et o d = ‘2 d; est le degré constant de D sur Y.
=1

(4-3.3) Preuve de (4.3.2). — La platitude sur Z de Y assure que K est modéré-
ment ramifié le long de D[1/¢] et de la section & l’infini de A}[1/¢] (cf. [8] (4.7.1));
par suite, L sur A} est aussi modérément ramifié le long de Dy et de la section a 'infini
de A%. D’autre part, %, est lisse de rang 1 sur A}, avec conducteur de Swan constant 1
le long de la section & I'infini de A} (Swan (%, | A}) = 1, pour tout point géométrique ¢
de T). La lissité des faisceaux de cohomologie de Rpp (L® %) sur T est donc un cas
particulier du théoréme de semi-continuité du conducteur de Swan, démontré par
Deligne (cf. [12] (2.1.2)).

Les formules pour x(Rep(L® %)) résultent de la formule de Grothendieck-
Ogg-Safarevi¢ ([15] et [11] (4.8.2)) : pour ¢ un point géométrique de T et 3 un point
géométrique générique de A}, on a par modération des H#/(L),

% (Ren (#(L) © ) (1) = x(Rep, #¥(L)) (t) — Swan,,(£,) . x(#¥(L)) @)
= x(Req #7(L)) (8) — x(o£7(L)) (n)
d’ou A(Repy (L ® £)) (1) = x(Ren L) (2) — x(L) (n)
ce qui achéve la démonstration de (iii).
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Pour démontrer (i), on utilise les faits suivants (cf. [11] (4.8)) : pour un Q faisceau
& sur A} qui est modérément ramifi¢ et adapté & (A} —D,,D,,,...,D, ), ona

Hﬁ(Atl3 f@%) =20
et dimg, (H(A}, # © ) < dimg, (HY(D,, # © %))

< 2 d Q f )
$ED¢ lle( E)

et, par suite, on a
% dimg, (H;(A}, # © &)
= — 1AL F© %) + 2 dimg (HYAL, # © %)
= d.dimg(F5) — 3 dimg(%) + 2 dimg (HYA}, F © %)
<d .dimal(.%,) —l—erD‘ dimg,(#,).

Pour ¢teT, on a donc
| Reny(L® £) || (£) < 2} dimg, (H; (A}, #7(L) ® Z))

< T{d.dimg(#(L)7) + 2 dimg(#(L),)]
drod IRen(Le Z)I0)< T OILIG +[IL1)]

et la conclusion. Ceci achéve la démonstration de (4.3.2) et par conséquent celle de (4.1)
et de la remarque (4.1.1).

5. Une premiére application du théoréme d’uniformité
de la transformation de Fourier aux sommes trigonométriques

(5.0) Soient R CC une sous-Z-algébre de C de type fini, r un entier > o,
A7} Pespace affine standard de coordonnées x,, ..., x, sur R, X un R-schéma affine,
lisse, purement de dimension relative m, et

un R-morphisme fini. Fixons d’autre part une cléture algébrique Q de Q.
Les données ci-dessus sont les données « fixes »; & ces données fixes, nous adjoin-
drons des données « mobiles » :

— une fonction inversible g sur X (éventuellement g = 1) qui sera aussi vue comme un
R-morphisme g:X - G, g,

— un quintuple (F,, ¢, a, ¢, x) composé d’un corps fini F;, d’'un homomorphisme d’an-
neaux ¢:R —F, avec ¢(1) =1, d’un élément a = (a;, ...,q,) de (F)", d’un
caractére additif non frivial ¢ :F, —~Q* et d’un caractére multiplicatif (éventuel-
lement trivial) y:F) —Q*.
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Nous noterons fg: X, — Ay et go: Xg — G, o les morphismes de C-schémas
f®r G et g®g C; plus généralement, pour tout homomorphisme d’anneaux ¢ : R — &,
avec ¢(1) = 1, nous noterons f,:X, —A; et g, :X, -G, , les morphismes de
k-schémas f®p7k et g®p7k.

(5.1) Le R-morphisme f:X — A} étant fixé comme en (5.0), & toute fonction
inversible g sur X et a tout quintuple (F,, ¢, a, ¢, x) comme en (5.0), on associe la famille
de sommes trigonométriques (S,),>, (» entier), avec

S, =S Fon b0 =T bl afislo)) 108000,

ZE Xo(Fyn
ol b =100 Trg,m e x,=3oNrgym,

et on associe la fonction L définie par

T‘n
L(T) = L(g, F,, 0, a, 4, x; T) = exp ( e s,,).

n=>1 N

Théoréme (5.2). — Pour tout R-morphisme f:X — AL comme en (5.0), il existe un
polynéme homogéne non nul F(p,, ...,»,) € R[yy, ...,0,] ayant la propriété suivante : pour
toute fonction inversible g sur X et pour tout quintuple (F,, ¢, a, §, x), comme en (5.0), tel que

((PF) (dl, ot ar) +* o,
la fonction L(T) = L(g, F,, ¢, a, §, x; T) est de la forme
L(T) = P(T)-v™

d
ol P(T) = I (1 — &, T)

est un polyndme, avec P(0) = 1, vérifiant :
(i) les (%))a=1,....a Sont des entiers algébriques tels que
m/2

|| = ¢

pour tout N =1, ...,d et pour toute valeur absolue archimédienne | | sur Q,

(ii) le degré d de P(T) est indépendant des choix de g et de (F,, ¢, a, {, ) et est donné par la
Jormule topologique

d = (—1)" [x(Xe) — x(Hy)]
o Hy est Phypersurface de X d’équation
2 a; fi o(x) = b
=1
pour w’importe quels ay, ..., a,, b dans C qui sont algébriquement indépendants sur R.
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De plus, la fonction L(T) = L(g, F, o, a, 3, % T) pour § = ¢t et 3 =yt séerit

a
L(T) = [II (1 — g"ag* T~ "

Corollaire (5.2.x). — Pour toute fonction inversible g sur X, pour tout quintuple
(F,> ¢, a, 4, %), comme en (5.0), tel que

(<PF) (ala cee ar) * 0,
pour tout entier n> 1 et pour toute valeur absolue archimédienne | | sur Q , on a la majoration
1Sa(e, By @52, ¢, 0| < (— 1)" [0(Xe) — x(He)] 4™,

avec Hy comme en (5.2).

(5.3) Nous allons déduire (5.2) d’un énoncé cohomologique.

Etant donné geI'(X, Ox)* et un quintuple (F,, ¢, a, ¢, ) comme en (5.0),
choisissons un nombre premier ¢ inversible dans F, et un plongement Q < Q,; I’homo-
morphisme ¢ :R —F,  se prolonge en un homomorphisme, noté encore ¢, de
R[1/¢(g — 1)] dans F,. :

Le revétement =, : )N(cp — X, déduit par image réciproque par g, du torseur de
Lang de Gm’,q,

i G'T\l/gq)] E—— Gml'
z 291
v
9o
Gm,l"q

est fini étale et encore un F-torseur; on note Z,(g,) le Q ,faisceau lisse de rang 1 sur X,

image réciproque par g, du Q ,faisceau %, lisse de rang 1 sur Gm’,q déduit du F‘-torseur
de Lang par extension du groupe structural via

F} 5 Q% Q5
(cf. [SGA 43], [Sommes trig.] (1.7)). Alors on a une décomposition
nanl = 6)? gx(gcp)’
la somme étant étendue aux ¢ — 1 caractéres x de F a valeurs dans Qx.

r

De méme, on note ,‘ZD( Z 4 fi o) le Q ,faisceau lisse de rang 1 sur X, image
réciproque par

.'?1 4 fio: X, —> A},q
du Q faisceau d’Artin-Schreier &, sur A},.q (cf. (2.0)).
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Les faisceaux % (g,) et %(.Zl 4, f; ,) sont ponctuellement purs de poids o et

lisses sur un schéma affine et lisse X, sur F,, purement de dimension m. Compte tenu de
Pinterprétation cohomologique des sommes exponentielles (cf. [11] 3 ou [SGA 4}],

[Sommes trig.] (1.9)) et des résultats de Deligne (cf. [8] (3.3.1)), le théoréme (5.2)
résulte aussitét du théoréme suivant :

Théoréme (5.4). — Soient R, X et f: X — AL comme en (5.0). Alors il existe un

polynéme homogéne non nul F(y., ...,»,) €R[y, ..., 0] tel que, pour toute fonction inver-
sible g sur X, pour tout quintuple (F,, o, a, {, x) el que

(9F) (ay, ... a,) * 0
et pour tout nombre premier ¢ inversible dans F,, on ait :

(1) les groupes de cohomologie ¢-adique
Hi = Hi(X, @, F,, %( 2 a.f,,) © %s,)

sont nuls pour tout j=+ m, et Paccouplement défini par le cup-produit et la trace
Hr @ H - H"(X,®; F,Q,) = Q/(—m)

o H™ est défini comme H™ mais avec {, X & la place de {, y, est une dualité parfaite,
(i1) si on pose

Hi = H(X, ® F,, Z( 2 a.f, ) ® %(s,)),
la fléche d’oubli des supports

Hi — H/
est un isomorphisme pour tout j,

(iii) pour tout j, Hi S HI est pur de poids j, et méme nul si j + m,
(iv) la formule

XC(XCP ®Fq Fqs zv(‘é aiﬁ,q:) ® %(gcp)) = Xc(Xc, Ql) - Xc(Hcs Ql)

Remarque (5.4.1). — Les assertions (i) et (ii) de ’énoncé ci-dessus sont équivalentes
et (iii) en résulte (cf. [SGA 41], [Sommes trig.] (1.2.0)).

(5-4-2) Prouvons (5.4). — Construisons d’abord un candidat pour F(y, ...,J,).
Pour cela, appliquons d’abord (3.1.2) au morphisme fini X — A} et a la stratification
triviale & = {X} de X, ceci nous fournit un entier N> 1 et une stratification &
de AL[1/N]. Puis appliquons (4.2) et (4.2.3) & S = Spec(R[1/N]), E = Aj, &;
ceci nous fournit un ouvert dense homogéne UY de E¥ = A} et donc un ouvert dense UY
de AL = Spec(R[», ...,7]). On prend pour F(y,, ...,»,) un polynéme homogene
non nul qui s’annule sur Spec(R[y, ...,7]) — UY, de sorte que

Spec(R[yy, - -, 2,][1/F]) C UY.
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Pour voir que F fait marcher (5.4), on considére pour chaque fonction g inversible
et chaque corps fini le revétement

1\::)~(~>X[1/q— 1]
déduit par image réciproque par g du @, ;-torseur de Kummer de G,, gpy,— 15

X ? Gm, R1/g—1]

L . 2z 29-1

X[1/g — 1] > Gm,R[llq—l)

c’est un revétement fini étale de degré ¢ — 1, de sorte que, pour tout nombre premier ¢
inversible dans F,, le Q,—faisceau 7, Q, sur X[1/f(g — 1)] est lisse de rang ¢ — 1,
ponctuellement pur de poids o.

Parce que X[1/f(¢ — 1)] est lisse sur R[1/f/(¢ — 1)], purement de dimension
relative m, P’objet
K, =r,Q/[mn]
de DX(X[1/t(¢ — 1)],Q,), qui est adapté & la stratification triviale % = {X} de X,
est pervers et pur, de poids m, relativement & Spec(R[1/f(q — 1)]) (cf. (1.2.2) (iii)
et (1.3.2) (iii)). Parce que f:X — A} est fini, Pobjet
K = (f, 7 Q,[m]) | Ax[1/{(g — 1) N]

de D2(AR[1/¢(¢ — 1) N],Q,) est encore pervers et pur, de poids m, relativement 2
Spec(R[1/¢(g — 1) N]); de plus, par choix de N, K est adapté a la stratification
él1fi(g — 1)] de E[1/t(¢ — 1)].

L’hypotheése

(‘PF) (ab LR ] ar) + 0

nous permet de prolonger ¢ & R[1/f(¢g — 1) N] de sorte que I’on dispose de I’objet K,
sur A},q déduit de K par le changement de base
Spec(F,) — Spec(R[1/¢(¢ — 1) N]).
On a
K, = (fou 0. Q) [m],
ou 7, coincide avec le revétement du méme nom considéré en (5.3) (identification du

torseur de Lang et du p,_,-torseur de Kummer de G,, g ); par suite, K se décompose
en

K, = Df. 4 (g, ]
ol x parcourt les ¢ — 1 caractéres F — Q* Q7.
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Il ne reste plus qu’a appliquer (4.2) 2 S’ = Spec(R[1/¢(¢ — 1) N]), T = Spec(F,),
T — 8 ®F, induit par ¢, ¢, K et
L = fo. Z(g&,) [m]
qui est facteur direct de K, = K, dans D¥(E;, Q,). L’hypothése
(¢F)(ay, ..., 4)* 0

assure que le point a = (ay, ..., q,) se trouve dans U] et, par application en ce point
de U] des énoncés (4.2) (i), (ii), (iii) et de la remarque (4.2.1), on obtient (2 un déca-
lage prés) les assertions (5.4) (i), (iil) et (iv).

(5-5) La situation en égale caractéristique p> o. Que deviennent (5.2) et (5.4) si
’on permet 4 ’anneau R d’étre un anneau intégre de type fini sur un corps fini F;?

Théoréme (5.5.x). — Soient R un anneau intégre, de type fini sur un corps fini ¥, X un

R-schéma affine et lisse, purement de dimension relative m, r> 1 un entier,

f= (fl) ,.fr) X—>A;%
un R-morphisme fini,

g: X —> Gm,R
une fonction inversible sur X, ¢ :F, — Q" un caractére additif non trivial, ¥ : F — Q" un
caractére multiplicatif (éventuellement trivial), ¢ un nombre premier inversible dans F, et Q->Q,
un plongement fixé. Alors, il existe un polynéme non nul F(y,, ...,»,) €R[y, ...,5] e
un entier d> o tels que, pour tout triple (F,,, ¢, @) composé d’une extension finie ¥, de F,,
d’un F -homomorphisme ¢ : R —F, avec ¢(1) = 1 et d’un élément a = (a;, ..., q,) € (F,)"
tel que

(¢F) (84, ..., a,) * 0,

on ait :

(1) la fonction L associée aux sommes exponentielles

So= T 4 Z afiol) 1)

€ X°( qun)

(n> 1) est de la forme
d
L(T) =[O (1 — e, T))-0"
A=1

o les w, (N=1,...,d) sont des entiers algébriques dont toutes les valeurs absolues archi-
médiennes satisfont

la)\l = qvwz,
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(ii) en cohomologie ¢-adique, pour tout entier j, Papplication d’oubli des supports
Hi(xcp ®qu Fq’ %v(i‘-‘:‘l aif;,cp) ® ‘?;(v(gqa))

> HI(X, 8, F,, £,(T 0.£,0) © %, (2,)

est un isomorphisme (de sorte que Hi S HI est pur de poids j, pour tout j, et nul pour j + m)
et on a la formule

%o(X, ©x,, Fy, Lo Z 4 fio) © £ (&) = (— )" d.

En effet, cet énoncé résulte immédiatement de (2.3.1) appliqué a Z,( f, %, (g) [m])
et de (2.1.5) (i) (commutation de Fourier aux changements de base).

Remarque (5.5.2). — Une grande différence entre (5.5.1) d’une part et (5.2),
(5.4) d’autre part, est qu’en (5.5.1), le polynéme F et le degré d dépendent a priori
des choix de g, ¢, x, ¢; I'interprétation de d comme degré de la fonction L montre cepen-
dant que 4 ne dépend pas de ¢ et son interprétation comme caractéristique d’Euler-

Poincaré de X, a coefficients dans %, (X2 ¢ f;,) ® %, (g,) montre de plus que d
=1

ne dépend pas de g et x (cf. [11] (5.5.2), cor. 2); d ne peut donc dépendre que du choix
de ¢ (pour R, X et f fixés bien entendu). Est-ce que d dépend vraiment de ¢? On n’en
sait rien. Est-ce que, pour un ¢ donné, on peut choisir un polynéme F, qui « marche »
pour tous les g, y, £? Existe-t-il un seul ¢ pour lequel un tel F, existe?

(5.6) Remarques & propos des applications concrétes de (5.2) et (5.2.1).

(5.6.1) Pour f:X — A} donné comme en (5.0), les démonstrations (4.3)
et (5.4.2) fournissent une condition suffisante, que I'on peut expliciter, de pureté
géométrique des sommes trigonométriques S,(F,, ¢, a, §, ), a savoir (¢F) (a4, ..., a,) + 0.

Par exemple, pour les sommes trigonométriques étudiées en [11] (5.1.1), on
vérifie aisément que la condition (¢F)(ay, ..., a,) + o s’exprime, avec les notations
de loc. cit., de la maniére suivante : le pinceau d’hypersurfaces de degré 4 de P, engendré
par H et L% induit sur X <> P un pinceau de Lefschetz. On peut constater d’autre part
sur cet exemple que la condition (@F)(ay, ..., q,) + 0 est en général plus restrictive
que les critéres de pureté que 'on peut dégager par une analyse précise des sommes
trigonométriques considérées (toujours dans loc. cit., le critere de pureté est simplement :
H est transverse 34 X N L, autrement dit ’axe du pinceau engendré par H et L? est
transverse 4 X, ce qui n’est qu’une seule des conditions exigées pour que le pinceau
induit sur X soit de Lefschetz).
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(5.6.2) L’hypothése que X est fini sur A} est moins innocente qu’on peut le
penser. Bien str, si ’on part d’un sous-schéma fermé X C A%, quiest lisse sur R, il y a
beaucoup de fagons de trouver des morphismes finis

=0 X - AL

La fagon la plus simple est de restreindre & X des polyndémes f,, ..., f, qui définissent
un endomorphisme fini de A}L; par exemple, ceci est automatique si 'on a

fi €R[x;], f, unitaire de degré d,> 1

Ji eR[xy, ..., %_,][x%], f; unitaire en x; de degré d,>1

Par contre, si 'on part du sous-schéma ouvert
X = Spec(Z[x, 7 ']) = G,, 5 C A; = Spec(Z[x]),

alors « on n’a pas le droit » de considérer X muni de la fonction f = x et nos résul-
tats (5.2), (5.4), ne disent donc rien sur les sommes de Gauss

2 d(x) 1 ().

zEF;

Nous allons combler en partie cette lacune dans le prochain chapitre.

(5.6.3) Considérons X =G,, ;, muni du morphisme f:G,, , > Ay défini

par un « vrai » polynéme de Laurent,

d2 I}
S = 2 g+
i=—dy
avec dy,dy>1 et @, = a_, = 1; alors f est un morphisme fini et nos résultats disent
donc quelque chose sur les sommes correspondantes,

S, = 2 4,(f(%) wa(®) (n>1),
xeli',p,,

a savoir que la fonction L associée est, pour p > 0, un polynéme de degré d, 4 d,,
pur de poids 1.

Mais une analyse détaillée de ces sommes montre qu’en foute caractéristique p
premiére a d, d,, c’est en fait le cas : L(T) est un polynéme de degré d; 4 d,, pur
de poids 1.

Cet exemple illustre la limitation fondamentale de nos résultats : ce sont des résul-
tats génériques en p, i.e. pour p > o. Bien slir, nos résultats sont aussi génériques en
(ai, ..., a,), mais alors que nos méthodes permettent de contrdler la restriction a Afgq
de Pouvert {F(y,,...,7,) # o}, elles ne permettent en rien de contréler la restriction
de ce méme ouvert & A} ®F, pour un nombre premier p donné.
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(5.7) La situation quand X n’est plus supposé lisse sur R. — La variante suivante
de (5.2) nous a été suggérée par Deligne :

Théoréme (5.7.0). — Soient R C C une sous-Z-algébre de C de type fini, r un entier > o,
A% Pespace affine standard de coordonnées x,, . . ., x, sur R, X un R-schéma affine, de dimension
relative < m, et

= f): X > Ay

un R-morphisme fini. Alors il existe un polyndme homogéne non nul ¥(y;, ..., »,) e R[y, ..., 0,]
et un entier G > 1 ayant la propriété suivante : pour toute fonction inversible g sur X, pour tout
quintuple (F,, ¢, a, {, x) comme en (5.0) tel que

(CPF) (an MRS ] ar) 4: o,

pour tout entier n> 1 et pour toute valeur absolue archimédienne | | sur Q , on a la majoration
(avec les notations de (5.1))

ISn(g> an 9, a, q"a X)I < C'qmnlz'

Modulo Pinterprétation cohomologique des sommes exponentielles et les résultats
de Deligne sur les poids des Hi, le théoréme (5.7.0) résulte aussitdt de la variante sui-
vante de (5.4).

Théoréme (5.7.1). — Dans la situation de (5.7.0), il existe un polynéme homogéne non
nul F(yy, ...,9,) €R[y, -..,0,] et unentier C> 1 tel que, pour toute fonction inversible g
sur X, pour tout quintuple (F,, o, a, §,x) tel que

(9F) (a1, ... ) + 0

et pour tout nombre premier ¢ inversible dans F,, on ait :
(1) les groupes de cohomologie {-adiques

H = H{(X, @y F,, £ Z a.fi.5) © 4(g)
q i=1

sont nuls pour j> m,
(i) Pinégalité
PX dimal(Hg') < G

Preuve de (5.7.1). — Tout comme dans la démonstration (5.4.2) de (5.4), on
applique d’abord (g.1.2) au morphisme fini f:X — A} et a la stratification triviale
de X; ceci nous fournit un entier N, > 1, une stratification & de AL[1/N,] et une
constante C;> 1. Puis on applique (4.1) & S = Spec(R[1/N,]), E = Aj et & &;
ceci nous fournit un entier N> 1, une stratification &Y de A[1/N; N,] et une cons-
tante C,> 1. On prend alors un ouvert homogeéne U de Ay contenant le point géné-
rique de A} et contenu dans I’unique strate de " qui contient ce point générique (que
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I'on puisse prendre un tel UY homogéne se démontre comme en (4.2.3)), on prend pour
F(»,, ...,»,) un polynéme homogeéne non nul & coefficients dans R quelconque qui
s’annule sur le complémentaire de UY dans AL et on prend pour C le produit C; C,.

Avec ces choix de F et G, I’estimation (ii) résulte immédiatement de (3.1.2)
et (4.1). Il reste a prouver (i). Pour toute fonction inversible g sur X et pour tout

(Fp> ¢ 4, x) tel que (9F) (9y, ..., 7,) + 0, les groupes de cohomologie, pour j fixé et
a variable.

Hc’:(a‘) = Hi(Xq: ®Fq Fq’ %(igl aifi, qa) ® gx(gcp))a

sont les fibres d’un Q faisceaux lisse H#7 sur U, (cf. la démonstration (5.4.2) de (5.4));
il nous faut démontrer que #7 est nul sur U] dés que j> m.

Or, par le « miracle » fondamental %,, > %#,, (cf. (2.1.3)) et le théoréme
de changement de base générique de Deligne (cf. [SGA 4], [Th. Finitude] (1.9)),
il existe un ouvert dense W de U; tel que la fleche d’oubli des supports

Hi(a) - Hi(a)

est un isomorphisme pour tout a € W. De cela et du théoréme de Lefschetz affine
(cf. [SGA 4] XIV (3.2)), on déduit la nullité des Hi(a) pour tous j>m et aeW,
i.e. la nullit¢ des Q ,-faisceaux #7 | W pour tout j>m (X, ®p, Fq est un Fq-schéma
affine de type fini de dimension < m). Comme les Q ,-faisceaux 7 sont lisses sur U/,
qui est connexe, il sensuit que 7 = o sur tout U}, pour tout j> m, ce qu’il fallait
démontrer.

6. Sommes trigonométriques que I’on peut rendre pures
par adjonction d’un caractére multiplicatif auxiliaire d’ordre assez grand

(6.0) Nous avons étudié au n° 5 des sommes trigonométriques ol interviennent des
caractéres multiplicatifs, mais dont la pureté n’est en rien liée a la présence de ceux-ci.
Dans ce numéro, nous allons au contraire étudier des sommes trigonométriques qui, a
priori, ne sont pas (géométriquement) pures mais qui le deviennent aprés adjonction d’un
caractére multiplicatif supplémentaire d’ordre assez grand; ’exemple type est celui
des sommes de Gauss : les sommes

% ‘pn(x) =—1I,
zelz,,
ou ¢:F, —~Q* est un caractére additif non trivial, ne sont pas (géométriquement)
pures, mais, si x:F — Q* est un caractére multiplicatif non trivial (i.e. d’ordre > 1),
les sommes
2§ (%) xa(%),
zEFgy

elles, sont (géométriquement) pures.
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(6.x) Soient R CC une sous-algeébre de G, de type fini sur Z, r un entier > 1,
AL lespace affine standard de coordonnées x,, ...,x,, X un R-schéma affine, lisse,
purement de dimension relative m, et

(f8) = (fi» - /38) : X > AR Xg G, 1
un morphisme fini (par exemple, r =1, X =G,y de coordonnée ¢, f=g=1).
Fixons d’autre part une cléture algébrique Q de Q.

A tout quintuple (F,, ¢, a,{, ) composé d’un corps fini F,, d’'un homomor-
phisme d’anneaux ¢ : R —F, avec ¢(1) = 1, d’un élément a = (q, ..., q,) de (F),
d’un caractére additif non trivial ¢ : F, — Q* et d’un caractére multiplicatif y : Ff — Q,
nous attachons la famille des sommes trigonométriques (S,),~, définies par

Sn = Sn(Fq’ %, a, “l’) X) = % q’n( 2 aif;,cp(x)) x,,(g(x))
EXGFm)  i=1
et la fonction L correspondante

Tﬂ
L(T) = L(F,, 9, a, §, 33 T) = exp ( s " s,,).

n=1 1

Théoréme (6.2). — Soient R, X, (f;8):X — A} Xg G, g comme en (6.1). Alors
il existe un polyndme non nul F(yy, ...,») eR[y;, ..., 9] et un ensemble fii & CN*
d’entiers strictement positifs ayant la propriété suivante : pour tout quintuple (F,, @, a,,y),
comme en (6.1), tel que
(¢F) (a4, ..., a,) 0
ord(y) ¢ &
o ord(y) est Pordre exact du caractére vy, on a :
(I) La fonction L(T) = L(F,, ¢, a, 4, ; T) est de la forme
L(T) = P(T)=",
d
on PT)=1II (1 —« T)
A=1
est un polyndme, avec P(0) = 1, qui vérifie :
(1) les o, sont des entiers algébriques tels que
o | = g™
pour tout N =1, ...,d et toute valeur absolue archimédienne | | sur Q,
(i1) le degré d de P(T) est donné par la formule topologique

d = (— 1)"[x(Xe) — x(He)]
ou X est la variété complexe X @y G et on Hy est Phypersurface de X d’équation

pour n’importe quels a,, ..., a,, b dans G qui sont algébriquement indépendants sur R,
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(iii) la fonction L(T) associe & (F,, @, a, §, ) pour § = =% y = x 7%, sérit

L(T) = [II (1 — ¢" o5t T))";

A=1

(IX) Pour tout entier n>1 et toute valeur absolue archimédienne sur Q, on a la majoration
|S,(F,, @, 2, 4, 1) < (— 1)"[1(Xe) — x(Ho)] 6™

Les mémes arguments qu’en (5.3) montrent que le théoréme (6.2) résulte de
I’énoncé cohomologique suivant :

Théoréme (6.3). — Soient R, X, (f;g) : X — A} Xz G,, g comme en (6.1). Alors,
il existe un polynéme non nul F(yy, ...,») eR[p, ...,,] et un ensemble fini & CN*
d’entiers strictement positifs ayant la propriété suivante : pour tout quintuple (F,, o, a, §, x), comme
en (6.1), tel que
(oF) (ay, ..., a) + 0
ord(y) ¢ &

et pour tout nombre premier ¢ inversible dans ¥, on a les assertions (i), (ii), (iii) et (iv) de (5.4).

(6.4) Les idées de la démonstration de (6.3). — Fixons d’abord un quintuple
(F,; @, @, ¢y, ) et un nombre premier ¢ inversible dans F,. Comment calculer les

r

Hg = Hg(ch ®Fq Fq: «-%(El a; i;cp) ® %(gq:))

(les notations étant celles de (5.3))?
On considére le diagramme
%
Io
l(lq::gcp)

fe A;q X, Gm,r,T G, -,

q X
kq> pry
(6.4.1) Ag,
lx > .__él a; %;
1
%, &,

e

———> Spec (Fq)

ou k:X —Spec(R) et p:A; — Spec(R) sont les morphismes structuraux et ou %,
et &, sont les Q,—faisceaux lisses de rang 1 définis en (2.0) et (5.3) respectivement.
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Alors, la formule de projection et la définition de la transformation &, (dans sa
version &, cf. (2.1.1)) montrent que

Rkv!(%(’.gl aiﬂ,cp) ® %(gqa)) [m + 7‘]

est la fibre au point a = (4;, ..., q,) de A;q de
(6.4.2) Fy(Rpry(Ky, o ® pr; £))

avec Ko = (fo5 &) Qt[m]-

Le point important est alors que, mis a part le %, qui intervient dans &%, toutes
les autres données dans (6.4.2) « proviennent de la caractéristique nulle ». Précisons
ceci. Pour tout entier v > 1, considérons le revétement de Kummer de degré v de
G,, z110)> 1€. 1€ p, g5 -torseur

G, 21
l[v] iz 2V
Gm,z[llv]
c’est un revétement fini étale de degré v qui, par le changement de base
Z(1h] = Z[1]v, 8] = Z[1 )y, T]/®,(T)
ou @ (T) est le v-itme polyndéme cyclotomique, devient un revétement fini étale galoisien,
de groupe de Galois

G, = pv(Z[I/V: )8
cyclique d’ordre v. Pour tout nombre premier /, on a donc, sur G, z;, ¢, une décom-
position

[.Q =D,

étendue aux v caractéres y : G, > QJ, ou chaque ¥, L €st un Q -faisceau lisse de rang 1
(cf. [SGA 4], [Sommes trig.] (4.7)). Mais on voit immédiatement que, pour chaque
diviseur v, de v, la somme
dfn
Gxa %X = xi\’u"]
ord(x) = v

se descend canoniquement en un Q,—faisceau lisse de rang ¢(v;) (¢ = indicateur d’Euler)
sur G,, 71175 Q faisceau encore noté X,y €t on voit que, pour v, fixe et v un mul-
tiple variable de v;, on a l’identification canonique

Koot = Hioiv | Gz

Nous noterons simplement J%},; le Q faisceau lisse de rang ¢(v,) Hivevg SUT Gy gy

Reprenons alors la moitié supérieure de notre diagramme (6.4.1), mais cette
fois-ci au-dessus de R :
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CAl
X
=
§Q
-]
.39
F]

et posons, pour tout nombre premier ¢,
K, = (f;8).Qlm]

c’est un objet de D¥((A% Xg Gy, r) [1/4], Q,) qui est pervers et pur, de poids m, rela-
tivement & Spec(R[1/¢]) (cf. (1.2.2) (v) et (1.3.2) (v) : X est lisse sur R purement
de dimension relative m et ( f; g) est fini) ; de plus, a torsion a la Tate prés, il est autodual
(pour la dualité relative a Spec(R[1/f])).

Par (3.1.2) appliqué a (f;g):X — A} XgG,, g et a la stratification triviale
Z ={X} de X, il existe un entier N, et une stratification o/ de (A} Xy G, g)[1/N,]
a laquelle K, est adapté pour tout £.

Par (3.3.3) appliqué a pr;: (A} Xg G, g) [1/N;] — Ag[1/N;] et & la strati-
fication &, il existe un élément b € R — {0}, une stratification & de A}L[1/N,.b]
et un entier C> 1 tels que

(1) (#, &, C, pry) soit une !-stratification universelle de pr,;
(2) (&, &) soit une *-stratification de pr;.

Grace a ’énoncé (4.2) d’uniformité de la transformation de Fourier, notre théo-
réme (6.3) est maintenant conséquence immédiate de I’énoncé suivant :

(6.4.3) Il existe un ensemble fini & CN* tel que, pour tout entier v ¢ & et pour tout
nombre premier ¢, Pobjet

Rpr, (K, ® pr; 9‘/[»,])
de DY(AL[1/N, b&v], Q,) est pervers et pur, de poids m, relativement & Spec(R[1/N, bév]).

Remarque. — Bien entendu, on utilise le fait que pour (F,, ¢, a, ¢, x) et ¢ fix¢,
Rpry (K, ,® pr* %)) est un facteur direct de (Rpry (K, ® pr;#(,)),, pour v =ord(y) :
cela résulte du théoréme de changement de base propre (cf. [SGA 4] XII (5.1)) et de
Pidentification du torseur de Lang de G,, g, avec le torseur de Kummer de degré ¢ — 1
de G,,,,,q (cf. [SGA 43], [Sommes trig.] (4.9)).

Pour prouver (6.4.3), nous allons appliquer les critéres (1.2.2) (v) et (1.3.2) (v) :
Pobjet K,® pr; #[, étant pervers et pur, de poids m, relativement a R[1/N; &¢v],
et autodual (a torsion a la Tate prés), son Rpry, est pervers et pur, de poids m, relati-
vement & R[1/N; bv] si, aprés tout changement de base

T — Spec(R[1/N, b4v]),
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avec T bon, la fleche d’oubli des supports
(%) Rprl!(Kl,T ® pr; %Ev], ) —> Rprls(Kl,T ® pr; H|y), 1)

est un isomorphisme.

Comme (&7, &) est une *-stratification de pry, la formation de Rpr,,(K,® pr; #},)
est compatible aux changements de base T — Spec(R[1/N, b¢v]) ci-dessus; d’autre
part, il en est de méme de la formation de Rpr(K,® pr; #|;) d’aprés [SGA 4] XII
(5.1). Par suite, pour montrer que (*) est un isomorphisme pour tout T, il suffit de mon-
trer que (*) est un isomorphisme pour T = Spec(R[1/N; b/v]).

Comme (&, &) est aussi une !-stratification de pr,, la source et le but de (*) pour
T = Spec(R[1/N; b¢v]) sont tous deux adaptés 4 la stratification &; donc, pour vérifier
que (*) pour T = Spec(R[1/N; b¢v]) est un isomorphisme, il suffit de le faire en chaque
point maximal de chaque strate de &. Mais quitte a rétrécir R[1/N, b¢v], i.e. & « agrandir »
b, on peut supposer que chaque point maximal de chaque strate de & s’envoie sur le
point générique de Spec(R); par suite, pour vérifier que (*) est un isomorphisme pour
T = Spec(R[1/Ny b6v]), il suffit de vérifier que (%) pour T = Spec(C), R[1/N; b/v] — C,
est un isomorphisme.

Enfin, la comparaison avec la cohomologie transcendante et le fait que nos données
de départ (le faisceau constant Q, et les ¢} g sur X®g G et G, ¢ respectivement) se
déduisent par (—) ®g Q, A partir de systémes locaux de Q—vectoriels sur (X ®g CG)**
et sur (G, ¢)* montrent que, pour un v donné, le morphisme (*) pour T = Spec(C)
est un isomorphisme soit pour tout ¢, soit pour aucun /.

La discussion ci-dessus montre clairement que (6.4.3) (et par suite notre théoréme
(6.3)) est conséquence de 1’énoncé suivant :

Théoréeme (6.5). — Soient Y un C-schéma de type fini, { un nombre premier et F un
Q faisceau sur Y Xg G,, . Notons

pry
Y X¢Gp e —> Gu o

Pl'xl

Y

les projections et, pour tout v € N*, A\, le facteur direct du Q ,faisceau lisse [v], Q, sur G, ¢
défini en (6.4). Alors, il existe un ensemble fini ¥ CN* tel que, pour tout v ¢ &, la fléche
d’oubli des supports

Rprll(g ® pr; ‘%/Ev]) - RPrb('afr ® pr; '}{Ev])

soit un isomorphisme.
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(6.5.x) Preuve de (6.5). — On a la compactification suivante de pr,
G, vy o, P} <> {0,0}x Y

N
Y

et, pour vérifier que la fleche d’oubli des supports de I’énoncé est un isomorphisme, il
suffit de vérifier que

i* Rj,(F © pr; Hy,) = o
dans D’{o,©}x Y,Q, (on a Rpr,, = Rpr,,j;, Rpr, = Rpr,.Rj, et le triangle
Ji >Ry, =" Rj)).

Considérons alors la « situation de cycles évanescents »
G,y — P, <> {0,0}xY

S

Gm,c — Pé <« {0’ w}
et, pour « = 0,00, le complexe des cycles évanescents (cf. [SGA 7] XIII (2.1) et
[SGA 43}], [Th. Finitude] (3.2))

RY; (F ® pr; #},) eob Di({a} x Y, Q)

muni de Paction du groupe d’inertie I, = Gal(n,/4,) du localisé¢ strict (Pg),, de P§

en o (7, est le point générique de ce localisé strict et ¥, un point géométrique au-dessus

de 7,).
Si on note i :{a}X Y e P} linclusion, on a (cf. [SGA 41], [Th. Finitude],

(3-11))
iy Rj(F ® pr; #,)) = RI(L,, RY5 (F ®pr; A));

or, d’aprés [SGA 7] I (0.3), on a
L, = lim g, (7,) < lim 1,(C),
de sorte que I, est (non canoniquement) isomorphe & Z. Par suite, si on choisit un géné-

rateur topologique T, de I, 'isomorphisme ci-dessus dans D%({a} X Y, Q,) se traduit
plus concrétement par le triangle de D}({«} X Y, Q,) suivant :

RY; (# @ pr; #)
+1 Te—1
i Rj(F ®pr; A},)) —> RY5 (F ©pr; A

(C’est la version « catégorie dérivée » du calcul par Serre des H(Z, —), cf. [16] chap. I,
p. 31).
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Enfin, on a la formule de projection
(RY5,(F ® pry #1y), Ta) = (RY5,(F), Ta) ® (7 Ta)s

ou (Ap);, est un Q -espace vectoriel de dimension finie (v) sur lequel T, agit avec,
pour valeurs propres, les racines primitives v-iéme de 1 dans Q.
Maintenant, par « constructibilit¢ » de R¥; (#), il existe un polynéme unitaire
Py(T,) € Q[T.] tel que
P,(T,) | R¥5 (F) =0 (x = o0, o).

Soit alors & C N* I’ensemble (fini) des entiers v > 1 tels que P, ou P, admette au
moins un zéro qui soit une racine primitive v-iéme de 1 dans Q ,; & fait marcher (6.5) :
en effet, pour un v ¢ &%, T,, agissant sur une quelconque des fibres d’un des faisceaux
de cohomologie de RY; (F ®prj #},), n’admet jamais la valeur propre 1, donc
T, — 1 est un isomorphisme de RY; (F ® prj #},), c.q.fd

Remarque (6.5.2). — Essentiellement la méme démonstration montre le méme
théoréme ol I’on a remplacé C par un corps, disons algébriquement clos, de caractéris-
tique p> o (avec bien entendu ¢ # p) et ol 'on ne considére que des v premiers a p.

7. Lien avec la transformation de Fourier pour les 2-Modules
et application (conjecturale) a la détermination d’un « gros » ouvert
de pureté géométrique des sommes trigonométriques

(7.0) Commengons par des rappels sur les 2-Modules dans le cadre algébrique
(cE. [2], [3] et [4]).

Dans tout ce numéro, & désignera un corps de caractéristique zéro, une variété X
sera un k-schéma quasi projectif, lisse, purement de dimension dy et un morphisme entre
variétés sera un k-morphisme.

Pour X une variété, on note

m:T*X = V(Q)Y) - X
le fibré cotangent, muni de sa structure symplectique naturelle, et (Dx, Dx ;) I’Anneau

des opérateurs différentiels sur X (relatifs & £), muni de la filtration par Iordre des opé-
rateurs; on a un isomorphisme canonique de Oyx-Algébres

(7.0.!) ™, thx == gI‘ @X.

Si A est un P4-Module (a gauche) cohérent, la variété caractéristique de 4 et
le cycle caractéristique de 4 sont respectivement le fermé réduit

| Car(#)| = ‘EIA‘.C T X

et le cycle

Car(#) = 2 m[A,]
i€l

406



TRANSFORMATION DE FOURIER ET MAJORATION DE SOMMES EXPONENTIELLES 191

de T* X définis comme suit : on munit # d’une filtration croissante exhaustive (), ¢y
par des sous-Ox-Modules quasi cohérents, faisant de (4, 4;) un (Dy, D ;)-Module
filtré et telle que gr .# soit un gr Px-Module cohérent (une telle filtration existe toujours);

alors gr.# définit, via (7.0.1), un Ony-Module cohérent dont le support réduit
UACTX
igl

et les longueurs m; au point générique des composantes irréductibles A; (i e I) de ce
support ne dépendent que de .# et non de la filtration (.#);cy choisie.

Chaque composante A; de | Car(#)| est conique et involutive (d’aprés Kashiwara,
cf. S-K-K, Lecture Notes, 287, et Gabber, cf. Amer. J. of Math., 103 (1981), 445-468) et,
en particulier, on a I'inégalité de Bernstein : :

dim(A) > dy (Vi el).

Un 2¢-Module (a2 gauche) # est dit holonome s’il est cohérent et s’il vérifie les
conditions équivalentes suivantes :

a) Exty, (M, Dy) = 0 pour tout i<dy,
b) dim | Car(A#)| < dy.

En particulier, si # est un £y-Module holonome non nul, chaque composante A,
de | Car(#)| est conique et lagrangienne et coincide donc avec Ty, X o Y; est le fermé
réduit w(A;) de X (par abus de notation, on désigne encore par Ty X I’adhérence
dans T* X du fibré conormal a la partie lisse de Y; dans X).

Pour 2 = G et 4 holonome, on a une interprétation topologique de Car(.#)
essentiellement due & Kashiwara (cf. [7] II) : soit # un Zy-Module holonome de cycle
caractéristique

Car(#) = 2 m[Ty, X];
el

notons (—)*" le foncteur « passage a I’analytique », alors le complexe de de Rham
DR(A™) = [A™ - Qkan Opon A —> = - = > QFon O o A™]

(ol #* est placé en degré — dy) est un objet pervers de la catégorie D}(X**, C) des
complexes bornés de faisceaux de C-vectoriels sur X** & cohomologie algébriquement
constructible; de plus, DR(.#*") est adapté & toute stratification de Whitney Z** = { X3}
de X* pour laquelle chaque Y{* (i eI) est réunion de strates X} et la fonction
x(DR(A4*)) est donnée par
*(DR(A™)) (x) = EI(~ 1) ¥ Euy,(x) .m;

(Euy,(x) désignant obstruction d’Euler de Y; en x).

Nous noterons D?;(2y) la catégorie dérivée des complexes bornés de ZDy-Modules
(2 gauche) quasi cohérents & cohomologie holonome. Les définitions et énoncés qui
suivent sont empruntés a Bernstein et Kashiwara (cf. [3] pour plus de détails).
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La catégorie DY, (2y) est munie de trois opérations internes, D, &, Hom définies par
D(M) = R #omg, (M, Dy) O, 5[]
M&N = (M & N)[— dy]
Hom(M,N) = DIM) &N

pour tous M, N € ob D?;(Z5). En outre, pour tout morphisme de variétés f: X — Y,
on dispose des foncteurs

f;:f; :Dgol(@X) - Dl';ol(@Y)
f!: f* : Dgol(gY) g Dgol('@X)

ot fiM = Rf(Dy 5 O, M),
L
S'N = (D%,v B gy f° N) [dy — dy]
et f;=Df;D) f*=Df!D
avec Dy x = (Dy ®g, wy') @ 0y Ox
et Dy oy = Ox ®uo, f* Dy.

Ces opérations et foncteurs satisfont le formalisme usuel, & cela prés que ® et,

donc Jfr;n, ne jouent pas les réles des ® et #om usuels : en fait ® joue le role
de D(D(—)®D(—)) (ce qui justifie le « tilda »); en particulier, on a la bidualité et
pour tout carré cartésien de morphismes de variétés

X s X

A

Yy -2,
on a les isomorphismes de changement de base
(7.0.2) B =L <,
(7.0.3) BA =S o

Nous dirons, suivant Bernstein (cf. [3]), qu’'un 2x-Module holonome .# est a
singularités régulieres ou est RS §’il vérifie

— pour dyx = 1, la propriété suivante : il existe un ouvert dense U C X tel
que 4 | U soit un @;-Module localement libre de rang fini & connexion (intégrable) et
que 4 | U soit 2 singularités réguliéres au sens classique en tout point de U — U,
U étant la complétion non singuliére de U,

— pour dy > 1, la propriété suivante : ¢*(.#[0]) est a cohomologie RS pour toute
courbe lisse localement fermée i:Y < X dans X.
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Remarque (7.0.4). — La condition RS ci-dessus porte aussi bien sur les singularités
de # a distance finie que sur celles « a Pinfini de X ».

Nous noterons Dg(%y) la sous-catégorie pleine de D% (Dy) formée des complexes

2 cohomologie RS; D%(Dy) est stable par les opérations D, &, Hom et Sor fis ' f* pré-
servent D C D ).

Pour %2 = C, le foncteur DR((—)*) induit une équivalence de catégories entre
D%s(25) et DX, C) et envoie un Pyx-Module holonome RS placé en degré o sur
un objet pervers de D(X® C). Cette équivalence de catégorie transforme les opéra-

tions D, &, H#om et les foncteurs f,, f,, ', f* sur Db en les opérations et foncteurs du
méme nom sur D® (avec, bien entendu, (—) ® (—) =D(D(—)®D(—)) sur D’
et idem pour Hom, cf. [20]).

Exemple (7.0.5). — Soit E = A} = Spec(k[x,, ..., x,]) avec r>1, alors
(E, 2g) = k[x,, ..., %,, 0[0%,, ..., 0[0x,]

(algebre de polynémes non commutatifs) ; si # est un Pg-Idéal (a gauche), # = Dy f
est un Zg-Module (2 gauche) cohérent que I'on peut filtrer par les

M= Dy [(F N Dg;) (1€N),

de sorte que gr # est ’Annulateur de gr .#; alors, si P,(x, E), ..., P,(x, §) sont des géné-
rateurs homogeénes en les &, ..., & (images de 9/ox,, ..., 9[ox, dans gr I'(E, 2y))
de l'idéal gradué TI'(E, gr #), |Car(#)| est définie par ’annulation des polynémes
P, ..., P, dans T* X = Spec(k[*;, ..., %,, &, .-+, &,]).

En particulier, soit fe&k[x,, ..., %] tel que X =f"*(o) <> E soit une hyper-
surface lisse et soit # 1’Idéal (2 gauche) de 2y engendré par f et les

[ 0lox; — ff 0lox; (1< i<j<1),

ou f; est la dérivée partielle de f par rapport a x;, alors # = P/ # n’est autre que
M = Hx(05) =1,(0x[0]);

A est holonome RS, on a
Car(#) = [T E]

et,si k=G, on a
DR (#*) = Cxan[dy].

(7.1) La transformation de Fourier (dite aussi « de Laplace ») pour les équations

différentielles est bien classique, cf. Ince ([19] (8.2), p. 187). Pour une présentation
dans le langage des 2-Modules, cf. [2] (3.3), et [5] (7.16).
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Fixons un corps & de caractéristique o et un entier r > 1; soient

E = Spec(k[x;, ..., %,])

I’espace vectoriel type de dimension r sur ket EY = Spec(k[ py, . ..,0,]) lespace
affine dual.

 La transformation de Fourier pour les 9-Modules est 1’équivalence de catégories,
notée F, entre la catégorie des Pg-Modules (2 gauche) quasi cohérents et celle des

Dgv-Modules (a gauche) quasi cohérents, définie comme suit : on a un isomorphisme de
k-algébres ‘

(7.1.1) F:T(EY, 95) > T(E, )

défini par
F(») = ofox;

Fojp) = —x 7

et, si A4 est un Pz-Module quasi cohérent, F(A) est le Dyv-Module quasi cohérent
caractérisé par

T(EY, F(A4)) = F(T(E, .4))

(le k-vectoriel T'(E, #) « vu» comme I'(EY, Zgv)-Module via F).
Si &V est défini comme & mais en échangeant les roles de x et y, E et EV, on a

FVoF = (— 150 FoF¥=(—10)"

D’autre part, il est clair sur la définition de & que & respecte la cohérence sur &
et ’holonomie (cf. la définition homologique de I’holonomie). Par contre, F ne respecte
pas en général la condition RS (pour r = 1, Dg/Pg(x — 1) est holonome RS, mais
F (D Dg(x — 1)) = Dgv[Dyv (0]0y + 1) est holonome, irrégulier a P’infini).

Exemple (7.x.2) (cf. [5] (8.2)). — Soit fe k[xy, ..., %,] définissant dans E une
hypersurface lisse X = f~'(0), alors le 25-Module 5#(05) (cf. (7.0.7)) admet pour
transformé de Fourier

e?‘(fol(@m)) - 9EV/}YV

ot #Y est le Pgv-Idéal 2 gauche engendré par
f(a/a.yl, MR a/a.)’r)

et les :
F @ - 800) 30— F Qs -5 200) 5, (1< i<j<r).

& se dérive trivialement et induit une équivalence de catégories, notée encore &,
entre D}y (Pg) et Dig(Dyv). :
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Lemme (%7.1.3). — Fourier « commute » & la dualité; plus précisément, on a un isomorphisme
canonique de foncteurs

Do%F ~ (— IEv)*og'—oD
de Dy (D) vers Dig(Dyv)-
En effet, on peut définir une transformation de Fourier &, pour les 2-Modules
a droite de maniére analogue a & et de telle sorte que l’on ait trivialement

R Homg  (F (M), Dgv) = F3(R Homg (M, Dy))
pour tout M € ob D} ,(Z5); il reste alors & vérifier que pour tout Zz-Module 4 droite .4
on a canoniquement
Ff(N) Bp, gy = (— 1gv) F(N B, 5 1),
ce que nous laissons au lecteur.
On trouvera en (7.5) une démonstration du lemme « bien connu » suivant :

Lemme (7.1.4). — Notons pr:E x,EY —E, pr¥:E x,EY —EV les projections
canoniques et { , >:E x; BV — Al = Spec(k[t]) la fleche d’¢valuation; soit L le D p1-Module
défini par

I'(A}, &) = R[]

et (8/ot) . P(t) = P'(¢) — P(¢) B
et soit ‘ L = Z[— 1] eob D};(2,).
Alors, on a un isomorphisme canonique de forwteurs |

F(—) = pr) (pr(—) 8¢ Y L) [2 — 7]
de D3y(Ty) dans Diy( D).

Remarque (7.1.5). — Ce lemme met en évidence une analogie entre la transfor-
mation de Fourier & ci-dessus et les transformations de Fourier &, définies au n° 2.
Cette analogie est renforcée par les faits suivants :

(1) On a, pour &, la formule
Fy(—) =Rpr) (pt(—) B Y L) [2 — 11 (1 — 1)

~ L —
o (—)®(—) =D(D(—)®D(—)) dans D(—, Q).
(2) Pour & = G, DR(L*) est lisse de rang 1 concentré en degré o (en fait égal
au faisceau constant C sur (A})™), :
(3) On a le dictionnaire ci-dessous entre propriétés de £ et de %,

& libre de rang 1 sur O, %, lisse de rang 1 sur A},q
& a pour irrégularité 1 a Pinfini | %, a pour conducteur de Swan 1 a I’infini
o A(Z) =0y AZ) =Q,
ot A(—) =s(—=)®pri(—)"'®prjy(—)"Y, avec pr;:A' x A' > A' (i = 1,2) les

deux projections canoniques et s:A' X A' — A' le morphisme somme.
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Plus généralement, si S est une variété sur £ (au sens de (7.0)) et si E 58 est
un fibré vectoriel de rang constant r> 1 et de fibré dual EY %S, onaun isomorphisme
F:(n"), g 57 9y

généralisant (7.1.1) qui permet de définir une équivalence de catégories
F : Dyy(Dg) — Di(Dgv),

encore appelée transformation de Fourier; les lemmes (7.1.3) et (7.1.4) s’étendent tels quels
a cette situation relative.

(7.2) Soient X une variété (au sens de (7.0)) sur un corps & de caractéristique o
et ¥ ={X,} une stratification de X (cf. (3.0)), a strates lisses sur %Z; pour chaque «,
on note i, : X, < X [Pinclusion.

On dira qu’un objet M de D} (%) est adapté ¢ & si, pour chaque «, tous les
faisceaux de cohomologie de #; M sont cohérents sur Oy C Dy et, donc a fortiors,
sont Oy -localement libres de rang fini.

On notera x(M) : X — Z la fonction constructible définie par

(M) (%) = 2 (— 1)7 dimy,) H/(7; M)

ou i,:{x} < X est 'inclusion et k(x) le corps résiduel de x; on dira que M est y-adapté
a % si M et x(M) sont adaptés a & (cf. (3.0)).

Remarque (%7.2.1). — En remplagant les 2}, i par des i}, i., on obtient les notions
l-adapté & &, fonction y!, et x-l-adapté & &'; M est alors adapté (resp. x-adapté) a &
si et seulement si D(M) est !-adapté (resp. x-!-adapté) & & et ¥'(D(M)) = x(M).

Soient # un Zyx-Module holonome et M = .#[o] eobD},(Zx). Si M est
x-adapté a une stratification £ comme ci-dessus et si X, €% est une strate ouverte dans X,
A | X, est localement libre de rang fini constant m, sur Oy (m, est la valeur de y(M)
sur X,) et

Car(A) | n1(X,) = m,.[Tx, X,].
Réciproquement, si U C X est un ouvert tel que

Car(A) | i~} (U) = m.[T} U]

pour un entier m> o, # | U est Oy-localement libre de rang constant m.

Remarque (7.2.2). — Si A est un Dx-Module holonome RS, la donnée du cycle
caractéristique Car(.#) est essentiellement équivalente aux données de yx(.#[o]) et
d’une stratification & de X comme ci-dessus & laquelle .#[o] est y-adapté; de plus,
pour k= G, DR(.#") est adapté (resp. y-adapté) a 2™ dés que #[o] est adapté
(resp. y-adapté) a & et yx(DR(A4*")) = x(#[0]). Mais tout ceci tombe en défaut dés
que 4 n’est plus RS.
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(7.3) Soient S un schéma de type fini sur Z, E>S un fibré vectoriel de rang
constant r>1 et EYZS son fibré vectoriel dual.
Pour toute variété T sur un corps & de caractéristique o (comme en (7.0)) et pour
tout morphisme T — S, on dispose du foncteur transformation de Fourier
Fr: Dio(De,) —> Dia(Dy)-
Alors, le théoréme (4.1) et son corollaire (4.2) admettent les prolongements
suivants :

Théoréme (77.3.1). — Sott, de plus, & = {E,} une stratification de E & strates E, lisses
sur S. Alors, il existe un entier N > 1, une stratification & ={EJ} de EV[1/N], a strates EY
non vides, lisses sur S[1[N] et plates sur Z et une application additive

fonctions constructibles fonctions constructibles
E[1/N] — Z adaptées 2= EV[1/N] - Z adaptées
a &[1/N] a 6'[1/N]

ayant les propriétés suivantes :

a) il existe un entier C >1 tel que N, &Y, C et o> @' fassent marcher (4.1);
b) pour toute variété T (comme en (77.0)) sur un corps k de caractéristique o, pour tout morphisme
T — S et pour tout objet M de Dis(Dy,) adapté & &y, le transformé de Fourier
F (M) € ob Djy(Dgy)

est adapté & &y et si, de plus, M est y-adapté a &, F (M) est aussi y-adapté & &y et on a
1(F2(M) = (x(M))".

Corollaire (7.3.2). — On suppose de plus S intégre, avec point générique de caractéristique
zéro, et soit encore & = {E,} une stratification de E a strates E, lisses sur S. Alors, il existe un
ouvert dense UY CEV de EV satisfaisant aux conditions suivantes :

a) UV fait marcher (4.2);
b) pour toute variété 'T (comme en (77.0)) sur un corps k de caractéristique o, pour tout morphisme
T —S avec Uy + o et pour tout Dy -Module holonome RS M, avec M[0] adapté & &y,
Fo(M) | Uy et (— 15)" Fo(A") | Uy,

ot M* = H°(D(M[0])), sont des Oyg-Modules localement libres de rang fini & connexions
intégrables en dualité parfaite; de plus, si M[0] est x-adapté & &y, le rang commun de ces deux
Ouy-Modules est constant sur Uy.

Remarques (7.3.3.1). — Nous n’avons pas eu le courage de développer une théorie
de dualité relative (cf. 1) pour les 2-Modules; dans (7.3.2 b), on utilise la dualité
absolue, mais cela revient au méme car on suppose T et donc Eq lisses sur &.

(7-3-.3.2) L’hypothese essentielle est I’hypothése RS; elle correspond a la modé-
ration dans le cadre ¢-adique.

413



198 NICHOLAS M. KATZ ET GERARD LAUMON

(7-3-3.3) On aimerait pouvoir formuler et démontrer un énoncé analogue a (4.2)
(iii) pour les 2-Modules, la pureté étant comprise au sens de la théorie de Hodge.

(7-3.4) Prewve de (7.3.1) et (7.3.2). — Compte tenu du formalisme rappelé
en (7.0), de (7.1.4), de (7.2.1) et du théoréme de changement de base (7.0.2), par
des arguments en tout point paralléles 4 ceux de (4.3), on rameéne ces énoncés au
lemme (4.3.2) et a son analogue suivant pour les Z-Modules : ‘

Lemme (7.3.4.1). — Soit T une variété (cf. (7.0)) sur un corps k de caractéristique o
et soit
gz{A'lr_D>D1, D}, D= 1 Da"
i=1
une stratification de A%, avec Dy, ..., D, des diviseurs dans A} finis étales sur T, de rangs cons-
tants d, ..., d,. Pour tout objet M de Dys(D ;) '-adapté & & (cf. (7.2.1)), on a alors :

(i) Pobjet pp,(M® oy L) de D2 ,(Dy), ot pp: AL — T et ap: AL — AL sont les projec-
tions canoniques et o L = L[— 1] est défini en (7.1.4), est & cohomologie Oy-localement
~ libre de rang fini, '
(ii) si on suppose que M est y-\-adapté & & (cf. (7.2.1)), alors la _fonction ¥ de pp, (M ® oy L)
est constante sur T de valeur

— da + _Zl d; a;

ot a (resp. a;) est la valeur constante de y'(M) sur Ay, — D (resp. D;, i=1,...,n)

et o d = X d; est le degré constant de D sur T.

i=1
(7-3-4.2) Prouvons (7.3.4.1). — Soit
AL PL D oo =PL— AL

T

la compactiﬁcation naturelle de pp, alors
pT*(M ® azl‘ L) = ET: jTt(M ® a'!l‘ L)

et il suffit de montrer, pour la partie (i), que la variété cé,ractéristiquc de chaque faisceau
de cohomologie de (M ® ahp L) € ob Dﬁol(.,@ﬂ) est contenue dans

Ty Piu Ti, Piu U T; P C T" P}
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(en effet, cela implique, puisque py est propre, que la variété caractéristique de chaque

faisceau de cohomologie de py, jr.(M ® a L) est contenue dans la section nulle du
cotangent 4 T). Or, au-dessus de A} C Py, c’est clair puisque

| Car(a#7(M))| € Ty Abu U T;, A4

pour tous j € Z (M est RS et !-adapté & &); d’autre part, localement pour la topologie
étale le long de cop, M est de la forme ap N avec N eob D}g(D,y) et : si j: Aj— P
est 'inclusion et ap:P; — P, la projection canonique,

g N®ay L) =ahj (N L),
ce qui entraine la conclusion.
Pour la partie (ii), la preuve est la méme que celle de (4.3.2) (iii) & condition
de remplacer la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevi¢ par la formule de I’indice de

Deligne (cf. P. Deligne, Equations différentielles & points singuliers réguliers, Lecture
Notes in Mathematics, n°® 163, Springer-Verlag, formule (6.21.1)).

Remarque. — La preuve de (7.3.4.1) (i) ci-dessus nous a été suggérée par Mebkhout.

(7.4) Comme nous P’avons déja remarqué en (5.6.1), les démonstrations (4.3)
et (5.4.2) fournissent des conditions suffisantes de pureté des sommes trigonométriques
S,(F,, ¢, a, ¢, x) définies en (5.0), conditions que I’on peut expliciter mais qui sont en
général plus restrictives que les critéres de pureté que I’on peut dégager par une analyse
géométrique précise. On peut alors se demander s’il existe une « recette » générale four-
nissant les critéres de pureté « optimals » des sommes S,(F,, ¢, a, §, x). Nous apportons
ci-dessous une réponse conjecturale a cette question.

Reprenons les notations de (5.0). De plus, notons K le corps des fractions de R
et (—)g le changement de base (—)®yK. Alors

fK* 0Xx

est un Z,r-Module holonome RS (cf. (7.0) ; fx, est 'image directe au sens des Z-Modules),
et son transformé de Fourier (cf. (7.1))

F (S Oxg)

est un P,r-Module holonome. Par suite, il existe un plus grand ouvert dense Uy de Aj
tel que

(7.4.1) Car(F (fx. Ox,)) | n~*(Ug) = d.[Tgy Ug]

ou d est un entier >0 et = : T* Ay — A} est le cotangent & A%; cet ouvert est homogeéne

(cf. (4.2.3)). Soit
F,..,F,eR[p,...,]

un systéme d’équations homogénes du fermé réduit Ay — Uy de Ag.
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Conjecture (77.4.2). — Il existe p e R — {0} tel que pour tout quintuple (F,, o, a, ¢, )
vérifiant
?(PFi) (an ce ey ar) *0

pour au moins un i €{1, ..., s}, toutes les conclusions de (5.2) sont satisfaites avec pour d Uentier

défini par (7.4.1).

Commentaires (7.4.2.1). — On trouvera dans [5] (8.7) une démonstration de
I’égalité des entiers d définis en (5.2) et (7.4.1); une autre démonstration est fournie

par (7.3.4.1) (ii).

(7-4.2.2) Dans le cas ou X est une hypersurface lisse de A} définie par une
équation feR[x, ..., %], les considérations développées en (7.0.5) et (7.1.2) per-
mettent en principe une détermination explicite de I'ouvert UY et donc d’un systéme
de polynémes F,, ..., F

(7.4.2.3) Le critére conjectural de pureté (7.4.2) est meilleur que le critére que
Pon peut expliciter a partir des démonstrations (4.3) et (5.4.2) (cf. (5.6.1)) et coincide
pour p € R — {0} assez divisible avec les critéres de pureté que I’on peut dégager
d’analyses géométriques précises (cf. [5] (8.7), [11] et [14]); cependant, notre conjecture
ne dit rien sur le p e R — {0} (mis & part son existence!).

Appendice (77.5) : preuve de (7.1.4).

On donnera la démonstration pour 7 = 1 (c’est le cas essentiel) et pour simplifier
les notations on posera 9, = 9[dx, 9, = 0/dy.
Les foncteurs f,, f' et ® s’étendent naturellement 2 D!, D D}y, tout comme &,

et on montrera en fait (7.1.4) pour les 2-Modules quasi cohérents. Soient . un
Dg-Module quasi cohérent et M = I'(E, #). On a alors

I'(E x, EY, pr' #[— 1]) = M ®, k[ ]
en tant que k[x, y]-module et
0, (m® P(9)) = (,.m) ®P()
9y-(m®P(y)) =mOP'();
on a de méme
I'(E x, EY, ¢, Y L) = k[x,]
en tant que Z[x, y]-module et
%-P(x,9) = Py(%,9) — yP(x,))
9,.P(x,9) = Py(x,y) — xP(x, ).
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Par suite,
T(E X, EY, pr' o & ¢ , Y L[1]) = M®, k[ y]
en tant que E[x, y]-module et
- (m®P())) = (8,.m) ® P(y) — m® (yP(y))
9y (m®P()) =m@P'(y) — (x.m) ®P(y);
enfin, on obtient que
P(EY, pr(pr' A <, Y L) [1]) = (M, k(5] = M &, k]

dans D°(k[ y, 9,]) (complexe concentré en degré — 1 et 0). Il ne reste plus qu’a remarquer
que la suite de k-vectoriels

0 >M®, k[ 3] EM® E[3] >M >0

Zmye 2 ok.m,
AL P AR S

est exacte et que la multiplication par y (resp. 9,) sur [M®, k[ y] 2">M®k R[]
induit la multiplication par 9, (resp. — x) sur M.
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