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INTRODUCTION

i« Groupes analytiques et application exponentielle.

Cet article traite des groupes analytiques p-adiques, ou groupes analytiques sur Q^,,
et de leur cohomologie.

Il existe une théorie générale des groupes analytiques sur un corps de carac-
téristique zéro, complet pour une valeur absolue : voir l'article de Dynkin [6] et sa
bibliographie. Dynkin met en évidence les propriétés communes aux groupes analytiques
sur R et sur Q ,̂ (complétions du corps premier Q,); sa théorie est locale : elle n'étudie
que certains voisinages des éléments neutres des groupes; par contre les espaces ne sont
pas supposés de dimension finie.

Nous nous intéressons seulement ici aux propriétés des groupes ^-adiques. Ces
groupes admettent leurs sous-groupes ouverts comme système fondamental de voisinages de l^ unité.
La théorie « locale » est ainsi « globale » en ce sens qu'elle permet d'étudier des groupes
proprement dits. Cela nous conduit à introduire diverses catégories de groupes; disons,
en première approximation, qu'il s'agit des groupes qu'on peut construire à partir
d'algèbres de Lie par Y application exponentielle, ainsi que de leurs sous-groupes fermés.

Rappelons que, pour un groupe analytique réel G, l'application exponentielle est
définie sur toute l'algèbre de Lie L de G, et prend ses valeurs dans G (voir, par ex. [5],
chap. IV, n° 8). Elle n'est pas nécessairement injective ni surjective, et son image n'est
pas nécessairement un sous-groupe de G. Au contraire, si G est un groupe analytique
p-adique, et L son algèbre de Lie, l'application exponentielle n'est définie que sur une partie
de L ; elle est injective et son image est un sous-groupe ouvert de G. En fait, si G est une limite
projective de ^-groupes discrets, c'est l'application « logarithme » qui est définie sur G
tout entier et prend ses valeurs dans L; l'exponentielle n'est alors qu'une application
réciproque partielle du logarithme.

Ces phénomènes apparaissent clairement dans l'étude du groupe multiplicatif
G = Q^p dont l'algèbre de Lie est le groupe additif L = Q^,. L'application exponentielle
est définie par la série classique
(i) expx= S (Tz!)-1^.

fi G N

Celle-ci converge pour les xeQ^p dévaluation ^ i si p>2 (resp. ^2 si ^=2).
Il vaut beaucoup mieux dire que la série (i) converge pour les x vérifiant
(2) V{x)>{p-î)-\

où v désigne la valuation p-adique normalisée par la condition

(3) ^)=i-
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6 M I C H E L L A Z A R D Introduction

En effet ce dernier énoncé vaut encore si x est pris dans une extension valuée
complète de Q^, et nous parviendrons à le généraliser sous cette forme. Avant d'exposer
ces généralisations, résumons quelques notions d'analyse ^-adique qui font l'objet du
chapitre Ier.

2. Espaces de Banach ^-adiques et notions dérivées»

Tous les espaces vectoriels normes rencontrés jusqu'à présent (cf. [26]) sur un corps
value k vérifient la relation ultramétrique (ou inégalité du triangle renforcée)

(4) |^+^|<max(|^|,|^|).

Les boules centrées à l'origine d'un tel espace sont alors des modules sur Vanneau û
des entiers du corps k. Il nous sera plus commode de formuler nos résultats pour des
fi-modules que pour des À-espaces vectoriels.

Tout d'abord nous remplacerons la notation multiplicative des valeurs absolues
et des normes par la notation additive des valuations, en conservant les conventions usuelles
(les « majorations » sont des minorations, etc.).

Ensuite nous nous contenterons des boules unités, c'est-à-dire des éléments de
valuation ^o. Exception faite des corps values (qui n'interviendront que rarement)
« value » signifiera « positivement value ».

Enfin nous utiliserons une notion de filtration (positive) plus générale que celle de
valuation. Notre définition Panneau filtré est donnée en (I, 2.1.1), celle de module filtré
sur un anneau filtré en (I, 2.1.3). Les anneaux et modules values sont définis en (I, 2 .2 .1)
et (I, 2 .2.2) . La principale différence entre filtrations et valuations telles que nous les
rencontrerons est que les premières servent aux définitions et les secondes aux théorèmes
(voir, par exemple, la définition du produit tensoriel filtré en (I, 2. i. 9) ainsi que le
théorème (I, 3.2.1)).

Les anneaux (resp. modules) filtrés possèdent des anneaux (resp. modules) gradués
associés. Les degrés sont des nombres réels >o, non nécessairement entiers (définitions
en (I, 1.1)). Lorsque l'anneau gradué F est un anneau de polynômes en une lettre sur un
corps (muni de sa graduation naturelle), les F-modules gradués ont une structure parti-
culièrement simple : il est plus important de supposer les degrés positifs que de les
supposer entiers (I, 1.2).

Les morphismes de modules filtrés sont définis de telle sorte que le passage au gradué
associé soit un foncteur, que nous notons « gr ». Nous utilisons le langage des catégories,
mais seulement d'un point de vue naïf : nous n'avons pas besoin d'Univers. Les modules
gradués (sur un même anneau gradué) constituent une catégorie abélienne, tandis que
les modules filtrés (sur un même anneau filtré) forment seulement une catégorie additive.
Cela explique peut-être l'importance du foncteur gr, qui ne sait pourtant pas distinguer
un module de son séparé-complète.

L'introduction de filtrations à valeurs réelles positives entraîne quelques compli-
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GROUPES ANALYTIQUES ^-ADIQUES 7

cations par rapport aux filtrations à valeurs entières : cf., par ex. (I, 2.3.8) et [^1
prop. 2, p. 25. Le point important n'est pas que les valeurs des filtrations soient entières,
mais qu'elles constituent une partie discrète de R : cette propriété définit les filtrations
discrètes (I, 2 .1.12). Il est commode, pour travailler avec des filtrations discrètes, d'avoir
supposé les filtrations positives (car toute partie discrète de R^. engendre un sous-monoïde
additif discret).

Nous avons introduit les modules values comme sous-modules d'une « boule unité ».
Réciproquement, à partir d'un module value M sur un anneau value commutatif Q, nous
pouvons reconstruire la boule unité du plus petit espace vectoriel (sur le corps k des
fractions de 0.) contenant M. Nous appelons divisé de M et notons div M le module value
ainsi obtenu. En complétant div M nous obtenons la boule unité du plus petit espace
de Banach contenant M ; nous appelons ce module saturé de M et nous le notons Sat M.
Les foncteurs « div » et « Sat » sont définis en (I, 2.2).

Nous aurons surtout à utiliser des modules values sur Z . La plupart des propriétés
de ces modules restent valables si Z ,̂ est remplacé par un anneau de valuation discrète
complet 0. (I, 3). Le gradué associé est un anneau de polynômes en une lettre sur le corps
résiduel de Q. Les û-modules values complets pour une filtration discrète ont une structure
simple (I, 3. i . 3) ; les ti-modules values de type fini sont complets et de valuation
discrète (I, 3. i .4). Il est possible de définir dans la catégorie des ti-modules values un
produit tensoriel dont les propriétés sont presque aussi simples que celles du produit tensoriel
d'espaces vectoriels (I, 3.2). Cela permet d'étudier les produits tensoriels complétés ou
saturés, ainsi que les algèbres tensorielles, symétriques et extérieures dans la catégorie
des û-modules values (1,3.3).

3. Construction de groupes; algèbres diagonales»

La formule de Hausdorff (IV, 3.2.2)

(5) ^jQ == x +j/ + ̂  [x,y\ + .. . + u^x.y) + . . .

est « symbolique » en ce sens qu'elle est seulement une égalité de séries formelles :
le corps de base Q, y est pris avec sa topologie discrète.

Nous nous intéressons ici à la topologie j&-adique de % et aux algèbres de Lie
topologiques correspondantes. L'écriture explicite de O(A:,^) par Dynkin et la majoration
/^-adique qui s'ensuit [6] ne sont pas « les meilleures possibles ». En fait la série de
Hausdorff (5) a même rayon de convergence p-adique que la série exponentielle (i).

Pour préciser cet énoncé, supposons que L soit une Z^-algèbre de Lie valuée, la
valuation w satisfaisant à l'axiome

(6) w{[x,y])^w{x)+w{^).

La structure de Zp-algèbre de Lie se prolonge naturellement au module saturé Sat L.
Disons, avec Serre [28], que L est ^-saturée si L s'identifie à l'ensemble des éléments
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8 MICHEL LAZARD Introduction

de valuation >(^-i)-i de Sat L. Si L est une telle algèbre de Lie, les « polynômes
de Lie » u^ de (5) définissent ^fonctions non seulement dans Q,p®z L, mais aussi dans
F algèbre de Lie L, et la série (5) converge lorsqu'on remplace x e t y par deux éléments de L.
Ces assertions, prouvées directement dans [i8], nous permettent d'associer un groupe à
chaque ^-algèbre -^-saturée, par l'introduction d'une nouvelle opération sur le même
ensemble.

Nous adopterons ici une méthode indirecte, mais plus puissante. Au lieu de prendre
la série (5) comme donnée, nous justifierons toujours la formule

(7) exp <D(A:,jO=(exp A:)(expjQ.

Pour cela nous nous ramènerons à l'étude d'une Zy-algèbre associative saturée A,
dont la valuation vérifie

(6/) w{xy)^w{x)+w{^).

Nous calculerons dans A les exponentielles (resp. logarithmes) des éléments x
vérifiant w(x)>{p—i)-1 (resp. w{x—i)>{p— i)-1) ; cf. (III, i. i). Par « sous-algèbre
de Lie de A » nous entendrons un sous-Zp-module stable pour le crochet [u, v] == uv—vu.

L'assertion suivante équivaut à la formule de Hausdorff avec sa majoration
^-adique : si L est une sous-algèbre de Lie ^-saturée de A, V ensemble des éléments exp x,
x parcourant L, est un sous-groupe multiplicatif de A.

Nous définissons (IV, i. 2) une Zp-algèbre diagonale saturée comme une ̂ -algèbre
supplémentée saturée, munie d'un homomorphisme

(8) A : A->Sat(A®^A).

Dans une telle algèbre, l'ensemble JSfA des éléments vérifiant
(9) A^==^®I+I®A:

est une sous-algèbre de Lie saturée', l'ensemble oS?*A des xe^A vérifiant w{x)> {p— i )
est une sous-algèbre de Lie ^-saturée.

D'autre part, nous notons ^A l'ensemble des xeA d'augmentation unité, vérifiant
( îû) ^X==X®X.

La partie ^A de ^A, définie par la condition w(x—1)> (p—i)-\ est un groupe
multiplicatif dans A.

Un théorème presque évident, mais fondamental, établit un isomorphisme « fonc-
toriel » entre JS^A et ^"A, au moyen des fonctions exp et Log (IV, 1.3.5).

Partons d'une Zy-algèbre de Lie valuée L; construisons les algèbres UL (algèbre
enveloppante de L) et Sat UL, puis prenons sur Sat UL la structure naturelle d'algèbre
diagonale, définie par la condition : Lc»SfSatUL.

Nous avons alors le théorème de saturation (IV, 3.1.3), qui consiste principalement
en la formule

(n) oSfSatUL=SatL.
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GROUPES ANALYTIQUES /»-ADIQUES 9

La formule de Hausdorff et sa majoration j^-adique s'en déduisent aisément.
L'essentiel dans la preuve du théorème de saturation est l'analogue « infinitésimal »
du théorème de Dedekind sur l'indépendance linéaire des automorphismes de corps.

4. Filtrations de groupes»

Une filtration d'un groupe G est une fonction à valeurs strictement positives (et 4- °°)
qui vérifie les deux axiomes (II, 1.1.1)

(12) (o(^~l)^min(co(A:), œ(jQ);

(13) œ^-^-^^o^+^jO.

Une algèbre de Lie graduée gr G peut être associée au groupe filtré G (II, 1.1.7);
les morphismes sont définis afin d'avoir unfoncteur « gr ».

Soient A un anneau filtré, G un groupe multiplicatif dans A, tels que w(x—i)>o
pour tout xeG. Nous définissons Infiltration induite œ de G en posant

(14) <ù{x)=w{x—i) pour xeG,

et nous obtenons une injection canonique de gr G dans gr A (II, 1.1.9).
Lorsque la condition de normalisation (3) est vérifiée dans A, c'est-à-dire si w(p) == i,

la filtration induite <o satisfait à l'axiome supplémentaire (II, 1.2.1)

(15) co(^)^ min(co(A:) 4- i, p^{x)).

Nous prenons cet axiome comme définition des p-filtrations (II, 1.2.10). Dans un
groupe ^-filtré G, l'élévation à la p-ième puissance donne, par passage au quotient, un
opérateur P défini sur l'ensemble des éléments homogènes de gr G. Nous obtenons
ainsi sur gr G une structure que nous appelons algèbre de Lie mixte (II, i. 2.5) et (II, 1.2.11).
Cette dénomination vient de ce que gr G « commence » comme une algèbre de Lie
restreinte (au sens de Jacobson), et « finit » comme une F-algèbre de Lie graduée,
F désignant l'anneau de polynômes Fp[^] avec sa graduation naturelle (deg n == i).

Les groupes p-valués, définis en (III, 2 .1 .2) , sont, parmi les groupes ^-filtrés,
l'analogue des Zy-modules values parmi les Zy-modules filtrés. Si G est ^-valué, gr G est
une r-algèbre de Lie, libre en tant que F-module, dont le rang sur F est dit rang
de G.

L'algèbre Zp[G] d'un groupe j^-valué G peut être munie canoniquement (III, 2.3.1)
d'une structure de Z-algèbre associative valuée, dont la filtration induit celle de G, de telle
sorte que grZy[G] s'identifie à U gr G (l'algèbre enveloppante de la F-algèbre grG).
Ce résultat (III, 2.3.3) est important, car il nous permet de construire la Zp-algèbre
saturée SatZp[G], et cette dernière possède une application diagonale naturelle, définie
par la condition GC^SatZ^G].

Définissons l'extension Sat G d'un groupe évalué G par la formule (IV, 3.3.1)

(16) SatG=^SatZ^[G].

393
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io M I C H E L L A Z A R D Introduction

Appelons p-satwé un groupe j&-valué G tel que G == Sat G. Cette relation est vérifiée
si et seulement si G est complet (pour la topologie définie par sa filtration) et si tout élément
defiltration ">p{p— i)~1 est une p-ième puissance dans G. L'assertion précédente est contenue
dans le « théorème de saturation des groupes » (IV, 3.2.5), qui nous apprend aussi que
la catégorie des Zp-algèbres diagonales de la forme Sat Zy[G], où G est un groupe évalué,
coïncide avec celle des Sat UL, où L est une Zy-algèbre de Lie valuée. Cette égalité de
deux catégories de Zy-algèbres diagonales saturées conduit à Visomorphisme de deux
catégories : celle des Zy-algèbres de Lie *-saturées et celle des groupes ̂ -saturés (IV, 3.2.6).

5. Groupes analytiques»

Faisons maintenant des hypothèses de finitude. Nous réserverons le nom de variétés
analytiques ^-adiques aux variétés analytiques de dimension finie sur Q^p : cf. [28], [30].

Un groupe analytique de dimension r sur Q ,̂ (III, 3.1.1) est localement compact et
totalement discontinu. Sa topologie est donc définie par ses sous-groupes ouverts compacts
(ou profinis [23]). Parmi ces sous-groupes ouverts compacts, il en est qui peuvent être
munis d'une filtration à valeurs entières pour laquelle ils sont p-saturés de rang r (III, 3.1.3).

Soit G un groupe p-valué complet de rang fini r. Nous pouvons choisir dans G une
base ordonnée (III, 2.2.4) qui définit un système de « coordonnées de seconde espèce » identifiant
le groupe à Z^. Cette identification met en évidence Yanalyticité de G; plus précisément (III,
3.1.5) le produit et l'inverse sont donnés dans G par des fonctions analytiques strictes
au sens de (III, 1.3.5). Si G est p-saturé, ces fonctions sont même analytiques tqylo-
riennes (III, 3.3.1) au sens de (III, 1.3.4).

Nous définissons (III, 3.1.6) les groupes p-valuables (resp. p-saturables) comme les
groupes admettant une p-valuation pour laquelle ils sont complets (resp. saturés) de rang fini
(un groupe évalué n'est donc pas toujours évaluable...). Des propriétés de la catégorie des
groupes/évaluables (resp. j^-saturables) sont énoncées en (III, 3.1.7) (resp. (III, 3.2.2)).

Si un pro-p-groupe (II, 2.1.2), ou plus généralement un groupe profini G, admet
une structure analytique sur Q^p, celle-ci est unique (III, 3.2.2) et (comme l'a remarqué
Chevalley) ne dépend que du groupe « abstrait » G (et non de sa topologie, contrairement
aux groupes de Lie réels). La question « le pro-p-groupe G est-il analytique ? » possède
donc un sens.

Nos critères d'analyticité concernent les pro-^-groupes de type fini (II, 2.1.4). Ils
expriment sous différentes formes l'idée suivante : les pro-j^-groupes analytiques sont
ceux où l'on rencontre beaucoup plus de p-ièmes puissances que de commutateurs;
cf. (A, 1.2) et (A, 1.9).

Nous utilisons essentiellement certaines j&-filtrations, appelées (^,j&)-filtrations ou
(x, ï,j&)-filtrations (II, 3.2). Ces dernières font intervenir explicitement une famille de
générateurs, et sont, de ce fait, assez compliquées; cependant elles fournissent toutes
les évaluations des groupes/évaluables (III, 3.1.10), et nous les rencontrons « natu-
rellement » dans certains exemples (III, 3.2.7), (IV, 3.4.10).
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GROUPES ANALYTIQUES /»-ADIQUES 11

Un critère simple (III, 3.4.4) permet d'établir un théorème de Serre (III, 3.4.5)
concernant les extensions de groupes analytiques sur Q^ .

Les séries de Golod-Chafarévitch [19] fournissent un critère d'analyticité pour
lequel il faut recourir à l'analyse classique : c'est « l'alternative des gocha » (A, 3.11).

6. Cohomologie.

La cohomologie de Tate des groupes profinis ([29], chap. Ier) fait opérer ceux-ci
continûment sur des modules discrets. Le complexe des cochaînes continues permet de définir
plus généralement la cohomologie continue H^(G, M) d'un groupe topologique G opérant
continûment sur un module topologique M.

Nos résultats (V) concernent le cas où G est un pro-p-groupe analytique, ou un groupe
compact analytique sur Q^,. Quant au G-module topologique M, nous devons supposer
que c'est une limite projective de p-groupes additifs discrets (non nécessairement finis).

Les complexes standard complétés (V, 1.2) traduisent la définition par cochaînes
continues. Le rôle de l'algèbre Z[G] en cohomologie discrète est joué, en cohomologie
continue, par la Zp-algèbre complétée du groupe G, notée Al G, définie comme limite
projective :

(17) AlG=nmZ^[G/U],

U parcourant les sous-groupes ouverts distingués de G.
Lorsque G est un groupe évalué complet de rang r, l'algèbre Al G est valuée (III,

2 • 3 • 3) et gr Al G s'identifie à U gr G (rappelons que gr G est une F-algèbre de Lie
et un r-module libre de rang r). Il existe alors un complexe standard de gr G (V, 1.3.4),
homotopiquement équivalent au complexe standard de U gr G (V, 1.2.1), mais beaucoup
plus maniable. Un lemme de Serre (V, 2.1) permet de « remonter » le complexe standard
de gr G : nous obtenons ainsi un complexe quasi-minimal (V, 2.2) qui est une résolution
Al G-libre et acyclique de Zy, nulle en dimensions >r.

Utilisant la « dualité de Poincaré », développée par Serre-Tate-Verdier [29],
ainsi qu'un théorème récent de Serre [31], nous parvenons à l'énoncé suivant, qui
précise (V, 2.5.8) : un pro-p-groupe analytique sans torsion est un groupe de Poincaré ; sa dimension
cohomologique est égale à sa dimension de variété analytique sur Q ^ ; le caractère qui définit son
module dualisant est le déterminant de sa représentation adjointe sur son algèbre de Lie.

Même si le groupe G a de la torsion, nous avons (V, 3.2.7)

(18) H?(G,M)=Ext^(Z^M).

J'ignore si ce résultat vaut encore quand G n'est plus analytique sur Q^ .
Lorsque le module M est de la forme ZyXQ^,, nous pouvons définir le complexe

des cochaînes analytiques. Nous obtenons ainsi des groupes de cohomologie analytique H^(G, M)
et des homomorphismes naturels

(19) H:(G,M)->H:(G,M).

39.5



12 MICHEL L A Z A R D Introduction

Ces derniers sont bijectifs (V, 2.3.10). Pour prouver ce théorème, nous tradui-
sons l'hypothèse d'analyticité des cochaînes au moyen d'un critère de J. Hily et
Y. Amice (III, 1.3.9).

Lorsque le module M est un ^-espace vectoriel de dimension finie, l'algèbre de Lie L
du grouper (V, 2.4.2) opère sur M, ce qui permet de calculer ses groupes de coho-
mologie H*(L, M). Ces derniers s'identifient à la cohomologie stable H^(G, M), définie
comme limite inductive pour la restriction :

(20) H:,(G,M)=HmH:(U,M),

U parcourant les sous-groupes ouverts de G. Le groupe G opère sur H*(L, M), et H^(G, M)
s'identifie aux points fixes de H*(L, M) : cf. (III, 2.4.10).

7. Divers.

L'Appendice qui termine ce travail devrait se trouver à la suite du chapitre III,
qu'il prolonge directement.

Si le lecteur ne s'intéresse pas aux critères d'analyticité, il peut négliger la notion
générale d'algèbre de Lie mixte (II, 1.2), pour ne considérer que des algèbres de Lie
ordinaires : cf. (III, 2.1.1).

Le chapitre IV (formule de Hausdorff, etc.) se trouve assez isolé. Exception faite
de (V, 2.4), nous utilisons rarement ses résultats, et la théorie des groupes analytiques
/>-adiques pourrait sans doute être développée sans parler de l'application exponentielle.

Parmi les nombreuses questions ouvertes, en voici quatre qui me paraissent assez
vastes.

A) Le foncteur « Ala », défini en (III, 3.3), n'est pas utilisé plus loin. La cohomologie
taylorienne d'un groupe f-saturé de rang fini G est définie comme la cohomologie continue
de l'algèbre Ala G (V, i. 1.7). Si G=Zp, on retrouve des calculs de [16] par une voie
différente. J'ai décrit dans [20] un complexe de H. Cartan qui joue, pour la cohomologie
taylorienne, le même rôle que le complexe de Koszul pour la cohomologie continue.
Par produits tensoriels on atteint facilement les groupes commutatifs de la forme Z",
mais l'extension du lemme de Serre (V, 2.1), qui permettrait de prouver quelques
résultats généraux sur la cohomologie taylorienne, n'est pas encore au point. Lorsqu'on
étudie la cohomologie taylorienne d'un groupe G à coefficients dans des f y-espaces
vectoriels, on trouve la cohomologie rationnelle (au sens de Hochschild [i i]) de G/G»', considéré
comme groupe algébrique sur Fy.

B) Nous avons utilisé la « majoration /»-adique » de la formule de Hausdorff,
mais l'étude des propriétés arithmétiques fines de cette formule (notamment des valuations
^-adiques de ses termes) reste à faire. On peut encore en espérer des applications intéres-
santes à la théorie des /f-groupes.

C) L'étude comparée des cohomologies des groupes et des algèbres de Lie a été
menée brutalement (V, 2.4) : nous avons tué toute la torsion. Pour un groupe
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^-saturable G, la comparaison arithmétique des cohomologies de G et de la Z -algèbre
de Lie associée reste à faire.

D) De même qu'on étudie des groupes de Lie complexes, il y aurait lieu d'examiner
les groupes analytiques sur une extension finie K de Q^,. Pour ne pas allonger l'exposé,
je n'ai pas signalé les énoncés obtenus (au chap. IV) en supposant donnés les « sous-
groupes à un paramètre analytique sur K »; cf. aussi [6]. Il conviendrait de généraliser
les résultats de (V, 2.3) en définissant la cohomologie holomorphe d'un pro-p-groupe analy-
tique sur K. Il est vraisemblable que, si la « dimension cohomologique holomorphe »
est finie, elle est égale à la dimension du groupe comme variété analytique sur K.

Je n'aurais pas pu entreprendre ni achever ce travail sans le concours de Jean-Pierre
Serre qui, dans les rôles multiples d'inspirateur, de référendaire, voire même de lecteur,
a constitué en fait un jury, à qui je présente ces thèses avec une reconnaissance sincère
et amicale.

Conventions générales

Anneaux et algèbres. — Le mot « anneau » signifiera toujours dans cet article « anneau
associatif possédant une unité distincte du zéro ».

Les modules seront unitaires et, sauf mention du contraire, à gauche sur l'anneau
de base.

Les algèbres seront associatives ou de Lie. Les algèbres associatives seront unitaires.
Une algèbre supplémentée A sur l'anneau commutatif Q est une ti-algèbre associative,

donnée avec un homomorphisme s : A->ti, appelé augmentation-, cf. [4], chap. X.
Multidegrés. — Pour tout ensemble I, N1 désigne l'ensemble des applications de 1

dans N, c'est-à-dire des familles a=(oc,),çi d'entiers ^o. La partie N^ de N1 est
formée des a tels que a,==o, sauf pour un nombre fini d'indices iel. Nous posons
alors | a| = S a,.1 1 < e i

Nous munissons N1 et N^ de leurs structures de monoïdes additifs ordonnés :
(a + (3),== a, + (3, pour tout i, et a ̂ (3 équivaut à a,^ p, pour tout i.

Constantes. — Les lettres grasses sont, en principe, réservées aux constantes : Z désigne
les entiers rationnels, etc.

Voici les exceptions à l'usage que le lecteur rencontrera.
Des lettres grecques grasses sont utilisées au chapitre V pour désigner des multidegrés.
La lettre p représente un nombre premier fixe. La lettre n est utilisée dans différents

contextes, mais, à partir du théorème (3.11) de l'Appendice, elle désigne la constante
connue 3,14...

Renvois. — Les numéros entre crochets renvoient à la bibliographie, ceux entre
parenthèses au présent article. Les chiffres romains (ou la lettre A) indiquent le numéro
du chapitre (ou l'Appendice); leur absence signifie qu'il s'agit du même chapitre (ou
de l'Appendice).
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CHAPITRE PREMIER

GRADUATIONS, FILTRATIONS. VALUATIONS

i. GRADUATIONS

(1 .1 ) Anneaux et modules gradués.

(1.1.1) Définition. — Nous réserverons le nom d'anneau gradué aux anneaux
gradués de type R^_. Un tel anneau F est donc la somme directe de ses composantes homo-
gènes I\ (sous-groupes additifs), l'indice v (degré) parcourant l'ensemble R^ des
nombres réels ^o. Les éléments homogènes de F sont ceux qui appartiennent à l'un
des I\; le produit de deux éléments homogènes de degrés v et v' est homogène de
degré v+^.

(1.1.2) Nous appellerons de même module sur l'anneau gradué F un T-module
gradué de type R^.. Un tel module M est donc la somme directe de ses composantes
homogènes M^ (veR^.), et la relation

F^.M^CM,.^

est supposée vérifiée pour tous v, v'eR^.
(1.1.3) Les anneaux et modules gradués usuels, c'est-à-dire gradués de type N,

entrent dans notre définition si nous convenons que leurs composantes homogènes de
degrés non entiers sont nulles.

Nous dirons que la graduation d'un anneau ou d'un module est discrète si l'ensemble
des degrés des composantes homogènes non nulles est une partie discrète de R^_.

Rappelons qu'une partie discrète de R+ est soit une partie finie, soit une suite
indéfiniment croissante. Le sous-monoïde (additif) de R^. engendré par une partie
discrète est encore une partie discrète.

(1.1.4) Si M et M' sont deux modules sur l'anneau gradué F, nous appellerons
morphisme f : M->M' une application F-linéaire de M dans M', homogène de degré zéro,
c'est-à-dire vérifiant /(M^)CM^ pour tout v.

Cette convention achève de définir la catégorie Gr(F) des modules gradués sur
l'anneau gradué F. Définitions analogues pour les modules à droite.

(1.1.5) La catégorie Gr(F) est une catégorie abélienne. Autrement dit nous ne
considérons que des sous-modules gradués (c'est-à-dire engendrés par leurs éléments
homogènes), et les modules quotients sont toujours munis de leur graduation quo-
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tient (qui est définie puisque les noyaux sont gradués). Les sommes directes et les limites
inductives existent dans Gr(r).

(1.1.6) Nous appellerons famille de générateurs d'un F-module gradué une famille de
générateurs homogènes. Un F-module libre sera un F-module (gradué), libre pour une
certaine famille de générateurs (homogènes).

(1.1.7) Produit tensoriel gradué. — Soient M un module à droite (mentionnons-le
expressément!) et M' un module à gauche, tous deux gradués sur l'anneau gradué F.

Le produit tensoriel M'^M^pM' est un groupe additif (et un F-module si F
est commutatif, auquel cas il est inutile d'introduire des modules à droite). Le groupe
additif (resp. le module) M" peut être muni d'une graduation définie univoquement
par la condition suivante : si xeM. et x'eM.' sont tous deux homogènes^ de degrés v et v',
alors x^x'eM." est homogène de degré v+v' .

L'unicité de cette graduation résulte de la représentation des éléments de M et
de M' comme sommes de leurs composantes homogènes. Son existence peut s'établir
comme suit.

Restreignons les scalaires à la composante homogène FQ de F. Comme les sous-
groupes M^ et M^ sont des sous-Fo-modules, le produit tensoriel M*==M®p^M' est
la somme directe des sous-groupes M^®p^M^ (pour v, v'eR^), d'où l'existence de
la graduation du groupe additif M*. Or M" s'obtient comme le quotient de M* par le
sous-groupe qu'engendrent les relations

x^x'—x^x' {xeM, x'eM\ XeF).

Comme ces relations sont trilinéaires en (^, x\ X) nous pouvons supposer ces éléments
homogènes, et le groupe gradué M" (resp. le module gradué si F est commutatif) s'obtient
comme quotient du groupe gradué M*.

Le produit tensoriel M^^M^pM', muni de la graduation précisée, sera dit le
produit tensoriel gradué de M et M' (sur F).

(i. i. 8) Propriétés du produit tensoriel gradué; exemple. — Le produit tensoriel gradué
est « associatif » et il permute aux limites inductives. Cela veut dire que les mêmes
assertions concernant le produit tensoriel usuel s'étendent sans modification au produit
tensoriel gradué.

Supposons que M soit un module (à droite) libre engendré par les générateurs ^
de degrés T^ (z'el) et que M' soit libre pour les générateurs ̂  de degrés Qy (jej). Alors
le produit tensoriel gradué M"= M^pM' est la somme directe des sous-groupes ^F®^.;
ses éléments homogènes de degré v s'écrivent univoquement

^i\i®f^

où les \. j sont des éléments de F, homogènes de degrés respectifs v—(^4- 9;) et presque
tous nuls. Si F est commutatif, M" est un F-module libre.

(1.1.9) Algèbres graduées. — Une algèbre sur l'anneau gradué F est un
F-module gradué (1.1.2) muni d'une multiplication bilinéaire pour laquelle le produit de
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deux éléments homogènes est encore homogène, son degré étant la somme des degrés
des facteurs. En d'autres termes la multiplication de l'algèbre A est définie par une
application F-linéaire : A®pA—»-A, et nous exigeons que cette application soit un
morphisme dans Gr(F) (1.1.4). Cela suffit pour les algèbres de Lie. Les algèbres associatives
sont supposées unitaires, et nous exigeons que Phomomorphisme d'algèbres F—-A soit
un morphisme dans Gr(F). Enfin pour définir une algèbre supplémentée nous devons nous
donner un homomorphisme d'algèbres A-^F; nous supposons encore que c'est un
morphisme dans Gr(r).

Le produit tensoriel gradué de deux F-algèbres associatives (resp. supplémentées)
est encore une F-algèbre associative (resp. supplémentée).

(1.1.10) Modification des degrés : homothétie et translation. — Quand nous étudions
un anneau gradué F et la catégorie Gr(F), nous pouvons multiplier par un même
nombre strictement positif les degrés des éléments de F et des F-modules. Quand nous
étudions un certain module M sur l'anneau gradué F, nous pouvons additionner une
constante aux degrés des éléments homogènes non nuls de M (sans modifier les degrés
dans F) ; cette constante peut être négative, pourvu que les nouveaux degrés dans M
restent positifs.

(1.2) La catégorie Gr(F), où F est un anneau de polynômes en une indéter-
minée à coefficients dans un corps»

(1.2.1) Définition de Panneau gradué F. — Soient k un corps commutatif et TT une
indéterminée. Nous formons l'anneau de polynômes F==/;[7r] et nous munissons F de sa
graduation naturelle. Précisons que la composante de degré zéro, Fg, est égale à /;, et
que TT est homogène de degré strictement positif. Il est préférable de ne pas supposer
que deg7r==i : nous pourrons toujours appliquer la remarque (1.1.10).

(1.2.2) F'-modules sans torsion. — Un F-module sans torsion M est un F-module
gradué (1.1.2) , sans torsion en tant que module : si À et x sont deux éléments non nuls
dans F et M respectivement, leur produit Axe M est encore différent de zéro. Pour vérifier
que M est sans torsion, il nous suffit de prendre x et X homogènes (considérer les compo-
santes homogènes de x et de X). Puis il suffit de prendre ÀeF de la forme n" (%eN),
car k est un corps. Enfin nous voyons que M est un T-module sans torsion si et seulement si
la multiplication par n est une injection de M dans lui-même. Dans ce cas, la division par TC
des éléments de M est univoque lorsqu'elle est possible, et elle diminue les degrés de la
constante deg7r(>o). Si M est sans torsion^ à tout xeM correspond un plus grand entier neN
tel qu'il existe jyeM vérifiant nny=x; l'élément y est univoquement déterminé par x.

Les démonstrations des deux théorèmes qui suivent seront données en (1.3).
(1.2.3) Théorème : liberté des T-modules sans torsion. — Tout Y-module sans torsion M

est libre. Si X (CM) est une base de M et X^ V ensemble des éléments de X de degré v, alors les
cardinaux des ensembles X^ (veR^.) sont déterminés par M. Ces cardinaux définissent M. à un
isomorphisme près.
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(1.2.4) Théorème des bases adaptées. — Soient M un Y-module sans torsion et N un
sous-module de M. 77 existe une base X de M (1 .2 .3 ) possédant la propriété suivante. A tout xeX.
associons le plus petit entier n^eîf tel que Tr^eN, ou bien posons n^==co si TT^A-^N pour
tout n ; alors les éléments n^x constituent une base du module N, x parcourant la partie X' de X
sur laquelle n^<co. Pour veR^. et ^eNu^oo}, définissons X^ comme l'ensemble des A:eX
pour lesquels degA:=v et n^-=n. Le couple (M, N) détermine les cardinaux des X^, qui
définissent le couple à un isomorphisme près.

(1 .2 .5) Corollaire. — Tout Y-module ( 1 . 1 . 2 ) est somme directe de Y-modules mono gènes ̂
isomorphes à Y ou à F/TT^T, après translation des degrés ( 1 . 1 . 1 0 ) .

Preuve. — Chaque module est quotient d'un module libre (1.1.6), dans lequel
nous prenons une base adaptée au noyau (1.2.4).

(1 .2.6) Corollaire. — Soient y:N->M et f : N'->M' deux morphismes injectifs
de Y-modules sans torsion. Alors le morphisme fôf : N®pN' ->• MOOpM' est injectif.

Preuve. — Nous prenons des bases adaptées à M et/(N) ainsi qu'à M' et/ÇN'),
puis nous appliquons (1.1.8) : nous obtenons une base de M®M' adaptée à
(/^/'KN^N').

(1.2.7) Remarque. — Les théorèmes (1.2.3) et (1.2.4) ne font pas intervenir
la commutativité de k. Ils restent vrais lorsque Y est un anneau de polynômes « tordus »
ainsi défini : k est un corps (non nécessairement commutatif), a est un automorphisme
de k, les éléments de Y s'écrivent univoquement sous la forme S X^1 (\eÂ:, presque

i £ N
tous nuls) et enfin 7rX=X°7r, pour \ek. La composante YQ de Y est toujours supposée
égale à k.

(1.3) Preuves des théorèmes (1.2.3) et (1.2.4).

(i.3.i) Décomposition de la catégorie Gr(r). — Quitte à diviser tous les degrés
par degîc, nous pouvons supposer que deg7r==i (1.1.10). Pour tout F-module M
et tout nombre réel e, avec o^<i, nous posons

(1 .3 .1 .1 ) M(.)=JLÎ M,

Autrement dit, M(e) est la somme directe des composantes homogènes de M
de degrés ^+1,^+2, . . . Alors M(^), n'est pas seulement un sous-groupe additif,
mais aussi un sous-F-module de M, et nous avons une décomposition de M en somme
directe de F-modules :

(1.3.1.2) M== II M(e).
v w ' 0^e<l ' /

Si / : M->M' est un morphisme de F-modules ( i . i .4),/applique M(e) dans M'Çe)
pour tout e. Il nous suffira donc de démontrer les théorèmes (1.2.3) et (1.2.4) pour
un r-module M tel que M=M(^). D'après (1.1.10) nous pourrons diminuer de e
les degrés des éléments homogènes de M, et nous ramener ainsi à un module gradué de type N
(tel que M==M(o)), ce que nous supposerons désormais.
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(ï.3.2) Cas particulier. — Soit M un F-module sans torsion, gradué de type N
et engendré (en tant que F-module) par sa composante M^ pour un certain entier aeN.
Les éléments homogènes non nuls de M sont de degré a+î, î'eN, et s'écrivent univo-
quement (1 .2 .2) sous la forme n'x, xeM^. Nous vérifions qu'une base XCM^ du
^-espace vectoriel M^ est une base de M sur F, et que toute base de M sur F est une base
de M^ sur k.

(1.3.3) Preuve de (1.2.3) pour un T-module sans torsion M, gradué de type N. —
Pour tout aeN, notons ^M le sous-module de M engendré par les composantes M,,
où o^î'^a, et/a le morphisme canonique de ^M sur le quotient JM/^_iM. Les JM
croissent avec a et leur réunion est M. Le module ^M/a-iM est engendré par ses
éléments de degré a, et ses éléments homogènes non nuls sont ceux qui s'écrivent sous
la forme fy,(^x), où î'eN et xeMy, n'est pas divisible par TT (1 .2 .2) . Les modules
aM/^_^M sont donc sans torsion. Nous appliquons (1.3.2) et nous choisissons, pour
chaque aeN, une partie X^CM^ telle que la famille /a(XJ soit une base de ^M/^.iM.
Par récurrence sur a nous voyons que U X, est une base de ^M, donc que X== U X

O^i^a » C N
est une base de M. Réciproquement toute base de M s'obtient de cette manière, ce qui
achève de prouver (1.2.3).

(1.3.4) Preuve de (1.2. ,4) dans un cas particulier. — Supposons comme en (1.3.2),
que le module M soit engendré par sa composante M^ et prenons un sous-module
quelconque N de M. Le module N est sans torsion, et possède donc (1.2.3) une base Y.
A chaque élément j^eY associons l'élément xeMy, et l'entier T^eN, déterminés par
la relation y=Tnxx. Notons X' la partie de M^ formée des x ainsi obtenus; la partie X'
est libre sur k, donc se complète en une base X = X' u X" de M^ sur k, c'est-à-dire (1.3.2)
de M sur F. Si N' désigne le sous-module de M engendré par les AreX', le cardinal
de X" est déterminé par le quotient M/N'. Or N' peut être défini comme l'ensemble
des -seM tels qu'existe neVI avec Ti^eN. Nous avons donc prouvé (1.2.4) dans le
cas particulier étudié.

(1.3.5) Preuve de (1 .2 .4) lorsque M est un T-module sans torsion gradué de type N. —
Reprenons les notations de (1.3.3), et soit N un sous-module de M. Posons, pour
chaque aeN, aN==aMnN. Les "N croissent avec a, et leur réunion est N. Soit Y^ une
partie de "N formée d'éléments homogènes, et telle que la famille /aC^a) solt une base
du module sans torsion/^("N). A chaque jeY^ associons xeMy^ et l'entier n^ défini
par ^=71^^; notons X^ l'ensemble des xeM^ ainsi obtenu. Appliquant (1.3.4) au
module JM/a-jM, nous voyons qu'il existe une partie X^ de M^ telle que la famille
f^X^uX^) soit une base de ^M/^_^M. Posons

X,=X,uX,', X= U X, et Y= U Y,.
a ç a a ç= "

Nous savons (1.3.3) que X est une base de M sur F; et nous voyons de même que Y
est une base de N. Nous avons ainsi obtenu des bases adaptées pour M et N, et nous
vérifions que toutes les bases adaptées s'obtiennent par le procédé suivi, ce qui, grâce
à (1.3.1), établit (1.2.4) dans le cas général.
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a. FILTRATIONS ET VALUATIONS

(2. i) Anneaux et modules filtrés.

(2.1.1) Définition. — Nous appellerons anneau filtré un anneau 0, muni d'une
application

v : Q -> R^u{+oo}

vérifiant les axiomes suivants. Pour tous À, {jieti,
( 2 . 1 . 1 . 1 ) y(X—[ji)>min(y(À),y(pL));

( 2 . 1 . 1 . 2 ) V{\[L)^V(\)+V{[L);

(2 .1 .1 .3) y ( i )=o.

La fonction v sera dite la filtration de il; le nombre v(\) s'appellera la filtration
de l'élément XGÛ. S'il intervient plusieurs anneaux, nous écrirons parfois y(Q; X) la
filtration de À6Î2.

L'axiome (2. i . i . 2) implique soit (2.1.1.3) , soit v(\) =4-00 pour tout À eiî.
Ce dernier cas est inintéressant.

(2.1.2) Définition de Vanneau filtré 0. par les idéaux 0.^. — Pour chaque veR^.,
notons H, l'ensemble des À eu tels que v(\) ̂  v. Les H, sont une famille d'idéaux bilatères
de 0,, possédant les propriétés suivantes :
(2.1.2.1) H, = ? H,,, pour tout v e R _^. ;

(2.1.2.2) n,.Q^C:n,.^, pour tous v ,v 'eR^.

Réciproquement, si nous avons une famille d'idéaux H, vérifiant les deux relations
précédentes, elle provient d'une filtration v de û, que nous retrouvons en posant
(2.1.2.3) y(X)=supv, la borne supérieure étant prise sur l'ensemble des veR^. tels

que XeU,.

(2.1.3) Un module filtré sur l'anneau filtré û est un ti-module M muni d'une
application

w : M -> R+u{+oo}
vérifiant les axiomes
(2 .1 .3 .1 ) w(x—jy)^mm(w{x),w{jy)) pour x,jyeM-,
(2 .1 .3 .2) w(\x)^- v(\) -\-w{x) pour ÀeiQ et xeM..

Éventuellement nous écrirons w(M.; x) au lieu de w{x),
Pour chaque veR^., nous définissons M^, comme l'ensemble des xeM. vérifiant

w(^)^v. Les M^ sont des sous-modules de M, qui satisfont aux relations.

(2.1.3.3) M^= ? M^, pour tout veR^.;

(2.1.3.4) U,.M^CM^^, pour tous v^'eR^.
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Réciproquement une telle famille de sous-modules correspond à une valuation w.
(2.1.4) Soient M et M' deux Q-modules filtrés (2.1.3). Nous appellerons

morphisme f'.M-^M' une application Q-linéaire vérifiant
(2 .1 .4 .1) w(M';/(^))^w(M; x) pour xeM,

ou la relation équivalente
(2.1.4.2) /(MJCM^ pour veR+ .

Nous venons de définir la catégorie des modules filtrés sur l'anneau filtré Q. Cette
catégorie sera notée Fil(Q). Ce n'est pas une catégorie abélienne.

(2.1.5) Nous appellerons isomêtrie un morphisme / : M ->M' qui est injectifet qui
conserve les filtrations, c'est-à-dire vérifie

(2 .1 .5 .1) wÇM'yfÇx)) ==w(M; x) pour xeM.

Si M est un sous-module d'un module filtré M', Infiltration induite de M s'obtient
par restriction de la fonction w :
(2.1.5.2) w(M; x) ==Z£;(M'; x) pour xeM.

Une isomêtrie /: M->M' permet d'identifier M au sous-module/(M) de M',
muni de sa filtration induite.

(2.1.6) Borne inférieure d'une famille de filtrations. — Soit (^) (î'el) une famille de
filtrations d'un anneau îi (2.1.1). Posons
(2.1.6.1) v(\) ==inf^(X), pour Àeti.

La fonction v ainsi définie est encore une filtration de 0., que nous appellerons
la borne inférieure des filtrations v,. Si nous notons û^ l'idéal H, (2 .1 .2) correspondant
à la filtration ^, la filtration v est définie par les idéaux

(2 .1 .6 .2) ^n^-

Donnons-nous maintenant un anneau filtré 0., un il-module M et une famille w^
de filtrations de M (2.1.3). Nous définissons la borne inférieure w des filtrations w^ en
posant
(2 .1 .6 .3) w(x) =mf^(;v), pour xeM.

Nous pouvons, comme en (2 .1 .6 .2) définir la filtration w par les sous-modules M^ :

(2.1.6.4) M^nMi?.

(2.1.7) Filtration quotient. — Soient M un Q-module filtré, et f'.M-^M' un
épimorphisme de û-modules. Nous définissons la filtration quotient de M' (pour le
morphisme/) comme la borne inférieure des filtrations de M' pour lesquelles f est un morphisme
dans Fil(û). Cette définition équivaut à poser, pour xeM',
(2 .1 .7 .1 ) ^(M'; x) = sup w(M$j).

/(</)== x
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(2.1.8) Les sommes directes et les limites inductives existent dans la catégorie Fil(îl). —
Ce sont les sommes directes (resp. limites inductives) dans la catégorie des îl-modules,
munies de filtrations qu'on peut définir comme bornes inférieures, cf. (2.1.7).

La filtration d'une somme directe M de la famille des Q-modules filtrés M^ est
définie par la formule

(2.1.8.1) Z£;(M ; x) = mf ̂ (M^; ̂ ), où x^ désigne la composante dans M^ de Vêlement xeM..

Si M = lim M^ est une limite inductive des M^, définie par les applications
ïî-linéaires f^ : M^—^M, la filtration de M est la borne inférieure des filtrations pour
lesquelles les ̂  sont des morphismes (2.1.4). Autrement dit nous posons

(2 .1 .8 .2 ) w(M', A-)=sup ^(M^;^),
^y

la borne supérieure étant prise sur l'ensemble des ieï et yeM.^ tels que fi{^)==x.
(2.1.9) Le produit tensoriel filtré. — Lorsque l'anneau filtré 0. n'est pas commutatif,

nous étendons les définitions précédentes aux ^-modules à droite, ce qui nous permet
d'introduire généralement le produit tensoriel M"== M®oM' d'un îi-module (à droite)
filtré M par un û-module (à gauche) filtré M'. Pour obtenir le produit tensoriel filtré de M
et M' nous munissons le groupe additif M" (resp. le tl-module M", si ti est commutatif)
de la borne inférieure des filtrations w pour lesquelles

(2.1.9.1) w{Mff;x®Jy)^w(M;x)+w{M/;Jy),

pour tous xeM et yeM.\
Cette borne inférieure peut encore être définie comme suit. Nous considérons toutes

les écritures d'un même élément -seM" sous la forme

(2.1.9.2) ^=S^®^, ^eM,j^eM',
i

et nous définissons w{M."\^) comme la borne supérieure des nombres

(2.1.9.3) inf^Mî^+^M';^)).

(2.1.10) Propriétés du produit tensoriel filtré. — Le produit tensoriel filtré est « asso-
ciatif» et permute aux limites inductives : les assertions concernant les modules s'étendent
sans modification aux modules filtrés.

(2.1.11) Algèbres filtrées. — Une algèbre filtrée A sur un anneau commutatif
filtré û est une ti-algèbre et un fî-module filtré. Nous lui imposons de vérifier

( 2 . 1 . 1 1 . 1 ) ^(A; xy)^w{A; x)+w{A;y),

pour XyjyeA.
Cette condition s'énonce encore en disant que l'application Q-linéaire A®^A->A,

qui définit la multiplication dans A, doit être un morphisme dans la catégorie Fil(i2).
De même les applications ÎÎ-^A et A->Q des algèbres associatives et supplémentées
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doivent être des morphismes dans Fil(Q). Une algèbre supplémentée A s'identifie à la
somme directe (2.1.8) de 0, et de son idéal d'augmentation.

Le produit tensoriel filtré de deux algèbres associatives (resp. supplémentées) est
une algèbre associative (resp. supplémentée).

(2.1.12) Filtrations discrètes. — La filtration d'un anneau (ou d'un module) sera
dite discrète si l'ensemble des filtrations finies des éléments de l'anneau (ou du module)
est une partie discrète de R+. Citons, comme exemple de filtrations discrètes, les filtrations
à valeurs dans N [3]. Les filtrations discrètes ne sont pas plus compliquées que celles
à valeurs dans N; elles permettent les mêmes raisonnements par récurrence. Par contre
les filtrations générales (à valeurs dans R^.) s'accompagnent de phénomènes désagréables.
C'est ainsi que la borne supérieure dans la formule (2 .1 .7 .1) peut ne pas être atteinte
en un j^eM; même remarque pour la formule (2.1.8.2).

(2.1.13) Topologie associée à une filtration. — Un anneau (resp. module) filtré est
un anneau (resp. module) topologique lorsqu'on prend comme système fondamental de
voisinages de zéro les idéaux H, de (2.1 .2) (resp. les sous-modules M^ de (2.1.3)).
La filtration sera dite séparée si la topologie est séparée, c'est-à-dire si zéro est le seul
élément de filtration infinie.

Remarquons qu'une filtration discrète (2.1.12) ne correspond pas nécessairement
à une topologie discrète. Un morphisme de modules filtrés (2.1.4) est une application
linéaire continue, mais une application linéaire continue n'est pas nécessairement un
morphisme.

(2.1.14) Complétions. — Nous utiliserons toujours le mot « complet » au sens de
« séparé et complet ». Un anneau filtré Q, est complet si et seulement si l'application
canonique îi->lim Q/H, est bijective; même énoncé pour les modules. Nous construisons
le complété d'un anneau filtré séparé 0, (resp. d'un module filtré séparé M) sous la
forme â==limt2/^ (resp. M==limM/MJ.

Nous avons ainsi un foncteur « chapeau » qui possède d'aussi bonnes propriétés
qu'en [3] parce que les topologies considérées sont métrisables, que les filtrations soient
discrètes ou non (2.1.12). En toute rigueur il nous faudrait parler de IÎÏ comme d'un
module complet, donné avec une isométrie M->M (2.1.5); en fait nous considérons
le plus souvent ]M comme une extension de M. La définition usuelle de ]M fait intervenir
la topologie (plus précisément la structure uniforme) de M. Nous nous intéressons bien
plus aux morphismes dans Fil(fî) qu'aux applications continues (2. i . 13); c'est pourquoi
le complété M d'un module filtré séparé M interviendra par la propriété suivante :
c'est une extension filtrée complète de M, et tout morphisme de M dans un module
filtré complet N se prolonge univoquement en un morphisme de M dans N.

La complétée d'une algèbre (filtrée séparée) est une algèbre de même espèce (de Lie,
associative ou supplémentée).

(2. i. 15) Complété d'une somme directe. — Soient M^ (î'el) une famille de ti-modules
filtrés séparés, M= U M^ leur somme directe dans Fil(îi) (2.1.8). Le complété de M,
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que nous appellerons somme directe complétée des M^ et noterons H M^ peut être identifié
à un sous-module du produit direct II M^ des complétés des M^; ses éléments sont

»'ei
alors les familles (^) (îel, ^eM^), pour lesquelles ^(M^; .yj tend vers l'infini (suivant
le filtre des complémentaires des parties finies de I).

(a. 1.16) Familles filtrées-libres et modules filtrés libres. — Soit (^)içi une famille
d'éléments dans un Q-module filtré M. Cette famille sera dite filtrée-libre si les conditions
suivantes sont vérifiées.

( 2 . 1 . 1 6 . 1 ) Pour toute famille (\)^çi d^ éléments de 0., presque tous nuls,

w{^\x,)=^w{x,)+v(\)).

( 2 . 1 . 1 6 . 2 ) Les (^)^çi sont linéairement indépendants sur i2.

Si nous supposons Q. et M séparés (2.1.13), la relation (2.1.16.1) implique
(2.1.16.2)3 pourvu que les ^ soient tous différents de zéro.

Nous dirons qu'un îî-module filtré M est filtre-libre (pour la base filtrée (^)^çi)
s'il est engendré par la famille filtrée-libre (^)^-çi. Un tel module est déterminé (à un
isomorphisme près) par la donnée de l'ensemble 1 et de la famille des filtrations w{x^) ;
celles-ci peuvent être choisies arbitrairement, et (2.1.16.1) définit la filtration du module
de base filtrée (^)^çi.

Le module filtre-libre M est caractérisé (à un isomorphisme près) par la propriété
suivante : quel que soit le îi-module filtré N et la famille (j^çi d'éléments de N
vérifiant

z^(N;j^)^w(M; x^) pour î'el,

il existe un morphisme y:M->N, et un seul, vérifiant f{^)==^ pour ieï.
(2.1.17) Bases topologiques et modules complets libres. — Nous supposons que l'anneau

filtré 0. est complet. Nous dirons que la famille (^)^çi d'éléments du î2-module filtré M
est une base topologique de M si elle est filtrée-libre (2.1.16) et si M est le complété du
sous-module (filtre-libre) qu'engendrent les (^)^çi. Un module M qui possède une base
topologique sera dit complet-libre (pour la base topologique en question).

Le module filtre-libre engendré par les éléments (^)^çi d'une base topologique
du module complet libre M est somme directe (2.1.8) des sous-modules monogènes
û^(iel). Ceux-ci sont complets (puisque Q. est supposé complet), et (2.1.15) nous
permet de décrire M en tant que somme directe complétée. Les éléments de M s'écrivent
univoquement comme sommes des séries

( 2 . 1 . 1 7 . 1 ) i2!^13

où les (\)»çi sont des éléments de û tels que

( 2 . 1 .17 .2 ) v{\)+w{x,)
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tende vers V infini (suivant le filtre des complémentaires des parties finies de I). La filtration
de M est définie par la formule

(2.1.17.3) ^(^/^)==^(\)+^(^)).

Si N est un O.-module filtré complet, et (j^çi une famille d'éléments de N vérifiant
w(N;^)^w(M; ^) pour î'el, il existe un morphisme /: M-»N, et un seul, tel que
./(^)=J< pour iel. Cette propriété justifie l'expression complet-libre (ou, sans abréviation,
« libre dans la catégorie des Q-modules filtrés complets par rapport à la famille
d'éléments (^),çi dont les filtrations w{x^ç^ sont données »).

(2.2) Anneaux et modules values, les foncteurs div et Sat.

(2.2.1) Définition. — Un anneau value H est un anneau filtré (2.1.1) qui est
séparé (2.1.13) et qui vérifie l'axiome suivant :

( 2 .2 .1 .1 ) v{\^)=v{\)+v{[L) pour tous X, (JLeil.

Un anneau value commutatif est intègre.
La notion d'anneau value, que nous venons de définir, ne comporte pas celle de

corps value comme cas particulier. Nous convenons d'appeler corps value un corps muni
d'une valuation à valeurs réelles; à cette seule exception près nos valuations seront à
valeurs dans R^_.

De même un anneau value n'est pas un anneau de valuation tel qu'on le définit
en Algèbre Gommutative. Nous donnons plus loin (2.2.6) la définition des anneaux
de valuation que nous utilisons.

(2.2.2) Un ^.-module value sur un anneau value 0. est un Q-module filtré M (2.1.3)
qui est séparé (2.1.13) et qui vérifie l'axiome suivant :

(2 .2 .2 .1) w(\x)--=v{\)+w{x), pour \e0. et xeM.

Exemple. — Un îi-module filtre-libre (2.1.16) est value.
Un morphisme f'.M-^M' de tî-modules values est un morphisme de modules

filtrés. Autrement dit, nous définissons la catégorie Val(tî) des îî-modules values comme
une sous-catégorie pleine de Fil(î2) (2.1.4).

(2.2.3) Si nous avons, sur un tî-module M, une famille de valuations w^ leur borne
inférieure (2.1.6) est encore une valuation. Un sous-module (2.1.5) d'un module value est
value; une somme directe (2. i . 8) de modules values est valuée. Une limite inductive (2.1.8)
de modules values est valuée si et seulement si elle est séparée. Un complété d'un module
value est value.

Par exemple, un îî-module complet-libre (2.1.17) est value.
(2.2.4) Si 0, est un anneau value (2.2.1) commutatif, nous appellerons ^.-algèbre

valuée une Si-algèbre filtrée (2.1.11), valuée en tant que Ci-module : il pourrait y avoir

409
4



26 M I C H E L L A Z A R D Ghap. 1

équivoque pour les iî-algèbres associatives qui sont des anneaux. Nous signalerons éven-
tuellement qu'une îl-algèbre associative valuée est valuée en tant qu'anneau.

Exemple. — Soient M un û-module value et A l'ensemble des endomorphismes de M,
c'est-à-dire des morphismes de M dans M au sens de (2.1.4). L'ensemble A possède une
structure naturelle de ^-algèbre associative. Posons, pour tout feA,

(2 .2 .4 .1) ^(A;/)=^jnf^(^(M;/M)-^(M;^)).

Nous définissons ainsi une valuation de A, qui devient une ti-algèbre associative
valuée (mais non pas valuée en tant qu'anneau, en général).

(2.2.5) Valuation d'un corps de fractions. — Soit 0. un anneau value (2 .2 .1)
commutatif. La valuation de îi s'étend d'une manière, et d'une seule, au corps des
fractions K de Cl : pour À, pietî, X=(= o, nous posons v(\~l[L)==v([L)—v(\). Le corps K
devient ainsi un corps value (2 .2 .1) . Lorsque 0, n'est pas commutatif, mais possède un
corps des fractions à gauche (resp. à droite), une valuation de Q. se prolonge de même à
son corps des fractions.

(2.2.6) Nous appellerons ici anneau de valuation un anneau value Q. (2 .2.1) qui
est commutatif et vérifie l'axiome suivant :
(2 .2 .6 .1 ) Si À et À' sont deux éléments de tî, tels que y(X)^y(>/), il existe un élément [xeQ

vérifiant À == À / [L .

Dans un anneau de valuation îî, les éléments de valuation strictement positive
constituent un idéal maximal 1 dit idéal de valuation. Le corps quotient t2/I est dit corps
résiduel de fi.

L'ensemble des éléments de valuation positive dans un corps commutatif value
est un anneau de valuation, dit anneau des entiers du corps value.

(2.2.7) Soit Q. un anneau value (2 .2 .1) commutatif. Nous appellerons Q.-module
divisible un ^.-module value M (2 .2 .2) qui possède la propriété suivante.

(2 .2 .7 .1 ) Si \e0. et xeM avec v(\)^w(x), il existe yeM. tel que \y==x.

En particulier, un anneau de valuation (2.2.6) est un anneau commutatif value Q.
qui est divisible en tant que îî-module. Pratiquement, les anneaux 0. sur lesquels nous
considérons des modules divisibles seront des anneaux de valuation.

(2.2.8) Le fondeur div. — Soient 0. un anneau value commutatif et M un tî-module
value. Montrons qu'il existe un Sî-module divisible M' (2 .2 .7) et un morphisme
i^ : M->M' (2 .2 .2 ) possédant la propriété suivante : si f: M->N est un morphisme
de M dans un fî-module divisible N, il existe un morphisme g : M'-^-N, et un seul, tel
que f==goi^

Pour cela construisons le corps des fractions K de tî (2.2.5), et le produit tensoriel
K®oM. D'après la définition des éléments de K, nous voyons que tout élément de K®^M
peut s'écrire sous la forme

(2 .2 .8 .1) À"1®^, où Àeîi—{o}, xeM.
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Le nombre w(M; x)—v{\) ne dépend que de À~1®^ (et non du choix de X et x) ;
nous pouvons poser
(2.2.8.2) w(\~l®x)=w{M:, x)—v(\),

puis définir M' comme l'ensemble des éléments yeK^^M pour lesquels w{})^o.
Nous munissons M' de sa structure naturelle de ti-module, et nous posons

i^Çx)== î®x pour xeM. Les assertions concernant M' et i^ sont vérifiées.
Nous noterons désormais div M le module M' dont nous venons de donner une

construction explicite et nous l'appellerons le divisé de M. Nous avons d'abord défini
div M (à un isomorphisme canonique près) par une propriété universelle : il représente
les morphismes de M dans les û-modules divisibles, ce qui montre que div est un
foncteur covariant appliquant la catégorie des Q-modules values (2 .2 .2) dans la sous-
catégorie (pleine) des tî-modules divisibles.

Exemples, — Si nous prenons pour M l'anneau £î lui-même, div 0. s'identifie à
l'anneau des entiers du corps value K (2.2.6). Plus généralement, le module div M
possède une structure naturelle de div 0,-module.

Si 0, est un anneau de valuation (2.2.6) complet, et si M est une ti-algèbre commutative,
valuée en tant qu'anneau, telle que le corps des fractions L de M soit algébrique sur
le corps des fractions K de ti, alors div M est la clôture intégrale de M.

(2.2.9) Propriétés du foncteur div. — Le morphisme canonique d'un ti-module
value M dans div M est une isométrie (2.1.5), ce qui nous permet de considérer div M
comme une extension valuée de M.

Si M' est un Q-module value contenant M comme sous-module (pour la filtration
induite), les deux propriétés suivantes sont nécessaires et suffisantes pour que M' s'identifie
à div M :
(2.2.9.1) M' est divisible;
(2.2.9.2) M'/M est un tl-module de torsion.

Si f \ M->N est une isométrie de ti-modules values, le morphisme
divy : div M -> div N

est encore une isométrie.
Si A est une il-algèbre valuée (2.2.4), div A est encore une tl-algèbre valuée, de

même espèce. Si A est une îî-algèbre associative valuée, et M un A-module filtré et (par res-
triction des scalaires à Q.) un û-module value, alors div M a une structure de div A-module.

(2.2.10) Modules saturés. — Nous disons qu'un module M sur un anneau value
commutatif îi est saturé s'il est divisible et complet.

L'étude des modules saturés s'appuie sur la proposition suivante :
Le complété M d'un ^.-module divisible M est saturé.
Preuve. — Par définition, il s'agit de montrer que le module complet M est divisible,

c'est-à-dire qu'à tout Xeîî et xeM. vérifiant v(\)^:wÇx) correspond un yeM. tel
que \y = x.
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Nous pouvons supposer X+o. L'élément x est la limite d'une suite (^ç^
d'éléments de M et, pour n assez grand, w(x^)==w{x). Puisque M est divisible il existe,
pour ces TZ(=N, des éléments j^eM tels que ^==X^, et la suite (j^) converge vers un
élément^ de tô, car w(^—^)=w(x^—x^)—v(\) tend vers l'infini avec n et n\ La
relation \y=x résulte de \y^==x^ par passage à la limite.

Remarque. — Le divisé d'un module value complet peut n'être pas complet.
(2.2.11) Le fondeur Sat. — Si M est un module value sur Panneau value commu-

tatif f2, nous appelons saturé de M et notons Sat M le complété (2.1.14) du module
div M (2.2.8). Cela définit le foncteur Sat comme composé de « chapeau » et div.
Nous pouvons aussi le définir directement :

Le module Sat M est une extension saturée du Q-module value M, et tout morphisme
/: M->N de M dans un îi-module saturé N se prolonge en un morphisme g : Sat M->N,
et un seul.

Si /: M—^N est une isométrie de modules values, Sat/: Sat M-^Sat N est une
isométrie.

Les propriétés concernant les divisées des algèbres, énoncées à la fin de (2.2.9),
valent pour les saturées des algèbres.

(2.3) Gradués associés (le foncteur gr).

(2.3.1) Notations t^+, M^. — Soit Q. un anneau filtré (2 .1 .2) (resp. M un
îî-module filtré (2.1.3)) . Pour tout veR^. nous noterons Q^ (resp. M^+) l'ensemble
des éléments de Q (resp. de M) qui vérifient

v(\)>^ (resp. w{x)>v).

(2.3.2) Définition de gr 0.. — Partons de Panneau filtré Q; pour chaque veR^.
nous avons deux sous-groupes additifs emboîtés ÎÎ^+CÛ^; formons leur quotient H,/H,+
que nous noterons gr^îi, puis la somme directe des gr^Q (pour veR+) que nous
noterons gr Q. :

(»-3.^) grû= 11 gr,û.
v fc •"+

Si XeQ^, (J-e^, alors Xpieû^^, et l'image de \[L dans gr^^O. ne dépend que des
images respectives de X et pi dans gr^iî et gr^Q.

Cela définit sur le groupe additif gradué gr Q une multiplication des éléments
homogènes. Nous prolongeons cette multiplication par linéarité pour obtenir enfin
Vanneau gradué gr 0. associé à l'anneau filtré Q : cf. [3], chap. III, § 2, n° 3.

(2.3.3) Définition de gr M. — Soit M un module filtré sur l'anneau filtré ^.
Formons, pour chaque ^eR^, le groupe additif quotient M^/M^+ que nous notons
gr^M, puis la somme directe gr M :

(^•S-i) g rM= II MJM-.
0 V G R + '
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Nous définissons la structure de gr ti-module (gradué) sur gr M, par restriction,
passage au quotient, et prolongement par linéarité (cf. [3], loc. cit.).

(2.3.4) Termes dominants et représentants. — Si Ç est un élément homogène de gr M,
c'est-à-dire un élément d'un gr^M==M^/M^, nous appelons représentant de Ç (dans M)
un élément de M^ dont la classe mod M^+ est Ç.

Si x est un élément de M dont Infiltration w{x)=^ est finie, nous appelons terme
dominant de x son image canonique dans gr^M. Ainsi un terme dominant n'est jamais nul.

Les mêmes définitions vaudront pour un anneau filtré 0, et son gradué associé gr Q,.
Un élément de filtration finie d'un module (ou anneau) filtré est un représentant

de son terme dominant. Un élément homogène non nul d'un gradué associé est le terme
dominant d'un quelconque de ses représentants.

(2.3.5) Le fondeur gr. — Si 0. est un anneau filtré, et /: M->N un morphisme
de tî-modules filtrés (2.1.4), la restriction de/applique M^ dans N^ pour chaque veR^.
et définit, par passage au quotient, une application additive de gr^M dans gr^N. La
somme directe de ces applications est une application

(2 .3 .5 .1) gr/:grM->grN

dont nous vérifions qu'elle est un morphisme de gr iî-modules gradués (1.1.2) .
Cela achève la définition du fondeur covariant gr, qui envoie la catégorie Fil(ti)

des tî-modules filtrés (2.1.4) dans la catégorie Gr(gr û) des gril-modules (gradués).
(2.3.6) Traductions. — L'utilisation du foncteur gr permet de traduire certaines

définitions antérieures, ^filtration de 0. (resp. de M) est discrète (2. i . 12) si et seulement
si la graduation de gr û (resp. de gr M) est discrète (1.1.3). Une isométriefde û-modules
filtrés est un morphisme dans Fil(Q) tel que grfetf soient injedifs; il suffit de supposer gr/
injectif si le module de départ est séparé. Pour qu'un anneau filtré 0. soit value, il faut
et il suffit qu'il soit séparé et que gr 0. soit sans diviseurs de ^éro. Pour qu'un module filtré M
sur un anneau value Î2 soit value, il faut et il suffit que M soit séparé et que gr M soit un
gr û-module sans torsion.

(2.3.7) Sommes directes et complétés. — Si M ^ U M ^ est une somme directe
de îî-modules filtrés (2.1.8), le morphisme canonique

(2.3.7.1) UgrM^-.grM

est un isomorphisme. Autrement dit le fondeur gr permute aux sommes directes.
Si M est un ti-module filtré séparé, et M son complété, le morphisme canonique

(2.3.7.2) grM->grM

est bijectif. La complétion fun module (ou d'un anneau) laisse invariant son gradué associé.
(2.3.8) Suites exactes, limites inductives. — Soient îi un anneau filtré et

(2.3.8.1) o^M'->M-^M / /-^o
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une suite exacte de ^-modules. Nous supposons M filtré, et nous munissons M' de la
filtration induite (2.1.5) et M" de Infiltration quotient (2.1.7). Si nous appliquons le
foncteur gr, nous obtenons une suite exacte dans Gr(gr Q) :
(2.3.8.2) o->gr M'->grM-?-grM".

Si la filtration de M est discrète, le morphisme gr M —>gr M" est surjectif :
[3], chap. III, § 2, n° 4, prop. 2. Si la filtration de M n'est pas discrète, il se peut que
grM—^grM" ne soit pas surjectif : cf. (2.1.12).

Soient maintenant (M^.çi une famille de ti-modules filtrés, indexée par un
ensemble ordonné filtrant I, et f^ : M^-^M^ (i,j^î,i^j) les morphismes permettant
de construire la limite inductive M = lim M^.

Les morphismes f^ : M^-^M définissent (en appliquant les foncteurs « v en
indice », « ^+ en indice » et gr) des morphismes

(a.3.3.3) UmM^M,;

(2.3.8.4) limM^M,.;

(2.3.8.5) limgr M^-^gr M.

Si nous appliquons la construction explicite d'une limite inductive filtrée (2.1.8),
nous voyons que le morphisme (2.3.8.3) est injectif, et (2.3.8.4) bijectif. Appliquons
maintenant le foncteur exact lim aux suites exactes

o^M^M^gr.M^o.

Nous obtenons les suites exactes
o ->lim M^ ->lim M^ -^lim gr^M^ ->o.

Compte tenu des propriétés de (2.3.8.3) et (2.3.8.4), nous en déduisons que
(2.3.8.5) est un morphisme injectif.

(2.3.9) Lorsque les filtrations sont à valeurs entières, ou, plus généralement, lorsque
la filtration de H M^ est discrète, les morphismes (2.3.8.3) et (2.3.8.5) sont bijectifs,
et, dans ce cas, nous pouvons dire que le foncteur gr permute aux limites inductives.

Nous rencontrerons un autre cas particulier important. N'imposons aucune condition
supplémentaire aux filtrations, mais supposons que les morphismes f^ soient tous des
isométries (2.1.5). Aux abus de langage près, cela veut dire que la limite inductive est
une réunion. Dans ce cas les morphismes (2.3.8.3) et (2.3.8.5) sont bijectifs, et gr M
est la limite inductive (ou réunion) des gr M^. Plus particulièrement, si ti est value (2.2.1)
et si les^ sont des isométries de îî-modules values (2 .2.2) , alors M^limM^ est un
fî-module value qui peut être considéré comme la réunion des M^.

(2.3.10) Produits tensoriels : un morphisme fonctoriel. — Soient 0. un anneau filtré,
M et M' deux îi-modules filtrés dont nous puissions construire le produit tensoriel
filtré M"==Me)^M' (2.1.9).
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Prenons deux éléments Çegr M et r^egr M', homogènes de degrés respectifs v
et v'. Choisissons des représentants ( 2 . 3 . 4 ) ^ e t ^ d e Ç e t 7 ] dans M et M'. L'image de
x^eM" dans gr^^M" ne dépend que de Ç et T], Nous venons de définir une appli-
cation du produit gr^Mxgr^M' dans gr^^M". Nous vérifions que cette application
définit un morphisme :

(2.3.10.1) gr M®^gr M' -> gr(M®^M').

Précisons que (2.3.10.1) est un morphisme de gr ^.-modules gradués (1.1.4), (1.1.7)
si 0. est commutatif, ou un morphisme de groupes additifs gradués si 0, n'est pas commutatif
(nous supposons alors que M. est un module à droite). Le morphisme (2.3.10.1) est
un morphisme fonctoriel (les modules gr M®^^gr M' et gr(M®^M7) sont des bifoncteurs
covariants en M et M').

Lorsque les filtrations de M et M' sont discrètes, le morphisme (2.3.10.1) est
surjectif : cela résulte de la construction explicite du produit tensoriel filtré (2.1.9).

(2.3. n) Gradué associé d'une algèbre. — Soient 0. un anneau filtré commutatif et A
une ^-algèbre filtrée (2.1.11). Alors le gr û-module gr A possède une structure naturelle
de gr ^.-algèbre (de même espèce que A). Cette structure peut se définir directement comme
en (2.3.2), ou à partir du morphisme fonctoriel (2.3.10). En effet la multiplication
dans A est définie par un morphisme dans Fil(Q) :

(2.3.11.1) A0^A->A;

si nous lui appliquons le foncteur gr, nous obtenons un morphisme dans Gr(gr il) :

(2.3.11.2) gr(A®^A)->grA,

et si nous composons ce dernier avec le morphisme fonctoriel

(2.3-" -3) grA®^grA-^gr(A®^A),

nous obtenons la multiplication dans gr A.
(2.3.12) Traduction. — Soient 0. un anneau filtré séparé, (^)^çi une famille

d'éléments de filtrations finies dans un Q-module filtré M, et (^)içi les termes domi-
nants (2.3.4) des (^). Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

La famille (^)^çi est filtrée-libre dans M ( 2 . 1 . 1 6 ) .
La famille (^)^i est libre dans gr M, sur gr û.
(2.3.13) Proposition. — Soit f: M->M' un morphisme de ^.-modules filtrés (2.1.4).

Si lafiltration de M' est séparée et discrète, et si grf'. gr M—^gr M7 est surjectif^ alors f (M)
est dense dans M\ Si, de plus, M est complet, alors/est surjectif et M' est complet.

Preuve (cf. [3], chap. III, § 2, n° 8). — Soient Vo^i^ • • • ^es différentes valeurs des
filtrations des éléments de M'. Pour tout xeM', avec w(M';^)==v,, lasurjectivitédegry
implique l'existence d'un j^eM avec w(M;j/)==^ et w{'M' ; x—f[y))'>^^ c'est-à-dire
w(M'; x—^L)0)^^-n. Par récurrence sur j^ i, nous voyons l'existence d'éléments jy-eM
vérifiant w{M.1, x—,/(^))^^+p ce qui prouve que f(M.) est dense dans M\
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De plus, nous pouvons vérifier les conditions w(M',y-)==^ et î<;(M;j/.—j/.,^)^v. ..
La suite (j^.) est alors une suite de Cauchy dans M; si M est complet, elle converge
vers yeM,f{y) == x et/est surjectif. Nous voyons ensuite qu'une suite de Cauchy dans M'
est l'image d'une suite de Cauchy dans M, ce qui prouve que M' est complet.

(2.3.14) Corollaire. — Si M est filtré complet, si lafiltration de M.1 est séparée et discrète,
alors tout morphisme f: M-^M', dont le gradué associé grf est bijectif, est un isomorphisme.

(2 • 3 • ̂  ) Corollaire. — Si N et N' sont deux sous-modules fermés d'un module filtré séparé M,
defiltration discrète, si NcN' et enfin si gr N ==gr N' (en identifiant gr N et gr N7 à des
sous-modules de gr M, d'après (2.3.8)), alors N==N\

(2.3.16) Corollaire. — Soit M un module filtré séparé defiltration discrète. Si les éléments
d'une partie X de M ont pour termes dominants une famille de générateurs de gr M, alors X engendre
dans M un sous-module dense.

(2.3.17) Théorème. — Soient Q. un anneau filtré complet et N un ^.-module filtré complet.
Si lafiltration de M est discrète, et si gr M est un gr ^-module libre (1.1.6), alors M est
complet-libre (2.1.17) et toute famille de représentants (2.3.4) d'une base de gr M est une base
topologique (2.1.17) de M.

Preuve.—Soit (^),çi une famille d'éléments de M dont les termes dominants (Ç^ei
constituent une base de gr M. La famille (^) est donc filtrée-libre dans M (2.3.12)
et engendre un sous-module dense du module complet M (2.3.16), ce qui prouve notre
assertion.

3. MODULES VALUES SUR UN ANNEAU
DE VALUATION DISCRÈTE COMPLET 0.

(3.i) Modules values de type fini; modules complets-libres.

(3.1.1) cotation. —Jusqu'à la fin de ce chapitre (à l'exception des n08 (3.3.1)
à (3-3-6)), nous désignerons par Q un anneau de valuation discrète complet (cf. [25], première
partie). L'anneau Q est donc un anneau de valuation (2.2.6), sa filtration est discrète
(2.1.13) et il est complet (2.1.15). Si ^ est une uniformisante de t2, c'est-à-dire un
élément de valuation strictement positive minima, tout élément xeO. s'écrit univoquement
sous la forme ^.u, où n==v{x)lv{u5)eî'f et ueQ. est une unité. Les idéaux de î2 sont
engendrés par les puissances de cj.

Nous nous intéresserons surtout, par la suite, au cas d'inégale caractéristique. Le
corps résiduel k de û est alors de caractéristique p>o, tandis que le corps des fractions
de Q est de caractéristique o. La valuation v est déterminée à un facteur multiplicatif
près par la donnée de Q. (en tant qu'anneau). Nous la déterminons complètement par
la condition :

(3- i - i - ï ) ^)=i.

Si e désigne l'indice de ramification absolue de Q, la valuation d'une uniformisante
de û est alors e"1,
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(3.1.2) Structure de r==grîi. — Nous notons F le gradué associé de SI. La
composante homogène Fg est le corps résiduel k de Q. Choisissons une fois pour toutes
une uniformisante rr de t2, et notons TT ^ ^rw^ dominant de ci (2.3.4). Le degré de TT
est égal à y^), qui n'est pas nécessairement égal à i. L'anneau gradué F s'identifie
à Vanneau de polynômes k[7i:] : cf. [3], chap. III, § 2, n° 3, exemple i. Les considérations
de (1 .2) vont donc s'appliquer aux gradués associés des ^-modules filtrés, et surtout
aux ^.-modules values (2 .2 .2 ) pour lesquels le gradué associé est un F-module sans
torsion (2.3.6).

(3.1.3) Proposition. — Un ^.-module value complet M, de valuation discrète, est complet-
libre, et les bases topologiques de M sont les familles de représentants des bases de gr M sur F.

Preuve. — C'est une conséquence des théorèmes (1 .2 .3) et (2.3.17).
(3.1.4) Théorème. — Un 0,-module value de type fini (c''est-à-dire engendré, en tant que

module, par une partie finie) est filtre-libre (2.1.16).
Preuve. — Soit M un ^2-module value de type fini. Alors gr M est un F-module

libre. Prenons des représentants (^\-çi d'une base de gr M. Nous obtenons une famille
fîltrée-libre dans M (2 .3 .12) , et a fortiori une famille libre sur 0.. Or le cardinal d'une
famille libre dans M ne peut dépasser celui d'une famille de générateurs de M (d'après
l'algèbre linéaire élémentaire). Le module gr M est donc de rang fini; sa graduation est
donc discrète (1.1.3) , ainsi que la filtration de M (2.3.6). Le ti-module filtre-libre
engendré par les (^)^çi (auxquels nous donnons les fîltrations w(M', x^)) est complet,
puisque Q. est complet et 1 fini. Le corollaire (2.3.14) permet d'achever la démonstration.

(3.1.5) Critère de compacité. — Soit M un ^-module value, complet, non nul. Pour que M
soit compact, il faut et il suffit que les trois conditions suivantes soient vérifiées :

(3.1.5.1) Q est compact.
(3.1.5.2) La filtration de M est discrète.
(S-'^'S) ^ C^ei est une ^ase topologique de M, w{x^) tend vers +00 {suivant le filtre

des complémentaires des parties finies de I).

Preuve. — Supposons d'abord les trois conditions vérifiées. Alors M est complet-
libre (3.1.3), et la condition (3.1.5.3) montre que M s'identifie, en tant que module
topologique, au module produit Î21 (2 .1 .17) , qui est compact puisque 0. est compact.

Supposons maintenant M compact. Prenons xeM, x =4=0 (nous avons supposé M
non nul). L'application \—\x est, à une translation près, une isométrie de Q. dans M,
donc un homéomorphisme. L'image Q.X de 0. est complète (car 0. est complet), donc
fermée, donc compacte, ce qui prouve (3.1.5.1). Le module M s'identifie à lim M/M^
(2.1.14) et les quotients M/M^ sont discrets et compacts, c'est-à-dire finis, ce qui
entraîne (3. i .5.2) et (3. i .5.3).

(3 .1 .6 ) Divisé d^un Ci-module filtre-libre. — Soit M un ^.-module filtre-libre pour la
base {x^ ç j ( 2 . 1 . 1 6 ) . Posons

w(M,Xi)=^ et v{ui)=e~1 (cj uniformisante de 0.).
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Le module div M (considéré comme extension de M) est filtre-libre pour la base (j^çi, avec

(3.1.6.1) ^(divM;j^)==T,—^é?-1,

(3.1.6.2) n^ == [r^] ([v] désignant la partie entière de veR)

(3 .1 .6 .3 ) ^=GA^..

Preuve. — D'après la définition ( 2 . 2 . 7 ) 3 les éléments ^-ediv M sont divisibles
respectivement par o^ dans div M, car vÇ^^^wÇxi), ce qui établit l'existence desj^.
De plus les yi vérifient

(3.1.6.4) o^w(div M; y^)<e~~l==•v{p).

L'hypothèse que (^)^çi est une famille filtrée-libre et les relations (3.1.6.3)
impliquent que (j^çi est filtrée-libre dans le Q-module value div M. La relation
(3.1.6.4) montre que le module engendré par les ^ est divisible, c'est-à-dire coïncide
avec div M.

Cette démonstration vaut pour un anneau de valuation discrète, non nécessairement
complet.

(3.1.7) Saturé d'un module filtre-libre ou complet-libre,
Soit M un Ci-module filtre-libre (resp. complet-libre) pour la base filtrée (resp. base topo-

logique) (^)îçi. Avec les notations de ( 3 . 1 . 6 ) 3 le module Sat M est complet-libre, et possède
comme base topologique la famille (j^çi caractérisée par les relations ( 3 . 1 . 6 . 1 ) 5 ( 3 . 1 . 6 . 2 )
et ( 3 .1 .6 .3 ) .

Preuve. — C'est une conséquence de (3.1.6) et de la définition du saturé (2 .2 . i l ) .
(3 .1.8) Lemme. — Soit M un Ci-module value, engendré (en tant que module) par une

famille aboiements (^)içi dont les valuations tendent vers V'infini. Alors la filtration de M est
discrète.

Preuve. — Soit veR^.. Nous devons montrer que les éléments de M ne peuvent
avoir qu'un nombre fini de valuations ^v. Soit Jcl l'ensemble des i pour lesquels
^(^)<v.

Tout élément de M est donc congru, mod M^+, à un élément du sous-module
engendré par les x^ iej. Par hypothèse J est fini, et ce sous-module est donc de
filtration discrète, d'après le théorème (3.1.4), ce qui prouve le lemme.

(3.1.9) Proposition. — Soit M un Ci-module saturé ( 2 .2 .10 ) engendré (en tant que
module saturé) par une famille dénombrable (^n)^çN' Alors M possède une base topologique.

Preuve. — Posons J/n=:^77n^n. Les valuations desj^ tendent vers l'infini, et le sous-
module engendré par lesj^ est donc de filtration discrète (3.1.8). L'adhérence M' de ce
sous-module dans M est complète, donc complète-libre d'après (3.1.3). Comme M est le
module saturé de M', nous appliquons (3 .1 .7) pour obtenir une base topologique de M.

Bien entendu la filtration de M n'est pas nécessairement discrète.
(3.1.10) Corollaire. — Soit A une ^-algèbre saturée, engendrée (en tant que {^-algèbre

saturée) par une famille dénombrable. Alors A possède une base topologique.

418



GROUPES ANALYTIQUES J&-ADIQUES 35

Preuve, — L'algèbre A est engendrée, en tant que Si-module saturé, par les monômes en les
générateurs. Ces monômes forment encore une famille dénombrable, ce qui nous ramène
à (3.1.9).

(3.2) Le produit tensoriel dans la catégorie Val(f2).

(3.2.1) Théorème. — Soient M et M' deux Ci-modules values, et M'^M^^M' leur
produit tensoriel filtré (2 .1 .9) . Alors :

( 3 . 2 . 1 . 1 ) Le Ci-module M" est value.
(3.2.1.2) Pour tout V(=R+, le sous-module M'^ (2 .1 .3 ) est engendré par les éléments x®y,

où xeM, jyeM', w(M; x)+ ̂ (M^j^v.
(3.2.1.3) Le morphisme fonctoriel gr M ® p gr M ' -> gr M/ ' (2.3.10)^ bijectif.
(3.2.1.4) Soient N, N' deux Q-modules values, et f : N-^M,/' : N'-^M7 deux isométries.

Alors le morphisme f®f : N^^N'-^M^oM' est encore une isométrie.
(3 .2 .1 .5 ) Pour tous xeM.yeM', nous avons wtM."; x®y)==-w{M, x)+w(M'-,jy).
( 3 .2 .1 .6 ) Si {x,), ç i et {y^ ç j sont des familles f titrées-libres dans M et M' respectivement,

alors

(^J^eixj
est f titrée-libre dans M".

Preuve :

(3.2.2) Supposons d'abord M et M' de type fini. D'après le théorème (3.1.4),
M et M'sont alors filtres-libres, pour les bases respectives (^.),çi et (^) ,ç j . Nous posons

^(M;^)=T, et w(M',^)=^.

Le produit tensoriel M" est libre pour la base (^®J0(z,,)eix j- si TÏOUS appliquons
la définition (2 .1 .9) du produit tensoriel filtré, nous voyons que M" est filtre-libre pour
la base en question avec

( 3 - 2 . 2 . 1 ) ^(M";A:,®J;,)=T,+9,.

Comme un module filtre-libre est value, (3 .2 .1 .1) est démontré. Nous vérifions
de même (3 .2 .1 .2 ) .

Les r-modules gr M et gr M' sont libres, avec des bases (Ç,),çi et (^),ej formées
des termes dominants (2.3.4) des (^,) et des (^.) respectivement. Le produit tensoriel
grM®grM' possède alors la base (^®^)(,j)eix j, avec deg(Ç,®7î,)=T,+9p d'après
(1.1.8). Si nous appliquons la définition (2.3.10) du morphisme fonctoriel

(3 .2 .2 .2) gr M®gr M' -> gr M",

nous voyons que Ç,®^egr M®gr M' a pour image le terme dominant de x^y^M".
Ce morphisme est donc bijectif, ce qui prouve (3.2.1.3).

(3.2.3) Démontrons maintenant (3.2.1.4), en supposant toujours M et M' de
type fini. Alors N et N' sont aussi de type fini (puisque Q est noethérien). Les mor-
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phismes grf : gr N-^-gr M et gr^ '. gr N'—^gr M' sont injectifs, ainsi que leur produit
tensoriel

(3 .2 .3 .1 ) gr/^gr/' : gr N®rg1 'N/-^ g1'ï^rg1* M',

d'après le corollaire (1 .2 .6) .
Par définition d'un morphisme fonctoriel, nous avons le diagramme commutatif

gr N®pgr N' ————^ gr M®pgr M'

(3.2.3.2)

gr(N®^N') —————> gr(M®^M')s Y o ; ^^ 5 ^ û )

Les flèches verticales sont des bijections d'après (3 .2 .1 .3) , et gr/OOgr/' est
injectif. Par conséquent grf/®/') est injectif, ce qui prouve (3 .2 .1 .4) dans le cas
particulier considéré.

(3.2.4) Passons maintenant au cas général. Nous considérons M et M' comme
les réunions, ou limites inductives de leurs sous-modules de type fini. Comme le produit
tensoriel filtré permute aux limites inductives (2 .1 .10) , le module filtré M" est limite
inductive des produits tensoriels filtrés des sous-modules de type fini de M et M'. Mais
les morphismes définissant cette limite inductive sont des isométries^ d'après le cas particulier
de (3 .2 .1 .4) déjà prouvé. Cette limite inductive est donc, par abus de langage, une
simple réunion de modules values (2.3.9), ce qui démontre généralement (3 .2 .1 .1 ) .
Les propriétés ( 3 . 2 . 1 . 2 ) à (3 .2 .1 .4 ) s'obtiennent de même, par passage aux limites
inductives, à partir des modules de type fini. Quant à (3.2.1.5) et (3 .2 .1 .6) , ce sont
des cas particuliers de (3 .2 .1 .4) , après qu'on a explicité la valuation d'un produit
tensoriel de modules filtres-libres (3 .2 .2) .

(3.2.5) Remarques, — Le théorème (3 .2 .1) signifie que le produit tensoriel filtré
est défini dans la catégorie Val(iî), et qu'il possède des propriétés très analogues à celles
du produit tensoriel d'espaces vectoriels.

Signalons cependant que le théorème des bases adaptées n'est pas valable
dans Val(û), même si l'on se restreint aux modules de type fini. Soient, par exemple
Q=Z^,, M le module filtre-libre de base {x,y} avec w(x)=o et w{jy)=2, et enfin N
le sous-module de M engendré par ^==px+y. Les modules M et N n'ont pas de bases
filtrées adaptées.

(3.2.6) Produit tensoriel complété. — Soient M et M' deux Q-modules values. Nous
appellerons produit tensoriel complété de M et M', et nous noterons

(3.2.6.1) M®^M'

le complété du produit tensoriel value MOO^M.

420



GROUPES ANALYTIQUES J&-ADIQUES 37

A partir des isométries canoniques (ou inclusions) M-^M et M'—^M', nous
obtenons (3 .2 .1 .4 ) une isométrie de Q-modules values :

(3.2.6.2) M®^M' -^ M®^M',

et l'image de MOOM' est dense dans M®M', ce qui prouve que le morphisme

(3 .2 .6 .3 ) M®M' -^ M®M'

est un isomorphisme de modules values complets.

Nous démontrons de même, à partir de P associât! vite du produit tensoriel
filtré ( 2 . 1 . 1 0 ) 5 Y associativité du produit tensoriel complété : les modules (M0M')®M"
et M^M'ÔM7') s'identifient tous deux au complété du module M^M'^M".

Si les modules M et M' sont filtres-libres (ou complets libres) pour les bases (ou bases
topologiques) respectives (^),çi et (j^çj, alors M®]VT est complet-libre pour la base
topologique (^®^)(^) ç ̂  j.

(3.2.7) Produit tensoriel divisé. — Le produit tensoriel divisé de deux îi-modules
values M et M' est le divisé (2 .2 .8) de leur produit tensoriel, c'est-à-dire div(M®^M').
Les isométries (ou inclusions) M->div M et M'—^div M' donnent (3 .2 .1 .4) une
isométrie

(3.2.7.1) M®M' -^div M®div M',

le quotient de div M® div M' par l'image de M® M' est un fi-module de torsion,
ce qui prouve (2 .2 .9) que le morphisme

(3.2.7.2) dn^iM®]^!') -^ div(div M®div M')

est un isomorphisme.

Un exemple où M et M' sont filtres-libres montre que div M® div M' n'est pas
nécessairement divisible. Le produit tensoriel divisé est associatif.

(3.2.8) Produit tensoriel saturé. — Le produit tensoriel saturé de deux iî-modules
values M et M' est le saturé (2 .2 .11) de leur produit tensoriel, c'est-à-dire Sat(M®oM').
Comme précédemment (3.2.6) et (3 .2 .7) , nous voyons que les isométries M—^Sat M
et M'^Sat M' déterminent un isomorphisme

SatCM®]^) -> Sat(Sat M®Sat M'). •

Le produit tensoriel saturé est associatif.
Si A et B sont deux û-algèbres valuées associatives (resp. supplémentées), leur

produit tensoriel A®QÊ est encore une tî-algèbre associative (resp. supplémentée),
ainsi que A®B, div(A®B) et Sat(A®B).

(3.2.9) Modules linéairement topologisés et produits tensoriels. — Désignons de nouveau
par 0. un anneau commutatif quelconque. Nous appelons ^1-module linéairement topologisé
un ti-module topologique M dont les sous-modules ouverts constituent un système fondamental
de voisinages de ^éro. Un tel module n'est pas nécessairement séparé; le module séparé
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associé à M est M/(riA,), A, parcourant l'ensemble des sous-modules ouverts. Le

module séparé-complète associé à M est la limite projective M=lim(M/AJ, les sous-modules
ouverts A, étant ordonnés par anti-inclusion. Si / : M^M' est une application ^-linéaire
continue, il lui correspond une application / : M—M', ce qui définit le foncteur « séparé-
complète ».

Soient M et N deux Q-modules linéairement topologisés. Nous définissons une
structure de module linéairement topologisé sur le produit tensoriel M®^N en prenant
dans celui-ci un système fondamental de voisinages de zéro formé des sous-modules

(3 .2 .9 .1 ) Im(A,0N)+Im(M®B,),

où A,, B, parcourent les ensembles des sous-modules ouverts de M et N (« Im » désigne
l'image par l'application canonique). Le ^-module linéairement topologisé M®N sera
dit produit tensoriel topologique de M et de N.

Le produit tensoriel topologique est associatif et commutatif (au même sens que
le produit tensoriel ordinaire sur un anneau commutatif).

Si / : M-^IVT et g : N->N' sont des applications linéaires continues de û-modules
linéairement topologisés, alors f®g : M0N -> M'^N' est une application continue.

Nous notons M®N le module séparé-complète du produit tensoriel topologique de deux
Ci-modules linéairement topologisés M et N, et nous l'appelons produit tensoriel séparé-complète.

Comme le quotient de M®N par son sous-module ouvert (3 .2 .9 .1 ) s'identifie à

(3-2.9.2) (M/A,)®(N/B,),

nous obtenons M®N sous la forme

(3 -2 .9 .3 ) MêN=lim(M/A,)®(N/B,),
^i

où A, (resp. B .̂) parcourt l'ensemble des sous-modules ouverts de M (resp. N).
Le produit tensoriel séparé-complète est associatif et commutatif comme le produit

tensoriel.
(3 .2.10) Proposition. — Produit tensoriel de modules values. Soient M et N deux modules

values sur un anneau de valuation discrète complet Q. Alors le produit tensoriel value ( 3 . 2 . 1 ) coïncide^
en tant que module topologique, avec le produit tensoriel topologique (3.2.9).

Preuve. — Nous pouvons prendre les sous-modules M^ (resp. NJ comme système
fondamental de voisinages de zéro dans M (resp. N), ^ parcourant R^..

La formule (3 .2 .9 .1) nous montre que les sous-modules M^®N+M®N^ consti-
tuent un système fondamental de voisinages de zéro dans MOON (il est superflu d'indiquer
qu'il s'agit d'images canoniques, d'après (3.2.1.4)) .

Dans le produit tensoriel value M®N, nous avons la relation

(3 .2 .10 .1 ) (M®N)2,cM,®N+M®N,c(M®N),

pour tout veR^.. La première inclusion résulte de (3 .2 .1 .2 ) . Les relations (3.2.10. i)
prouvent notre proposition.
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(3.2.n) Proposition. — Produit tensoriel de modules compacts. Soient Q un anneau
commutatif, 1 e t ] deux ensembles ordonnés filtrants, (M,.), ci et (N^.çj deux familles de
Çï-modules linéairement topologisés et compacts. Supposons donnés des épimorphismes linéaires et
continus f,,^:M,->M,, et .̂ : N^.—N^ {pour i ^ i ' . j ^ j ' ) permettant de construire les
limites projectives

M == lim M, et N ==- lim N,.

Les modules M. et 'N sont linéairement topologisés. Si, pour tous ieï et j e ] , le produit
tensoriel topologique (3.2.9) M,®N, est complet, alors le produit tensoriel séparé-complète MON
s'identifie à la limite projective lim M^N..

Preuve. — Les modules M et N sont compacts, et les applications canoniques
/, : M->M,, gj : N->N^- sont surjectives.

Soit A un sous-module ouvert de M. Comme le complémentaire de A est compact
et que l'intersection des noyaux des^. se réduit à zéro, nous avons

(3.2.11.1) Ker/, C A pour i e 1 asse^ grand.

Nous pouvons donc factoriser Pépimorphisme M—M/A en M->M,->M/A.
Si B désigne un sous-module ouvert de N, nous avons de même une factorisation

N->N^->N/B pour je] assez grand. Nous en déduisons les applications

(3-2. ii. 2) M,®N,->(M/A)®(N/B),

pour i et j assez grands, d'où, en passant à la limite projective sur i et j, l'application

(3.2.11.3) lim(M,®N,.) ->(M/A)®(N/B).

Passons maintenant à la limite projective sur A et B; nous obtenons l'application

(3 .2 .11 .4) lim M,®N,-> M®N.

D'autre part, les morphismes f, : M->M, et gj : N->N, déterminent les
morphismes

(3-2.11.5) /^, : M®N->M,®N,,

d'où, par passage à la limite projective sur i et j, l'application

(3 .2 .11 .6 ) M®N —l im M.ê'N,.

Or nous avons supposé tous les produits tensoriels M,®N, complets, ce qui
entraîne M,®N, == M,®N,, et l'application (3.2.11.6) est réciproque de (3.2.11.4) ,
ce qui prouve (et précise) notre proposition.

(3.3) Algèbres tensorielles, symétriques et extérieures.

(3.3.1) Notations. — Soient, de nouveau, û un anneau commutatif (quelconque)
et M un ^-module. Pour chaque neN, nous notons T^M (resp. S"M, E^'M) Impuissance
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tensorielle (resp. symétrique, extérieure) n-ième du module M. En formant les sommes directes,
nous obtenons l'algèbre tensorielle de M :

(3.3.1.1) TM= U T^M,
w £ N

/'algèbre symétrique de M :

(3.3.1.2) SM=US"M,
W t; "

et Falgèbre extérieure de M :

(3.3.1.3) EM= ïl EnM.
n G N

Ce sont des O.-algèbres supplémentées ; l'augmentation est donnée par la projection
sur T°M (resp. S°M, E°M), qui s'identifie à H. De même T^M, S1 M et E^ s'identifient
tous trois à M, mais, quand on parle de produits d'éléments de M, il est indispensable
de préciser dans quelle algèbre on les calcule. Les algèbres SM et EM sont définies
comme des quotients de TM par les idéaux bilatères IM et KM engendrés respectivement
par les éléments x . y — y . x et x . x (où x.jyeM.). Nous avons donc les suites exactes

(3.3.1.4) o->IM ->TM->SM-.o;

(3.3.1.5) o->KM->TM->EM-.o.

Pour chaque /zeN, nous notons PM l'intersection de IM et de TWM.
Nous venons de préciser les notations concernant des foncteurs couariants en M :

TM, . . ., PM, M parcourant la catégorie des ^-modules. Tous ces fondeurs permutent
aux limites inductives.

(3.3.2) Le cas gradué. — Supposons que Q soit un anneau gradué ( i . i . i) et M un
f2-module gradué ( i . i .2).

Alors, pour chaque TzeN, T^M est un module gradué, d'après l'associât! vite du produit
tensoriel gradué (1.1.8). Sur TM nous prenons la graduation de somme directe (1.1.5).
Les idéaux IM et KM sont gradués, ce qui nous permet de définir SM et EM comme
des algèbres supplémentées graduées.

(3.3.3) Le cas filtré. — Supposons désormais que Q. soit un anneau filtré (2 .1 .1 )
et M un Q.-module filtré (2 .1 .3) . Nous définissons les filtrations canoniques de TM, SM
et EM en prenant la borne inférieure des filtrations de Q.-algèbres ( 2 . 1 . 1 1 ) pour lesquelles
l'injection canonique de M (dans l'algèbre considérée) est un morphisme. Cette injection est
en fait une isométrie.

Nous vérifions que les algèbres TM, SM, EM sont respectivement les sommes
directes filtrées (2 .1 .8) des modules ^M, S^M, E^.

La filtration de T^M coïncide avec celle définie par récurrence, en construisant
le produit tensoriel filtré (2 .1 .9) ^Tn~lM®^M.

Nous définissons les filtrations canoniques de IM, PM et KM comme les filtrations
induites (2 .1 .5) par celle de TM.
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Les filtrations canoniques de SM et de EM peuvent encore s'obtenir comme
filtration quotient (2 .1 .7)3 à partir des suites exactes (3.3.1.4) et (3.3.1.5).

(3.3.4) Les morphismesfonctoriels F gr->gr F. — Conservons les notations de (3.3.3).
Nous construisons Panneau gradué gr Q, (2.3.2) et le gr iî-module gr M (2.3.3).
Désignons par F Pun des foncteurs T^ E^ S^ T, E, S, P, I, K introduits en (3.3.1).
Nous obtenons alors, à partir du foncteur F et du Q-module M, deux gr Q-modules
gradués : F gr M et gr FM. Ces derniers sont reliés par un morphisme fonctoriel
(3.3.4.1) FgrM^grFM,

que nous allons préciser (comme nous Pavons fait en (2.3.10)).
L'application

(3.3.4.2) TgrM-^grTM

est déterminée par les deux conditions suivantes : c'est un morphisme de gr Q.-algèbres
supplémentées ; sa restriction à T^gr M est U identité (rappelons que T^gr M et gr T^M sont
tous deux'identifiés à grM). L'existence et l'unicité du morphisme (3.3.4.2) résultent
de la définition du foncteur T comme solution d'un problème d'application universelle.

Lorsque F est l'un des foncteurs T^ P, I, K, le morphisme (3.3.4.1) est défini
par restriction à partir de (3.3.4.2).

Nous obtenons ensuite les morphismes SgrM->grSM et EgrM->grEM par
passage aux quotients à partir de (3.3.4.2). Nous pourrions aussi les définir directement,
comme le morphisme T gr M ->gr TM. Nous avons les diagrammes commutatifs :

o -> 1 gr M •->- T gr M -> SgrM -> o

(3-3-4-3)

o -> gr IM —^ gr TM —> gr SM -> o

o - > K g r M -> -TgrM - > E g r M -> o

(3.3-4-4)

o — gr KM -> gr TM -> gr EM o

(3.3.5) Cas d'un module filtre-libre. — Supposons que le ii-module M soit filtre-
libre (2.1.16) par rapport à la base (^)^çi.

Nous supposons l'ensemble d'indices 1 totalement ordonnée et nous posons w(M $ ̂ ) == T -̂
pour î*el.

Pour chaque TzeN*, chacun des modules ^M, SnM3 EnM admet comme base
filtrée (2.1.16) une partie des monômes

(3 -3 -5 - ï ) ^•••^
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ayant les filtrations

(3-3-5-2) T^+.- .+T^

et, bien entendu, calculés respectivement dans les algèbres TM, SM, EM. Les indices
z\, . . .3 ?„ doivent vérifier les conditions suivantes :

(3-3-5-3) h. •••^n^I P^r T-M.

(3-3-5-4) î i , ...,4el et i^ i^ .. . ̂  ̂  j^z/r S .̂

(3-3-5-5) ^••.,^1 ^ ii<Z2<...<^ ĵ r E .̂

Quant au module PM, il admet comme générateurs les éléments

(3.3-5- 6) ^ . . . ̂ a-l(^a^a.l-^a.l^a)^a.2 • • • ^n

calculés dans TM, qui ont Infiltration T^+ . . . +^ (si i^ ^a+i ) - Les indices ^, . .., i^
varient dans I; l'indice entier a varie de i à n—i.

Les morphismes fonctoriels T^gr M -^gr ^M, Sngr M ->gr ̂ M, E^'gr M -^gr EnM
et I^grM-^grI"^! sont alors tous bijectifs.

Les assertions précédentes résultent de la construction des algèbres tensorielle,
symétrique et extérieure d'un module libre (non filtré), et du lemme suivant.

(3 •3-6) Lemme. — Soit N un ^.-module filtre-libre ( 2 . 1 . 1 6 ) pour la base (^)<çi5
avec w(e^) = T^. Définissons sur N une structure d^ algèbre au moyen des « constantes de structure » c^
par les formules

(3 -3 - 6 - 1 ) eiej=ïcijk^
K ç 1

pour tous i y j e ï .
Alors, pour que N soit une Q-algèbre filtrée ( 2 . 1 . 1 1 ) , il faut et il suffit que les filtrations v{c^)

des constantes de structure vérifient les relations

(3.3.6.2) ^M+T/c^i+ïy [pour tous ij,kel).

(3.3.7) Théorème. — Désignons de nouveau par 0. un anneau de valuation discrète
complet ( 3 . 1 . 1 ) et soit M un O.-module value. Alors :

(3.3.7.1) Les algèbres TM, SM et EM sont des 0,-algèbres supplémentées valuées ; de plus,
TM et SM sont valuées en tant qu'anneaux.

(3.3.7.2) Les morphismes fonctoriels

T gr M -^gr TM, S gr M ->gr SM, E gr M ->gr EM,
1 gr M ->gr IM, K gr M —-gr KM

sont tous bijectifs.

(3.3.7.3) Si f : M -> M' est une isométrie de Çl-modules values^ les morphismes Tf : TM ->TM',
S/: SM->SM', E/: EM->EM' sont tous des isométries.
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(3.3.7.4) Pourchaque neVS etchaque veR^, le sous-module (T»M) (r^ fS"M^ TF"^ ^
est engendré bar les broduiff r *. / j ' , ' p' l /v' (E ^v)5 pur les produits x ^ . . . A: calculés dans l'algèbre TM (resf> SM- P^\ '
î, . .., ̂  ̂  </., ̂ ^fo </, M vérifiant S e iM {resp. SM, EM), ou

"'(•»"!)+...+W(^)>V.

^^^(I :̂-̂ Ï̂ ^^ . ̂

.héo .̂̂ ^VriSrT"" r' " "•<orème (3•^••)•Grâce "
«.Afa A W./iW'MurS6",, < 'n(3•3-5) ''""'"•" n°s assertioM PO" tep—.n .̂,:z,,d :̂̂ •̂ :rs^̂ ^̂ ^

^^



CHAPITRE II

GROUPES FILTRÉS ET PRO-^-GROUPES

i. GROUPES FILTRÉS

(1.1) Filtrations de groupes»

(1.1.1) Définition. — Un groupe filtré est un groupe G muni d'une application
co : G->R*^u^4-00} vérifiant les axiomes suivants. Pour tous x,jyeG,

( 1 . 1 . 1 . 1 ) œ^-^min^), co(^));

( 1 . 1 . 1 . 2 ) ^ù(x~~lJy~lxy)^^ù{x)-{-(ù{y).

La fonction œ sera dite filtration, et le nombre co(:v) filtration de F élément x. Ces filtrations
ont des valeurs strictement positives. Nous écrirons éventuellement œ(G; x) pour désigner
la filtration de xeG.

(i. i. a) Les sous-groupes G^ et G^. — Pour chaque veR^, définissons G^ (resp. G^+)
comme l'ensemble des xeG qui vérifient <o(A;)^v (resp. co(A:)>v). Les ensembles G^
sont des sous-groupes distingués de G, et vérifient les trois propriétés suivantes :

( 1 . 1 . 2 . 1 ) G= UG,.
v / v>0 v

(1.1.2.2) (G^,G^)CG^^, pour tous v,v'eR^.

(1.1.2.3) G^= P^G^, pour tout veR^.

Réciproquement, une famille de sous-groupes G^ vérifiant ces trois propriétés
provient d'une filtration co, qu'on retrouve par la formule :

(1.1.2.4) (o(^)==supv pour xeG^.

Il n'est pas nécessaire de supposer les G^ distingués (c'est une conséquence des
trois propriétés).

Les G^ vérifient des axiomes analogues.
(1.1.3) Morphismes, isométries. — Soient G, H deux groupes filtrés. Nous appelons

morphisme f:G—>ïî un homomorphisme de groupes qui vérifie la relation

(i.1.3.1) co(H;/(A;))^co(G; x) pour tout xeG,
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ce que nous pouvons encore écrire

(i.1.3-2) /(GJCH, pour tout veR*+.

Nous venons de définir la catégorie des groupes filtrés. Une isométrie est un morphisme
f:G->ïî qui est injectif et conserve les filtrations : œ(H;y(A:))==co(G; x).

La filtration induite d'un sous-groupe d'un groupe filtré est définie par restriction,
comme en (I, 2.1.5), et l'injection du sous-groupe devient une isométrie.

(1.1.4) La borne inférieure d'une famille de filtrations (co^ ç j sur un même groupe G
est définie par la formule

(1 .1 .4 .1 ) œ(^)=^Çco^).

Si u{x)> o pour tout xeG, alors œ est une filtration, dite borne inférieure des (œ^.çi.
Gomme en (I, 2. i. 7) nous définissons la filtration quotient d'un groupe quotient d'un groupe
filtré, ainsi que la filtration d'une somme directe et d'une limite inductive de groupes
filtrés (I, 2.1.8).

(1.1.5) Topologie et complétion. — Une filtration œ définit une topologie sur un
groupe G : les sous-groupes G^ forment un système fondamental de voisinages de
l'élément neutre. Le groupe G devient ainsi un groupe topologique éparpillé et métrisable.
Les morphismes (1.1.3) sont des homomorphismes continus (réciproque inexacte).
Une filtration co est dite séparée quand la topologie est séparée, c'est-à-dire quand

(1 .1 .5 .1) ci)(A:)=+00 implique x = = i .

Par contre nous appelons, comme en (I, 2 .1 .12)3 filtration discrète une filtration
dont l'ensemble des valeurs finies est une partie discrète de R^.. La topologie associée n'est
pas discrète, en général.

Le complété d'un groupe filtré séparé G peut s'obtenir sous la forme limG/G^.
Le foncteur « chapeau » (complétion d'un groupe séparé) possède les mêmes propriétés
que pour les groupes commutatifs : cf. (I, 2. i. 14).

(1.1.6) Identités dans les groupes. — Les identités suivantes interviennent dans la
démonstration d'existence du gradué associé d'un groupe filtré. Ce sont les identités ( i . i)
et (1.2) de [14], p. 7, à ceci près que nous écrivons maintenant xv==-y~lxy (au lieu
de yxy~1) et {x^y}=x~ly'~lxy (au lieu de xjyx"1^1).

(i. 1 .6 .1 ) (^^(^(J^);

(1.1.6.2) ^y^=[x,€)^yY\

(1.1.6.3) ' (^ c^))(y, M)(^ (^«-i.
(1 .1 .7 ) Le gradué associé gr G d'un groupe filtré G.
Pour chaque veR*,., nous définissons le groupe quotient

( i .1 .7 .1) gr,G=G,/G,..
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Ce groupe est commutatif, d'après (1 .1 .1 .2 ) , et nous le notons additivement. Nous
définissons d'abord gr G comme un groupe additif gradué par la formule :

(1.1.7.2) grG=U^G.

Pour les éléments homogènes de gr G, nous définissons le crochet [Ç, T]] à partir du
commutateur, par passage aux quotients. L'axiome (1 .1 .1 .2) et les identités (1.1.6.1) ,
( i . i . 6.2) montrent que cette définition est correcte. Le crochet est ensuite défini, par
bilinéarité, pour des éléments quelconques de gr G. Il reste à vérifier Yidentité de Jacobi :
c'est une conséquence de l'identité de P. Hall (1.1.6.3). Ces vérifications sont exactement
celles qui conduisent au théorème (2. i) de [14]; la seule différence est que gr G est une
algèbre de Lie graduée de type R*̂ . (et non plus N*). Le remplacement de xyx~^y~1 par
x~ly~lxy ne modifie pas la définition des crochets, car [-Ç, —Y]]=[Ç, 73].

Les notions de termes dominants et de représentants sont définies pour les groupes
filtrés et leurs gradués associés comme en (I, 2.3.4).

(i .ï .8) Le fondeur gr. — Si /: G-^H est un morphisme de groupes filtrés, nous
avons, pour tout veR*4., une restriction /: G^->H^, puis, par passage aux quotients,
un homomorphisme gr^G->gr^H et enfin (par somme directe) une application

( 1 . 1 . 8 . 1 ) gr/:grG^grH

qui est un morphisme d^algèbres de Lie graduées.
Nous avons donc un foncteur gr qui envoie la catégorie des groupes filtrés (1.1.3)

dans celle des algèbres de Lie graduées (de type R^, c'est-à-dire en degrés strictement positifs).
Ce foncteur gr possède la plupart des propriétés des foncteurs du même nom, étudiés

en (I, 2.3), qui envoyaient une catégorie Fil(iî) dans la catégorie correspondante Gr(gr ti).
Si nous avons une isométrie f : G—^H, alors gr^ : gr G—>-gr H est un monomor-

phisme (la réciproque est exacte si G est séparé).
Plus particulièrement, si G est un sous-groupe de H, muni de la filtration induite,

alors gr G s'identifie à une sous-algèbre de Lie de gr H. Si G est distingué dans H, alors gr G
est un idéal de gr H.

Si nous partons d'une suite exacte de groupes filtrés :

(1.1.8.2) I-.G'-.G-^G"-^!,

où G' a la filtration induite (1.1.3) et G" la filtration quotient ( i . i .4), nous obtenons
une suite exacte d'algèbres de Lie graduées

(1.1.8.3) o-^grG'^grG-^grG".

Lorsque la filtration de G est discrète, le morphisme gr G^gr G" est surjectif.
Si G est filtré séparé, son complété a même gradué associé : gr G et gr G s'identifient

canoniquement.
La proposition (I, 2.3.13) et ses corollaires valent pour les groupes filtrés et leurs

gradués associés.
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(1.1.9) Filtrations de groupes induites par des filtrations d'anneaux. — La proposition
suivante étend le théorème (3.2) de [14].

Soit A un anneau filtré (I, 2.1.1) . L'anneau gradué associé gr A (I, 2 .3 .2) est considéré
comme une algèbre de Lie pour le crochet [Ç, r^]==^—^ Notons A* le groupe multiplicatif des
éléments inversibles de A, G l'ensemble des xeA* pour lesquels w{x—i)>o, et posons
^Çx)==w{x—i) pour xeG.

Alors G est un sous-groupe de A* et co une filtration de G. Nous définissons comme suit un
monomorphisme canonique i de l'algèbre de Lie gr G (calculée pour la filtration co) dans gr A
(calculé pour la filtration w) : si Çegr^G, nous prenons un représentant x de Ç dans G, puis le
terme dominant de x—i dans gr^A, que nous posons égal à i(Ç).

Preuve. — Les vérifications s'effectuent le plus simplement à partir des deux identités
suivantes (où x et jy sont deux éléments inversibles d'un anneau) :
( 1 . 1 . 9 . 1 ) ^-l—î)=(x—î)—(y—I)—(xy-l—î)^—I).

( 1 . 1 . 9 . 2 ) ^-1J)-1^-I)=(I+^-^-1-I))((^-I)^-I)-(J-I)(^-I)).

Dans la pratique, nous appliquerons la proposition précédente non pas au groupe G
tout entier, mais à l'un de ses sous-groupes.

(i. i. 10) Exemple : algèbres de Magnus. — Soient Q. un anneau commutatifet (X,),ç i
un ensemble de « lettres ». Formons l'algèbre A des séries formelles associatives (mais non
commutatives si 1 a plus d'un élément) en les (XJ, ç i à coefficients dans A. Les éléments i + X^
sont inversibles dans A, car (i -^-X^)""^ S (—X,)'1. Ces éléments engendrent dans A

n GN

un groupe libre ^ (Magnus; cf. [14], théorème (4.1)). Toute filtration w de V algèbre
de Magnus A pour laquelle w(X^)>o définit, par le procédé (1 .1 .9)3 une filtration du
groupe libre 3^.

(i. i. n) Modifications d'une filtration de groupe. — Soient G un groupe, œ une filtra-
tion de G (1.1.1) et y une application de R_^. dans R, prolongée par jf(-[-oo)= + oo.
Supposons vérifiées les conditions suivantes.
(i. i. il. i ) La fonction f est croissante.

( 1 . 1 . 1 1 . 2 ) /(^+^)^/M+/(v'), pour tous v.v^R^.

( 1 . 1 . 1 1 . 3 ) f(u(x))>o pour tout xeG.

Alors la fonction ^'=fo(^ est une filtration de G.
Voici quelques exemples :

(1.1.11.4) f(y) = ûv, où û>o. Les valeurs de la filtration sont multipliées par a.
(1.1.11.5)/(v)==v—c, où c^o. Nous supposons u{x)>c pour tout xeG.

Dans les deux exemples précédents, le nouveau gradué associé à G se déduit de
l'ancien en modifiant seulement les degrés, comme en (I, i . i . 10).
(i. i. il. 6) f(y) = [v] (partie entière de v), en supposant u{x) ̂  i pour tout xeG.

La nouvelle filtration o/ est à valeurs entières.
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(1.2) Groupes ^-filtrés et algèbres de Lie mixtes.

(1.2.1) Appliquons la construction de (1.1.9) au cas où w{p)= i dans Panneau
filtré A (p désigne, comme toujours, un nombre premier). Cette condition signifie que A
est une algèbre associative filtrée (I, 2.1.11) sur Panneau Z muni de sa filtration p-adique.
L'anneau gradué gr A est donc une algèbre sur gr Z, et ce dernier anneau s'écrit encore
r=Fp[7r], TT désignant le terme dominant de p (deg7r== i) : cf. [3], exemple i, p. 23.

Soit x==i+^eA, avec w{^)>o. Étudions co(^), c'est-à-dire w{xP—i). Nous
avons, par la formule du binôme :
( 1 .2 .1 .1 ) . ^—I=^+^+^2(...),

où

(1.2.1.2) (...)= s J&-1^L^-2
v / l<t<p1 \î/

est un élément de A, et a donc une filtration ^o.
Posons z£;(^)=v. Nous voyons que, à un terme de filtration >(2v+ i) près, xp—i se

réduit à p^-\-^. Nous avons, par les axiomes des filtrations
w(p^)^v+i et ^(^)^v.

Il importe de savoir comparer les nombres v + i et pv.
(1 .2.2) Définition de la fonction 9. — Pour tout nombre veR^., nous posons

<p(v)==min(v+ i?^)-

Nous avons y(v)==^v pour o^v<Q&—1)~ 1 et (p(v)==v'~1 pour Çp—i)"1^. Le
nombre {p—1)~1 est strictement compris entre o et i, sauf si p == 2, auquel cas il vaut i.

(1.2.3) Revenons à l'algèbre A étudiée en (1.2.1). Nos calculs conduisent à
l'énoncé suivant (G est défini comme en (1.1.9)) : si xeG^ alors xpeGy^^.

De plus, l'image de x? dans gr^G ne dépend que de l'image de x dans gr^G,
et l'élévation à la puissance j&-ième définit ainsi, par passage aux quotients, des applications

( ï -a.S- i ) P :gr,G-^gr^G.

Les propriétés de P s'obtiennent à partir de (1.2.1.1) , et s'expriment par la
structure d'algèbre de Lie mixte de gr G, telle que nous allons la définir en (1.2.5).

(1.2.4) Définition du polynôme de Lie A. — Dans l'algèbre associative (mais
non commutative) libre engendrée par X et Y sur le corps premier F , l'élément
(X+Y)^—X^—Y^ s'écrit au moyen de sommes et de crochets de Lie (le crochet [u, v\
est uv—vu) ; c'est l'identité dejacobson (par exemple : [13], V, § 7). D'autre part, X et Y
engendrent une Ty-algèbre de Lie libre, si bien que nous pouvons écrire

(1.2.4.1) (X+Y)^-X^-Y^=A^X,Y),

où Ay(X, Y) est un élément de la Fp-algèbre de Lie libre engendrée par X et Y, ou encore
un polynôme de Lie en X et Y à coefficients dans Fy. L'élément Ap(Ç, T]) est donc calculable
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chaque fois que Ç et 73 appartiennent à une Fp-algèbre de Lie. Nous écrirons A au lieu
de Ap, le nombre p restant sous-entendu.

(1.2.5) Définition des algèbres de Lie mixtes. — Nous appellerons algèbre de Lie mixte une
ï ̂ "algèbre de Lie L, graduée de type R*̂  (L == U ^ LJ dans laquelle à tout élément homogène x
de degré v est associé un élément homogène Px, de degré <p(v) (i . 2 .2 )3 les axiomes suivants
étant vérifiés.

( 1 . 2 . 5 . 1 ) Pour ^(j&—i)-1 et x,yeL,, P(x+y)=Px+ty+ A(^j/).

(1 .2 .5 .2 ) Pour v>Q&—i)-1 et x,jyeL,, P(x+jy)==Px+ty.

(1.2.5.3) Pour ^<{p-i)-\xeL,^eL, [P^]=(ad x^y.

(1.2.5.4) Pour ^=.(p-ï)-\xeL^yeL, [P^]=(ad x)^+P[x,y].

(1.2.5.5) Pour ^>{p—i)-\xeL,,yeL, [P ]̂ = P [̂ ].

Ces axiomes justifient l'adjectif « mixte ». Pour les éléments de degrés < (p— i)~1,
l'opérateur P a les propriétés de la ^-application d'une algèbre de Lie restreinte (au sens
de Jacobson). Au contraire, pour les éléments de degrés >(p—1)~1, l'opérateur P est
la restriction d'un opérateur linéaire.

Si les composantes homogènes L^ sont nulles pour v^(j^—1)~1 , l'opérateur P
se prolonge en un opérateur linéaire, et la notion d'algèbre de Lie mixte se réduit à celle
de r-algèbre de Lie graduée (en posant -KX == Px). Nous rencontrerons ce cas particulier
important à partir du chapitre III.

L'algèbre de Lie gr G, où G est défini comme en (1.2.3) et P en (1.2.3.1), est
une algèbre de Lie mixte.

(1.2.6) Morphismes d'algèbres de Lie mixtes. — Soient L et L' deux algèbres de
Lie mixtes (1.2.5). Un morphisme y:L->L' est un homomorphisme d'algèbres de Lie,
qui vérifie, pour tout veR*^. et tout xe^ :

(1.2.6.1) /W^
et

(1 .2 .6 .2) Pf{x)=f{Px).

(1.2.7) Représentations d^une algèbre de Lie mixte dans une T-algèbre associative ; l^ algèbre
enveloppante mixte. — Les axiomes définissant les algèbres de Lie mixtes (1.2.5) paraissent
assez compliqués et nous avons pris soin de montrer leur origine (1.2.1). Considérons
une r-algèbre associative graduée A (I, 1.1.9) où r=Fp[7r], deg7r==i.

Prenons l'idéal A4' engendré par les éléments de degrés strictement positifs, et
posons, pour un élément x homogène de degré v,

( 1 . 2 . 7 . 1 ) Px=x^ si v<(^-i)-1,

(1 .2 .7 .2) P^=^+^, si v=(j&—i)-1,

(1 .2 .7 .3) fx==nx, si v>(j&—i)-1.
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Nous définissons ainsi sur A"^ une structure d'algèbre de Lie mixte, que nous
appellerons Yalgèbre de Lie mixte portée par A (le crochet est défini par xy—yx).

Si L est une algèbre de Lie mixte, nous appellerons représentation (ou a-application)
de L dans la F-algèbre associative A un morphisme (1.2.6) de L dans l'algèbre de Lie
mixte portée par A.

Nous pouvons maintenant définir l'algèbre enveloppante mixte d'une algèbre de Lie
mixte L : c'est une î'-algèbre associative (graduée), que nous notons U^L, donnée avec
une représentation

(1 .2 .7 .4) (T :L^U^L,

de telle sorte que toute représentation f:I^->A dans une î'-algèbre associative admette une
factorisation unique

(1 .2 .7 .5 ) f=g^, où g : U^L->A

est un morphisme de F-algèbres.

L'existence de l'algèbre enveloppante mixte (ou « représentabilité » du foncteur)
est élémentaire.

(1.2.8) Théorème de Poincaré-Birkhoff- Witt pour les algèbres de Lie mixtes. — L'applica-
tion a qui intervient dans la définition de U^L (1.2 .7 .4) est injective, si bien que toute algèbre
de Lie mixte peut être considérée comme une sous-algèbre d'une algèbre de Lie mixte
portée par une F-algèbre associative.

La preuve de ce théorème est donnée plus loin (1.3). Elle apporte des précisions
à l'énoncé du théorème.

(1.2.9) Corollaire : algèbres de Lie mixtes libres. — Les axiomes des algèbres de Lie
mixtes (1.2.3) peuvent s'exprimer en n'utilisant que des opérations partout définies.
Étant donné un ensemble de lettres (X,),çi et une famille (r^çi de nombres réels
strictement positifs, il en résulte l'existence d'une algèbre de Lie mixte libre pour les
générateurs (X,),çi de degrés respectifs T^. D'après le théorème de Poincaré-Birkhoff-
Witt (1.2.8), celle-ci se plonge dans une F-algèbre associative. Les propriétés univer-
selles de l'algèbre mixte libre et de son algèbre enveloppante montrent que cette
dernière est une Y-algèbre associative libre engendrée par les (X^çj. Nous en avons une
description très explicite : ses éléments sont les combinaisons linéaires (à coefficients
dans F) des monômes associatifs X^X^ . . . X^ (où yzeN, ^, . . ., i^eï) qui ont les degrés
respectifs T^+. . .+T^.

( 1.2.10) Groupes p-filtrés. — Une filtration œ d'un groupe G (1.1.1) sera dite
une ^-filtration si elle vérifie l'axiome suivant (1 .2 .2)

(î.2.io.i) œ(^)^9(œ(A:)), pour xeG.

Les filtrations induites étudiées en (1.2.1) sont des ^-filtrations, mais j'ignore si
toute ^-filtration d'un groupe peut être ainsi définie. Par contre, la structure d'algèbre
de Lie mixte sur gr G existe pour tout groupe /^-filtré G.
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( i.a. n) Théorème. — Soit G un groupe p'filtré ( 1 . 2 . 1 0 ) . Les éléments de gr G sont
annulés par p, ce qui signifie que gr G est une î -algèbre de Lie.

Pour veR*^ et Çegr^G, prenons un représentant x de Ç, puis l'élément xpeG^, et
enfin l'image de xp dans gr^G. Ce dernier élément ne dépend que de Ç. Nous le notons PC, et nous
achevons ainsi de définir une structure d'algèbre de Lie mixte (1 .2 .5 ) sur gr G.

La preuve de ce théorème est exposée en (1.4).
Corollaire. — Soit f : G-->H un morphisme de groupes p-filtrés ( 1 . 1 . 3 ) 3 ( 1 . 2 .10 ) . Alors

le morphisme gr^/: gr G—^gr H est un morphisme d^algèbres de Lie mixtes (i .2.6).

(i.3) Preuve du théorème (1.2.8).

(i .3. i ) Soit L une algèbre de Lie mixte. Construisons la F-algèbre de Lie graduée

(1 .3 .1 .1 ) M=r®^L,

déduite de L par extension des scalaires. Un élément homogène j/eM^ s'écrit
univoquement

(1.3.1.2) y-=- S 71'®^ où x,eL^_i.
05$Z<V

Pour simplifier, nous identifions xdi à I®^GM. L'algèbre L devient ainsi une
partie de M (plus précisément une sous-F^-algèbre). La relation (1 .3 .1 .2) implique

(1.3.1.3) M^==L^ pour tout ^(j&—i)~1 .

(1.3.2) Considérons dans l'algèbre de Lie M l'idéal J engendré par les éléments
Px—TTX, où A:eL^ avec v> (p—1)~1. L'axiome (1.2.5.5) nous montre que J coïncide
avec le sous-F-module engendré par ces éléments. De plus, si nous appliquons
l'axiome (1.2 .5 .2) et la relation (1.3 .1 .2) , nous voyons que les éléments de J s'écrivent
univoquement comme des sommes finies

(1 .3.2.1) ST^P^—TT^),
»,v

où zeN et v>(j^— I ) - l• Nous en déduisons la relation
(1.3.2.2) JnL=o,

ainsi que

(1.3.2.3) T^^J? P0111* ^N,v^(j&—i)"'1 ,^^^ et x^=o.

Formons l'algèbre de Lie quotient

(1 .3 .2 .4) N=M/J.

C'est une F-algèbre de Lie graduée. La restriction à L de l'épimorphisme canonique
de M sur N est injective (1 .3 .2 .2) , ce qui nous permet encore d3'identifier L à une partie
de N. Nous avons maintenant
(1.3.2.5) Px==-n:x pour xeL^,v>{p—1)~1.
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Les éléments homogènes de degrés v^ ( j&—i) - 1 dans N proviennent d'éléments
du même degré dans M; nous avons donc (1.3.1.3)

(1.3.2.6) N^=L^ pour v^( j&—i)~ 1 .

De plus, (1.3.2.3) nous montre que

(1 .3 .2 .7) Tout élément non nul de N, homogène de degré v^ {p— i)'"1, est libre sur F.

(1.3.3) Construisons l'algèbre enveloppante universelle A = U N de N.
L'algèbre A est une F-algèbre associative graduée, et l'application canonique N->A

est injective, ce qui nous permet d'identifier N (et par conséquent L) à une partie de A.
Associons à chaque xeL^, v^(^—i)~ 1 , l'élément u{x)eA défini par

(1 .3 .3 .1) u{x)=xp—ïx si v<(^—i)~ 1 ;

(1.3.3.2) u{x)=xp+^x—îx si v==(^—i)-1 .

Soit K l'idéal engendré par ces éléments u[x). Le théorème (1.2.8) sera démontré
si nous prouvons la relation

('•S.S.S) LnK===o.

En effet, K est gradué, et nous aurons une représentation injective de L dans A/K.
La r'-algèbre associative A/K est d'ailleurs l'algèbre enveloppante mixte U^L.

(1.3.4) La r-algèbre de Lie N est somme directe de sous-modules monogènes :

(i.3.4.1) N= Ur.^,,
v>0

où (^.), zel, est une famille d'éléments homogènes de N, dont nous supposons l'ensemble
des indices 1 totalement ordonné (I, 1.2.5). D'après le théorème de BirkhofT-Witt,
l'algèbre A est somme directe de sous-modules monogènes F. A:", où a parcourt N^,
et x^^îlx^ (produit ordonné).

Associons maintenant à chaque monôme x^ un élément x^eA de la manière
suivante. Considérons seulement les indices i pour lesquels degx^Çp—i)~1, ce qui
implique ^eL. Posons alors ^=^4-^, avec (3;, y^-eN et o^<j&. Nous définissons x^
en remplaçant, dans le produit ordonné x", chaque facteur x^ par x^u{x^ (pour les i
tels que deg^ (p— i)-1) ; cf. [13], p. 189.

Les éléments ^a et x^ ont toujours le même terme dominant pour la filtration
croissante canonique de A. D'après (1.3.2.7) , ils sont annulés par les mêmes éléments
de F. Nous en déduisons que A est encore somme directe des sous-modules monogènes F. ̂ ,
pour aeN^.

(1.3.5) Les éléments u[x) qui engendrent l'idéal K sont centraux, d'après la
définition (1.3.3.1) et l'axiome (1.2.5.3) si deg x<{p—1)~1, et d'après la défini-
tion (1.3.3.2), l'axiome (1.2.5.4) et la relation (1.3.2.5) si deg x={p— i )~1 .
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D'après l'axiome (1.2.5.1), nous avons

(1.3.5.1) u{x+^)=u{x)+u{_y)

pour deux éléments Xyjye'L, homogènes de même degré ^ (p—1)~1.
Il en résulte que l'idéal K est engendré par certains des x^ à savoir ceux pour

lesquels il existe un indice ici tel que degx^(p—i)~1 et a^j&. Comme L est engendré
par les x^ pour lesquels [ a | = = = i , la relation KnL==o est démontrée.

(1.4) Preuve du théorème (1.2.11).

(1.4.1) cotations. — Notons M le monoïde libre engendré par les deux lettres X
et Y. Un élément weM possède un degré en X, un degré en Y et un degré total, notés
respectivement deg^m, degyW, deg m. Ces degrés sont définis par les relations suivantes
(où m, m'eM.) :

(1.4.1.1) degxX == degyY = i.

(1.4.1.2) degxY = degyX == o.

deg^mm'== deg-^m + deg^m'.

deg^mm' = deg^rn + degy^'.

(1.4.1.4) deg m == degx^ + degyW.

L'algèbre de Magnus A (1.1.10) engendrée par X et Y sur Z est l'algèbre des
séries formelles associatives en X et Y. Un élément UeA s'écrit univoquement comme
une série

(1.4.1.5) U== 2c^.m (^eZ).
w»(=M

L9 ordre de cet élément, noté ord U, est le plus grand entier tel que c^ = o pour
les meM. vérifiant degm<ordU (ou le signe +°° si U=o). L'ordre est une
valuation de l'anneau A (I, 2 .2 .1) .

Les éléments X* = i + X et Y* = i 4- Y engendrent dans A un groupe multiplicatif
libre, que nous notons y ( i . i . 10). L'ordre définit sur y une filtration (1.1.9) à valeurs
entières, ou encore une famille de sous-groupes (^n)nçN*- ^a relation Ue<^ équivaut
à V ey et ord(U—I)^TZ. Les sous-groupes ̂  constituent la suite centrale descendante
de êF (Magnus-Witt, cf. [14], théorème (4.2)). Ils sont définis par les relations de
récurrence

(1 .4 .1 .6) y^y et (^^)-^n+r

L'algèbre de Lie gr y == U ^ j^/J^ ̂  ^ ( i. i. 7) est une î-algèbre de Lie libre engendrée
par les termes dominants de X* et Y*. L'image de gr ̂  par le monomorphisme i de la
proposition (1.1.9) est l'algèbre de Lie L engendrée dans A par X et Y.
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(1.4.2) Développements en produits des éléments de ̂ . — Choisissons une base {u^çy
de l'algèbre de Lie libre L, engendrée par X et Y dans A, qui possède les propriétés
suivantes (cf. par exemple [17], appendice).

( 1 . 4 - 2 . 1 ) UQ=X, u^==Y

(1 .4 .2.2) Si î"eN,î>2, il existe j , keN avec j<i,k<i et u,=[Uy,u^],

(1 .4 .2 .3) Si i, j eN, i<j, alors deg u^ deg Uy.

Les éléments ^ sont des monômes de Lie', ils sont homogènes en X et en Y. Leur degré
croît avec leur indice (1.4.2.3), ce qui nous permet de définir les entiers d^ par les
relations

(1 .4 .2 .4 ) degu^==n équivaut à d^_^i<d^.

En particulier û?o=o, <4= 2, rfg^S- Construisons maintenant une suite d'éléments
(H)ieN du groupe libre ^ qui vérifient les relations suivantes.

(1.4.2.5) Uo=x'=i+x, u,-r-i+Y
(1.4.2.6) Si zeN, î> 2, alors U,== (Up U^), où j et k sont deux entiers reliés à i par la

relation (1 .4.2.2) .

Les éléments u, sont donc les images par L des termes dominants des U, dans
l'algèbre de Lie gr y (1.1.9). Autrement dit

(1.4.2.7) ord(U—i—u^)>n, et les classes mod ^4.1 des U^ forment une base du groupe
abélien libre ^n/^n+i, pour d^_^i<d^.

A chaque élément Ue^' nous associons une suite d'entiers ^(U)eZ(î'eN),
univoquement déterminée par les conditions suivantes. Pour chaque neN* nous défi-
nissons r^(U) ç.y par la relation

(1.4.2.8) U=( II U^.^U),
\i<dn-i /

où II indique un produit ordonné, et nous imposons les conditions

(1.4.2.9) ^n(U)e^.

Si nous supposons calculés les exposants ^(U) pour i< û^_i, nous savons déterminer
univoquement les ^(U) pour d^_^i<d^, en appliquant (i .4.2.7). Nous remplacerons
(1.4.2.8) et (1.4.2.9) par la relation unique

(1.4.2.10) V=ÎÎU^\
i

qui donne le développement en produit infini ordonné d'un élément de y\ ce produit
converge au sens de la topologie définie sur y par sa suite centrale descendante (^).

(1.4.3) Un lemme de théorie des groupes. — Notons A l'algèbre quotient A//?A, et ~u
l'image canonique dans A d'un élément ueA. L'algèbre A est l'algèbre de Magnus
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à coefficients dans JFy engendrée par X et Y. L'image L de L est la Fy-algèbre de Lie libre
engendrée par X et Y. Voici notre lemme.

Définissons les deux éléments Z et T du groupe ^ par les relations

(1.4.3.1) (X'Y^-X^Y^Z.

(1 .4 .3 .2 ) (X^, Y*) = (X*, Y^T.

Alors les coefficients ^(Z) et ^.(T) des développements (i .4 .2 .10) ûk Z et de T vérifient les relations
suivantes :

^•é-S.S) <;,(Z)=o pour i<2
(1.4.3.4) ^(T)=o j&^r î'<3.

(1.4.3.5) ^,,(Z)ïï,==A(X,Y).

(1.4.3.6) ^(Z) ==o {modp), pour i<dp_^

(1.4.3.7) . S ^(T)^=(adX)PY.
^^i

(1.4.3.8) ^(T)EEo(mod^), j&^r i<^.

(1.4.3.9) 5ï ^(T)=^o (modj&), alors deg^u^p.

(1.4.4) Pr^^ du lemme (1.4.3). — Les relations (1.4.3.3) et (1.4.3.4) peuvent
s'écrire respectivement Ze^ et Te^. Ces relations s'obtiennent à partir des
propriétés de l'algèbre de Lie gr y (1 .1 .7) .

Les relations suivantes s'établissent en étudiant les images Z et T dans A. Rappelons
que, dans l'anneau A de caractéristique p, nous avons l'identité (i +17)^== i +17^ La
définition (1.4.3.1) de Z nous donne

( 1 . 4 . 4 . 1 ) Z=(i +Y^)-1(I +X^)-1(I +(X+Y+XY)^).

Il en résulte que les termes de degré i en X et Y dans le développement de Z sont nuls
pour o<i<p et que, pour i=p, ils valent (X + Y)p — X> — Y^, c'est-à-dire A (X, Y)
d'après la définition (1.2.4).

Supposons démontrée la formule (1.4.3.6) pour î<û^_r La considération des
termes de degrés dans le développement de Z conduit à (i .4.3.6) pour i<d^ (si n^p—i).
Lorsque (1.4.3.6) est démontré, la formule (1.4.3.5) s'établit par la considération des
termes de degré p dans Z.

De même, la définition (1.4.3.2) de T nous donne

(1 .4 .4 .2 ) T=(i +Y, i +X)^(i +X^, i +Y).

Les termes de degré i dans le développement de T sont nuls pour o<i<p + i. Pour
i=p+î, ilsvalent (adX^Y^ X^.Y—Y.X^. Nous démontrons les relations ( i. 4.3.8)
pour î<^, par récurrence sur n jusqu'à n=p, puis nous démontrons (1.4.3.7) par
la considération des termes de degré p + i dans T.

Il ne nous reste plus à prouver que (i .4.3.9). Les relations (i .4.2.5) et (i .4.2.6)
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nous montrent (par récurrence sur i) que tous les monômes non nuls du développement
de H— i (1.4.1.5) sont de degré en X au moins égal à deg^u,. D'autre part, pour i ̂  2,
les monômes du développement de U,—i ont un degré en X au moins égal à i, et,
par conséquent, les monômes du développement de U^— i (dans A) ont un degré en X
au moins égal àj&. Supposons démontrée la relation (1.4.3.9) pour i<d^_^ Les remarques
précédentes nous permettent d'établir que tous les monômes non nuls du développement
de ^n(T) (1.4.2.8) ont un degré en X au moins égal à p, ce qui implique (1.4.3.9)
pour <_i^'<<.

(^é-S) Application du lemme : le mot Z(^). — Soient G un groupe filtré ( i . i . i)
et x, y deux éléments de G. D'après la définition d'un groupe libre, il existe un unique
homomorphisme de ^ dans G qui applique X", Y* sur x, y respectivement. Nous notons
V{x,y) l'image de Ue^ par cet homomorphisme. Les éléments U, introduits en (i .4.2)
possèdent la propriété suivante (pour tout î'eN).

(1.4.5.1) ^(H(^jQ)^degx^.œM+degY^.œ(j;).

En effet (1.4.5.1) est évident d'après (1.4.2.5) pour i==o, i, et (1.4.2.6) l'établit
par récurrence.

Si Ue^, alors œ(U(^,^))^n.min(œ(^), <o(^)). C'est une conséquence des
relations de récurrence (1.4.1.6). Nous pouvons donc écrire, à partir d'un dévelop-
pement ( i .4 .2 . lo )

( I -4-5 .2) u^j^nu^jo^
i

et le produit ordonné converge dans le groupe topologique G (qu'il n'est pas nécessaire
de supposer séparé).

Supposons désormais le groupe G p-filtré (1.2.10). Posons œ(^)==v, <x)(j)==v',
avec v^v'. Pour démontrer que l'opérateur P du théorème (1.2.11) est bien défini,
nous devons établir que

(^^•S) Z(^)eG^ pour v<v\

Or, d'après (1.4.3.3) et (1.4.5.2),

(i-4.5.4) Z(^,j;)==: II U,(̂ )̂ .
i^.2

Pour 2^<û^_i, nous avons û)(U,(A:,j))^+v', et r,(Z)=o (modj&) (i .4.3.6), ce qui
implique

(I.4.5.5) ^(UK^^^^Ç^+V'P?^).

Pour î^ây_i, nous avons (1.4.5.1)

( ï .4-5-6) ^(^(^J;))^—I)v+^

et, si v<v', Q&—i)v+v'>^<p(v). L'existence de P est donc établie.
Démontrons maintenant l'axiome (1.2.5.1) pour l'opérateur P. Nous supposons
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donc v=v^(j&—i)- 1 . Les facteurs V^x.yY^ ont des filtrations ><p(v), sauf éven-
tuellement si dp_^i<dp. Si nous multiplions par v la filtration de ̂ , de telle sorte que
rhomomorphisme de y dans G devienne un morphisme ( i . i. 3) et définisse le morphisme
associé gr ^'->gr G, nous voyons que (1.4.3.5) achève de démontrer (1.2.5.1).

Si, par contre, nous avons (^—i)"1^^' alors ( j & — i ) v + v ' > v ' + i =9^'), si bien
que (1.4.5.5) et (1.4.5.6) entraînent l'énoncé suivant (dont l'axiome (1 .2 .5 .2) est
une conséquence).

(I • 4 . 5 . 7 ) Soient x et y deux éléments d'un groupe p-filtré G, avec {p—î)~l<u{x)^(ù{y).
Alors y-^-^xyYeG^^.

(1.4.6) Fin de la preuve de (1 .2 .11) : le mot T. — Soient x et y deux éléments du
groupes-filtre G, avec co(A:)=v et ^(y)=^\

Étudions le développement de T(^,^)$ d'après (1.4.3.4)

(1.4.6.1) T(^)= n U^y)^
t^3

Montrons que tous les facteurs de (1.4.6.1) ont une filtration ^(pM+v7 , l'égalité
n'étant atteinte que si û^'<^+i, et v^( j&—i)- 1 . Ces propriétés, et la relation (i .4.3.7),
nous permettront de vérifier les axiomes (1.2.5.3), (1.2.5.4) et (1.2.5.5), c'est-à-dire
d'achever la démonstration du théorème (1.2.11).

Remarquons que nous avons toujours

(1.4.6.2) ?(^+0^ç(v)+<

et

(1.4.6.3) ^(v+v');^^)-!-,/ si v<(^—i)-1 et v'>o.

Pour tout î>3, nous avons (o(U,(A;,^))>v+v'. Si, par conséquent, ^(T) est
divisible par j&, nous avons

(1.4.6.4) ^(U.^^^^^v+^^çM+v'.

Sinon nous avons (1.4.3.9) degx^>j&, ce qui implique, d'après (1.4.5.1),

(^^.S) œ(U^,j/))^v+v',

l'égalité ne pouvant avoir lieu que si degu,==p+i, c'est-à-dire dp^i<dp+^.
Or (1 .2 .2) nous avons j&v^<p(v), l'égalité n'étant atteinte que pour v^(j&—i)-1 .

2. LES PRO-J&-GROUPES ET LEURS Z^ALGÈBRES COMPLÉTÉES

(2.1) ^-groupes et pro-j&-groupes.

(2.1.1) Définition. — Nous appellerons p-groupe un groupe G où l'ordre de chaque
élément est une puissance de p : pour tout xeG, il existe neN tel que ^=1.

Un p-groupe fini est un groupe fini dont l'ordre est une puissance de p.

441
8



58 M I C H E L L A Z A R D Ghap. II

(2.1.2) Nous appellerons pro-p-groupe un ^ro^ topologique G qui est limite projective
d'une famille de p-groupes finis munis de leur topologie discrète. Cette définition équivaut
à la suivante : un pro-j&-groupe est un groupe pro-fini (ou encore : compact, totalement
discontinu) dont Y ordre est une puissance de p (finie, ou égale au « nombre surnaturel » p^ ;
cf. [29], chap. I, 1.4).

Un morphisme de pro-j^-groupes est un homomorphisme continu.
(2.1.3) Proposition. — Pour qu'un groupe p-filtré G (1.2.10) soit un pro-p-groupe,

il faut et il suffît que G soit compact.
Preuve. — Un pro-^-groupe est compact. Réciproquement un groupe ^-filtré

compact G est complet, et s'identifie à la limite projective des quotients G/G^ (1.1.5).
Ges derniers sont finis (car compacts et discrets), et sont des ^-groupes (2 .1 .1) d'après
la définition des j&-filtrations (1.2.10).

(2.1.4) Générateurs d'un groupe topologique, pro-p-groupes de type fini. — Nous
appellerons famille de générateurs topologiques, ou simplement famille de générateurs,
une famille d'éléments (^),çi qui engendrent un sous-groupe dense dans un groupe
topologique G.

Un groupe topologique, et en particulier un pro-j^-groupe, sera dit de type fini
s'il possède une famille finie de générateurs.

(2.1.5) Remarque. — Nous démontrerons plus loin (3.1.5) que tout pro-j&'groupe
de type fini peut être défini comme un groupe j&-filtré. Il existe des groupes ^-filtrés
compacts qui ne sont pas de type fini : cf. par exemple (I, 3.1.5). Il existe aussi des
pro-j^-groupes dont la topologie ne peut pas être définie par une j^-filtration (prendre
un pro-j^-groupe non métrisable).

(2.1.6) Puissances p-adiques entières dans une limite projective de p-groupes. — Soit G
un groupe topologique, limite projective d'une famille de ^-groupes topologiques
séparés (2 .1 .1) . Soient xeG et veZ^, un entier j&-adique. Si {n^^çy est une suite
d'entiers rationnels qui converge vers v, la suite des puissances (^) converge dans G,
car son image dans chaque ^-groupe quotient de G est une suite stationnaire. La limite
de la suite (^), pour i->co, sera notée x " (« x puissance v »). Les puissances j^-adiques
entières vérifient les mêmes identités que les puissances rationnelles entières.

(2 .1 .7 ) Algèbres des p-groupes finis.
Théorème. — Soient G un p-groupe fini, et A==Zp[G] son algèbre à coefficients entiers

p-adiques. Notons 1 l'idéal d'augmentation de A, et R = 1 + (j&) P idéal engendré par 1 et p. Alors A
est un anneau local, dont le radical est R. La topologie Sadique de A et sa topologie de Z -module
libre de rang fini coïncident. L'anneau local A est compact.

Preuve. — Réduisons A modulo p. L'algèbre AfpA s'identifie à l'algèbre de
groupe Fp[GJ. Cette dernière est un anneau local artinien dont le radical I/pl est
niipotent ([25], chap. IX, § i, corollaire, p. 147). Remontons dans A : il existe un
entier m^i tel que PCj&I. Pour tout neN, nous avons donc îLmnCpnA, ainsi que
l'inclusion évidente pnAcRnA. La topologie R-adique de A est donc la topologie linéaire
définie par les idéaux pnA, c'est-à-dire la topologie de Z^-module libre de rang fini, pour
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laquelle A est compact. Le quotient A/R s'identifie au corps Fy, et tout élément de la
forme 1+^5 où xeR, est inversible dans A (puisque A est complet pour la topologie
R-adique). Cela prouve que A est un anneau local de radical R.

(2.1.8) Lemme. — Soient G un groupe discret, (^),çj une famille de générateurs de G,
A = 0 [G] /'' algèbre de G à coefficients dans Panneau commutatif û, et enfin 1 P idéal d'augmentation
de A.

Alors 1 est engendré, en tant qu'idéal à gauche, par les éléments {x.— i),jej.
Preuve. — L'idéal 1 est engendré, en tant que Q-module, par les y—î.yeG.

Nous écrivons^ comme un produit de facteurs Xy ou ^-1; nous remplaçons x, (resp. x-~1)
par {Xj—i)+1 (resp. i—^~ l(^•—i)) , et nous développons.

(2.1.9) Remarque. — Le lemme (2.1.8) nous permettra de borner le nombre de
générateurs du radical R dans Renoncé du théorème (2 .1 .7) . Ce théorème admet le
complément suivant. Soit H le sous-groupe de Frattini de G, c'est-à-dire l'intersection
de ses sous-groupes maximaux, ou encore le sous-groupe engendré par les commutateurs
et lesj^-ièmes puissances. Alors G/H et I/RI sont canoniquement isomorphes. Leur dimension
commune (en tant qu'espaces vectoriels sur ¥p) est le nombre minimum r de générateurs
de G. Le nombre minimum de générateurs du radical R (en tant qu'idéal à gauche)
est égal à la dimension de R/R2, c'est-à-dire à r+ i .

(2 .2) Algèbres complétées des pro-p-groupes et Zp-modules complets.

(2.2.1) Définition de la Z.p-algèbre complétée d'un pro-p-groupe. — Soit G un pro-
^-groupe (2 .1 .2 ) . A tout sous-groupe ouvert distingué U de G nous associons
l'algèbre Zy[G/U]. Si UCU', l'épimorphisme canonique G/U—^G/U' se prolonge en
un épimorphisme /u',u ^[G/U] -.Z^G/U'].

Nous appelons î^-algèbre complétée de G, et nous notons Z^[[G]] ou Al G la limite
projective limZ^[G/U], construite pour les morphismes f^.^ sur l'ensemble des sous-
groupes distingués ouverts de G ordonnés par anti-inclusion. L'algèbre Al G est munie
de sa topologie de limite projective, les algèbres Zy[G/U] ayant leur topologie de
Z^-module libre de rang fini.

(2.2.2) Théorème. — Soit G un pro-p-groupe. Son algèbre complétée Al G est un anneau
local et une Zp-algèbre topologique compacte. Les idéaux ouverts de Al G constituent un système
fondamental de voisinages de ^éro. Si R désigne le radical de Al G, la topologie îL-adique est plus
fine que la topologie de Al G, ce qui signifie que tout voisinage de ^éro contient î^ à partir d'une
certaine valeur de neN. Si G est de type fini (2 .1 .4) la topologie de Al G est sa topologie R-adique.
Enfin il existe une injection canonique de Zy[G] sur une sous-algèbre dense de Al G (ce qui justifie
le nom d'algèbre de groupe complétée), et la restriction de cette injection à G est un homéomorphisme
de G sur son image.

(2.2.3) Preuve. — Nous avons à prendre une limite projective à'espaces compacts
pour une famille d'épimorphismes. Nous obtenons donc un anneau compact Al G, et les
morphismes Al G—^Z^,[G/U] sont surjectifs.
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Les images réciproques dans Al G des idéaux ouverts de Zp[G/U] constituent
(lorsque U varie) un système fondamental de voisinages de zéro.

D'autre part une limite proj écrive Panneaux locaux pour une famille d'' épimorphismes
est encore un anneau local, et le radical de la limite proj écrive est la limite proj écrive des
radicaux.

Chaque épimorphisme G-^-G/U se prolonge en un morphisme Z^[G] —> Z^[G/U],
d'où un homomorphisme

(2.2.3.1) Z^[G]->A1G.

Cet homomorphisme est injectif. En effet, si S \g .^Z [G] est un élément de Z [G],
<7£Gr

nous pouvons choisir U assez petit pour que les éléments geG dont les coefficients \^Zp
sont non nuls aient des images distinctes modulo U. L'élément considéré possède alors
une image non nulle dans Zp[G/U] et, par conséquent, dans Al G. La restriction de
l'homomorphisme (2 .2 .3 .1) à G est continue et injective : c'est donc un homéomorphisme
sur l'image, car G est compact et Al G séparé.

L'image de Zy[G] dans Al G est dense, parce que, pour chaque U, le morphisme
composé Zy[G] -^Z^[G/U] est surjectif.

Si R est le radical de Al G, l'image de R" dans Z^[G/U] est, pour chaque n et
chaque U, la puissance n-ième du radical de Zy[G/U]. D'après (2.1.7) , il en résulte
que R^ tend vers zéro dans Al G.

Supposons enfin que G admette les générateurs ^, i^î^r. Cela signifie (2.1.4)
que les images dans G/U des ^ engendrent ce groupe discret. Convenons de poser,
dans Al G, ^4-1=^+1- Le radical de Zy [G/U] est ainsi (2.1.8) l'idéal à gauche engendré
par les images des ^—i, pour i ^z^ r+ ï- L'idéal à gauche engendré par les ^—i
dans Al G est donc dense dans R. Cet idéal est d'autre part compact, comme image
continue du compact (Al Gy+l par l'application

Ch. - - - ^ r + l ) ^ 2 ,-%(^—1).
l^t^ r4-l

et il coïncide donc avec R.
Nous démontrons plus généralement que, pour tout %eN, l'idéal R" est engendré,

comme idéal à gauche, par les éléments (^ — ï ) . . . (^ — ï ). Les puissances de R
sont donc compactes, et d'indice fini dans Al G (parce que Al G/R est fini). Les puissances
de R sont donc ouvertes dans Al G, ce qui prouve que la topologie de Al G est sa topologie
j&-adique.

(2.2.3.2) Nous identifierons désormais G et Z^[G] à leurs images canoniques dans Al G.

(2.2.4) Définition de la catégorie C des Zip-modules complets. — Nous appellerons
Z -module complet une limite projective M de p-groupes discrets commutatifs, notée additivement
(rappelons (2.1.1) que ces ^-groupes ne sont pas nécessairement finis). Nous avons
défini en (2.1.6) les puissances j^-adiques dans une limite projective de ^-groupes, notée
mulriplicativement. En notation additive, nous obtenons une multiplication des éléments
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de M par les entiers j&-adiques, et, plus précisément, une structure de Zip-module sur M.
L'application Z^xM->M est continue, M est complet et ses sous-modules ouverts forment
un système fondamental de voisinages de zéro.

Réciproquement, si M est un Zip-module topologique complet et linéairement topologisé
(c'est-à-dire dont les sous-modules ouverts forment un système fondamental de voisinages
de zéro), le quotient M/M, de M par un sous-module ouvert est un ^-groupe additif
discret, et M s'identifie à la limite projectiue lim M/M, de ses quotients discrets.

Nous achevons de définir la catégorie C en convenant que les morphismes sont les
homomorphismes continus. Ils sont nécessairement Zp-linéaires.

Exemples :

(2.2.4.1) L'algèbre complétée Al G d'un pro-j^-groupe G est un Zy-module complet
(2.2.2) .

(2.2.4.2) Les Z^-modules complets discrets sont les p-groupes additifs discrets (ou groupes
abéliens de p-torsion).

(2.2.5) Lemme. — Soient G un pro-p-groupe ( 2 . 1 . 2 ) et M un Zip-module complet (2.2.4).
Alors toute application continue f:G->M se prolonge en un morphisme (2.2.4) et un seul
g : Al G->M.

Preuve. — L'application continuer de l'espace compact G dans l'espace uniforme M
est uniformément continue. Autrement dit, à tout sous-module ouvert M, de M nous pouvons
associer un sous-groupe ouvert distingué U de G, de telle sorte que xeGyjyeG et AT^eU
impliquent /(A:)—/(^)eM,. Nous obtenons donc, par passage aux quotients, une appli-
cation de G/U dans M/M,.

Cette application s'étend en une application Zp-linéaire de Zp[G/U] dans M/M,,
et, par composition, donne une application continue de Al G dans M/M,. Cette dernière
application ne dépend pas du choix de U.

La famille d'applications continues de Al G dans les M/M, définit l'application
continue cherchée g : Al G->M, le module M s'identifiant à lim M/M, (2.2.4).

Comme Z [G] est dense dans Al G, le prolongement linéaire continu de f est unique.
Enfin si y prend ses valeurs dans un sous-module fermé N de M, il en est de même

de g.
( 2 2 6 ) Théorème. — Soient G un pro-p-groupe et M un Z p-module complet. Toute structure

de G-module (à gauche) topologique sur M s'obtient par restriction à partir d^une structure de
Al G-module topologique, linéairement topologisé, et d'une seule.

Preuve. — Nous avons, par définition, une application continue y:GxM->M.
Fixons me M; d'après le lemme (2.2 .5) , l'application continue x \->f{x, m) de G dans M
se prolonge en un morphisme unique de Al G dans M, que nous notons y\-^g{y^ m),
y parcourant Al G. L'unicité du prolongement (2 .2 .5) nous permet de démontrer que
l'application de (Al G)xM dans M, donnée par (7, m) \->g(jy^ m), définit sur M une
structure de Al G-module.

Comme G est compact, nous pouvons associer à tout sous-module ouvert M, de M
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un sous-module ouvert My, de telle sorte que/(^, m)eM, pour tout A:eG et tout meM ..
Nous en déduisons que ^(^, m)eM, pour tout jyeAl G et tout T/zeMy. Cette propriété,
jointe à la continuité des applications partielles y^g{y, m), entraîne la continuité de
l'application bilinéaire g, et montre que la topologie de M est définie par ses sous-Aï G-
modules ouverts.

L'unicité de g résulte de l'unicité du prolongement de/à (Zp[G])xM, qui est
dense dans (Al G) X M.

(2.2.7) Propriétés fonctorielles de Al. — Soit / :G—^H un morphisme de pro-
p-groupes (2 .1 .2 ) . Alors/se prolonge en un homomorphisme d'algèbres Z [G]-^Z [H],
puis, par passage aux complétés, en un homomorphisme
(2.2.7.1) A1/:A1G->A1H.

Considérons, en particulier, un sous-groupe ouvert U de G, et notons i l'injection
de U dans G. Alors Vhomomorphisme Al i : Al U—^ Al G est injectif, et Al G est un Al U-
module libre de rang (G : U).

En effet, pour construire Al G et Al U, nous pouvons utiliser les sous-groupes
distingués ouverts U' de G qui sont contenus dans U. Nous obtenons Al G et Al U comme
limites proj écrives de Zy[G/U'] et Z^,[U/U'] respectivement. Un système de représentants
des classes à droite de G suivant U constitue une base du Al U-module à gauche Al G.

(2.2.8) Proposition. — Soient G et H deux pro-p-groupes. Alors la î^algèbre complétée
de leur produit G X H s'identifie au produit tensoriel complété (I, 3.2.9) des algèbres Al G et Al H :

Al(GxH)=AlG®AlH.

Preuve. — Lorsque G et H sont finis, l'identification s'obtient en écrivant g® h
l'élément (^,A)eGxH. Nous passons au cas général en appliquant la proposi-
tion (I, 3.2. n).

3. FILTRATIONS DE PRO-^-GROUPES

(3.1) Pro-^-groupes libres de type fini.

(3.1.1) Pro-p-groupes libres de type fini. — Les pro-j^-groupes libres sont définis
généralement dans [29], Chap. Ier, 1.5. Nous n'utiliserons que des pro-j^-groupes libres
de type fini (2.1.4) dont voici une définition. Le pro-p-groupe G est dit libre pour la famille
d'éléments x^ i^i^r, si pour tout pro-p-groupe H et toute famille (j^)i^^,. d'éléments de H
il existe un morphisme f : G—^H, et un seul, qui applique chaque x^ sury^. La propriété universelle
implique que les ^ sont des générateurs (2.1.4) de G.

Si lesj^ sont des générateurs de H, alors le morphisme f : G->îî est un morphisme
strict surjectif^ parce que G est compact.

Pour obtenir le pro-j^-groupe libre engendré par les x^ nous construisons d'abord
le groupe « abstrait » libre engendré par les ^, puis nous le complétons pour sa ^-topologie
(les sous-groupes d'indice égal à une puissance de p forment un système fondamental
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de voisinages de l'unité). Comme nous ne complétons que des groupes séparés, nous
devons vérifier que la ^-topologie d'un groupe libre de type fini est séparé : cf. (3.1.3).

(3 .1 .2) Lemme. — Soit G un groupe p-filtré ( 1 . 2 . 1 0 ) admettant les générateurs x^y
ï^i^r. Alors les groupes quotients GfG^ ( 1 . 1 . 2 ) sont finis. Si G est séparé (resp. complet)
il est précompact (resp. compact).

Preuve. — Soit t le minimum des co (^). Donnons-nous v e R*^_ ; définissons n comme
la partie entière de vft et h comme le plus petit entier tel que ^(^^v (où 9^ désigne
le A-ième itéré de la fonction cp (1 .2 .2) ) . Alors les puissances j^-ièmes et les commutateurs de
poids n + i sont égaux à i dans le quotient G/G^,, engendré parles images de x-^y . . ., Xy.
Si nous filtrons G/G^ par sa suite centrale descendante, son gradué associé est une
(Z/j^Z)-algèbre de Lie à r générateurs, niipotente de classe ^n; cette algèbre de Lie
est donc finie, ainsi que G/G,,; cf. [14], th. (2.5).

(S-1^) Valuations d^algèbres de Magnus. — Donnons-nous r lettres X^, . . . , X ^
et r nombres réels strictement positifs T^, . . ., T^. Construisons l'algèbre de Magnus A
( i . i . 10) engendrée par les X^, à coefficients dans Zy. C'est l'algèbre des séries formelles
associatives en les X .̂ (non commutatives si r ̂ 2).

Munissons Zy de sa filtration naturelle (v{p)= i), et la TL^-algèbre A de la borne
inférieure (I, 2 .1.6) des filtrations w pour lesquelles ^(X^) ̂  T, ( i < î ̂  r).

Cette filtration est une valuation. Pour tout monôme m = X; . . . X; , nous avons
w(m) =T^+ • • • ~^~^in et l^s monômes constituent une base topologique de A (I, 2 .1 .17) .
L'algèbre A est valuée en tant qu'anneau (I, 2 .2 .1) .

La topologie de A ne dépend pas du choix des ̂  : c'est la topologie de la convergence simple
des coefficients des séries formelles associatives en les X^. L'algèbre A est compacte.

Le groupe 3^ engendré dans A par les éléments X^ == i + X .̂ est libre pour ces géné-
rateurs ( i . i . i o).

La filtration de A induit sur y une ^-filtration (1 .2 .1) séparée (puisque A est
séparé). D'après le lemme (3.1.2), la p-topologie du groupe libre ê^ est séparée.

(3 .1 .4 ) Proposition. — Conservons les notations de (3 .1 .3 ) . L) adhérence 3^ du groupe
libre y dans l'algèbre de Magnus A est un pro-p-groupe libre pour les générateurs X^, et A s'identifie
à la Zp-algèbre complétée Al y au pro-p-groupe ̂  ( 2 . 2 .1 ) .

Preuve. — Construisons le pro-^-groupe G, libre pour les générateurs ^, . . ., Xy,
et son algèbre complétée Al G=B. Nous avons, par définition de G, un morphisme
/ : G —^y vérifiant f{x^) -==• X^ pour tout î, qui, d'après le théorème (2 .2 .6) , se prolonge
en un morphisme a : B —^A. La définition du morphisme réciproque p : A->B (vérifiant
p(XJ=^-—i pour tout ï) s'obtient à partir du théorème (2 .2 .2 ) : les images par (3
des monômes en les X^ tendent vers zéro. Nous retrouvons la proposition 7 de [29],
chap. I^ 1.5.

( 3 ' 1 ' 5 ) Corollaire. — La topologie d'un pro-p-groupe de type fini peut être définie par
une p-filtration.

Preuve. — Soit H un pro-j^-groupe de générateurs^, i^i^r. D'après (3.1.1)
et (3. i .4)3 nous pouvons considérer H comme le quotient (topologique) du pro-j&-groupe
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libre SF engendré par les i + X, dans l'algèbre de Magnus value A (3. i . 3). Le groupe ̂
est ^-filtré, et la topologie de H est définie par sa filtration quotient (1.4.1). Cette filtration
quotient est une ^-filtration, qui ne dépend que du choix des générateurs y^ et des
nombres T^. Nous en donnerons une caractérisation directe.

(3.2) Les (^)-filtrations et les Çx, T, p) -filtrations.

(3.2.1) Définition. — Soient G un groupe discret et t un nombre strictement positif. Nous
appellerons {t, p)-filtration de G la borne inférieure des p-filtrations œ vérifiant (ù[x)^ t pour
tout xeG.

La condition d'existence d'une borne inférieure (1.1.4) est vérifiée, car t> o, et
la (t,p) -filtration est une j&-filtration (1.2.10).

Si f:G->îi est un homomorphisme de groupes munis tous deux de leur
( t , p ) -filtration, alors/est un morphisme de groupes filtrés (1.1.3). En particulier les
sous-groupes G^ correspondant à la {t, p) -filtration de G sont complètement invariants dans G.

(3.2.2) Définition. — Soient G un groupe discret, (^,) une famille de générateurs de G
et (r,) une famille de nombres strictement positifs ( i ^ î ^ r ) . Nous appellerons (x, ̂ , p)-filtration
de G la borne inférieure des p-filtrations œ qui vérifient

(3.2.2.1) ^(^)^TZ pour î^i^r.

Nous pourrions donner la définition des {x, T,j&)-filtrations pour une famille de
générateurs (^)içi, non nécessairement finie, mais cette généralisation ne nous serait
pas utile (et surtout la proposition (3.2.4) ne serait plus nécessairement vraie).

Si tous les T^ sont égaux à un même nombre t, la {x, T,J&)-filtration coïncide avec
la ( t , p ) -filtration.

(3.2.3) Considérons le groupe G de générateurs (^) comme le quotient du
groupe libre ^ de générateurs (X^) par l'épimorphisme/qui applique X,* sur x, ( i^ ̂  r).
Alors la (x, T, p) -filtration de G est la filtration quotient (1.1.4) de la (X*, T, p) -filtration de ̂ .
De même, la {t, p} -filtration de G est la filtration quotient de la {t, p) -filtration de ̂ .

(3.2.4) Proposition. — Munissons le groupe G de sa {x^, p}-filtration œ, comme
en (3.2.2). Alors gr G est une algèbre de Lie mixte (1 .2 .11) qui est engendrée par les images
respectives des x^ dans gr^.G, pour î^i^r.

La preuve de cette proposition sera donnée en (3.3.2).
(3.2.5) Théorème. — Soient G un groupe engendré, en tant que groupe discret, par les

générateurs ^-, œ une p-filtration de G et (r,) une famille de nombres réels strictement positifs
tels que œ(,^) ̂  T^ (i ̂  ̂  r). Notons ^ l'image de x^ dans gr^.G. Alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes.

(3-2.5.1) Les ^ engendrent dans gr G une sous-algèbre de Lie mixte libre ( i ^ î ^ r ) .
(3.2.5.2) Le groupe G est libre pour les générateurs x^ et co est sa {x, T, p) -filtration.

De plus, la {x, T, p) -filtration d'un groupe libre de générateurs x^ est séparée.
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Preuve, — Soient ^ un groupe libre pour les générateurs X^, et f' : y—>G l'épi-
morphisme défini par y(X^)==^. Munissons^" de sa (X*, T,^)-filtration. Alors y est
un morphisme (1.1.3)3 d'après les relations C*)(^)^T^. Le gradué associé grf est
un morphisme d'algèbres de Lie mixtes (1.2.11). D'après la proposition (3.2.4),
gr ê^ est engendrée par les images respectives des X^ dans gr^.<^', que grf applique
sur les î^.

Si (3.2.5.1) est vrai, le morphisme gr^'est donc injectif, par définition d'une algèbre
libre.

Prenons d'abord pour G le groupe 3^ lui-même, œ étant la ^-filtration de 3^ définie
en (3.1.3) (induite par une valuation de l'algèbre de Magnus). D'après (1.1.9), (1.2.9)
et la définition de co, la relation (3.2.5.1) est vérifiée.

Le morphisme y est l'identité. L'assertion « gr/est injectif » signifie que <o est
la (X*, T,^)-filtration de <^; cette filtration est donc séparée.

Revenons au cas général. Puisque la (X*, T,J^)-filtration est séparée, f est une
isométrie dès que grf est injectif, ce qui prouve que (3.2.5.1) implique (3.2.5.2).
Nous avons démontré au passage l'implication réciproque.

(3.2.6) Détermination de la (t, p)-filtration d'un groupe libre. — Le théorème (3.2.5)
nous permet d'obtenir la {t,p) -filtration d'un groupe libre à partir d'une valuation de
l'algèbre de Magnus A (3.1.3).

Nous allons appliquer le théorème (5.4) du chap. Ier de [14]. L'expression
« ^-filtration » est employée dans [14], chap. Ier, § 5, pour désigner certaines filtrations
d'une algèbre de Magnus, tandis que nous l'utilisons exclusivement dans le présent
article au sens défini en (1.2.10). D'autre part les seules filtrations qui apparaissent
dans [14] sont à valeurs entières, tandis que nous étudions maintenant des filtrations
à valeurs réelles. Cependant, le théorème (5.4) de [14], chap. Ier, est applicable à la
détermination de la (^,j&)-filtration, en prenant la fonction F définie par F(i,j)=ti-^-j\
Lorsque t est rationnel, nous sommes ramenés aux filtrations entières en multipliant toutes
les filtrations par un entier n tel que tne'N. Si, par contre, t est irrationnel, il faut
reprendre la preuve du théorème (5.4), ou utiliser un passage à la limite. Voici, en tout
cas, l'énoncé qu'on obtient.

(3 .2 .6 .1 ) Soit y un groupe libre. Notons ^\ le i-ième sous-groupe de la suite centrale descendante
de^.avec y^=y. Disons qu'un élément xe^^ est primitif si U image de x dans ^A^+i
nest pas divisible par p dans ce dernier groupe. Notons enfin ^ le k-ième itéré de la fonc-
tion y ( 1 . 2 . 2 ) : 9°(v) == v et (p^^v) == ̂ (^M). Alors, si CD est la (t, p)-filtration de ̂ ',,
si x est un élément primitif de ̂ , et Â:eN, nous avons

(O^P^Ç^).

r^i(3.2.6.2) Si un élément xe^ est représenté par un produit ordonné 11^- , où chaque x^ est un
élément primitif de ^\ (et Â^eN ou ^==00, auquel cas ^°°=i), alors

k '
œ {x) == inf û) (jcf t) == inf 9^ (tï).

4491

9



66 M I C H E L L A Z A R D Chap. II

(3.2.6.3) En particulier, pour t=i, nous retrouvons un résultat de [14], chap. Ier,
(5.8) : si <o est la (i, p)-filtration du groupe libre ^r, alors (ù{x)^i équivaut à

^e^'f'"1...^^'...^.

(3.2.7) Détermination de la {x, T, p)-filtration d'un groupe libre : exercice. — Le calcul
« effectif» de la {x, T,^)-filtration d'un groupe libre est plus compliqué que celui d'une
(^,j&)-filtration, parce que les générateurs interviennent individuellement. Nous nous
contenterons de proposer comme exercice l'exemple suivant. Reprenons les notations
de (1.4) et prenons la borne inférieure co des ^-filtrations du groupe libre 3^ pour
lesquelles ^(X^T et œ(Y*)^6. Alors, si Ue^ est donné par le développe-
ment (1.4.2.10), nous avons

(3.2.7-ï) ^(U^infœCU^)

(3.2.7.2) ^T^=^Wi)\ où

(3.2.7.3) ^= ̂ (U) ) (valuation ^-adique).

(3.2.7.4) ^TO-T.degx^+O.degy^.

(3.2.8) Définition des Çt, p)-filtrations et des (x, T, p)-filtrations des pro-p-groupes de type
fini. — Les définitions données en (3.2.1) et (3.2.2) concernaient des groupes discrets,
bien que les filtrations introduites correspondent, en général, à des topologies non discrètes.
Pour un groupe libre de type fini ̂ ", par exemple, toutes les filtrations définies en (3.2. i)
et (3.2.2) correspondent à la ^-topologie de y.

Définissons maintenant les (^^-filtrations et les (X*, T,J&)-filtrations d'un pro-
p-groupe libre pour la famille de générateurs (X,*)^^,. (3.1). Nous plongeons le pro-
^-groupe libre ̂  dans l'algèbre de Magnus A comme en (3. i .4), et nous valuons A comme
en (3.1.3), par la borne inférieure w des filtrations qui vérifient w(X^) ̂ T, pour i^is^r
(resp. w(X^t s'il s'agit de la (^)-filtration).

La (X*, ï,j&)-filtration (resp. (^)-filtration) de ^ est, par définition, induite par
la valuation w de A (1.1.10).

Soit maintenant G un pro-p-groupe de générateurs (topologiques) (^)i<^<y. Nous
considérons G comme le quotient de ^ par l'épimorphisme qui applique X^ sur x^ et
nous définissons la {x, T,p)-filtration de G comme le quotient de la (X*, T, pYfiltration de^ ( i . i .4).
D'après (3.1.5), cette filtration de G définit sa topologie. Nous pouvons aussi en donner
la définition directe suivante.

(3 .2 .8 .1 ) La {x, T, p)-filtration (resp. la {t, p)-filtration} du pro-p-groupe G de générateurs
(^•)i^^r est ^ ^orne inférieure des p-filtrations qui définissent la topologie de G et qui
vérifient co(^)^r, (resp. u(x^t} pour i^i^r.

Dans cette définition, la condition que œ définit la topologie de G peut être
remplacée par la condition suivante : les sous-groupes G^ associés à la p-filtration co doivent
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être fermés (pour la topologie de G). Ces sous-groupes G^ sont les adhérences de sous-groupes
formés par certains mots en les générateurs ^ ; la description de ces mots n'est malheu-
reusement pas très simple dans le cas général : cf. (3.2.7).

Rappelons que la (X*, T,^)-filtration du pro-j&-groupe libre de type fini S^ est
discrète (1.1.5). Il en est donc de même de la (.y, T,J&)-filtration du pro-^-groupe G
et le morphisme gr^—^gr G est surjectif. Nous avons donc, d'après (3.2.5) la propriété
suivante.

(3.2.8.2) Si le pro-p-groupe de type fini G est muni de sa {x, T, p)-filtration, l'algèbre de Lie
mixte gr G est engendrée par les images des générateurs x^ dans gr^-.G.

(3.2.9) Un exemple. — Soient A l'algèbre de Magnus engendrée sur Z par
les (X^)^^,., et/un entier ^ i. Considérons dans A l'idéal 1 engendré par les X, et
par^. Filtrons A par les puissances de I, c'est-à-dire posons, pour xeA et %eN,

(3 .2 .9 .1) w{x)^n^> A;eP.

Cette filtration w de A induit une filtration co sur le groupe libre S^ de généra-
teurs X^= i +X^ ( i . i. 10). La filtration eu est celle définie en [27], n° 6. Ce n'est pas
une j&-filtration (sauf si f= i), mais nous pouvons l'obtenir comme suit.

Notons co' la (/, j&)-filtration de ̂  (3.2. i), (3.2.5). La filtration œ se déduit de o/
par les procédés (1.1.11.4) et ( i . i. 11.6). Plus précisément :

(3.2.9.2) u{x)=[f~luf(x)] pour tout xeG.

(3.3) Preuve de (3.2.4), et cPune propriété des algèbres de Lie mixtes.

(3.3.1) Lemme. — Soient G un groupe discret muni de sa {x, T, p) -filtration CD, comme
en (3.2.2), et v un nombre >o. Désignons par H le sous-groupe de G engendré par les éléments
des trois types suivants : les générateurs x^ pour lesquels T^> v ; les puissances p-ièmes y^ pour lesquelles
yeG, <p(œ(j/))>v; les commutateurs (^,-^), où j/eG, ^eG, co(^)+co(^)>v. Alors H coïncide
avec le sous-groupe G^-, défini par <o comme en ( 1 . 1 . 2 ) .

Preuve. — Nous avons d'abord l'inclusion HcG^+. Définissons une famille de
sous-groupes G^XeR^, en posant

(3 -3 - ï - i ) G^=G^ si X^v;

(3.3.1.2) G^=G^nH si À>v.

Les sous-groupes G^ vérifient les relations

(3.3.1.3) ^xQx^' {pour\eR\)',

(3.3.1.4) (G,, G^)CG^ {pour À, ^eR^);

(3.3.1.5) y^^w Pour \E^\ etyeG^

(3.3.1.6) ^G^ pour ï^i^r.
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Ces relations signifient que les G^ sont associés, à une j^-filtration o/ de G, pour
laquelle Û)'(^)^T,, i^i^r. Comme ^(jQ^û^) pour tout jye G nous avons co(j/)= co'(^),
d'après la définition de G) comme borne inférieure d'une famille de filtrations. Nous en
déduisons l'inclusion G^+CH, qui achève la preuve du lemme. Remarquons que nous
n'avons pas utilisé la finitude de la famille de générateurs (^), i^z^r .

(3.3.2) Proposition. — Soient G un groupe discret et o la (x, ̂ , p)-filtration de G,
comme en (3.2.2). Désignons par 1 la plus petite partie de R*(. qui contient les ^pour i^z'^r,
et qui vérifie X+pi'^1 pour À, p-el, ainsi que <p(X)eI pour Xel. Alors les degrés des composantes
homogènes non nulles de gr G appartiennent à I, et l^ algèbre de Lie mixte gr G est engendrée par
les images respectives dans gr^G des générateurs x^.

Preuve. — L'ensemble 1 est une partie discrète de R*(_, et nous pouvons écrire ses
éléments comme une suite strictement croissante :

(3.3.2.1) VQ<^<...

Appelons L la sous-algèbre de Lie mixte de gr G engendrée par les images Ç^
des A"; dans gr^-.G, et notons L^ la composante homogène de degré À de L, pour tout XeR^..
La définition des algèbres de Lie mixtes (1.2.5) nous montre que L^==o pour À^I.

Considérons l'hypothèse de récurrence (en î'eN)

(3.3.2.2) L^==gr^G pour tout X^v,.

Elle est vérifiée pour ?=o, car VQ est 1e P^ petit des nombres T, (i^i^r),
et G,.=G.

Supposons la relation (3.3.2.2) vérifiée pour un certain ieN. Appliquons le
lemme (3.3.1) à la détermination des sous-groupes G^+. Nous voyons que

(3-3-2.3) G^i=G^,

ce qui implique gr^G=o pour Vi^X^^+i? et, de plus,

(3-3.2.4) SS.i^1^-

Nous venons de démontrer la proposition (3.2.4). Nous avons utilisé essentiellement
le fait que la famille de générateurs (^) est finie.

(3.3.3) Lemme. — Soient 0. un anneau commutatif et L une ^1-algèbre de Lie engendrée
par la famille (A-J, î'el. Alors L est engendrée^ en tant que Si-module^ par les éléments x^
et DS^L où ^I^eL.

Preuve. — L'algèbre L est engendrée, en tant que û-module, par les monômes de Lie
en les x^. Grâce à l'identité de Jacobi, que nous écrivons sous la forme

(3.3.3.1) [u, [v, w]]==[[u, y], w]—[[u, w], v],

nous voyons qu'il suffit de prendre comme générateurs du ^-module L les monômes
« normes à droite » ainsi définis : les x^ eux-mêmes sont normes à droite, et le
monôme [u, A-J est norme à droite si le monôme u l'est aussi.
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(3-3-4) Lemme. —.Soient L une algèbre de Lie restreinte (au sens de Jacobson) engendrée
par une famille (^), î'el, sur un anneau commutatif û de caractéristique p, et V la sous-algèbre
de Lie engendrée sur Q. par les x^ pour ici. Alors nous avons l'inclusion

(3.3.4.1) [L,L]CL\

Preuve. — Considérons d'abord l'ensemble M des j^eL tels que

(3.3.4.2) [^L'JCL*.

Cet ensemble est fermé pour le crochet, la j^-application et les opérations de
iî-module; il contient les x, pour ieL C'est donc L tout entier.

Prenons maintenant l'ensemble N des y tels que

(3.3.4-a) [L^]CL*.

Nous venons de voir que N contient les x,. Nous vérifions encore que c'est une
sous-algèbre restreinte, autrement dit que L=N.

(3 • 3 - 5 ) Lemme. — Soit L une algèbre de Lie mixte engendrée par la famille d'éléments
(homogènes) (^), iel. Notons L* la sous-Ty-algèbre de Lie engendrée par les x^ dans L, et L^
{resp. L^) la composante homogène de degré veR*+ de L {resp. L1"). Notons enfin PL^ l'ensemble
des éléments Px, où xeL^. Alors, pour tout veR^, nous avons

(3.3-5-I) L^=PL,+L^.

Preuve. — Considérons l'algèbre de Lie mixte L comme plongée dans son algèbre
enveloppante mixte U^L (1.2.8). Notons L' la î^algèbre de Lie restreinte engendrée
dans U^L par les x, (pour la ^-application x^x^. La définition de l'algèbre U^L
nous donne

(3.3.5.2) L,CL;+S^L;_,,
i

où l'entier i prend des valeurs vérifiant

(3-3-5-3) i^v—(^—i)-1.

Notons [L, L]^ la composante homogène de degré v du module [L, L] ; appliquons
le lemme (3.3.4), ainsi que les relations (3.3.5.2) et (3.3.5.3). Nous obtenons

(3.3.5.4) [L,L],CL:+S^L:_,,
i

où l'entier i prend des valeurs vérifiant

(3.3.5.5) i^<v—(^—i)-1.

Quel que soit v<=R*+, le module L^ est toujours engendré par PL^, [L, L]^)
et les ^ de degré (p(v). Supposons d'abord v^Q&—1)~1 .

Alors, d'après (3.3.5.4) et (3.3-5-5L nous avons [L, L]^CL^. D'autre part,
l'application P : L^L^) est additive modulo [L, L]ç^ et nous obtenons (3.3.5.1).
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Supposons maintenant ^>(p—ï)~1. Alors ? application P : L^->L^ est additive,
les relations (3.3.5.4) et (3.3.5.5) nous donnent

[L, L]y(v)c Lçp^ + TcL^,

et nous vérifions encore (3.3.5.1).
(3•3.6) Proposition. — Soit L une algèbre de Lie mixte engendrée par des éléments x^ de

degrés respectifs r,, pour i ̂  i ̂  r. Soient t le maximum des \ ( i ̂  i ̂  r) et m un nombre >{p — i ) "~1.
Supposons que les applications

(3.3.6.1) P:L,->L^

soient surjectives pour tout v vérifiant m ̂  v < w +1. Alors les applications (3 .3.6.1) sont surjectives
pour tout v^w.

Preuve. — L'ensemble des v pour lesquels Ly=)=o est discret (cf. (3.3.2)), et nous
pouvons donc démontrer la surjectivité de P par récurrence sur v, en la supposant vérifiée
pour wO<X, avec \^m-\-t. Le lemme (3.3.5) nous donne

(3.3.6.2) L^=PL,+LI^,

en désignant par L* la sous-Fy-algèbre de Lie engendrée par les x^. Le lemme (3.3.3)
nous donne

(3.3.6.3) ^l^2 [4+l-T,.^]-l^i^r ^

Mais la relation \^-m-\-t implique

(3.3.6.4) m^\—^<\

d'où, par l'hypothèse de récurrence,

(3.3.6.5) L^_^CL^_^=PL^.

D'après les axiomes (1 .2 .5 .2) et (1 .2 .5 .5 )5 ainsi que les relations (3.3.6.3)
et (3.3.6.5), nous avons

(3.3.6.6) H^CPL,,

d'où enfin la relation L^.^=PL^.
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CHAPITRE III

GROUPES p -VALUES ET GROUPES ANALYTIQUES

i. FONCTIONS ANALYTIQUES

(1.1) Valuation des factorielles ; fonctions exponentielle) logarithme et
puissance»

(i. i. i ) Numération de base p. — Tout entier n eN admet un développement dans
le système de numération de base p :
( 1 . 1 . 1 . 1 ) TZ== S a^p\

î G N

Les entiers ^ vérifient

(1.1.1.2) o^ai<p,

et sont dits les chiffres du développement de n. Lez-ième chiffre a^ considéré comme fonc-
tion de n, s'exprime au moyen de parties entières. En effet, pour tout jeN,

( 1 . 1 . 1 . 3 ) [P^^^^a^-^
i^-1

d'où les relations

(1 .1 .1 .4 ) ^[p-^-p^-^n].

(1 .1 .2 ) Valuation des exponentielles; la fonction Schijf. — Notons v la valuation
j&-adique, avec v{p)==i. Nous avons

( 1 . 1 . 2 . 1 ) v{n\)== S v(i),
l^z^n

et le nombre d'entiers i compris entre i et n pour lesquels v(i)^j est égal à [^-?^].
En regroupant les termes égaux dont le second membre de (1.1 .2 .1) , nous obtenons

(1 .1.2.2) v{n\)==^j{[p-^n]-[p-^^n])
y GN

= S [p-'n].
jew

Si nous appliquons (1.1.1.4), il vient

( 1 . 1 . 2 . 3 ) ^i)=(^_ !)-!(„_ Sa..).
t t:N
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72 M I C H E L L A Z A R D Chap. III

Nous noterons Schiff n la jomme des chiffres du développement de n (dans le système
de base p\ il serait plus correct d'écrire SchiflL n) :

(1.1.2.4) Schiffn== S a^ pour n== S a^p\ o^a^<p.
i £ N t ç N

Nous écrivons donc (1.1.2.3) sous la forme
( 1 . 1 . 2 . 5 ) v{nl)={p—î)~1 {n—Schiff n).

(1.1.3) Notations. — Nous désignerons par tî un anneau de valuation discrète complet^
d'inégales caractéristiques, vérifiant v{p) == i (I, 3. i. i).

Nous noterons A une ^î-algèbre associative saturée (I, 2.2.4) et (I, 2.2.10).
(1.1.4) La fonction exponentielle. — Soit x un élément de A, vérifiant

(1 .1 .4 .1 ) ^)>(^_i)-i.

Pour chaque weN, l'élément {n\)~lxn appartient à A, et w{(n})~lxn) tend vers l'infini
avec n. Nous posons

(1 .1 .4 .2 ) expA:= S {n\)~lxn.
n £ N

Les éléments x et exp x—i ont mêmes termes dominants {si x 4=0) :
(i. 1.4.3) wÇexp x—x— i)>w{x).

Preuve. — D'après (1.1.2.5) et les axiomes des algèbres filtrées (I, 2.1.11) nous
avons vÇn^^wÇx") pour tout n, d'où l'existence du terme (yî!)"1^ puisque A est
divisible.

Nous avons
(1.1.4.4) ^((Tz!)-1^)^^^)—^!),

(1.1.4.5) (7^-I)^W-y(7^!)=(^-I)(^(^)-(^-I)-l)+(^-I)-l(Schif^7^-I),

ce qui prouve la convergence de la série exp x, puisque A est complet, ainsi que la
relation (1.1.4.3).

(1 .1 .5 ) La fonction logarithme. — Soit xeA, avec

( 1 . 1 . 5 . 1 ) w{x— i}>{p— i)-1.

Pour chaque yzeN*, l'élément n~lxn appartient à A et w{n~lxn) tend vers l'infini avec n.
Nous posons

(1 .1.5.2) Logx= S (—i^+^-^—i)".
nGN*

Les éléments Log x et x—i ont mêmes termes dominants [pour x ^ i ) :

( 1 . 1 . 5 . 3 ) w{x—i—Logx)>w(x—i).

Preuve. — Nous avons
(1.1.5.4) n~l=(n—1)!(%!)~1, pour tout weN",

ce qui nous ramène aux calculs de (1.1.4).
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GROUPES ANALYTIQUES /^-ADIQUES 73

Si nous admettions des éléments de valuation négative (par exemple dans un corps
value), la série Log x pourrait converger sous la seule hypothèse w{x—i)>o.

Sans considérer d'éléments de valuation négative, la série (1 .1 .5 .2) est définie
et convergente dans A pour w{x—i)^j&~1, mais la relation (1.1.5.3) peut être en
défaut si (1.1.5.1) n'est pas vérifié. Nous définissons seulement la fonction logarithme
sur l'ensemble des x vérifiant w{x—1)> {p—1)~1, car cette fonction ne nous intéresse
ici que lorsqu'elle est réciproque de l'exponentielle.

(1.1.6) La fonction puissance. — Les puissances positives entières x^ (XeN) sont
définies pour les éléments d'un monoïde multiplicatif, et en particulier d'un anneau.
Dans ce dernier cas nous avons la formule du binôme

(1 .1 .6 .1 ) ^= S (^{x—î)^v ' ne^\nf / '

où

( 1 . 1 . 6 . 2 ) ^^!)-IX(X-I)...(À-;Z+I).

Conservons les notations de (1.1.3). Nous voyons, comme pour la fonction expo-
nentielle (1.1.4)3 que, pour chaque xeA vérifiant
(1.1.6.3) ^_i)>(^_i)-i

et pour chaque X eu, l'élément ( ) {x— i )" appartient à A, et qu'il tend vers zéro (quand n
tend vers l'infini).

Sous ces hypothèses, la formule (1.1.6.1) définit donc la fonction puissance x^
par une série convergente. De plus, x^—i et \{x—i) ont mêmes termes dominants {si x^ i
et X=(=o) :
(1.1.6.3) w{x^—i—\{x—i))>w{\{x—î)).

Lorsque XeZp, alors ( ) eZp pour chaque neîy; les termes de la série ( i. i. 6. i )

sont définis dès que x appartient à une Zp-algèbre associative. Si nous voulons seulement
nous assurer que cette série converge, nous pouvons, par exemple, supposer que la
Zy-algèbre est un Zp-module complet (11,2.2.4) dans lequel les puissances {x—i)"
tendent vers zéro. En fait, nous rencontrerons surtout des puissances x^ pour XeZy, et
la condition (1.1.6.3) se trouvera le plus souvent vérifiée.

(1.1.7) Continuité et fonctorialité. — Les fonctions que nous venons d'introduire
sont définies par des séries de polynômes, donc de fonctions continues. La continuité
de nos fonctions résulte de la convergence uniforme des séries.

Pour le logarithme, la convergence est uniforme sur l'ensemble des x tels que
w{x— i )> {p— i)~1. Pour l'exponentielle (resp. la puissance), la convergence est uniforme
sur l'ensemble des x tels que w{x)^^ (resp. des couples x, X tels que w{x—i)^v),
v désignant un nombre réel >(j^—1)~1-
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74 M I C H E L L A Z A R D Chap. III

Quant à la « fonctorialité » des fonctions, elle exprime le simple fait suivant.
Si f : A —>-B est un morphisme de O^-algèbres associatives saturées, et si exp x est défini pour
un xeA, alors exp f{x) est défini et

( 1 . 1 . 7 . 1 ) /(exp x) = expf{x).

Les mêmes relations de permutation aux morphismes valent pour les fonctions
logarithme et puissance.

( 1 . 1 . 8 ) Les identités classiques. — Soient x, A:',j^_/eA et À, pieiî, avec
( 1 . 1 . 8 . 1 ) ^)>(^_i)-i; ^)>(^_i)-i/

( 1 . 1 . 8 . 2 ) w(^-l)>(p-l)-1; w(f-l)^{p-l)-1.

(1 .1 .8 .3) xx^x'x-, y y ' =y'y.

Alors nous avons les relations :

(1.1.8.4) Log(exp ^)==.y et exp(Logj^)==^.

exp(x + x ' ) = (exp x) (exp ^ /) ;
(i.i.8.5) Log(j^') = Logj/ + logy.

yyA=/+lA;

(i.i.8.6) (/)"->; '
(^=/(y)\

/ g x Log(y)==XLog^;
v ' •7 / exp(^)==(exp^)\

Si X, [JLeZ^,, les relations ( i . i .8.6) sont valables sous des hypothèses plus générales,
indiquées en (1.1.6).

(1.2) Fonctions continues de variables ^-adiques entières»

(i. 2.. i ) Notations ; opérateurs de translation. — Soient r un entier ^ i et M un groupe
additif. Notons FÇN*", M) Pensemble des applications de N^" dans M, muni de sa structure
de groupe additif. Soit, pour chaque i compris entre i et r, S, l'élément de N^" dont les
coordonnées sont nulles, sauf la î'-ième qui est égale à i. Nous définissons les endomor-
phismes T^ de F (N^ M) en posant

( 1 . 2 . 1 . 1 ) (T,/)(X)=/'(X+8J

pour tout y^N', M), XeN' et i^i^r.
Les opérateurs T^ commutent deux à deux. Pour tout ^^^Oi^i^r6^ ^^s avons

un opérateur (calculé dans l'anneau des endomorphismes de FÇN^ M))

(1.2.1.2) T^ H T^,
l<z^r

et, pour tout feFÇV, M),

( 1 . 2 . 1 . 3 ) /(X)=(Ty)(o).

458



GROUPES ANALYTIQUES J&-ADIQUES 75

(i.2.2) Différences à F origine. — Nous définissons les opérateurs A, en posant,
dans l'anneau des endomorphismes de F(Nr, M),

(1.2.2.1) A,==T,—I.

Ces opérateurs commutent deux à deux. Pour aeN^ nous avons le monôme

(1.2.2.2) ^= II A^,
l^t^r

et, si ^(N'.M), l'élément

(1.2.2.3) (A^^eM

est dit « différence d'ordre a de f à l'origine ».

Les relations (1 .2 .2 .1) nous donnent T .̂ = i + A, pt

(1.2.2.4) Tt= S MA?*;a^eN\a^ /

(1.2.2.5) T^ S (^A01, où
aetrw

d.-.6) (^ n (x.).
W i^^r\aj

Si nous considérons ( | comme un élément de F(N1, N), a restant fixe, nous avons
\a/ v ' / 5

, , W^} s'^
(1.2.2.7) ^

/AP^^o si (3^a.
\ V^

La relation (3^ a signifie (3,^ a, pour chaque i,î^i^r. Les relations (1.2.2.7)
s'obtiennent, par récurrence sur | (3[ , à partir de la formule classique

A+i\ A\ , / À \ -.
^l + h ^N.\ % / \7Z/ ' ^ — — I / 5

(1 .2 .3) Proposition. — (« Formule d'interpolation »). Pour chaque XeN'', les entiers ( )

sont presque tous nuls {plus précisément : sont nuls pour a$X). Une application f de V dans le
groupe additif M est représentable, d'une manière et d'une seule, par une série

(....3..) -^-.̂ C)0..

où C^eM. Les C^ sont les différences de f à l'origine :

(1 .2 .3 .2) C^AyÇo), pour tout aeN*".

Preuve. — La formule ( i . 2.3. i), où les C^ ont les valeurs indiquées en (1 .2 .3 .2) ,
est une conséquence de (1.2.1.3) et (1 .2 .2 .5) .
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Une famille quelconque d'éléments C^eM définit une fonction f par la
formule (1.2.3.1). Les opérateurs A" s'appliquent terme à terme à la série y, et les
relations (1 .2 .2 .7) donnent (1.2.3.2).

(1 .2 .4) Théorème (Mahler [22]). — Soit f une application continue de V dans un
Zip-module complet M (II, 2.2.4). Alors les différences de f à l'origine

(1.2.4.1) C^A^o)

tendent vers ^éro dans M, et, pour tout XeZ^,, f(\) est égal à la somme de la série

(1 .2.4.2) /(X)= 2; (^
aer\a/

Réciproquement, si (CJ, aeN1", est une famille d^ éléments tendant vers ^éro dans M, la formule
(1 .2 .4 .2) définit une application continue f de Z/y dans M, qui vérifie ( 1 . 2 . 4 . 1 ) 3 pour chaque a eN^

Preuve. — L'ensemble N*" est dense dans Z ,̂, qui est compact. Une fonction continue/
définie sur Z^ est donc déterminée par sa restriction à N^ et/dp) est l'adhérence de/ÇVt^.

En particulier, pour un aeN^ ( ) est une fonction continue de À à valeurs j&-adiques\a/
entières. Si les C^, pour ocePT, tendent vers zéro dans M, la série (i .2 .4.2) est une série
uniformément convergente de fonctions continues, et définit une fonction continue f.
Les relations (1 .2 .4 .1) ne concernent que la restriction de y à PT, et résultent donc
de (1.2.3).

Si f est donnée comme application continue de Z ,̂ dans M, et si (1.2.4.1) définit
les C!^, alors (1 .2 .4 .2) vaut pour XePT. Il nous reste seulement à prouver que les diffé-
rences à Vorigine d^une fonction continue tendent vers ^éro.

(1.2.5) Donnons-nous donc ̂ fonction continue f : Z^-^M et un sous-module ouvert N
de M. L'image du compact f (Z7,) dans le groupe discret de p-torsion M/N est finie. Il existe
donc un entier weN, tel que

(1.2.5.1) ^/^eN, pour tout XeN^

D'autre part y est uniformément continue^ ce qui entraîne l'existence d'un entier neN
tel que

(1.2.5.2) (Tf-i)/(X)eN,

pour tout ÀeZ^ et tout z ( i ^ î < r ) , les opérateurs T, et A .̂ restant définis par les formules
( i . 2 .1 .1 ) et (1 .2 .2 .1) . Posons, pour simplifier l'écriture,

(i.î.5.3) q^p-1^-1,

et écartons le cas trivial où m==o. Nous allons démontrer la relation

(1.2.5.4) A?/(X)eN, pour ÀeZ;.

Nous avons en effet

(1.2.5.5) A?=(T,-i)^= S (-i)^^^(Tj-i).
0^?^? \J/
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Distinguons deux cas relatifs aux termes de la dernière somme. Si v(j)^n^ j est
divisible par p1^ et T|— i est divisible par T^"— i ; nous appliquons alors (1.2.5.2). Si,

par contre, v(j)^n—i, alors ( ' ) est divisible parj^. En effet, si AeN.^eN, o^j^j&71,

nous avons y ( ( ' p = A — v { j ) . Nous appliquons (1.2 .5 .1) dans ce deuxième cas, et

( i . 2.5.4) est démontré. Pour presque tous les aeN^ l'un des â . est '^pm+n~l^ l'opérateur
A" est divisible par Aj, et Ay^eN.

(1.3) Fonctions continues et fonctions analytiques»

(i. 3. i ) Séries de puissances. — Soient reN et M un Zp-module complet (II, 2.2.4).
A chaque famille (^Jae^ d'éléments de M nous associons la série de puissances

(i.S.i.i) S^.^,
aelT

où x^ == Tï x^\ Nous supposons que cette série converge lorsque x appartient à un
l^t^r

voisinage V de zéro dans Z^; elle définit alors une application f \ V->M.
Si le module M est sans torsion, nous pouvons dire que (1.3.1.1) est la série de

Taylor de f (à l'origine). En effet, la fonction y est alors indéfiniment dérivable^ et, pour
chaque ocePT, nous avons la relation

(1.3.1.2) ai^D^o),

où a!===ria,! et D" est l'opérateur de dérivation d'ordre a. Par contre, si M a de la
i

torsion, la série (1.3.1.1) rfest pas univoquement déterminée par la fonction y; exemple :
si r== i, M=Fy, la série x—y^ représente la fonction nulle. Un autre aspect du même
phénomène est le suivant; si r = = i et M=Z^,, la fonction polynôme x^p"1^—x^
n'est pas représentable par une série (1.3.1.1).

(i.3.a) Définition des fonctions analytiques sur un ouvert de Z^. — Soient M un
Z^-module complet, reN, V un ouvert de Z^ et y une application de V dans M. Nous
disons que y est analytique si, pour chaque j/eV, il existe heN tel que la fonction

(1.3.2.1) ^/C^+A)

soit égale à la somme d^une série de puissances en x (i .3. i), pour tout xeVp.
Cette définition transcrit celle des fonctions analytiques réelles ou complexes. Nous

avons dû faire intervenir des homothéties de rapport ̂ , parce que nous travaillons avec
des modules (au lieu d'espaces vectoriels sur Q,p).

Les fonctions localement constantes sont analytiques, ainsi que les fonctions polynômes^
dont voici la définition.

(1.3.2.2) Une fonction f : Z^—^M est dite fonction polynôme si elle est continue et si presque
toutes ses différences à V origine sont nulles.
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D'après le théorème (i .2.4)5 cette définition équivaut à la suivante (valable pour
un Zp-module M quelconque, non nécessairement topologique).

(1.3.2.3) Une fonction polynôme y:Z^->M est une application qui s9 écrit comme une somme
finie :

^^fâ^'a \a/

(les C^ étant des éléments de M, presque tous nuls).
(i-3.3) Variétés analytiques sur Q^,. — Les variétés analytiques (« molles ») sur Q ,̂

se définissent en transcrivant l'une des définitions des variétés analytiques réelles ou
complexes. Pour définir une variété de dimension reN, il est indifférent de prendre
comme « modèles » (à recoller) les ouverts de Z^ ou de Q^,.

Une variété analytique de dimension r est un espace topologique séparé. Au voisinage de
chaque point on peut prendre un système de r coordonnées analytiques et les fonctions qui
font passer d'un tel système à un autre sont analytiques, au sens de (1.3.2). Comme dans
le cas classique, on définit le produit de deux variétés analytiques, et les applications
analytiques (ou morphismes) d'une variété analytique dans une autre.

(1.3.4) Fonctions analytiques tayloriennes ; variétés analytiques tayloriennes de type Z^. —
Nous disons qu'une application f : Z^->M est analytique taylorienne si y est égale à la somme
d'une série de puissances (1.3.1.1). Cette série doit donc converger sur Z^ tout entier; ses
coefficients d^ appartiennent à M, et tendent vers o.

Nous appelons variété analytique taylorienne de type Z^ la structure constituée par un
espace topologique E et une famille non vide F d'homéomorphismes de E sur Z^ vérifiant
les deux axiomes suivants
( 1 . 3 . 4 . 1 ) Si' f^, f^ e F, alors f^ of^~1 est une application analytique taylorienne de Z? sur lui-même.
(1.3.4.2) La famille F est maximale pour la propriété ( 1 . 3 . 4 . 1 ) .

Autrement dit (par abus de langage), E est Z^ où l'on se permet les changements
de coordonnées définis par des séries de puissances convergentes à coefficients entiers.

Si EI et Eg sont deux variétés analytiques tayloriennes, de types Z^ et Z '̂ respecti-
vement, alors le produit E^ x Eg possède une structure de variété analytique taylorienne,
de type Z^^. Nous définissons un morphisme g : E^-^Eg comme une application
analytique taylorienne, E^ (resp. Eg) étant identifié à Z^ (resp. Z^) par l'un quelconque
des homéomorphismes f de la famille F qui le définit.

(1.3.5) Fonctions analytiques strictes; variétés analytiques strictes de type Z^. — Une
application /:Z^->M est dite fonction analytique stricte si elle est somme d'une fonction
polynôme (1 .3 .2 ) et d'une fonction analytique taylorienne (1.3.4).

Lorsque M=Zp, une application /:Z^->Zp est analytique stricte si et seulement
si iof : Z^,->Q^ est analytique taylorienne, i désignant l'injection canonique de Zip dans Q^,.
Autrement dit,/est la somme d'une série 2^^ à valeurs p-adiques entières (pour xeVp),
dont les coefficients appartiennent à Q ,̂ (et, presque tous, àZ^,, puisqu'ils tendent vers zéro).
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Remplaçant « analytique taylorienne » par « analytique stricte » dans la définition
des variétés analytiques tayloriennes de type Z^ (1.3.4), nous parvenons à la notion
de variété analytique stricte de type Z^. Il s'agit (par abus de langage) de Z^ où l'on se permet
les changements de coordonnées globaux définis par des séries de puissances (dont les
coefficients ne sont pas nécessairement tous entiers).

Le produit de deux variétés analytiques strictes de type Z^ et Z^ est une variété
analytique stricte de type Zp1 + ra. De même un morphisme de variétés analytiques strictes
est défini par une application analytique stricte.

Nous avons ainsi défini trois catégories : les variétés analytiques, analytiques strictes,
et analytiques tayloriennes.

(1.3.6) Critères d'analyticité stricte ou tqylorienne. — Soit f:î'r->M une application
continue.

D'après le théorème (1.2.4) nous avons

( 1 . 3 . 6 . 1 ) fW= S (^
aerVa/

où les C^ sont les différences de f à l'origine.
(1 .3 .6 .2 ) Critère d'analyticité taylorienne. — Pour que l'application f de ( 1 . 3 . 6 . 1 ) soit

analytique taylorienne, il faut et il suffit qu'existe, pour chaque oceN^ un élément C^eM, vérifiant
C^=a!C^, et que les C^ tendent vers ^éro dans M {pour |a -^oo).

Preuve. — Pour chaque aeN^ a! ( ( est un polynôme à coefficients entiers en À, ce qui

prouve la suffisance. Pour prouver la nécessité nous remarquons que la différence à l'origine
d'ordre (3 de la fonction polynôme À" (c'est-à-dire FIx^) est un entier divisible par (3!.

i

(1.3.6.3) Critère d'analyticité stricte. — C'est le critère (1.3.6.2)3 à ceci près
que les C^ sont seulement définis pour presque tous les aeN^ (ou encore pour [a | assez
grand).

(1.3.7) Applications analytiques f ordre h. — Soient f:ip—>M. une application
continue et ÂeN. Nous disons que y est analytique d'ordre >A si, pour chaque j^eZ^, la
fonction définie par x }->f{jy +J^) est analytique stricte au sens de (1.3.5), x parcourant Zy.
Une fonction analytique d'ordre ^h est donc analytique, au sens de (1.3.2). Récipro-
quement si^est analytique, elle est analytique d'ordre h pour h assez grand, d'après (1.3.2)
et la compacité de Z^. L'ordre d9 analyticité de f est le plus petit entier h tel quej^soit analytique
d'ordre ^ h.

En particulier, les fonctions analytiques d'ordre o sont les fonctions analytiques
strictes (1.3.5).

(i .3.8) Critère d^analyticité d'ordre h. — Théorème (T. Amice). Soient AeN et f : îp—>M.
une application continue. Notons C^ la différence d'1 ordre a de f à Voriginey si bien que

( 1 . 3 . 8 . 1 ) /(X)= S (^C,.
aetrVa/
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Supposons que M soit un Zip-module saturé (I, 2.2.10), ou un Z y-module value de type fini.
Notons w la valuation de M ety pour a^oc^eN^ posons

(1 .3 .8 .2) Schiffa= 2 Schiffa,.
l^i^r

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(1.3.8.3) La fonction f est analytique di'ordre ^ h.

(1.3.8.4) ^(CJ-^-ir^H-Schiffa)

tend vers +°° ^vec |a|.
Preuve. — Pour Â==o, c'est une conséquence de (1.3.6.3), compte tenu

de (1.1.2.5).
Pour A > i , cela résulte de [i], chap. III.
(1.3.9) Corollaire [10]. — Les hypothèses sur f et M étant celles de (1.3.8), les deux

assertions suivantes sont équivalentes.

(1 .3 .9 .1 ) La fonction f est analytique (1 .3 .2) .

^(CJ(1.3.9.2) lim ———>o.
j a | —>ao OC

Preuve. — Si nous notons logp le logarithme de base p, nous avons, pour TzeN*,

(1.3.9.3) Schiff7Z^(^—i)(i+logp7z),

ce qui établit (1.3.9) à partir du théorème précédent et de (1.3.7).

2. GROUPES ^-VALUES

(2.1) Groupes ^-values, ^-divisibles, ^-saturés.

(2.1.1) Soit G un groupe j&-filtré (II, 1.2.10) vérifiant la condition suivante :

( 2 . 1 . 1 . 1 ) Pour tout xeG, u{x)>(p—i)~1.

Alors le gradué associé gr G est une algèbre de Lie mixte (II, 1.2.11) dont les compo-
santes homogènes de degrés ^ {p—1)~1 sont nulles. Les seuls axiomes de la définition (1.2.5)
qui interviennent sont (II, 1.2.5.2) et (II, 1.2.5.5). L'opérateur P est donc additif,
c'est-à-dire Fp-linéaire, et homogène de degré +1- Nous pouvons le prolonger par
linéarité à toute l'algèbre gr G, qui devient ainsi une algèbre de Lie sur Vanneau de polynômes
r==Fp[7r], étudié en (I, 1.2) : pour Çegr^G, nous posons nx=Px.

D'après (II, 1.4.5.7), si x et y sont deux éléments de G vérifiant

(2.1.1.2) O)(A:)<O)(^)<OO, alors

(2.1.1.3) ^{y-^x^{xyY)>^{y)+î.
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Pour établir ces propriétés, il n'est pas nécessaire de disposer de l'énoncé complet
du lemme (II, i .4.3). Si (2 .1 .1 .1 ) est vérifié, les relations (II, i .4.3.5), (II, i .4.3.7)
et (II, 1.4.3.9) deviennent inutiles. Il suffirait d'avoir démontré le lemme (II, 1.4.3)
sous la forme simplifiée suivante. Soient y le groupe libre engendré par les générateurs X et Y,
J^\. le i-ième sous-groupe de la suite centrale descendante de ̂ , et y? le sous-groupe engendré par les
p-ièmes puissances des éléments de ̂ . Alors nous avons les relations :

(2.1.1.4) (XY)P^XPYP mod ̂ .̂ .

(2.1.1.5) (X^Y)=(X,Y)^ mod e .̂̂ .

(2.1.2) Définition. — Nous dirons qu'un groupe filtré G (II, 1.1.1) est p-valué
s'il vérifie les trois axiomes suivants

( 2 . 1 . 2 . 1 ) co(A")<oo pour xeG, x^=i.

(2.1.2.2) (ù{x)>Çp—1)~1 pour tout xeG.

(2 .1 .2 .3) û)(A;p)==œ(A:)4-1 pour tout xeG.

Autrement dit, une p-valuation œ du groupe G est une p-filtration (II, 1.2.10)
séparée (II, 1.1.5) pour laquelle gr^G==o si ^^(p—1)~1, et gr G (qui est donc une
r-algèbre de Lie) est sans torsion.

Tout sous-groupe d'un groupe ^-valué est ^-valué (pour la filtration induite). Le
complété G d'un groupe ^-valué G est ^-valué.

Si nous avons une famille (o^çi de évaluations d'un même groupe G, leur
borne inférieure (II, 1.1.4) est encore une j^-valuation si et seulement si elle vérifie la
condition (2 .1 .2 .2) .

(2.1.3) Définition. — Soit G un groupe p-valué (2 .1 .2) . Alors gr G est un F-module
sans torsion, donc libre d'après le théorème (I, 1.2.3). Nous appellerons rang de G le rang
sur F du r-module libre gr G.

(2.1.4) Proposition. — Soient x et y deux éléments d'un groupe p-valué G. Alors, pour
tout entier TieN,

û)(^-pyn)=œ(^-^)+^

Preuve. — II nous suffit de traiter le cas où n== i, l'énoncé général s'en déduisant
par récurrence. Nous pouvons supposer cû(.v)^œ(j). Appliquons (2.1.1.3), où nous
remplaçons x et y par A* et x~^y respectivement, ainsi que (2.1.2.3); nous obtenons

^{x-ly)-px-^)>^x-ly)+ i =œ((^-1^),

d'où
^{x-^^^Çx-W^^x-^+i.

(2.1.5) Définition. — Un groupe G sera dit p-divisible s'il est p-valué et possède
la propriété suivante.

Si xeG et ^{x)>p{p—î)~1, alors il existe yeG tel que y==;v.
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Autrement dit, un groupe ^-divisible est un groupe évalué où tout élément,
auquel (2. i . 2 .2) et (2. i . 2.3) n'interdisent pas d'être une puissance ̂ -ième, est effective-
ment une puissance p-ième.

(2.1.6) Définition. — Nous disons qu'un groupe G est p-saturé s'il est p-divisible
et complet.

(2 .1 .7 ) Proposition. — Le complété G d'un groupe p-divisible G est p-saturé.

La preuve procède comme en (I, 2.2.10), compte tenu de (2.1.4).
(a. 1.8) Proposition. — Soit G un groupe p-valué complet dont la filtration est discrète.

Alors, si gr^iG=7rgr^G pour tout v>(j&—i)~ 1 , le groupe G est p-saturé.
Preuve. — Compte tenu de (2.1.4), on construit par approximations successives

la racine p-ième d'un élément x , cf. (I, 2.3.13).
(a. 1.9) Exercice. — Soit G un groupes-filtre complet, de filtration discrète et

vérifiant les axiomes (2 .1 .2 .1 ) et ( 2 . 1 . 2 . 2 ) (mais non nécessairement (2 .1 .2 .3)) .
Alors gr G est une F-algèbre de Lie (2.1.1) . Supposons que g^^.^G==n glyG pour tout
^>(p—i)~1. Alors chaque élément de G^i est puissance p-ième d'un élément de G^
(pour ^>(p—ï)~~1). D'autre part, s'il existe xeG avec u(xp)>(ù(x)+î (autrement dit
si (2 .1 .2 .3) n'est pas vérifié), alors il existe yeG ayant même terme dominant que x,
et tel que y^ = i.

(2.1.10) Exercice. — Soient x etjy deux éléments d'un groupe p-saturé G (2.1.6).
Montrer que, pour tout %eN, il existe des éléments u^v^eG vérifiant

(2 .1 .10 .1 ) ^f-^y";
( 2 . 1 . 1 0 . 2 ) ^(^y^.

Montrer que les suites (^) et (z/J convergent dans G. Si l'on note respectivement x -{-y
et \x,y\ les limites de ces suites, montrer que les deux nouvelles opérations binaires ainsi
définies sur G font de cet ensemble une Z^-algèbre de Lie (le produit de xeG par ÀeZp
est pris égal à x^, défini en (II, 2 .1.6)) .

(2 .2) Bases ordonnées.

(2.2.1) Soient G un groupe topologique, noté multiplicativement, 1 un ensemble
totalement ordonné et (^),çi une famille d'éléments de G. A toute partie finie J de 1
nous associons le produit ordonné fini X3=n^.

ies

Si la famille {xj) converge vers xeG suivant le filtre des sections de l'ensemble
des parties finies de I, ordonnées par inclusion, nous disons que le produit ordonné II x^
est convergent, et nous écrivons iCÏ

(2.2.1.1) x= n^.
< e i
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Si) en particulier, G est un groupe topologique complet, dont les sous-groupes
distingués ouverts forment un système fondamental de voisinages de l'élément neutre,
alors le produit (2 .2 .1 .1 ) converge si et seulement si ̂  tend vers l'élément neutre (suivant
le filtre des complémentaires des parties finies de I).

Plus particulièrement, si G est un groupe p-valué (2 .1 .2) complet, si (^)^çi est une
famille totalement ordonnée d'éléments de G et (\)^çi une famille rentiers p-adiques,
alors le produit

(2.2.1.2) FI ̂
ici l

converge si et seulement si

(2.2.1.3) y(\)+ù)(^)->+oo

(2.2.2) Lemme. — Soient G un groupe p-valué complet, 1 un ensemble totalement ordonné
et (^)igi une famille d''éléments de G, distincts de Vêlement neutre. Les deux assertions suivantes
sont équivalentes.

(2 .2 .2 .1) La famille des termes dominants ( 1 . 1 . 7 ) des x^ est libre sur F dans gr G.
(2.2.2.2) Quelles que soient les familles (X^ç; et ([J^çi dentiers p-adiques, si les pro-

duits jy=Tlx^ et ^==Tlx^ convergent, alors
ieï ici

(2.2.2.3) ^(J;-l^==^(^(^)+y(\—^)).

Preuve. — Pour vérifier, comme en (I, 2 .3 .12)5 que ( 2 . 2 . 2 . 2 ) implique (2 .2 .2 .1 ) ,
il nous suffit de supposer (2.2.2.3) vérifiée lorsque tous les ^eZ^, sont nuls.

Pour démontrer (2 .2 .2 .2 ) à partir de ( 2 . 2 . 2 . 1 ) 3 nous posons

v=inf(co(^)+y(\—^))

et nous remarquons que les éléments de G^/G^+ sont centraux dans le groupe G/G^+.
(2.2.3) Lemme. — Soit G un groupe p-valué complet, de filtration discrète, 1 un ensemble

totalement ordonné et (Ç^çi une famille de générateurs de gr G considéré comme T-module.
Alors, si (^)t-çi est une famille de représentants des î , tout élément yeG peut s''écrire comme un
produit ordonné

jy==îlx^, où À^eZp, ieï.
ieï

Preuve par approximations successives.
(2.2.4) Définition. — Soit G un groupe p-valué complet. JVous appellerons base ordonnée

de G une famille d'éléments (^)^çi, indexée par U ensemble totalement ordonné I, vérifiant les pro-
priétés suivantes. Tout élément yeG s'écrit, d'une manière et d'une seule, comme un produit ordonné

(2.2.4.1) j/==n^
où \eZp pour tout ici, et nous avons

(2.2.4.2) œ(j;)==^((o(^)+^(\)).
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La famille (\)^ei est déterminée par y et peut s'appeler « coordonnées de
deuxième espèce » de y^ car nous avons représenté le groupe G comme un produit
de groupes « à un paramètre ». Si l'ensemble 1 est infini, les \ sont assujettis à la
condition

(2.2.4.3) lim(œ(^)+y(X,))=+oo.

En particulier, si co (^) -> + °° (ce qui caractérise les groupes p-valués compacts), aucune
condition n'est imposée aux \.

(2.2.5) Proposition. — Soit G un groupe p-valué complet. Si G possède une base ordonnée
(^)»ei a^ors la famille (Ç^-çi des termes dominants des x^ est une base du V-module gr G.
Réciproquement^ si lafiltration de G est discrète, toute famille totalement ordonnée de représentants
d^une base (I, i. i. 6) du T-module gr G est une base ordonnée de G.

Preuve. — La première assertion n'est qu'une traduction. La réciproque utilise les
lemmes (2 .2 .2 ) et (2.2.3).

(2.2.6) Proposition. — Considérons les quatre propriétés suivantes d^un groupe p-valué
complet G :

(2.2.6.1) G est de rang fini (2.1.3).
(2.2.6.2) G est de type fini (II, 2.1.4).
(2.2.6.3) G est compact.
(2.2.6.4) La valuation de G est discrète (II, 1.1.5).

Alors nous avons les implications

(2.2.6. i ) => (2 .2 .6 .2) => (2.2.6.3) => (2.2.6.4).

Preuve. — Si (2.2.6.1) est vérifié, gr G est de type fini, donc de graduation
discrète, ce qui implique (2.2.6.4) , et G possède une base ordonnée finie, d'après la
proposition (2.2.5) , d'où (2 .2 .6 .2) . Si (2.6.6.2) est vérifié, le lemme (II, 3.1.2)
établit (2.2.6.3). Enfin si G est compact, chaque G/G^ est fini, et il n'y a donc qu'un
nombre fini de À<v tels que gr^G+o, ce qui exprime (2.2.6.4).

(2.2.7) Bases ordonnées et groupes saturés. Proposition. — Soit G un groupe p-valué
complet, de filtration discrète. Choisissons (2.2.5) une base ordonnée (^)içr

Pour que G soit p-saturé, il faut et il suffit que les valuations œ(^) vérifient les relations

(2 .2 .7 .1) (^--l)"1^^)^-!)-1,

pour iel.
Preuve. — Nous appliquons le critère (2.1.8).
(2.2.8) Proposition. — Soient G un groupe p-valué et (^çi une famille totalement

ordonnée d^ éléments de G qui est une base ordonnée du complété G de G. Soit ^ un nombre >o.
Déterminons, pour chaque iel, l'entier k^TL par les conditions

(2 .2 .8 .1) œ(^)+^-l<{^co(^)+^.
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Alors nous obtenons un système complet de représentants de G modulo G^ en prenant les
éléments

(2.2.8.2) x=Tlx^
iei

où (X,) parcourt l'ensemble des familles dentiers rationnels, presque tous nuls, vérifiant
f.

(2.2.1.3) o^<p \ pour chaque iel.

Preuve. — C'est une conséquence de la définition (2.2.4) et du lemme (2.2.2).
(2.2.9) Corollaire. — Considérons, dans l'algèbre Zp[G], les produits ordonnés

(2.2.9.1) ^== n^—i)"»
»ei

pour a^a^çieN^. Formons l'algèbre Fp[G/GJ et l'épimorphisme canonique

(2.2.9.2) /:Z,[G]->F,[G/GJ.

Alors /(^a)==o si et seulement s'il existe un ieï tel que v.^? \ Ceux desf(^) qui ne
sont pas nuls forment une base de Fy[G/GJ.

Preuve. — D'après (2.2.8) nous obtenons la base canonique de F [G/GJ comme
ensemble des/^"), avec

(2.2.9.3) ^==11^,
ieï

et

(2.2.9.4) aeN^; o^a(<j^ pour tout ieï.

Or nous avons les formules (« du binôme »)

(2.2.9.5) ^-S (a)^;
P^a\P/

(2.2.9.6) ^== S (-1)1^31^^0.
P^a \P/

II en résulte que les/(^a), où a vérifie (2.2.9.4), forment eux aussi une base
de F?[G/GJ. Quant aux autres /(^a), ils sont nuls, car chacun contient en facteur
f{x^—i)^ (pour un certain î'el), et

/(^-^W^-i-o.

(2.3) Valuation de la Zp-algèbre d^un groupe j&-valué.

(2.3.1) Filtration induite sur la îp-algèbre d'un groupe p-filtré. — Nous avons vu,
en (II, 1.2.1), comment une filtration w d'une Zp-algèbre associative A induit une
^-filtration ô) (II, 1.2.10) sur certains sous-groupes G du groupe multiplicatif de A
par la formule

( 2 . 3 . 1 . 1 ) (ù{x)=w{x—i).
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Si nous partons d'un groupe ^-filtré G, et si nous cherchons à définir sa filtration
par la méthode rappelée, il nous suffit de traiter le cas où A est l'algèbre Zp[G]. En effet,
l'injection de G dans A se prolonge en un homomorphisme d'algèbres y:Z [G]->A,
et nous définissons la valuation w' de Zy[G] par la formule w' ==wof. Si nous avons pu
obtenir la j^-filtration co à partir de w par la formule (2.3.1.1) , nous l'obtenons aussi
bien à partir de w ' .
(2.3.1.2) Définition. — Étant donné un groupe p-filtré G, nous appelons filtration induite sur

U algèbre Zy[G] la borne inférieure w des filtrations (de Zip-algèbre) qui vérifient
w{x—i)^œ(^), pour tout xeG.

S'il existe une filtration w' de Zy[G] telle que w'[x—i)=co(^) pour xeG, alors
la filtration induite w possède la même propriété.
(2.3.1.3) Soit f:G->îî un morphisme (II, 1 . 1 . 3 ) de groupes p-filtrés. Le prolongement

naturel g : Zy[G]-^Zp[H] est un morphisme de îy-algèbres filtrées^ si Zy[G] et Zy[H]
sont munies de leurs filtrations induites.

(2.3.2) Le morphisme fonctoriel U^xg1' G -> gr Z,p [G].
Soient G un groupes-filtre (dont la filtration est notée co), et w la filtration induite

de Z [G], définie en (2.3.1.2). A son tour la filtration w induit une j^-filtration de G,
que nous noterons co* :
(2.3.2.1) ^{x)=w[x—i), pour xeG.

Par définition de w et co*, nous avons donc
(2.3.2.2) (o*(^)^œ(A:) pour xeG.

Autrement dit, l'application identique Idç est un morphisme de G (filtré par œ)
dans G (filtré par œ*), d'où (II, 1 .2.11) un morphisme d'algèbres de Lie mixtes
(2.3.2.3) grG->gr*G.

Mais, d'après (II, 1.1.9) et (II, 1.2.1), nous avons une représentation canonique
(inj écrive)

(2.3.2.4) gr*G->grZ,[GJ,

le gradué associé grZy[G] étant calculé pour la filtration induite w. Nous composons
le morphisme (2.3.2.3) et la représentation (2.3.2.4) pour obtenir la représentation

(2.3.2.5) grG^grZ,[G].

Enfin, par définition de l'algèbre enveloppante mixte (II, 1.2.7), nous obtenons
le morphisme de T-algèbres graduées :
(2.3.2.6) /:U^grG-^grZ,[G],

dont le caractère fonctoriel s'établit comme en (2.3.1.3).
Nous n'appliquerons la définition précédente qu'au cas d'un groupe j^-valué. La
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structure d'algèbre de Lie mixte se réduit alors à une structure de F-algèbre de Lie,
et l'algèbre enveloppante mixte est l'algèbre enveloppante en tant que F-algèbre.

(2.3.3) Théorème. — Soit G un groupe p-valué ( 2 .1 .2 ) . Munissons son algèbre A == Z [G]
de sa filtration induite w (2 .3 .1) . Alors w est une valuation (de î-module) et le morphisme

(2.3.3.1) /:UgrG^grZ,[G]

est un isomorphisme. Si G est compacta l'algèbre Al G (II, 2 . 2 . 1 ) s'identifie, comme extension
topologique de A, au complété A de A pour sa valuation w.

Nous prouverons ce théorème pour les groupes de type fini, puis nous passerons
au cas général, comme pour le théorème (I, 3.2. i). Démontrons d'abord deux corollaires.

(2.3.4) Corollaire.—L'algèbre A=Zp[G] est valuée en tant qu'anneau par la valuation w.
Preuve. — Puisque w est séparée, le corollaire signifie (I, 2.3.6) que grZ [G] est

sans diviseurs de zéro. Puisque (2.3.3.1) est un isomorphisme, il s'agit de prouver
que U gr G est sans diviseurs de zéro. Or gr G est un F-module libre, et, utilisant la
« filtration croissante » de U gr G ([2], § 2, n° 6), nous sommes ramenés à prouver que
l'algèbre symétrique d'un module libre est sans diviseurs de ^éro, résultat classique dans le langage
des polynômes.

(2.3.5) Corollaire. — Soient f:G—^ït une isométrie de groupes p-valués et
g : Zy[G] ->Z^[H] le prolongement naturel de f. Si les algèbres de groupes sont munies de leurs
filtrations induites^ g est encore une isométrie.

Preuve. — Nous avons une injection

(2.3.5.1) gr/:grG->grH,

qui nous permet (I, 1.2.4) de prendre des bases adaptées à gr H et (gr/) (gr G). Le théorème
de Poincaré-Birkhoff-Witt ([2], § 2) prouve alors que le morphisme

U g r / : U g r G - > U g r H

est injectif, ce qui (compte tenu du théorème (2.3.3)) est le corollaire cherché.
(2.3.6) Lemme. — Si la filtration du groupe p-filtré G est discrète (II, i. i. 5), le morphisme

fonctoriel (2.3.2)

(2.3.6.1) /:U^grG-^grZ,[G]

est surjectif.
Preuve. — Notons ^T le sous-monoïde additif de R^. engendré par i et par les co(^),

xeG. L'ensemble ^ est une partie discrète de R^. (I, 1.1.3).
Pour chaque ve^T, nous définissons A^ comme le sous-Zp-module de Zy[G] engendré

par les éléments

(2.3.6.2) ^=P\yi—î)--Un—1^ où

(2.3.6.3) Â,TZ£N, y^ ...,^eG, et

(2.3.6.4) ^4-^)+...+co(j^v.
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Nous avons A<,=Zp[G], A^A,, pour vo' et A,.A,,cA,+ , Si w est la
filtration induite de Z,[G], nous avons d'autre part w{^ pour tout générateur z
de A, (2.3.6.2).

Il en résulte que la filtration w se définit, pour chaque xeA, par la formule

(ï-S.S.S) w(A;)=supv, xe\.

Si nous prenons, pour chaque _yeG, l'image canonique de j—i dans gr ,Z [G]
les éléments ainsi obtenus engendrent la r-algèbre associative grA. Cela sigÏfie" que
le morphisme / (2.3.6. i ) est surjectif.

(a .3-7) Lemme. — Conservons les hypothèses et les notations du lemme (2.3 6) Soit u.
un nombre >o. Formons l'algèbre Z^G/GJ, G, désignant (II, 1 . 1 . 2 ) l'ensemble des yeG
tels gué <o(ji)^v.

Notons g l'épimorphisme canonique de Z,[G] sur Z,[G/GJ, et R l'idéal engendré dans
ce dernier anneau par p et par les éléments u—i, où aeG/G .

Alors, si

(2.3-7-I) meN, xeZy[G], w(x)^m.ma.xÇy., i),

nous avons

(^S-y-a) ^(A-)eR"».

Preuve. — D'après le lemme (2.3.6), nous pouvons nous ramener au cas où x est
de la forme (2.3.6.2), avec

(2.3.7-3) A+(o(7i)+...+<ù(^)>OT.max((Ji,i).

Si l'un desj', vérifie u{,y^y., alors g(x)=o.
Sinon la relation (2.3.7.3) implique

(^S.T.l) h+n^m,

c'est-à-dire notre lemme.
(2.3.8) Cas d'un groupe p-valué précompact. — Soit G un groupe évalué précompact ;

sa filtration est discrète (2.2.6). Choisissons une base homogène (Ç,).gi du F-module
libre gr G. Nous supposons l'ensemble d'indices 1 totalement ordonné.

Nous notons J l'ensemble Nt1'. A chaque aej, nous associons le monôme Ç»,
défini par le produit ordonné

(2.3.8.1) ^lï^,
<6I

calculé dans la r-algèbre U gr G (nous identifions gr G à son image canonique
dans U gr G). D'après le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt, les Ç', aej, forment une
base du T-module libre U gr G.

Choisissons maintenant une famille de représentants (^).gi des Ç. dans G (pour la
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filtration co). Les A", constituent, d'après (2.2.5), une base ordonnée du complété G de G.
Posons, pour î'el,

(2.3-8.2) T,=degÇ,==œ(^);

(2.3-8.3) ^=^-ieZ,[G].

Pour aej, nous écrivons
(2.3.8.4) Ta==^T^;

(3.3-8.5) ^a = n ̂  (produit ordonné).
.ei"

Puisque les Ç" forment une base du F-module U gr G, la surjectivité du morphisme/
(2.3.6) se traduit par la propriété suivante, où A désigne l'algèbre Z^[G], munie de
§a filtration induite (2.3.1) w.

(2.3.8.6) Pour chaque veR^, le module A^ est engendré, modulo A^, par les éléments
^a, avec AeN, aej, et A+ïa=v.

Le lemme (2.3.7) prouve que ^filtration w est séparée. En effet, si xeA avec
w{x)==co, nous avons gÇx^elS^ pour tout meti (avec les notations de (2.3.7)) ,
c'est-à-dire g{x)==o d'après (II, 2 .1 .7) puisque G/G^ est un ^-groupe fini.

Or, si x^o, il existe un (JL>O tel que g{x) soit non nul (II, 2 .2 .2 ) .
Comme la filtration w est discrète, nous pouvons procéder par approximations succes-

sives à partir de (2.3.8.6), comme en (I, 2.3.13), et nous parvenons au résultat suivant.
Quel que soit Vêlement xeA, il existe une famille (Xj^çj d'entiers p-adiques (avec

^;(\x)+Ta->oo)5 ^̂  (lue

(2.3-8.7) x= S X^;a e j
(2.3.8.8) w{x)==in{(u{\)+^.

a£ J

(2.3.9) Fin de la preuve pour les groupes précompacts. — Montrons que la famille
des X^ est univoquement déterminée par la relation (2.3.8.7).

Nous devons prouver l'énoncé suivant :

(2.3.9.1) Si (Xj^çj est une famille d'entiers p-adiques telle que S \^ converge vers o,
alors \=o pour tout a.

Supposons en effet que ces \ ne soient pas tous nuls. Soit AeN l'entier défini par
(2.3.9.2) A = i n f ^ ) ,

a £ i)

et soit pej tel que

(2.3.9-3) ^(V)-^
Nous allons appliquer le corollaire (2.2.9). Nous choisissons d'abord (JL assez grand

pour que g(^)^=o, g étant défini comme en (2.3.7). La série

(2 -3-9-4) S X^(^)
aeJ
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est convergente dans Z^[G/GJ, d'après le lemme (2.3.7), et sa somme est nulle
puisque SÀ^a=o. Mais, d'autre part, nous avons choisi À, ? et [L de telle sorte que,

oc

d'après (2.2.9), la somme de la série (2.3.9.4) soit divisible parj^ mais non par ph+l.
Cette contradiction prouve (2.3.9.1).

Pour un groupe j^-valué précompact G, la valuation induite w de A==Z [G] est
séparée (2.3.8). La famille (^°% ç j est f titrée-libre (I, 2. i. 16) dans A, car (2.3.8. y)
implique (2.3.8.8) par l'unicité des À^, que nous venons d'établir. Les ^ engendrent
un sous-module dense de A (existence des ÀJ.

Le complété A de A pour la valuation w admet la base topologique (^aejî
c'est donc une algèbre compacte (1,3.1.5). Nous avons, pour chaque pieR*^, un
homomorphisme continu Â-^Zp[G/GJ, d'après (2.3.7). La famille de ces homo-
morphismes définit l'application continue A->A1 G qui est surjective (car l'image
est dense et compacte) et injective (comme nous venons de le prouver). C'est
donc un homéomorphisme, et toutes les assertions de (2.3.3) sont établies si G est
précompact.

(2.3.10) Fin de la preuve : cas général, — Soit G un groupe j&-value. Ce groupe est
réunion de ses sous-groupes de type fini, qui sont précompacts (2.2.6). Si H et H' sont
deux tels sous-groupes, avec HcH', le théorème (2.3.3) et son corollaire (2.3.5)
s'appliquent à H et H'. Autrement dit, la valuation induite de Z [H] est la restriction
de la valuation induite de Z^H/]. Par passage à la réunion, nous démontrons le
théorème (2.3.3) pour le groupe G.

(2.3. n) Application : puissances dans l'algèbre de groupe, — Soient G un groupe p-valué
complet et A==Z [G] son algèbre munie de la filtration induite (2.3.3). Pour tout y^G
et tout 'hei , nous avons le développement (1.1.6).

La série obtenue converge dans A, bien que cette algèbre ne soit pas complète (sauf si G
se réduit à l'unité).

Par multiplication terme à terme des séries, nous obtenons le développement d'un
produit ordonné (2 .2 .1) . Avec les notations usuelles concernant les monômes et les
produits de coefficients binomiaux, nous avons

(2 .3 .11 .2) /=îï^== S ..(^O-I)".
ieï acN^Ya/

Plus particulièrement, supposons G de rang r fini, et reprenons les notations
de (2.3.8)3 l'ensemble 1 étant formé des entiers i, . . ., r. Les éléments de G sont définis
par leurs « coordonnées de seconde espèce » (2.2.5), et nous avons, pour ^^Z^, la
formule

(2.3.".3) ^- H ^S^V.
l <— .•<-». rf (=. f\ Cf. ïl^i^r l aeJ\0^
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3. GROUPES ANALYTIQUES

(3.1) Pro-j^-groupes analytiques; groupes /évaluables et ^-saturables.

(3.1.1) Groupes analytiques sur Q^,. — Soit ^ une catégorie, où les objets sont des
ensembles et où les morphismes sont des applications ensemblistes. Supposons, de plus,
que le produit de deux objets soit toujours défini dans V et coïncide (en tant qu'en-
semble) avec le produit ensembliste. Alors nous définissons un groupe dans la catégorie ^
comme un objet G de V muni d'une structure de groupe (ensembliste), tel que
l'application

( 3 . 1 . 1 . 1 ) f:GxG^G

définie (en notation multiplicative) par f{x,y)==xy~1 soit un morphisme dans ^. Bien
entendu l'application / peut être remplacée par les deux applications « produit » et
« inverse ».

Un groupe analytique sur Q ,̂ est, par définition, un groupe dans la catégorie des variétés
analytiques sur Q ,̂ (1.3.3). Nous pourrions définir de même les groupes dans la catégorie
des variétés analytiques strictes (1.3.5) ou tayloriennes (1.3.4).

(3.1.2) Première définition des pro-p-groupes analytiques. — Un groupe analytique
sur Q ,̂ possède une structure sous-jacente de groupe topo logique. Nous disons que c'est
un pro-p-groupe analytique si c'est un pro-j^-groupe (II, 2 .1 .2) . Cette définition est
provisoire, car elle suppose donnée une structure de variété analytique sur un groupe G,
alors que cette structure de variété analytique est déterminée par la structure de groupe
topologique, et même de simple groupe « abstrait ». Gomme exemple de groupes analytiques
sur Q ,̂ qui ne sont pas des pro-^-groupes, citons les groupes non compacts, ou les groupes
finis qui ne sont pas des ^-groupes.

(S^-S) Proposition. — Soit G un groupe analytique sur Q^ , de dimension r.
Alors G possède un sous-groupe ouvert H qui peut être défini (comme groupe topologique)
par une p-valuation co ( 2 .1 .2 ) à valeurs entières, pour laquelle H est de rang r (2 .1 .3 ) et
p-saturé (2.1.6).

Preuve. — Prenons des coordonnées analytiques au voisinage de l'élément neutre
de G, celui-ci ayant ses coordonnées nulles. Pour A:=(^)eQ^, posons w{x)= inf v{x^),

l^z^ r

v désignant la valuation ^-adique du corps Q^,. Par définition notre système de
coordonnées nous permet d9 identifier un certain voisinage de zéro dans Q^ à un voisinage
de l'élément neutre dans G.

La fonction/de (3.1.1.1) s'écrivait xy~1, en notation multiplicative de G.
Par transport de structure, nous écrivons cette même fonction comme somme d'une série
de puissances dans le système de coordonnées analytiques adopté :

(3 .1 .3.1) f{x^)=x—^y+ S ^p</.
<X, p £ a'
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Quitte à donner la nouvelle coordonnée p~~hx au point du groupe G de coor-
données x, nous pouvons (en prenant l'entier h assez grand) supposer vérifiées les
propriétés suivantes.
(3.1.3.2) Le système de coordonnées identifie Z^ à un voisinage de Vêlement neutre dans G.

(S^-S-S) w{a^^o P0^ tous a, peIST.
(3 .1.3.4) La série ( 3 . 1 . 3 . 1 ) converge vers f(x,jy) pour tous x.jyeZ^.

Pour tout neN, les xeZ/ vérifiant w(x)^-n forment un sous-groupe ouvert de G.
Lorsque n varie, ces sous-groupes constituent un système fondamental de voisinages

de l'élément neutre. Pour obtenir le groupe H de l'énoncé, nous pouvons prendre l'un
de ces sous-groupes, correspondant à un entier 72^2, et poser

(S.t .S.S) cù(x)==w{x)—n+i si p>2.

(3 .1 .3 .6) ^{x)==w{x)—n+2 si p=2.

L'axiome (II, i . i. i . i) a déjà été vérifié. Pour établir (II, 1 .1 .1 .2) , remarquons
que le commutateur de deux éléments x et y de G est donné par une série de puissances
à coefficients dans T7 qui s'annule lorsque x ou y est nul : chaque terme de la série contient
donc en facteur une coordonnée de x et une coordonnée dej\ Pour démontrer (2 .1 .2 .3) ,
remarquons que la puissance j&-ième de xeG est donnée par une série de puissances en x
dont le terme linéaire est p x ' y en effet, si nous écrivons que o est élément neutre, nous
obtenons a^ ^ == o pour ( a | + | P | ̂  i dans la formule (3.1.3.1).

Le gradué associé au groupe H pour la fîltration œ coïncide avec le gradué associé
au groupe additif pnirp pour la filtration w, au décalage près des degrés de {n—i) ou {n—2).

(3.1.4) Corollaire. — La topologie d'un pro-p'groupe analytique G est déterminée par sa
structure de groupe « abstrait ». Plus précisément, nous obtenons un système fondamental de voisinages
de r élément neutre dans G en prenant, soit les ensembles des pn-ièmes puissances d''éléments de G, soit
les sous-groupes engendrés par ces p^ièmes puissances (n parcourant N).

Preuve. — Par définition (3 .1 .2) G est un groupe analytique sur Q^p et un
pro-^-groupe. Gardons les notations de (3.1.3). Le sous-groupe ouvert H doit être
d'indice (G : H) fini, égal à une puissance de p, soit p\

Comme H est p-saturé par la filtration co à valeurs entières, nous voyons que, pour
chaque yzeN, l'ensemble E^ desj^-ièmes puissances des éléments de H est le sous-groupe des
éléments de filtration ^ n + i si ?> 2 (resp. de filtration ^ n 4- 2 si p == 2).

Si E^ désigne l'ensemble des pn-ièmes puissances des éléments de G, nous avons (pour
?îeN) les inclusions

(3.1.4.1) E^CE,CE,.

(3 .1 .5) Lemme. — Soient G un groupe p-valué complet ( 2 . 1 . 2 ) de rang fini r ( 2 .1 .3 )
et (^)i<»<y une base ordonnée (2.2.4) de G. Soit (j^)i^,^s une famille d9 éléments de G. A tout
pieZ8 nous associons le produit ordonné

( 3 . 1 . 5 . 1 ) v'= H ̂ ,
l^^s '
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puis les coordonnées ^eZ^ de ce produit par rapport à la base ordonnée (^), de telle
sorte que

(3.1.5.2) n ^<= n ^-.^i
1 ̂  » ̂  r 1 ̂  ; ̂  s

Alors À est une fonction analytique stricte de [JL. Plus précisément^ les \ sont donnés par leurs
séries de Mahler (1 .2 .4) .

avec ^peZp et

(3.1.5.4) ^,p)^( s l^C^))—^)-
î  y ̂  s

Preuve. — Plaçons-nous dans l'algèbre Zp[G] munie de la filtration induite (2.3.3)3
ou dans son complété Al G.

Pour chaque (îeN8, posons

(S-1^^) {y—^^ n (j^/— I)^ (produit ordonné).
i^y^s

Nous avons

(3.1.5.6) w(^-i)^= 2; p,œ(^),
1^;^ s

d'après (2.3.3) et son corollaire (2.3.4) (ce dernier est d'ailleurs inutile ici : nous
pourrions remplacer, dans (3.1.5.6), le signe === par^).

Gomme en (2 .3 .11 .2) , nous avons le développement

(3 .1.5.7) V= S (^(J'-i)0.eeH'VP/

Nous écrivons les {y—i)0 par rapport à la base topologique (^a) de Al G (2.3.8) :

(3.1.5.8) (J'-i)^ S b^,a<=ir a-
avec ^pëZp et

(3.1.5.9) w((jy-i)P)=mf(^p)+ïa).

Nous obtenons ainsi

(3.1.5.10) ^-^(^^^

Nous égalons y^ à

d'où, pour chaque aeN*",

(3.X.5.I2) Q)= 2 (̂ .
V»/ 3eN S \P/
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Pour a=S^ (i .2. i), nous avons ( }==\ et Ta==T^=œ(^.). La formule (3. i .5.12)\ oc /
se réduit donc à (3.1.5.3)? en posant

(s-i^^s) ^.p-^p.
et la formule (3.1.5.4) est une conséquence de (3.1.5.9). Comme les œ(j^) sont
tous strictement supérieurs à (p—i)~1, le critère d'analyticité stricte (1.3.6.3) est
vérifié.

(3.1.6) Définitions. — Soit G un groupe « abstrait ». Nous disons que G est p-valuable
(resp. p-saturable) s^il existe unefiltration co de G pour laquelle G est p-valué complet (resp, p-saturé)
de rang fini (2 .1 ) .

(3.1.7) La catégorie des groupes p-valuables. Théorème.

(3 .1 .7 .1) Un groupe p-valuable G possède une structure canonique de variété analytique stricte
de type T7 ( T . 3 .5 )5 P0^ un certain entier r, dit « rang » ou « dimension » de G.
Le groupe G est un groupe dans la catégorie des variétés analytiques strictes^ définie comme

en ( 3 . 1 . 1 ) .
Une identification de G à Z^ (qui définit sa structure de variété analytique stricte) s''obtient

en prenant les coordonnées (« de deuxième espèce ») par rapport à une base ordonnée quelconque
pour une quelconque des filtrations dont l'existence est assurée par la définition (3.1.6). En parti-
culier G possède une structure de pro-p-groupe analytique (3 .1 .2) , et, plus particulièrement encore,
de groupe topologique.

(3 .1 .7 .2 ) Soit f : G->H un homomorphisme de groupes p-valuables (en tant que groupes
abstraits). Alors f est un morphisme dans la catégorie des variétés analytiques strictes.

(3 • I • 7 • 3 ) ^e produit direct G X H de deux groupes p-valuables G et H est p-valuable ; la
dimension de GxH est la somme des dimensions de G et de H.

(3.1.7.4) Tout sous-groupe fermé d^un groupe p-valuable est p-valuable.
(3-I • 7-5) Toute chaîne ascendante de sous-groupes fermés d^un groupe p-valuable est stationnaire.
(3 .1 .7 .6) Soit H un sous-groupe distingué fermé du groupe p-valuable G, tel que le quotient

G/H soit sans torsion. Alors G/H est p-valuable.

Preuve. — Les assertions (3.1.7.1) et (3 .1.7.2) sont des conséquences du
lemme (3.1.5).

Nous prouvons (3.1.7.3) en choisissant des évaluations sur G et H, et en prenant
leur produit direct (II, 1.1.4) sur G X H. Sur les sous-groupes de G nous prenons la
valuation induite (II, 1.1.3), d'où (3.1.7.4). Le gradué associé gr G est un F-module
libre de rang fini, qui est donc noethérien. A une chaîne ascendante de sous-groupes fermés
de G correspond la chaîne ascendante de leurs gradués associés, considérés comme
sous-modules de gr G (II, 1.1.8). La chaîne des gradués associés étant stationnaire,
celle des sous-groupes fermés l'est aussi, d'après (I, 2.3.15) et (II, 1.1.8).

La preuve de (3.1.7.6) sera donnée en (IV, 3.4.2).
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(3.1.8) Proposition. — Soient G un pro-p-groupe analytique de dimension r et, pour
chaque yzeN, GP" le sous-groupe engendré par les pn-ièmes puissances des éléments de G. Nous avons

( 3 . 1 . 8 . 1 ) r^nm l̂og^G îGP"),

« logp » désignant le logarithme de base p.

Preuve. — Si G est ̂ -saturé pour la filtration co les puissances ̂ -ièmes sont les éléments
A: qui vérifient

(3.1.8.2) ^)>n+{p—i)-\

elles forment un sous-groupe, et nous avons, pour chaque neîf

(3.1.8.2) log^G-.GP^^nr.

Dans le cas général nous appliquons la proposition (3.1.3), comme en (3.1.4).
(3.1.9) Proposition. — Soit œ une p-valuation d'un groupe p-valuable G (3.1.6). Alors G

est complet et de rang fini pour œ.
Preuve. — Par définition, G est complet et de rang r pour une certaine j^-valuation œ'.

Les puissances j&'adiques entières x^ sont définies à partir de la filtration co', c'est-à-dire
de la topologie des j^-ièmes puissances (3.1.4). Elles restent donc définies (et gardent les
mêmes valeurs) pour la filtration œ. D'après (2.2.5)3 il nous suffit de montrer que G est
de rang fini pour œ. Sinon le lemme (2.2 .2) nous permettrait d'établir, pour chaque jeN,
l'existence d'un nombre a^ tel que

(3 .1 .9 .1) logpÇ0 '- GP^s^n—as), pour tout yzeN,

contrairement à la relation (3.1.8.1) que vérifie G.
(3.1.10) Corollaire. — Toutes les p-valuations d'un groupe p-valuable G peuvent être

définies comme des {x^^p)-filtrations (11,3.2.8).
Preuve. — Si (^)i^^,. est une base ordonnée de G pour la évaluation co, et si

T^==(O(^ nous voyons, d'après (2.2.4), que œ est la (x, T,J&) -filtration de G. La
filtration œ est la borne inférieure des j^-filtrations <o' pour lesquelles

^W^^i (i^y").
Par contre une (^, T,J&)-filtration d'un groupe évaluable G peut ne pas être une

j^-valuation, même si tous les T, sont >(j^—1)~1.
(3.1.11) Proposition. — Un groupe p-valuable G possède une p-valuation à valeurs

rationnelles.
Nous prouverons ultérieurement cette assertion (IV, 3.4.3). Si l'algèbre Al G (II,

2.2 . i) est valuée comme en (3.3.3), la valuation de Sat Al G (I, 2 .2 .11) est alors discrète.
(3. i. 12) Proposition. — Soit G un groupe p-valué complet de rang fini. Notons t (resp. t')

le minimum (resp. le maximum) des filtrations des éléments d'une base ordonnée de G.
Pour tout nombre G vérifiant

( 3 . 1 . 1 2 . 1 ) o<C<t—{p—î)-\
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la formule

(3.I.I2S.2) CO'(A<)=(0(^)—G

définit une p-valuation co' de G pour laquelle le gradué associé est abélien. Pour qu'on puisse choisir G
de telle sorte que G devienne p-saturé {pour co') il faut et il suffit que

(3.1.12.3) t'—t<î.

La condition supplémentaire imposée à G est

( 3 . 1 . 1 2 . 4 ) t'—p^p——ï)-1^.

Preuve. — Cf. (II, 1.1.11.5) et (2.2.7).
(S.1.^) Corollaire. — Avec les notations de (3.1.12), soit v un nombre strictement

positif^ vérifiant
(3 .1 .13 .1) v>^_i.

Alors le sous-groupe G^ est p-saturé pour la filtration o/ définie par

(3.1 •13-2) œ'(^)=co(^—v+(^—I)- l+£,

où s est un nombre strictement positif asse^ petit.

Preuve. — Nous obtenons une base ordonnée de G^ (pour œ) en appliquant (2.2.4),
et (3.1.13.1) nous assure que (3.1.12.3) est vérifié par le groupe G^.

(3.2) Deuxième définition des pro-p-groupes analytiques; exemples.

(3 .2 .1) Lemme. — Soient G un groupe analytique sur Q ,̂ (3.1.2) et K un sous-groupe
ouvert p-valuable (3.1.6) de G. Nous avons sur K deux structures de variété analytique (1.3.3) :
celle induite par la structure de G, et celle sous-jacente à la structure de variété analytique stricte
de K (3.1.7.1). Ces deux structures coïncident.

Ce lemme pourrait être admis, car il est connu que les coordonnées « de deuxième
espèce » sont des coordonnées analytiques. Voici cependant comment le prouver.

Nous allons utiliser une certaine «formule du binôme », donnée par la proposition (6.1),
P- 339? de [16]. Corrigeons d'abord une faute d'impression : au lieu de

g^x)= s (")c<,,w,
l ^?^ t<oo\ î /

il faut lire

.̂«iL.C-h-w-
Reprenons les notations et les hypothèses de (3.1.3), en particulier les rela-

tions (3. i . 3.2) à (3. i . 3.4). La fonction/à laquelle nous appliquons la proposition (6.1)
de [16] n'est pas celle définie par (3.1.3.1), mais la fonction qui exprime le produit de
deux éléments x etjy dans le groupe G. Voici les informations que nous obtenons.
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Soit x un élément de G, identifié à un élément de Z^ (3. i. 3.2). Pour ÀeN, la puissance x^eG
décrit sous la forme (1.2.3)

(3.«...,) .Ï^-WO-

Les fonctions €„ sont analytiques tayloriennes (1.3.4). La série qui définit €„ est
d'ordre ^72, c'est-à-dire que ses composantes homogènes de degré <n sont nulles. Enfin le terme
linéaire de C-^{x) est x.

Prenons comme sous-groupe H (3.1.3) l'ensemble des x vérifiant w{x)^2.
Pour xeîî nous avons ainsi w(C^{x))^2n, et la série (3.2.1.1) représente une fonction
analytique taylorienne de XeZ^,, d'après le critère (1.3.6). La dérivée à U origine de cette
série s'obtient par dérivation terme à terme. Nous trouvons que la dérivée est égale à
la somme de la série

(3 .2 .1 .2) 2_(_i)n^-lC^),
îî ç ri

et cet élément a même terme dominant que x (supposé =t= o), comme nous l'avons vu
en (1.1.5).

Si xeG est tel que les puissances j^-adiques x^ (XeZy) soient définies (ou encore
si x appartient à un sous-groupe de G qui est un pro-^-groupe), l'application Xl-^
de Zp dans G est analytique, car xp eïi pour h assez grand.

Comme G est un groupe analytique (3.1.1), le produit de deux applications
analytiques est analytique. Si les (j^)i^/^s sont des éléments de G tels que lesj^ soient
définis pour tous Xy.eZp, l'application

(3.2.1.3) x=(xi, ...,À,)^/= n ^
1 <-••<•' 0 /

l^î'^8

est analytique. De plus, si 7]y est la dérivée à l'origine de l'application X 1-»^ (rappelons
que T], est un vecteur tangent à G), la dérivée à l'origine de l'application (3.2.1.3) est

(3.2.1.4) (Xi, ...,X,) ̂  S X,y],.
l^y^s

Prenant s égal à la dimension de G, et choisissant convenablement lesj^ dans le
sous-groupe ouvert K, nous obtenons une dérivée (3.2.1.4) inversible (en tant qu'appli-
cation de Q^-espaces vectoriels).

Choisissons une base ordonnée de K. Grâce aux coordonnées de deuxième espèce
qu'elle définit, l'application Z^-^-G peut se factoriser en un produit de deux appli-
cations Z^-^Z^, et Z^->G. Appliquant le lemme (3.1.5)5 nous voyons que l'injection
canonique de K (muni de sa structure analytique sous-jacente) dans G (donné comme
groupe analytique) est analytique et possède une dérivée à l'origine surjective. Cela prouve
notre lemme.

(3.2.2) Deuxième définition des pro-p-groupes analytiques; groupes profinis p-analy-
tiques. Un groupe G analytique sur Q ,̂ (3.1.1) possède des sous-groupes ouverts
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évaluables (3.1.3). La donnée d'un sous-groupe ouvert évaluable de G définit sa
structure analytique sur Q ,̂ (3.2.1) .

Si, de plus, G est un pro-p-groupe, alors tous les sous-groupes ouverts sont d'indice
fini, égal à une puissance dep (II, 2. i . 2), et tout sous-groupe d'indice égal à une puissance
de p est ouvert (3.1.4). Les sous-groupes engendrés par les puissances j^-ièmes sont
évaluables pour n assez grand (3.1.3).

La structure analytique d'un pro-p-groupe analytique (3.1.2) se reconstruit ainsi
à partir de sa structure de groupe abstrait. Nous remplaçons donc (3.1.2) par la
définition suivante.

Un pro-p-groupe analytique est un groupe qui possède un sous-groupe p-valuable (3.1.6)
d ) indice égal à une puissance de p ,

Nous nous intéressons surtout aux pro-p-groupes. Mais nous pouvons, plus géné-
ralement, définir les groupes profinis p-analytiques comme les groupes qui possèdent un
sous-groupe p-valuable d'indice fini. Un tel groupe a une structure analytique sur Q , et
est compact (c'est-à-dire profini puisque totalement discontinu). Mis à part les groupes
finis, qui sont j^-analytiques (de dimension zéro) pour tout p, un groupe profîni ne peut
être ^-analytique que pour un nombre premier p au plus. Pour neN assez grand, le
sous-groupe engendré par les yzi-ièmes puissances est évaluable.

(3.2.3) La catégorie des pro-p-groupes analytiques. Théorème. — Soient G et H deux
pro-p-groupes analytiques.

(3 .2 .3.1) Tout homomorphisme f : G-^H est analytique.
(3.2.3.2) Le produit G X H est analytique.
(3-2.3.3) Tout sous-groupe fermé de G est analytique.
(3.2.3.4) Toute chaîne croissante de sous-groupes fermés de G est stationnaire.

(S-^ -S-S) ^ K est un sous-groupe fermé distingué de G, le quotient G/K est un pro-p-groupe
analytique.

Preuve. — Pour î = = i , 2 , 3 , 4 , 5 l'assertion (3.2.3, (i)) est une conséquence de
(3.1.7, ( î+ i ) ) , compte tenu de la définition (3 .2 .2) des pro-p-groupes analytiques.
Précisons seulement la démonstration de (3.2.3.5). Nous prenons un sous-groupe
ouvert évaluable G' de G, et une évaluation œ de G'. Pour v assez grand, les sous-
groupes G^ et G^nK sont tous deux j^-saturés pour une valuation o/, déduite de œ
par translation, comme en (3.1.13). Le nombre v étant ainsi choisi, si un élément xeG^
a sa j^-ième puissance ̂  dans G^nK, il appartient lui-même à G^nK. Cela prouve que
le groupe quotient G^/(G^nK) est sans torsion; il est donc évaluable (3.1.7.6), et
il est isomorphe au groupe (G^K/K) dont l'indice dans G/K est une puissance de p.

(3.2.4) Exemple d'un groupe niipotent de dimension quatre (exercice). — Considérons
le groupe G engendré dans la catégorie des pro-j&-groupes (II, 2 .1 .2 ) par deux géné-
rateurs x^ x^ liés par les relations

(3 .2 .4 .1) (^^^^^i)^^^)^?
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où nous avons posé

(3.2.4.2) ^={x^ ^);

(3-2 .4-3) ^4=(^3^l)-

Un élément yeG s'écrit, d'une manière et d'une seule,

(3-2.4-4) y^x^x^x^x^,

où Ai, Àg, A3, ^eZ^. Si ^ est un autre élément de G, donné par

(3-2.4-5) ^=<1^2^3^4,

nous avons

(3-2.4.6) j^-1-^2^4,

^-V-^i;

1 u^V-^;

(3-2.4.7) ,^3-^3+^-^);

^==:\—— ^4 + ^1(^3—— ̂ ^^V- ̂ 2) ̂ l(^l +!)•

Pour tout nombre ^>(j&—i)~1 , le groupe G est j&-W^ pour sa (^)-filtration co,
qui vérifie

(3.2.4.8) ^{X^=u(x^)=t; (ù(x^=2t', ^{X^==^t,

et {^1, ^2, ^3, ^4} est une base ordonnée de G.
Pour p=2 ou 3, le groupe G n'est pas p-saturable, car l'élément ^4, qui est un

commutateur de poids 3, devrait être une j&-ième puissance. Par contre, pour p>^, le

groupe G est j&-saturé pour sa (^,j&)-filtration, si (p—î)~l<t^I-p{p—1)~1.
o

Les formules (3.2.4.7) sont à coefficients ^-entiers pour ^3. Nous verrons
en (3.3) pourquoi il en est ainsi pour j&>3.

Pour p == 2, nous voyons que les formules donnant l'inverse d'un élément ne sont
pas à coefficients j^-entiers. Si nous remplaçons la base ordonnée [x-^, A^, ^3, x^} par la
base ordonnée {^4, x^, x^, ̂ }, les formules de transformation sont donc analytiques
strictes (1.3.5), mais non pas tayloriennes (1.3.4).

(3.2.5) Exemple d'un pro-p-groupe analytique sans torsion qui admet des coordonnées de
deuxième espèce mais n'est pas p-valuable (exercice).

Soit t2 l'anneau value obtenu en adjoignant à Zy une racine j&-ième primitive Ç de
l'unité. Rappelons [25] que la valuation v de f2 est unique et que y(Ç—i)=:(^—i)-1 .
L'élément Ç^EÛ est défini pour tout xeZp, et ne dépend que de la classe de x moduler.

Construisons un groupe G, produit semi-direct des groupes additifs de Z et de îi,
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un élément xeZy opérant sur 0. en le multipliant par Ç6. Les éléments de G sont les
couples {x,jy}, où xeZy et jyeO.. Le produit est défini dans G par

(3-2.5.1) {^y}{xf,yt}={x+xt, ̂ >+y}.

Les commutateurs et les j&-ièmes puissances sont donnés par les formules

(3.2.5.2) ({^j},{^y})={o,(^-i)^-(^-i)y};
(3.2.5.3) {^}={P^{ S Ç-)j/}.

o^i<p

Soit 8 un nombre >{p—1)~1. Définissons une fonction œ sur G en posant

(3.2.5.4) ^{{^y})==mm{v{x)+{p-i)-\v(y)+S).

La fonction œ est une ^-filtration, et vérifie tous les axiomes des évaluations, à
l'exception de (2 .1 .2 .2 ) qui doit être remplacé par une inégalité large :

(3-2.5.5) ^{{^^})^{P—ï)~\ pour tout {x,jy]eG.

Le groupe G n'est pas évaluable. En effet la formule (3.2.5.3) montre que
{x,y} {-> {x.yf n'est pas une application injective dans G, contrairement aux groupes
^-values (2.1.4).

Le groupe G admet des coordonnées de deuxième espèce, c'est-à-dire s'écrit comme
produit de groupes isomorphes à Zy, puisqu'il est produit semi-direct de deux groupes
commutatifs.

D'autre part les éléments {x,jy} de G, où x est divisible par p, constituent un
sous-groupe commutatif d'indice^. Du point de vue « infinitésimal » (algèbres de Lie, etc.),
le groupe G ne se distingue pas des groupes commutatifs.

(3.2.6) Groupe multiplicatif d'une algèbre (exercice). — Soit A une Zp-algèbre associative
valuée complète (I, 2.2.4). L'ensemble G des éléments xeA vérifiant w[x—i)>{p—1)~1

est un groupe multiplicatif p-valué complet pour la filtration co, définie par cù{x)==w{x—i).
Dans le cas où A est saturée (I, 2.2.10), nous pouvons calculer les logarithmes (1.1.5)

des éléments de G et, réciproquement, nous obtenons les éléments de G comme exponen-
tielles (1.1.4) des éléments de A de filtration >{p—1)~1. Nous voyons alors (1.1.8)
que G est p-saturé (2.1.6).

Si la Zp-algèbre associative A est un Zy-module libre de rang fini, le groupe
multiplicatif A* des éléments inversibles de A est un groupe profini p-analytique (3.2.2).
L'algèbre A est complète pour chacune de ses valuations w (I, 3. i . 4), à laquelle correspond
un sous-groupe p-valué G, ouvert dans A* (et qui dépend, en général, du choix de w).

(3.2.7) Les groupes GL^(Q) et leurs p-sous-groupes de Sylow (exercice). — Soit K une
extension algébrique finie du corps Q^,, munie de sa valuation ^-adique v [25]. Nous
notons e l'indice de ramification absolue de K. C'est le plus petit entier naturel tel
que ev{x)eZ pour tout xeK. Nous avons donc l'équivalence

(3.2.7.1) v{x)>oo v{x)^e~1, pour xeK.
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Appelons 0, l'anneau des entiers de K, et A=M^(il) l'anneau des matrices nxn
à coefficients dans f2.

Le groupe linéaire général GL^(îi) est le groupe multiplicatif des éléments inversibles
de A; le groupe linéaire spécial SL^(fî) est le sous-groupe de GL^(îi) formé des éléments
de déterminant i.

Par restriction des scalaires, la ti-algèbre A devient une Zy-algèbre (de rang fini),
et nous pouvons appliquer les résultats de (3.2.6). La valuation la plus simple de A
est donnée par la formule

(3-a. 7-2) , ^(X)=^^y(^,),

où les XH sont les coefficients de la matrice XeA.
Pour chaque nombre réel v^o, nous avons un sous-groupe « de congruence »

de GL^(Q), formé des X vérifiant wÇK—i)>v. Pour v=o, ce sous-groupe est le
noyau de l'épimorphisme GL^(fî)-> GL^(Â:), k désignant le corps résiduel de K;
pour ^=={p—1)~"1 nous obtenons le sous-groupe G de (3.2.6). Ces deux sous-groupes
coïncident si [p—ï)~l<e~l.

Pour obtenir un ^-sous-groupe de Sylow ([29], chap. Ier, 1.4) de GL^(Q), nous
prenons l'image réciproque d'un j^-sous-groupe de Sylow de GL^(A:). Comme la seule
représentation irréductible d'un ^-groupe fini sur un corps de caractéristique p est la
représentation unité ([25], théorème 2, p. 146)5 les matrices triangulaires unipotentes
constituent un sous-groupe de Sylow dans GL^(Â:). Remontons dans GL^(Û), et précisons
les notations.
(3.2.7.3) Nous notons SY^(Q) le p-sous-groupe de Sylow de GL^(Q) formé des matrices

X==(^.) vérifiant v{x^—S^)>o pour i^jf^i^n, où S,, est le symbole de Kronecker.
(3.3.7.4) Nous notons SSY^(Q) le sous-groupe de SY^(Û) formé des matrices de déterminant i.

Le groupe SSY^(Q) est un ^-sous-groupe de Sylow de SL^(Q).
Lorsque n est assez grand (en tout cas si n^p—i), le pro-j^-groupe SY^(îi) contient

des éléments d'ordre p et n'est donc pas évaluable. Par contre, si nous supposons vérifiée
la condition

(3.2.7.5) ne<p—ï,

les groupes SY^(Q) et SSY^(Q) sont p-saturables.
En effet, la condition (3.2.7.5) équivaut à l'existence d'un nombre rationnel a

vérifiant

(3.2.7.6) a>(^-i)-1 et Çn—i^e-1—^—!)-1.

Choisissons un tel nombre a, puis une extension (algébrique finie) K/ de K qui
contient un élément a de valuation a. Notons 0,' l'anneau des entiers de K', w la
valuation de M^(tî') définie par la formule (3.2.7.2) , et DeGL^(K') la matrice diago-
nale de coefficients ^==^8^. Appelons f F} automorphisme intérieur de M^(K') défini
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par f{X)=D-lXD et enfin B Pensemble des XeM^(K) pour lesquels /(X)eM^(Q')
(cette dernière définition utilise les inclusions naturelles des anneaux de matrices).

Il en résulte que B est une Zy-algèbre (et même une a-algèbre) associative saturée
pour la filtration w' == wof.

Le calcul montre que SYJÏÏ) est formé des XeB vérifiant co(X) = w'(X—1)> (p— i)-1.
Ce groupe est donc ^-saturé par la filtration œ (3.2.6).

Si XeSY^(Q), nous avons' ^(i—det X)>(^—-i)-1. Il en résulte que detX^i
implique d e t X = = i , ce qui prouve que SSY^(Û) est j^-saturé par co.

Nous avons plongé un ^-sous-groupe de Sylow de GLJti) dans un sous-groupe
de congruences de GLJ^'). Cet artifice pourrait être dissimulé par une définition
directe de la filtration œ.

(3.3) Les groupes j^-saturables et le foncteur Ala.

(3.3.1) Lemme. — Reprenons les hypothèses et les notations du lemme (3.1.5). Supposons,
de plus, que le groupe G soit p-saturé (2.1.6). Alors \ est une fonction analytique taylorienne
de [L (1.3.4).

Preuve. — D'après (2 .2 .7) , l'hypothèse supplémentaire se traduit par les inégalités

(3.3-i.ï) ^i)^P(P—î)~\

vérifiées par les filtrations des éléments x, de la base ordonnée de G. Si t désigne le
minimum des œ(j^), pour i^j^s, la formule (3.1.5.4) nous donne

(3.3.1.2) ^c^t\^\—p{p—i)-\

pour tout peN8 et i^i^r. Comme nous avons ^(p!)^?—!)-"^! p|---Schiff (3), nous
obtenons

(3.3.1.3) ^^p)-^Pt)^|P|^-^-I)-l)+^-I)-l(Schiffp-I)-I.

D'après le critère d'analyticité taylorienne (1.3.6.2), notre lemme équivaut à
affirmer que le premier membre de (3.3.1.3) est toujours ^o (nous savons déjà qu'il
tend vers +00 avec | ( î [ , d'après (3.1.5)). Or, le nombre en question est entier,
et il nous suffit de montrer qu'il est >—i. Comme t>{p—i)~1, le résultat cherché
est mis en évidence par la formule (3.3.1.3) si [3=t=o; si (î==o, nous avons ^p=o .

(3.3.2) ^a catégorie des groupes p-saturables. Théorème.

(3.3.2.1) Un groupe p-saturable G possède une structure canonique de variété analytique
taylorienne de type Z ,̂ (1.3.4), r désignant la dimension de G. Le groupe G est un groupe
dans la catégorie des variétés analytiques tqyloriennes, définie comme en ( 3 . 1 . 1 ) .
Une identification de G à Z^ (qui définit sa structure de variété analytique taylorienne)

s'obtient en prenant les coordonnées par rapport à une base ordonnée pour l'une quelconque des filtrations
qui font de G un groupe p-saturé.
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(3 .3 .2 .2) Soit f : G->H un homomorphisme de groupes p-saturables. Alors/est un morphisme
dans la catégorie des variétés analytiques tayloriennes.

(3 • 3 •2 • 3 ) Le produit direct G X H de deux groupes p-saturables est p-saturable.
(3.3.2.4) Soit H un sous-groupe distingué fermé du groupe p-saturable G, tel que le quotient

G/H soit sans torsion. Alors G/H est p-saturable. Plus précisément, si eu est une filtration pour
laquelle G est p-saturé, le groupe G/H est p-saturé pour la filtration quotient de co (II, 1.1.4).

(3-3-3) Preuve. — Les assertions (3.3.2.1) et (3.3.2.2) sont des conséquences
du lemme (3.3.1). Nous prouvons (3.3.2.3) en prenant sur GxH le produit direct
de deux filtrations pour lesquelles G et H sont ^-saturés. Démontrons enfin (3.3.2.4).

Appliquons le théorème des bases adaptées (I, 1.2.4) au F-module gr G et à son
sous-module gr H (calculés pour la filtration co de G et sa restriction à H). Alors la base
de gr H est une partie de la base de gr G. Sinon il existerait un élément homogène Çegr G
vérifiant Ç^grH et TrÇegrH. Un représentante de rcÇ dans H posséderait une racine p-ième
dans G, mais non dans H, contrairement à l'hypothèse que G/H est sans torsion.

D'après (2 .2 .5)3 nous pouvons prendre une base ordonnée de G, soit (^)i^^,.,
de telle sorte qu'une base ordonnée de H soit formée des ^, où s<i^:r.

Si/désigne l'épimorphisme canonique G-^G/H, la filtration quotient de G/H
est définie par la formule (I, 2 . 1 . 7 . 1 )

( 3 - 3 - 3 - I ) œ(G/H;^)=sup co(jQ.
f(y}=x

Parmi les jyeG tels que f[y)-==x, il en existe un, et un seul, de la forme

(3-3-3-a) y^ II ^ (^.eZp)
l^î^S

et, d'après (2.2.4.2) , la borne supérieure de (3.3.3.1) est atteinte en cet élément.
Il en résulte que la filtration quotient est une évaluation pour laquelle G/H admet
les éléments/^,), où i ̂ î^^, comme base ordonnée. Les relations O)(G/H;/(^)) == œ(^)
montrent (2 .2 .7) que G/H est ^-saturé.

(3 •3-4) Applications analytiques tayloriennes d'un groupe p-saturable dans un Z -module
complet. — Soient G un groupe j^-saturable (3. i . 6) et M un Z^-module complet (11,2.2.4).
Choisissons une filtration œ de G pour laquelle ce groupe est j&-saturé, et une base
ordonnée (^)i^^y pour cette filtration. Un élément xeG possède alors comme
coordonnées l'élément XeZy, selon la formule

(3.3.4.1) x== II x}1 (produit ordonné).
l^t^r

Une application analytique taylorienne de G dans M est une application f : G->M
donnée par une série de puissances (1.3.4).
(3.3.4.2) f{x)= S X ,̂,

OCÊÏT

où les d^ sont des éléments de M qui tendent vers ^éro (suivant le filtre des complémentaires
des parties finies de PT).
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D'après (3.3.2) cette définition des applications analytiques tayloriennes est indé-
pendante du choix de la filtration et de la base.

Si g : M->M' est une application linéaire et continue de Zp-modules complets,
l'application composée gof est analytique taylorienne.

Le critère d'analyticité taylorienne (1.3.6.2) entraîne la conséquence suivante.

(3-3-4-3) -^ €xîste un ïp-module complet sans torsion Mo et une application analytique taylo-
rienne /o : G->MO, tels que toute application analytique taylorienne f : G->M se factorise
en f=gofo9 ou ê est un morphisme dans la catégorie des Zy-modules complets (c'est-à-dire
(II, 2.2.4) une application linéaire continue). La factorisation est unique si M est sans
torsion.

Nous pouvons prendre pour Mo le module produit Z.3 où J=Nr. Écrivons les
éléments de Mo comme des séries : S ^e^, où ^eZ . Définissons F application /o 3

oc G J
dans un système de coordonnées de G, par la formule

(3.3-4-4) /oW= S ^(îK-aeïT \a/

La propriété universelle explicitée en (3.3.4.3) définit le couple (Mo,/o) à un

isomorphisme canonique près.
Remarquons que, si nous remplacions « analytique taylorienne » par « analytique

stricte » (i .3.5), le problème d'application universelle n'admettrait pas de solution (sauf
si G se réduit à l'élément neutre).

(3.3.5) Le fondeur Ala. — Conservons les notations de (3.3.4). Nous allons
montrer que le module Mo défini en (3.3.4.3) par une propriété universelle possède
une structure canonique de Z -algèbre associative compacte, qui en fait une extension de l'algèbre
complétée Al G, définie en (II, 2.2.1).

Nous appliquons d'abord le théorème (2.3.3) : le choix de co nous permet de
considérer Al G comme une Z^-algèbre valuée, possédant la base topologique (^aej
(avec les notations de (2.3.8)). Nous avons (2.3.11.3)

a\.(3.3.5 ï) n ^= s K ;
l^i^r aeJ \OC/

(3-3-5-2) w{^)= S a,œ(^).
l^î^r

Nous construisons (1,2.2.11) l'algèbre Sat Al G, saturée de l'algèbre valuée Al G.
L'algèbre Sat Al G contient des éléments e^ vérifiant

(3-3-5-3) ^=0!^ (pour tout OCGN^,

et ces éléments tendent vers zéro dans Sat Al G.
Notons Ala G le sous-module fermé de Sat Al G engendré par les e^ oceN^ Nous voyons

que le module Ala G s'identifie canoniquement au module Mo de (3.3.4.3)5 Pappli-
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cation /o étant remplacée par l'injection canonique de G dans Ala G. Nous avons les
inclusions

(3-3-5-4) Al GcAla GcSat Al G.

L'injection canonique (ou inclusion) de G dans Ala G est analytique taylorienne,
tandis que l'injection dans Al G n'est même pas analytique stricte (sauf si G=={i}).

L'application G X G->G définie par x,y [~>xy est analytique taylorienne (3.3.2.1).
Il en est de même de F application composée GxG->AlaG. Identifions GxG à Z'xZ*"
par notre système de coordonnées, et traduisons notre dernière assertion, compte tenu
du critère (1.3.6.2) et de (3.3.5.1). Nous voyons que, pour tous a, peN^ l'élément
(a! p!)"1^3, c'est-à-dire <?^, appartient à Ala G. Autrement dit Ala G est une sous-
algèbre compacte de Sat Al G. La structure d'algèbre de Ala G est déterminée par la propriété
d'être une extension de Al G. Résumons les résultats obtenus.

A chaque groupe p-.^aturable G nous associons une Zip-algèbre compacte Ala G, qui est une
extension de l'algèbre Al G (II, 2 .2 .1) . L'injection canonique de G dans Ala G est analytique
taylorienne. Chaque application analytique taylorienne de G dans un Zip-module complet M se prolonge
en une application linéaire continue de Ala G dans M; ce prolongement est unique si M est sans
torsion. Chaque p-valuation œ de G définit sur Ala G une structure de Z -algèbre valuée, et Ala G
s'identifie à une sous-algèbre de Sat Al G (2.3.3).

La propriété (3.3.2.2) montre que Ala est un fondeur covariant défini sur la catégorie
des groupes j^-saturables.

Si G et H sont deux groupes j^-saturables, alors Ala(GxH) s'identifie au produit
tensoriel complété Ala G®Ala H (I, 3.2.9).

Zp

(3.4) Critères d'analyticité $ extensions de groupes analytiques.

(3.4.1) Position du problème. — Nous avons défini les pro-j&'groupes analytiques
comme des groupes abstraits possédant certaines propriétés (3.2.2) . La vérification
directe de ces propriétés est parfois malaisée; c'est pourquoi nous allons indiquer des
conditions qui entraînent qu'un groupe G est un pro-j^-groupe analytique. Les principaux
résultats concernent le cas où G est donné comme un pro-p-groupe (II, 2 .1 .2 ) de type
fini (II, 2.1.4).

(3.4.2) Proposition. — Supposons que la p-filtration <o définisse la topologie du pro-p-
groupe G, et qu'il existe un nombre m>{p—1)"~1 tel que, pour tout v ^ m l'application
(3-4-2.I) P:gr,G->gr^,G

définie en (II, 1.2.11) soit surjective. Alors G est un pro-p-groupe analytique.
Preuve. — Le quotient du groupe compact G par son sous-groupe ouvert G^^ est

fini. Il n'y a donc qu'un nombre fini de nombres v vérifiant

(3.4.2.2) m^<m+i, et

(3-4-2-3) glyG+o.
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Pour ces nombres v, le groupe gr^G est fini, c'est-à-dire est un espace vectoriel
de dimension finie sur le corps premier Fy, et nous avons (par hypothèse) la suite d^épimor-
phismes (Fy-linéaires)

(3-4-2.4) grvG^gr^iG-^...-^gr^,G-^gr^^iG-^...

La dimension de gr^,G est une fonction décroissante de i, à valeurs dans N.
Elle est donc stationnaire, ce qui signifie que gr^^,G->gr^^.^^G est bijectif pour i assez
grand.

Il existe donc un nombre m'^-m, tel que, pour \^m\ l'application

(3-4-2.5) gi\G->gr^iG

soit bijective. Cela entraîne que le sous-groupe G^, est p-valué de rang fini (et même
^-saturable).

(3.4.3) Théorème. — Soient G un pro-p-groupe de type fini, (^)î ,^,. une famille de
générateurs de G, et (ï^i^i^r une famille de nombres strictement positifs. Munissons G de sa
(x^, p)-filtration (II, 3.2.8). Soient t le plus grand des T, et m un nombre >(j&—1)~1. Si
les applications

(3 .4-3 .1) P:gr,G-^gr^G

sont surjectives pour tous les nombres v vérifiant

(3-4-3-2) m^<m+t,

alors G est analytique.
Preuve. — Nous avons vu, en (II, 3.2.8), que la ^-filtration œ définit la topologie

de G et que l'algèbre de Lie mixte gr G est engendrée par les images respectives des x^
dans gr^.G.

La proposition (II, 3.3.6) prouve que les hypothèses de la proposition précé-
dente (3.4.2) sont vérifiées.

(3.4.4) Un critère simple. — Nous allons appliquer le théorème précédent dans le cas
particulier de la (i, j&)-filtration, dont nous avons précisé la construction en (II, 3.2.6.3).
L'algèbre gr G est alors graduée de type N*, le nombre t figurant dans (3.4.3.2) est égal à i,
et nous n'avons à vérifier la surjectivité de P que pour un seul degré v. Traduisons le
théorème (3.4.3) en prenant successivement m== ï (ce qui nous oblige à supposer p>2),
puis m = 2.
(3.4.4.1) Supposons p>2. Si, dans le pro-p-groupe de type fini G, chaque commutateur (x,jy)

est contenu dans le sous-groupe engendré par les p-ièmes puissances^ le groupe G est analytique.

Ce critère est évidemment en défaut si p == 2 (car il est vérifié par n'importe quel
groupe!).
(3.4.4.2) Si, dans le pro-p-groupe de type fini G, chaque commutateur de poids trois ((^J^),^)

est contenu dans le sous-groupe engendré par toutes les puissances p^-ièmes et par les puissances
p-ièmes des commutateurs^ alors G est analytique.
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Nous obtenons un critère simple, valable pour tout p, en remplaçant les hypothèses
de (3.4.4.2) par une condition un peu plus forte.

(3-4-4-3) ^ dans le pro-p-groupe de type fini G, chaque commutateur est contenu dans le
sous-groupe engendré par les p^-ièmes puissances^ alors G est analytique.

Le critère (3.4.4.3) n'est pas vérifié par tous les pro-^-groupes analytiques, mais
par des sous-groupes arbitrairement petits convenables.

(3.4.4.4) Un pro-p-groupe analytique G admet comme système fondamental de voisinages de
V unité ses sous-groupes qui vérifient le critère (3.4.4.3).

Preuve. — Nous appliquons la proposition (3.1.3), en remarquant que, dans un
groupe ^-saturé H, le sous-groupe ît^ des éléments de filtration ^2 vérifie le
critère (3.4.4.3)-

(3-4-5) Théorème (Serre). — Soient G un groupe topologique séparé, N un sous-groupe
fermé de G, et H le groupe quotient G/N. Supposons que les topologies de N et de H soient sous-
jacentes à des structures analytiques sur Q ,̂ (3. i . i). Alors G possède une structure analytique surQ^,,
et une seule, compatible avec sa topologie.

Preuve. — D'après un théorème de Vilenkin [24], G est localement compact, et
totalement discontinu (puisque N et H le sont). D'après [23], p. 54 et 56, G admet comme
système fondamental de voisinages de l'unité ses sous-groupes ouverts compacts, c'est-à-dire
profinis.

D'après (3.1.3), nous pouvons choisir un sous-groupe ouvert compact G' de G
assez petit pour que G'nN et l'image canonique de G' dans H (isomorphe à
G7(G'nN)) soient des pro-^-groupes analytiques (3.2.3.3). Gela entraîne que G' est
un pro-p-groupe ([29], chap. Ier, i .3), d'où l'unicité de la structure analytique sur G',
et par conséquent sur G (3.2.2). Démontrons l'existence de cette structure, en supposant
désormais que G est un pro-p-groupe.

D'après [29], chap. Ier, prop. i, il existe une section continue s : îi->G. Pour
tous x.yeït, nous avons

(3.4-5-1) ^x)s{y)=s{xy)f{x,y), où
(3-4-5-a) / :HxH->N

est une fonction continue. Quitte à translater la section, nous pouvons supposer que s(î) == i,
d'où

(3-4-5.3) /(i, i)==i.

Choisissons un sous-groupe ouvert No de N qui vérifie le critère (3.4.4.3),
c'est-à-dire

(3.4.5.4) (No,No)CNo^,

où No1' est le sous-groupe engendré par les j^-ièmes puissances des éléments de No.
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II existe un sous-groupe ouvert Ho de H qui vérifie les trois conditions suivantes :

(3.4.5-5) /(^jO^Nf pour tous A:,jeHo.

(3-4-5-6) {s{x)^)eNy pour tous A-eHo.^eNo.

(3.4.5.7) (Ho.Ho)CHo'.

En effet la continuité de /e t (3.4.5.3) montrent que (3.4.5.5) est vérifié
pour x, y voisins de l'unité, puisque N^ est ouvert dans N. La continuité de s et la
compacité de No montrent que (3.4.5.6) est vérifié pour x voisin de l'unité. Enfin
(3.4.4.4) nous permet de vérifier (3.4.5.7), c'est-à-dire le critère (3.4.4.3), pour un
sous-groupe ouvert Ho arbitrairement petit.

L'ensemble Go des éléments de la forme s (x) ̂  où XGÏÎQ et -s:eNo est \in sous-groupe
ouvert de G qui vérifie le critère fanalyticzté (3.4.4.3).

En effet nous avons la relation

(3.4.5-8) s[x)^{y)t=s{xy)f{x,y)^ s{y))t,

valable pour tous x^eïî et ^ ^eN. Nous en déduisons que Go est un sous-groupe de G;
il est ouvert puisque G s'identifie topologiquement au produit HxN. La même
formule (3.4.5.8) nous montre enfin que le quotient GQ/N^' s'identifie au produit direct
HO x (No/No'1), ce qui prouve que Go vérifie (3.4.4.3).
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CHAPITRE IV

APPLICATIONS DIAGONALES
GROUPES ET ALGÈBRES DE LIE

i. ALGÈBRES DIAGONALES

(1.1) Algèbres diagonales strictes.

(1.1.1) Définition. — Soit £î un anneau commutatif. Nous appellerons £î-algèbre
diagonale stricte la donnée d'une Sî-algèbre supplémentée A et d'un homomorphisme
(i. i. i. i ) \ : A-^A®^A.

Précisons que A®^A est munie de sa structure de Q-algèbre supplémentée (son
augmentation est s®e, si s désigne l'augmentation de A), et l'homomorphisme A^ est
un morphisme de 0,-algèbres supplémentées. Pour simplifier, nous écrirons parfois A au lieu
de AA.

(1.1.2) Exemple : algèbre d'un monoïde. — Soit G un monoïde multiplicatif (avec
élément neutre noté i).

Appelons A Y algèbre t2[G] de ce monoïde. Définissons l'augmentation s de A en
posant e(^)=i pour tout xeG.

L'algèbre ii[GxG] du monoïde GxG s'identifie au produit tensoriel
Q[G]®QÎÎ[G], et l'application diagonale x\->{x,x) de G dans GxG se prolonge en
un homomorphisme unique A^ : A—»-A®A.

Nous avons ainsi défini A comme ^.-algèbre diagonale stricte. Notons la relation
( i . i . a . i ) ^^x==x®x^ pour tout xeG.

(1.1.3) Exemple : algèbre enveloppante fune algèbre de Lie. — Soit L une algèbre de Lie
sur l'anneau commutatif 0.. ^augmentation e de son algèbre enveloppante UL est définie
par la condition £O(T==O, o désignant l'application canonique de L dans UL. L'algèbre
enveloppante U(LxL) s'identifie canoniquement à UL®oUL ([2], § 2, n° 2, prop. 2).
L'application diagonale de L dans LxL détermine un morphisme de îi-algèbres
supplémentées UL->U(LxL), c'est-à-dire le morphisme
(i.i.3.i) A^ : UL-> UL®^UL,

qui définit UL comme une ^.-algèbre diagonale stricte.
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Notons la relation
(1.1.3.2) ^^a{x)==a{x)®ï + i®(7(;c), pourtant xeL.

(1.1.4) Morphismes de fï-algèbres diagonales strictes. — Soient A et A' deux
^î-algèbres diagonales strictes ( i . i. i). Nous appelons morphisme f : A->A' un morphisme
pour les structures de 0,-algèbres supplémentées qui rend commutatif le diagramme

A ————> A'/

(i.1.4.1) AA AA'

A0A —> A®A
/ ® /

Par exemple, ti[G] devient ( i . i. 2) un foncteur covariant à valeurs dans la catégorie
des ti-algèbres diagonales strictes, lorsque G parcourt la catégorie des monoïdes. De même
la définition (1.1.3) fait de UL un foncteur covariant en L.

(1.1.5) Définition de ^ et de £f. — Soit A une ^.-algèbre diagonale stricte (1.1.1),
d'augmentation e.
( 1 . 1 . 5 . 1 ) Nous notons ^A Y ensemble des xeA qui vérifient

^^x===x®x et s(A:)==i.

( 1 . 1 . 5 . 2 ) Nous notons JS^A Y ensemble des xeA qui vérifient

A^X==X®Ï + lOOA:.

(1.1.6) Propriétés de (S. — Pour chaque ti-algèbre diagonale stricte, ^A est un
sous-monoîde multiplicatif de A. En effet, si X y X ' e ^ A , nous avons ç.[xx')== z{x)z{x')== i
et Axy' = A^. A^ == {x®x) { x ' ^ x ' ) = x x ' ® x x ' .

Si f'.A-^A est un morphisme de fi-algèbres diagonales strictes (1.1.4), alors
f{^A) C ̂ A', ce qui montre que ^ est un fondeur covariant en A (à valeurs dans la catégorie
des monoïdes).

Enfin l'injection de ^A dans A se prolonge en une application ^-linéaire
( 1 . 1 . 6 .1 ) t2[^A]-^A,

qui, d'après (1.1.2) et (1.1.4) est un morphisme fonctoriel de fi-algèbres diagonales
strictes.

(1.1.7) Propriétés de Jâ^. — Une îî-algèbre diagonale stricte est, en particulier,
une algèbre de Lie pour le crochet [a, b]==ab—ba. L'ensemble JS^A est une sous-algèbre
de Lie de A. De plus, si û est un anneau de caractéristique p, A est une algèbre de Lie
restreinte (au sens de Jacobson [13]) pour la ^-application x[->xp, et oS^A est une sous-
algèbre de Lie restreinte. En effet, si x, x ' appartiennent à oS?A, c'est-à-dire vérifient (1.1.5.2),
nous avons
(1.1.7.1) l^^xx' =x^®i + ï®xx' -[-x®x1 -}-x'®x,
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d'où [x, A:']eJSfA. La linéarité en x de la relation (1.1.5.2) montre que oSfA est un
sous-û-module de A.

Enfin nous avons

( 1 . 1 . 7 . 2 ) ^^xl)==xp®I+ï®xp+ Z; (^x^x?-'
0<i<P\l/

ce qui prouve que ^eJSfA si Q. est de caractéristique p.
Tout morphisme / : A-^A' de Q-algèbres diagonales strictes (1.1.4) applique oSfA

dans oSfA'. Ainsi «SfA est un fondeur covariant en A.
Les éléments de oSfA appartiennent à l'idéal d'augmentation (car la relation

(1.1.5.2) implique s(x) = 2e(^)) et l'injection de oSfA dans A se prolonge en un morphisme
fonctoriel de 0,-algèbres diagonales strictes

(1.1.7.3) ILSfA->A.

Si iî est de caractéristique^, nous avons de même un morphisme fonctoriel d'algèbres
diagonales strictes

(1.1.7.4) UjSfA-^A,
(^^

où UL désigne V algèbre enveloppante restreinte de L ([13], th. 12, p. 191).
(ï.i.8) Lemme. — Soient K un corps commutatif, M un Y^-espace vectoriel et

A : M->M®^M une application K-linéaire. Alors les éléments xeM qui vérifient x^=o et
^x=x®x sont linéairement indépendants sur K.

Preuve. — Si ces éléments n'étaient pas indépendants, ils seraient liés par
une relation primordiale de dépendance linéaire, que nous pourrions écrire sous la
forme

( 1 .1 .8 .1 ) ^ o - S \^.
l^t^n

Les A^eM vérifieraient A^=^®A:, pour o^i^n; ils seraient linéairement indé-
pendants sur K. et se trouveraient multipliés par des scalaires \eK tous non nuls pour î^i^n.
La relation ( 1 . 1 . 8 . 1 ) nous donne

(1.1.8.2) A^= S \x,®x^
l^i^n

( 1 . 1 . 8 . 3 ) XQ®XQ= S \x,^®^.
l^t',î^n

Comme les éléments x^Xy sont linéairement indépendants dans M®M, la
comparaison de (1.1.8.2) à (1.1.8.3) nous donne n=i et 7^==\, ce qui prouve
le lemme.

(1 .1 .9) Lemme. — Soient A une algèbre diagonale stricte sur le corps commutatif K de
caractéristique o, et (^),çi une famille d9 éléments de oSfA linéairement indépendants sur K.
Supposons P ensemble d^indices 1 totalement ordonné. Alors les monômes ordonnés X"' sont linéairement
indépendants sur K, a parcourant l'ensemble N .̂
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Preuve. — Notons (m, n) le coefficient binomial (m-}-n)\jm\ n\ (w, TzeN) et
posons

(i. 1 .9 .1) ((^-nd^Y.) pour (3,YeNW.
t'ei

Les relations
(1.1.9.2) A^.==^®i + i®^

conduisent, pour chaque aeN^, à

(1.1.9.3) A^== S (i3,Y)^®^
3+Y-a

Démontrons, par récurrence sur n, l'indépendance linéaire des x^ pour lesquels
| a [ ̂  n. Cela est vrai, par hypothèse, pour n == i. Supposons une relation de dépendance
linéaire

(1.1.9.4) y= S X^^o.
a G N(1)

En calculant l'augmentation s(^) nous trouvons Xo==o. Puis nous écrivons la
relation

(1.1.9.5) A^—j/® i — i ®y == o,

c'est-à-dire, d'après (1.1.9.3) et (1.1.9.4),

(1.1.9.6) ^(P,Y)À3^®^=o.

Si % est le maximum des [oc | correspondant aux À^ non nuls, la relation (1.1.9.6)
ne fait intervenir que des x^ et x^ pour lesquels [ (3|, [yl^ (sl n>o) et notre hypo-
thèse de récurrence entraîne que ces éléments x^^x^ sont linéairement indépendants
dans A®K-A- Nous concluons que ^a==o pour | a | = f = i , puis pour | a [ = = i .
(1.1.9.7) Remarque. — Nous avons utilisé essentiellement le fait que K est de caracté-

ristique zéro, quand nous avons déduit la relation X^.y==o de (P5Y)^34-Y= = 0•
Si K était de caractéristique p, notre lemme resterait valable après la modification
suivante : le multidegré a ne devrait pas parcourir N^ tout entier^ mais seulement la partie
définie par les relations a,<^ pour tout î'el.

(1.1.10) Lemme. — Extension des scalaires dans une algèbre diagonale stricte. Soient A
une û-algèbre diagonale stricte (1.1.1) et û' un anneau commutatif, extension de Q..
Notons A' la SI'-algèbre supplémentée t2'®^A (dont l'augmentation e' est i®s). Alors le
produit tensoriel A'®^A' s'identifie canoniquement à ^Î'®^(A®QA), ce qui permet
de définir la structure de ^1'-algèbre diagonale stricte de A', en posant A^ = i®A^, compte
tenu de l'identification rappelée.

Preuve. — Ces assertions sont banales. Plus généralement, si M et N sont
deux iî-modules, alors (D^M)®^'®^) s'identifie à ii'®^(M®N), l'élément
(À®77z)®([ji®7z) du premier module correspondant à l'élément (Â(Ji)®(w®w) du second.
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( i.i. il) Théorème. — Soient t2 un anneau intègre, K son corps des fractions, et A une
Çï-algèbre diagonale stricte ( 1 . 1 . 1 ) .

( 1 . 1 . 1 1 . 1 ) Si nous supposons A et A®^A sans torsion, alors le morphisme ( 1 . 1 . 6 . 1 )

t2[^A]^A
est injectif.

(1 .1 .11 .2) Si, de plus, nous supposons K de caractéristique ^éro et UJSfA sans torsion, alors
le morphisme (1.1.7.3)

UJ^A->A
est injectif.

Preuve. — Si il était un corps, les assertions ( i . i . 11. i) et (1 .1.11.2) résulteraient
respectivement des lemmes (1.1.8) et (1.1.9). Les hypothèses faites ont pour but de
ramener les propriétés de A à celles de la K-algèbre diagonale stricte K®^A==A',
définie en (i . i. 10). Pour établir ( i . i . 11.2), il faut vérifier que la K-algèbre de Lie oSfA7

s'identifie à K®^JSfA, puis que UJSfA' (algèbre enveloppante en tant que K-algèbre)
s'identifie à K®^UoSfA. Ce dernier point est traité en [2], § 2, n° 9.

(i. i.i 1.3) Remarque. — Si le corps K était de caractéristique p, nous pourrions modi-
fier (1.1.11.2). Nous supposerions que UoS^A est sans torsion, et nous en déduirions
que le morphisme (1.1.7.4)

ÎÏJSfA^A
est injectif.

(1 .2) Algèbres diagonales valuées.

(1.2.1) Insuffisance de la notion d''algèbre diagonale stricte. — Reprenons l'exemple
(1.1.3) dans le cas où L est un ^-module libre de rang i. Alors UL et UL®UL s'iden-
tifient à des anneaux de polynômes Û[T] et îi[T, T], et l'application diagonale A est
déterminée par la relation

( 1 . 2 . 1 . 1 ) AT=T+T.

Il n'existe pas de prolongement « naturel » de A à l'algèbre de séries formelles
^[[TH q^ fa^ de cette dernière une algèbre diagonale stricte. En effet, la formule
( 1 .2 .1 .1) définit encore un homomorphisme de ÏÎ[[T]] dans C2[[T, T]], mais nous
disposons seulement d'un homomorphisme canonique

(1 .2 .1 .2) ^[[TJJ^rETjj^^T.TTI

qui n'est pas surjectif (ni même toujours injectif).
(1.2.2) Une notion générale d'algèbre diagonale. — Si nous voulons définir t2[[T]]

comme une algèbre diagonale par la formule (1 .2 .1 .1 ) , il nous suffit de remplacer,
dans la définition (1.1.1), le produit tensoriel ordinaire par un « produit tensoriel
complété » (« complété » signifiant parfois « séparé-complète »).
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Nous parviendrions ainsi à la notion générale de ti-algèbre diagonale. Ce serait
la donnée de deux fï-algèbres supplémentées A et B, et de deux morphismes A^ : A->B et
f^ : A®^A->B. Nous n'étudierons qu'un cas très particulier de cette notion.

(1.2.3) Définition des algèbres diagonales valuées. — Faisons d'abord une première
convention : quand nous parlerons d'une algèbre diagonale valuée sur un anneau t2, nous
sous-entendrons que 0. est un anneau de valuation discrète complet^ d'inégales caractéristiques
avec v(p)==i (I, 3.1.1). L'anneau 0. contient toujours Zp.

Une ^.-algèbre diagonale valuée est constituée par la donnée d'une ^1-algèbre supplé-
mentée valuée (I, 2.2.4) et d^un morphisme de Sl-algèbres supplémentées valuées

( 1 .2 .3 .1 ) AA :A-^Sat(A®^A).

Rappelons (I, 3.2.8) que Sat (A® A) est l'algèbre saturée de Y algèbre valuée A® A.
(1.2.4) Morphismes d9 algèbres diagonales valuées. — Soient A et A' deux û-algèbres

diagonales valuées (1.2.3). Un morphisme f : A->A' est un morphisme pour les structures
de ^1-algèbres supplémentées valuées qui rend commutatif le diagramme

A ——————> A'

(1.2.4.1) ^ AA'

Sat(A®A) ———> Sat(A'®A')v / Sat(/®/) v /

(1.2.5) Algèbre diagonale valuée définie par une algèbre diagonale stricte. — Soit A une
^-algèbre supplémentée valuée, et A^ : A->A®A un homomorphisme qui définit une
structure (^algèbre diagonale stricte ( i . i . i). Comme Sat (A® A) est une extension de A® A,
nous pouvons considérer A^ comme un morphisme de û-algèbres supplémentées, à valeurs
dans Sat(A®A). Pour que A devienne ainsi une Q-algèbre diagonale valuée, il faut et il
suffit que A^ soit un morphisme de Sl-modules filtrés (I, 2.1.4).

(1.2.6) Proposition. — Soit A une ^.-algèbre diagonale valuée (1.2.3). Alors chacune
des algèbres À (I, 2.1.14), div A (I, 2.2.9) et Sat A (I, 2 .2 .11) possède une structure de
^.-algèbre diagonale valuée^ déterminée univoquement par la condition que l'injection canonique de A
dans A (resp. div A, Sat A) est un morphisme (1.2.4).

Cela signifie que l'application diagonale A^ se prolonge naturellement à chacune
des algèbres considérées.

Preuve. — Si B désigne l'une des algèbres À, div A et Sat A, nous avons vu en
(1,3.2.8) que Sat(B®B) s'identifie à Sat(A®A). Le prolongement unique de A^
à B résulte alors des propriétés du foncteur Sat (I, 2 .2.11).

(ï .2.7) Les î-algèbres diagonales associées à un groupe p-valué. — Soient G un
groupe ^-valué (III, 2 .1 .2) et A=Z [G]. Munissons A de la valuation induite
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par celle de G (III, 2.3.3). Alors la structure de Z^-algèbre diagonale stricte
de A (1.1.2) est aussi une structure de Zy-algèbre diagonale valuée (1.2.5). Si
nous appliquons (1.2.6), nous obtenons les Zy-algèbres diagonales valuées À, div A
et SatA.

Si G est un groupe p-saturé de rangfini^ nous avons vu (III, 3.3.5) que Ala(GxG)
s'identifie au produit tensoriel complété Ala G®Ala G, qui est lui-même une sous-
algèbre de Sat(Ala G®Ala G). Nous avons donc une structure de Z -algèbre diagonale
valuée sur Ala G.

(1.2.8) Algèbres diagonales valuées construites à partir d'une algèbre associative libre. —
Soit A une iî-algèbre associative, libre pour la famille de générateurs (X^çi. Nous
considérons A comme une algèbre supplémentée, en posant s(X,)==o pour tout ici.
Nous pouvons définir une structure d'algèbre diagonale stricte (1.1.1) sur A en nous
donnant les éléments AX, dans AO^A (ces éléments doivent seulement être d'augmen-
tation nulle). En particulier nous pouvons prendre

(1 .2 .8 .1 ) AX,=X,®I+I®X,,

et nous retrouvons l'exemple (1.1.3), car A s'identifie à l'algèbre enveloppante de l'algèbre
de Lie libre engendrée par les X,. Si nous nous donnons une famille de nombres ^o, (r^çi,
nous pouvons munir A de la borne inférieure des filtrations pour lesquelles w(X^^.
Cette filtration est une valuation facile à expliciter, et nous obtenons A comme algèbre
diagonale valuée (1.2.5). L'algèbre complétée À est l'algèbre de Magnus étudiée
en (11,3.1.3). Nous utiliserons plus loin (3.2.1) la structure d'algèbre diagonale
valuée de SatA (1.2.6).

(1.2.9) Structures d'algèbre diagonale valuée sur Z^,[T] : exercice. — Prenons sur
A=Z^[T] la structure d'algèbre diagonale stricte définie par AT==TOOi + i®T. Les
valuations de A pour lesquelles les monômes (T^nçy constituent une base filtrée (I, 2. i. 16)
et A une algèbre diagonale valuée s'obtiennent comme suit. Si (t^ç^ désigne une suite
de nombres positifs vérifiant

(1-2.9- i ) PW+i^pti+î (^N),

et si n= Sa^ est le développement de l'entier n dans le système de base p (III, i . i . i),
nous posons

(1.2.9.2) ^(T^^S^.
i

Pour ^==/^o nous retrouvons un cas particulier de (1.2.8).
(i.2.io) Extension des scalaires dans une algèbre diagonale valuée : exercice. — Soient A

une û-algèbre diagonale valuée (1.2.3) et 0.' un second anneau de valuation discrète
complet, contenant û. Alors l'algèbre 0'®^A, valuée comme en (1,3.2.1), possède
une structure naturelle de ti'-algèbre diagonale valuée.
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(1.3) Propriété fondamentale des algèbres diagonales saturées.

(1.3.1) Définition de oSf, JSf, ^ et ^ dans les algèbres diagonales valuées. — Soit A
une 0-algèbre diagonale valuée (1.2.3). Rappelons que le produit tensoriel saturé
Sat(A®A) est une extension du produit tensoriel A®A. Nous pouvons donc définir ^A
et eSfA comme nous l'avons fait en (i . i. 5) pour les algèbres diagonales strictes, c'est-à-dire
par les relations

(^S-1 - ! ) xe^A oxeA,e(x)=ï et A^=A:®^.

( 1 . 3 . 1 . 2 ) xe^A o xeA et ^^x==x®i + i0x.

Dans ( 1.3.1.1), la condition e{x)==i pourrait être remplacée par s(A:)=t=o, car
la dernière condition entraîne que e{x) est un idempotent de Q.

Définissons maintenant ^*A et JSfA, qui sont respectivement des parties de ^A
et ^A.

( i^-t-S) xe^Aoxe^A et w(x—î)>{p—i)-\

(i .3-i-4) xe^A o xe^A et w{x)>(p—ï)-1.

(1.3.2) Propriétés de JSf, ^\ ̂  et ^îlc. — Étendons aux algèbres diagonales valuées
les résultats élémentaires de ( i . i .6) et (1.1.7).

(i. 3.2.1) La partie ^A (resp. ^A) de A est un sous-monoîde multiplicatif de A. Si A est
complet, alors ^A est un groupe. Le sous-Sî-module de A engendré par ^A (resp. ^A)
est une sous-algèbre supplémentée. Cette sous-algèbre possède une structure d'algèbre
diagonale stricte, définie par la restriction de A^.

(1.3.2.2) La partie ^A (resp. ^A) de A est une sous-^-algèbre de Lie. Si A est divisible
(en particulier si A est saturée) ^A s'identifie à div JSf^A. La sous-algèbre associative
de A engendrée par JSfA (resp. JS^A) possède une structure d'algèbre diagonale
stricte définie par la restriction de A^.

(^S-^) Soit /:A->A' un morphisme de îi-algèbres diagonales valuées (1.2.4).
Alors/applique ^A, ^*A, ^A, oSf'A respectivement dans ^A, ̂ A, JSfA', JSf*A',
ce qui nous permet de parler des fondeurs covariants ^, ̂ , S et ^*.

Preuve. — Contentons-nous de préciser l'application diagonale A^ de l'une des
algèbres diagonales strictes définies en (i .3.2. i) ou (i .3 .2.2) . Si M est un sous-module
de A, nous savons (1,3.2.1.4) que M®M s'identifie à un sous-module de A®A,
donc de Sat(A®A). La restriction A^ de A^ est ainsi définie lorsque A^(M)CM®M.

(^S-S) Application du théorème (1.1.11). — Soit A une algèbre diagonale valuée.
Alors les morphismes fonctoriels

(i.3-3-i) Q[^A]-^fî[^A]->A, et
( i .3-3-2) U^A^UoâfA -^A,

sont injectifs.
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Preuve. — Nous vérifions les hypothèses de ( i . i. n). Il faut savoir que UcSfA est
sans torsion, et que UoSf*A -> UoSfA est injectif. Nous démontrons plus loin des résultats
plus forts : (2.2.5) et (2.2.6).

(1.3.4) Définition. — Une ^-algèbre diagonale saturée est une ^.-algèbre diagonale
valuée au sens de (1.2.3), qui est saturée au sens de (I, 2.2.10).

(^S-S) Théorème. — Soit A une Q-algèbre diagonale saturée.

(I • 3 • 5 • I ) La fonction exponentielle (III, 1.1.4) applique oSf*A sur ^"A. La fonction logarithme
(III, 1.1.5) applique ^*A sur JSfA. Ces fonctions, réciproques l'une de l'autre, mettent
oSf*A et ^*A en correspondance biunivoque et bicontinue.

(1.3.5.2) L'algèbre de Lie oSfA est saturée. L'algèbre de Lie oS?*A s'identifie aux éléments de
valuation >(p—1)~1 de son algèbre saturée (ou divisée) oSfA.

(I •3-5-3) Le monoîde ^*A est un groupe p-saturé (III, 2.1.6) pour lafiltration co induite par la
filtration w de A (c'est-à-dire définie en posant (ù{x)=w{x—i), comme en (II, 1.1.9)) .

(1.3.5.4) Les gradués associés gr JâfA et gr ^*A sont canoniquement isomorphes.
t1^^^) ^es parties JSfA et ^*A engendrent dans A la même sous-algèbre associative

saturée. Celle-ci possède une structure d'algèbre diagonale saturée^ définie par la restriction
de A * .-^A-

Preuve. — II s'agit d'une simple vérification qui fait intervenir les définitions des
fonctions exp et Log et leurs propriétés (III, 1.1) ainsi que la définition des algèbres
diagonales saturées, et de J?, oSf*, ^*. Précisons cependant la propriété (1.3.5.4). Nous
munissons JSf*A de sa valuation de sous-module; alors gr JSf*A s'identifie à une sous-
gr QL-algèbre de Lie de grA; par restriction des scalaires, nous considérons gr oSf*A comme
une r-algèbre de Lie, où r=grZp. Le groupe ^*A est muni de sa évaluation définie
en (1.3.5.3). D'après (II, 1.1.9) et (II, 1.2.1), la F-algèbre de Lie gr ^A s'identifie
à une sous-r-algèbre de Lie de gr A. Si x est un élément de ^*A {x^= i) alors le terme
dominant de x dans gr ^"A est identifié au même élément de gr A que le terme dominant
de jy=='Logx dans gr oSf*A.

(1.3.6) Remarques. — Le théorème ( i . 3.5) ne nous apprend rien sur le monoîde ^A.
Nous aurions pu sans inconvénient supposer que A coïncide avec sa sous-algèbre définie
en (1.3.5.5); nous définirons plus loin (3.1.5) les algèbres diagonales saturées normales qui
vérifient une condition plus stricte.

Nous aurions pu introduire des algèbres diagonales valuées sur un anneau de
valuation discrète complet, de caractéristique ^éro ainsi que son corps résiduel. Nous avons cru
préférable de ne pas allonger l'exposé.

La correspondance biunivoque établie en ( i . 3.5) entre oSf*A et ^*A nous permettra
de transporter à l'algèbre JSf*A la structure de groupe de ^*A, et de transporter au
groupe ^"A la structure d'algèbre de oSf*A. C'est ce que nous ferons en (3.2). Cependant,
si û=hZp, nous renoncerons à transporter au groupe ^*A la multiplication de JSf*A par
les éléments de 0. (c'est-à-dire à définir les éléments x^ pour ATG^A, XeQ). Si Q est une
extension algébrique finie de Z^,, et si la dimension de oSf'A est finie, le groupe ^*A possède
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une structure analytique sur le corps des fractions K de Q$ nous ne l'étudierons pas.
Avant d'aborder les transports de structure, nous allons démontrer un théorème

de Poincaré-Birkhoff-Witt pour les algèbres de Lie valuées sur un anneau de valuation
discrète complet (quelconque) 0.. Cela nous permettra de construire le fondeur Sat U.

2. LE THÉORÈME DE POINCARÉ-BIRKHOFF-WITT

(2.1) Généralités : le cas gradué»

(2.1.1) Algèbre enveloppante : définitions et notations. — Soit L une algèbre de Lie
sur Panneau commutatif iî. Dans l'algèbre tensorielle TL du Q-module L (153.3.1)3
considérons Vidéal bilatère J engendré par les éléments

( 2 . 1 . 1 . 1 ) x.y—y.x—\x,y\,

où XyjyeL. L'algèbre quotient UL=TL/JL est Y algèbre enveloppante de l'algèbre de
Lie L (cf. [2], § 2, n° i). Nous avons ainsi la suite exacte
(2.1.1.2) o—>-JL->TL->UL->o.

(2.1.2) Définition de T^, J^ et U^. — Pour chaque yzeN, nous notons T^L la somme
directe des puissances tensorielles TPL pour o^i^n :

(2.1.2.1) TJL= II TL.v ' O^t^n

Les sous-modules T^L de TL croissent avec n, et leur réunion est TL. Nous avons,
pour chaque yzeN*, la suite exacte scindée
(2.1.2.2) o-^T^L-^L-^T^^o.

Pour chaque n eN, nous notons J^L le sous-^l-module de T^L engendré par les éléments

(2.1.2.3) a{x^—y.x—[x,y\)b,

où XyjyeTu, ûeT1, beT\ et i-}-j-{-2^n.

Nous avons en particulier JoL==JiL===o; les modules J^L croissent avec n, et leur
réunion est JL :

(2.1.2.4) ^L=JL.

Si nous composons l'injection canonique de J^L dans T^L avec la projection
(2.1.2.2) de T^L sur ̂ L, nous obtenons une application / : J^L -> T^. L'image par/
d'un générateur de J^L écrit sous la forme (2.1.2.3) est nulle si i -\-j + 2 <n, ou égale à
(2.1.2.5) a(x.y—y.x}b

si i +j + 2 == n. Cela signifie que /(J^L) est le module PL défini en (I, 3.3. i ), ou encore

(2.1.2.6) IL+T^L=PL+T^L.
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Définissons enfin le module U^L comme le quotient de T^L par J^L. Nous avons
ainsi, pour chaque %eN, la suite exacte

(2 .1 .2 .7) 0-^LL->TJ.->U,L->0.

Cette définition de U^L ne coïncide pas toujours avec celle de [2], § 2, n° 6.
(a. 1.3) Les diagrammes D^L et le théorème de Pomcaré-Birkhoff-Witt. — Pour chaque

entier ^eN*, nous noterons D^L le diagramme commutatif suivant, où les flèches repré-
sentent des applications ti-linéaires.

o -^Jn-iL —> T^L —> U^L -^ o

o —> J,L _^ T,L —> U^L —> o

(D^L)

o—> PL T^L S"L —>o

Les deux premières lignes sont des suites exactes (2. i .2 .7)3 et les morphismes du
carré supérieur gauche sont des inclusions.

La ligne inférieure est une suite exacte (I, 3.3.1.4). Nous avons remarqué l'exis-
tence du morphisme J^L->PL, qui entraîne celle du morphisme U^L-^S^.

La deuxième colonne est une suite exacte scindée.
Nous avons donc un diagramme D^L avec trois lignes et une colonne exactes. De plus,

nous savons que l'application J^L->PL est surjectiue, ce qui équivaut à la relation

(2.1.3.1) Ke^UJ^S^^m^^L-^U.L).

Les applications U^_iL->U^L nous permettent de construire la limite inductive
des U^L. D'après (2.1.2.4), cette dernière s'identifie à UL :

(2.1.3.2) limU^L=UL.

La conclusion du théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt est que tous les diagrammes D^L
sont exacts (c'est-à-dire ont toutes leurs lignes et leurs colonnes exactes, pour chaque weN*).
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Quant à Y hypothèse de ce théorème, elle peut être que le tî-module sous-jacent à L est
libre [2], ou, plus généralement, est une limite inductive de sommes directes de ii-modules
monogènes [15]. Cette dernière hypothèse est vérifiée lorsque Q. est un anneau principal.

Pour chaque yzeN*, l'exactitude du diagramme D^L équivaut à l'une des deux
relations suivantes

(2.1.3.3) Ker(U^L^U,L)=o;
(2.1.3-4) ILnT,_,L=J,_,L.

Si le théorème est vérifié, les relations (2.1.3.3) nous permettent d'identifier
chaque module U^L à l'image canonique de T^L dans UL : nous retrouvons alors les
notations de [2].

(2.1.4) Le cas gradué. — Supposons que 0. soit un anneau gradué (I, i. i . i) et L
une Q-algèbre de Lie graduée (I, 1.1.9). Nous avons vu (I, 3.3.2) que TL et SL possèdent
des graduations naturelles. La forme (2 .1 .2 .3) des générateurs du module J^L montre
que celui-ci est gradué, ainsi que l'idéal JL. Nous pouvons donc prendre la graduation
quotient sur chaque module U^L, ainsi que sur l'algèbre UL. Le diagramme D^L devient
alors un diagramme dans la catégorie des ^.-modules gradués (I, i. i . 4), et la relation (2 .1 .3 .2)
reste valable dans cette catégorie.

(2.2) Le cas filtré; algèbres de Lie valuées sur un anneau de valuation
discrète complet.

(2.2.1) Les filtrations canoniques. — Supposons désormais que f2 soit un anneau
filtré (I, 2.1.1) et L une tl-algèbre de Lie filtrée (I, 2.1.11). Les algèbres TL et SL
sont munies de leurs filtrations canoniques (I, 3.3.3).

Définissons la filtration de JL (resp. de J^L) comme induite (I, 2.1.5) par celle
de TL, puis la filtration de UL (resp. de U^L) comme filtration quotient (1,2.1.7)
de TL (resp. de T^L).

La filtration de UL peut encore être définie comme la borne inférieure des filtrations
de ^.-algèbre pour lesquelles l'application canonique de L dans UL est un morphisme.

Chacun des diagrammes D^L (2.1.3) devient un diagramme dans la catégorie
des û-modules filtrés (1,2.1.4). Pour chaque nombre veR^., nous définissons le
diagramme (D^L)y à partir de D^L en appliquant le foncteur « v en indice ». Autrement
dit, nous remplaçons chacun des modules M figurant dans D^L par le sous-module M.^
des éléments de filtration ^v, les morphismes de D^L étant remplacés par leurs restrictions
correspondantes.

La formule (2 .1 .3 .2) reste valable dans la catégorie des fi-modules filtrés (I, 2.1.8).
(2.2.2 ) Les morphismes fonctoriels. — Conservons les notations précédentes. Nous

avons une algèbre de Lie graduée gr L sur l'anneau gradué gr Q (I, 2.3.11), et nous
pouvons construire son algèbre enveloppante U gr L ainsi que les diagrammes D^gr L
dans la catégorie des gr û-modules gradués (2.1.4).
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D'autre part, nous pouvons prendre les gradués associés des modules filtrés définis
en (2.2.1).

Si nous appliquons le foncteur gr au diagramme D^L dans la catégorie Fil(^),
nous obtenons le diagramme gr D^L dans la catégorie Gr(grû).

Les suites exactes (2 .1 .1 .2) et (2 .1 .2 .7) conduisent (I, 2.3.8) aux suites exactes :

(2.2.2.1) o-^grJL ->grTL ->grUL;
(2.2.2.2) o -> grJ^L -> gr T^L -> gr U^L.

Le morphisme fonctoriel T gr L-^gr TL nous donne, par restriction, les morphismes
fonctoriels

(2.2.2.3) JgrL-^grJL,
(2.2.2.4) J^grL^grJ^L,

puis, en complétant le diagramme exact

o ->J g r L - > T g r L - ^ U g r L - > o

o->grJL ->grTL -> gr UL,

le morphisme fonctoriel
(2.2.2.5) U g r L ->grUL,

et, de même, les morphismes fonctoriels

(2.2.2.6) U^grL^grU.L.

Au moyen de (2.2.2.4) , (2 .2.2.6) et des morphismes déjà définis en (I, 3.3.1)
nous obtenons les morphismes fonctoriels de diagrammes commutatifs
(2.2.2.7) D^gr L-> gr D^L.

(2.2.3) Définition des suites exactement filtrées. — Soit

(2.2.3.1) o -> M" -> M -> M" -> o

une suite de morphismes de ^-modules filtrés (I, 2. i. 4). Nous disons que la suite (2 .2 .3 .1)
est exactement filtrée si, pour chaque nombre veR^., la suite des restrictions
(2.2.3.2) o -> M^-> M^-> My -^ o

h ffv

est une suite exacte (dans la catégorie des il-modules).
(2.2.4) Théorème. — Soient 0. un anneau de valuation discrète complet (I, 3 . 1 . 1 ) et L

une ^.-algèbre de Lie valuée (I, 2.2.4). Alors, pour chaque ^eN*,

(2.2.4.1) les lignes et les colonnes du diagramme D^L sont exactement filtrées ;
(2.2.4.2) le diagramme D^gr L est exact;
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(2.2.4.3) le morphisme fonctoriel D^gr L-> gr D^L est un isomorphisme de diagrammes
commutatifs.

Nous prouverons ce théorème, ainsi que les corollaires qui suivent, en (2.3).
Remarquons déjà que (2.2 .4 .2) est vérifié parce que l'anneau gr 0. est principal (2.1.3).

(2.2.5) Corollaire. — Avec les notations précédentes, U algèbre filtrée UL est une ^-algèbre
valuée^ et valuée en tant qu'anneau. Le morphisme fonctoriel U gr L -> gr UL est un isomorphisme.

(2.2.6) Corollaire. — Si f : L->L' est un homomorphisme et une isométrie de Sî-algèbres
de Lie valuées, alors Vf: UL->UL/ est une isométrie.

(2.2.7) Corollaire. — Soit (^),çi une famille filtrée-libre (I, 2.1.16) dans une
O.-algèbre de Lie valuée L. Si nous ordonnons totalement l'ensemble d'indices I, les monômes ordonnés x^
forment une famille filtrée-libre dans UL, a parcourant l'ensemble N^. Si les (x^) constituent une
base filtrée (resp. base topologique) de L, alors les {x"-) constituent une base filtrée de UL (resp. une
base topologique du complété UL de UL).

(2.3) Preuves du théorème (2.2.4) et de ses corollaires.

(2.3.1) Lemme. — Soit (2.2.3)

o->M.t->M->M."->o

une suite exactement filtrée (sur un anneau filtré 0. quelconque). Alors la suite des gradués associés

o->gr M'->gr M->gr W->o
est exacte.

Preuve. — Pour chaque veR^., nous considérons le diagramme commutatif

o o o

o—^ M^ M-v+ M':

o—> M^ M, M',' o

o —> gr^M' —> gi\,M —> gi\,M" —> o

506



GROUPES ANALYTIQUES ^-ADIQUES 123

Les trois colonnes sont exactes, par définition du foncteur gr. La seconde ligne
est exacte, par la définition (2.2.3) ; la première ligne est exacte (par passage à la réunion,
ou limite inductive, des suites exactes pour les nombres v^v). Par conséquent la troisième
ligne est exacte.

(2.3.2) Lemme. — Soit

(2.3.2.1) o-^M'-^M^M^-^o

une suite de morphismes de Ci-modules filtrés. Pour que cette suite soit exactement filtrée (2.2.3),
il faut et il suffit que les trois conditions suivantes soient vérifiées.

(2.3.2.2) La suite ( 2 . 3 . 2 . 1 ) est exacte dans la catégorie des ^1-modules (non filtrés).
(2.3.2.3) Le morphisme grf est injectif.
(2.3.2.4) Pour chaque veR^_, l'application g^ : M^->M^ est surjective.

Preuve. — Ces trois conditions sont nécessaires. En effet, (2 .3 .2 .2) s'obtient en
faisant v=o dans (2 .2 .3 .2) . L'injectivité de gr/résulte de (2.3.1). Enfin (2.3.2.4)
est une partie de (2 .2 .3 .2) .

Réciproquement si nous supposons vérifiées les trois conditions, la seule propriété
non immédiate relative à l'exactitude de la suite

o->M;^M^M;'->o
fv ^

est la relation Ker^Cim/. Or, si xeKer g^ il existe yeM.' tel que x=f{y),
d'après (2 .3 .2 .2 ) et w[M',y)=w(M\ x) d'après (2.3.2.3), ce qui entraîne j^eM^
et xeïmf^.

(2.3.3) Lemme. — Considérons, dans une catégorie de modules, le diagramme commutatif
suivant, dont nous supposons les lignes et les colonnes exactes

0 0

o —> A' —> B' — > C ' —>o\ [
(î.3.3.l) o—»A -^B ^C

\ [
A " "D" ^ C^" ^ r\0 ——> A ——> ï5 ——> L< ——> 0

ï i
0 0

Si l'introduction d'un morphisme f: C'-^C (resp. g : C-^C") conserve la commutativité du
diagramme, alors f est injectif (resp. g est surjectif).
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(2.3.4) Preuve du théorème (2.2.4). — Soient Î2 un anneau de valuation discrète
complet et L une îi-algèbre de Lie valuée.

(2.3.4.1) Pour chaque T^eN*,
o^T^L-^L.-^T-L-^o

est une suite exactement filtrée de ^'modules values.
En effet ces modules sont values, d'après le théorème (I, 3.2.7) et une suite exacte

scindée (dans la catégorie des îi-modules filtrés) est exactement filtrée.

(2.3.4.2) Pour chaque yzeN,
o-^PL-^L-^L-^o

est une suite exactement filtrée de ^-modules values.
C'est une conséquence du théorème (1,3.2.7).

(2.3.4.3) Pour chaque yzeN*,
0->Jn-lL-^J,L^PL->0

est une suite exactement filtrée de 0,-modules values.
En effet, la condition (2 .3 .2 .2) du lemme (2.3.2) est vérifiée, car le théorème

de Poincaré-Birkhoff-Witt est valable (l'anneau û étant principal). La condition (2.3.2.3)
est vérifiée puisque J^_iL est un sous-module value deJ^L. Enfin, la condition (2.3.2.4)
résulte du théorème (I, 3.2.7) et de la forme (2.1 .2 .3) des générateurs de J^L.

(2.3.4.4) Pour chaque yzeN et chaque veR^., nous avons les suites exactes

o -> (J,,L), -> (T^L), -> (U..L),,
et

o -> gr J-L -> gr T.,L -> gr U.,L.

Ces assertions résultent de la définition des filtrations canoniques (2.2.1) et
de (1,2.3.8).

(2.3.4.5) Démontrons maintenant les assertions (2.2.4.1) par récurrence sur n. Nous
prouvons que la suite

o^U^L->H,L-^L->o

est exactement filtrée en lui appliquant le lemme (2.3.2). La condition (2 .3 .2 .2)
résulte de la validité du théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt (2.1.3). Pour vérifier
(2.3.2.3), nous montrons que l'application gr U^_iL -> gr U^L est injective, en
appliquant le lemme (2.3.3) au diagramme gr D^L, compte tenu de (2.3.4.1),
(2.3.4.2), (2.3.4.3)3 de notre hypothèse de récurrence, et du lemme (2.3.1). Enfin
nous vérifions (2.3.2.4) en appliquant le lemme (2.3.3) au diagramme (D^L)^.

Le diagramme (D^L)^ possède ainsi trois colonnes et deux lignes exactes, ce qui
implique l'exactitude de la ligne restante. Nous venons de prouver (2.2.4.1).
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(2.3.4.6) Les seules assertions de (2.2.4.3) qui ne figurent pas dans Renoncé du
théorème (I, 3.3.7) concernent les isomorphismes

JngrL-.grJ^L et U^gr L -. gr U^L.

Nous les prouvons par récurrence sur n, à partir des diagrammes exacts

o —> Jn-igr L -> J^gr L -> Pgr L —> o

! ! 1
o —> grJn-iL -> grJ,,L -^ gr I"L —> o

o —^ Un-igr L -^ U^gr L -» S»gr L —> o

! 1 !
o—> grU^L-^grU^L -> gr S^ -> o

(2.3.5) Lemme. — Soit
o -> M' -> M -> M" -> o

^<? j^z^ exactement filtrée de Si-modules filtrés. Si M' ^ M" sont values, alors M est
value.

Preuve, — Nous vérifions que M est séparé. D'après (2.3.1), le module gr M est
sans torsion, comme extension de modules sans torsion.

(2.3.6) Preuve du corollaire (2.2.5). — Nous prouvons que les modules U^L sont
values par récurrence sur n, en appliquant le lemme (2.3.5) aux suites exactement
filtrées

o -> H,_iL -> U^L -> S^ -^o.

Le module UL s'obtient alors (2 .2 .1) comme limite inductive de modules values,
calculée pour une famille d'isométries. Il est donc value (I, 2.3.9). Nous pouvons passer
à la limite inductive dans les isomorphismes U^gr L -> gr U^L, et nous obtenons ainsi
l'isomorphisme

(2.3.6.1) UgrL->grUL.

Cet isomorphisme vaut pour les structures d'anneaux (ou de gr Q-algèbres) de U gr L
et de gr UL. Pour démontrer que UL est value en tant qu'anneau, nous sommes donc
ramenés à prouver que U gr L est sans diviseurs de zéro. Or, pour sa « filtration crois-
sante » canonique, U gr L a comme gradué associé S gr L qui est une algèbre de
polynômes (I, 1.2.3).

(2.3.7) Preuve du corollaire (2.2.6). — D'après le théorème (1,3.3.7), les
applications
(2.3.7.1) Sy^L-^S^
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sont injectives. Nous en déduisons que les applications

(2.3.7.1) IV:U,L->UJ/

sont injectives, par récurrence sur n au moyen des suites exactes
o -> U^L -> U^L -> S^ -^ o.

Gela prouve le corollaire, puisque UL est réunion (par abus de langage) des U^L.
(a. 3.8) Preuve du corollaire (2 .2 .7) . — Nous prouvons, par récurrence sur TZ, que

les (x^ forment une famille filtrée-libre pour | a [ ̂  n. Gela est vrai pour n = i (rappelons
que les ^ sont d'augmentation nulle). Le passage de (n—i) à n utilise le théorème
(I? 3 • 3 - 7 ) 5 et ^a sulte exacte o -^ U^_^L -> U^L -> SU -> o.

3. GROUPES ET ALGÈBRES DE LIE

(3.1) Le théorème de saturation des algèbres de Lie»

(3.1.1) Les algèbres diagonales valuées UL et leurs extensions. — Désignons de nouveau
par û un anneau de valuation discrète complet, d'inégales caractéristiques, avec v{p) = i.
Soit L une d-algèbre de Lie valuée. Nous avons défini en (1.1.3) l'algèbre envelop-
pante UL comme une algèbre diagonale stricte. D'autre part l'algèbre UL est
valuée (2.2.5) et son application diagonale est un morphisme de fi-algèbres valuées.
Nous avons donc une structure de Q.-algèbre diagonale valuée sur l'algèbre UL (1.2.5)5
ainsi que sur les algèbres complétée, divisée ou saturée de UL (1.2.6). Nous utiliserons
surtout l'algèbre saturée Sat UL. Tout morphisme y :L—^L' se prolonge en un
morphisme Sat Vf : Sat UL -> Sat UL' (ce qui exprime le caractère fonctoriel de Sat U) ;
si y est une isométrie, alors Sat Vf est une isométrie, d'après (2.2.6) et (I, 2.2.11).

(3.1.2) Lemme. — Pour toute ^.-algèbre de Lie valuée L, le morphisme fonctoriel
(3 .1 .2 .1 ) Sat UL -> Sat U Sat L,

déduit de I9 injection L->Sat L, est un isomorphisme.
Preuve. — L'isométrie L—'-div L se prolonge en une isométrie UL->U div L.

Si nous identifions UL à un sous-module de U div L, le quotient est un û-module de
torsion, ce qui prouve (I, 2.2.9) que le morphisme
(3.1.2.2) div UL -> div U div L

est un isomorphisme, ainsi que le morphisme des complétés :
(3.1.2.3) Sat UL -> Sat U div L.

Comme div L est dense dans Sat L, l'image de div U div L est dense dans
div U Sat L, et le morphisme
(3.1.2.4) Sat U div L -> Sat U Sat L

est un isomorphisme. Les relations (3.1.2.3) et (3.1.2.4) prouvent notre lemme.
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(3.1.3) Théorème de saturation. — Soit L une ^'algèbre de Lie valuée. Dans F algèbre
diagonale valuée Sat UL nous avons les relations

(3 .1 .3 .1) JSf Sat UL = Sat L.

(3.1.3.2) ^SatUL=^SatUL.

Rappelons que les foncteurs oSf, ^, ^* ont été définis en (1.3.1), et que nous
identifions Sat L à un sous-module de Sat UL. D'après le lemme (3. i .2)3 nous pouvons
supposer que L est une algèbre saturée. Nous nous ramènerons au cas où L possède
une base topologique, au moyen des lemmes (3.1.6) et (3.1.7), d'où résulteront respec-
tivement des énoncés un peu plus précis que (3.1.3.1) et (3.1.3.2). Formulons d'abord
un corollaire.

(3 .1.4) Corollaire. — Toute ^-algèbre de Lie saturée L peut s''obtenir sous la forme J§fA,
où A est une algèbre diagonale saturée.

Il suffit en effet de prendre A = Sat UL.
Soit A une tî-algèbre diagonale saturée. Posons L = o§fA et B == Sat UL. Le

morphisme fonctoriel (1.3.3.2)

(3.1.4.1) UL^A

se prolonge en un morphisme de Sl'algèbres diagonales saturées

(3.1.4.2) /:B^A.

Comme l'a montré l'exercice (1.2.9)5 le morphisme y n'est pas nécessairement
une isométrie. Néanmoins sa restriction à oS^B (resp. Jâf*B, ^*B) est un isomorphisme
sur oSfA (resp. oS?*A, ^*A). Cela justifie la définition suivante.

(3.1.5) Définition, — Une 0,-algèbre diagonale saturée A sera dite normale si le morphisme
fonctoriel Sat UJ^A->A est un isomorphisme.

(3.1.6) Lemme. — Soit L une ^.-algèbre de Lie valuée admettant la base topologique (j/,), ç i
(I, 2 . 1 . 1 7 ) . Supposons l'ensemble d'indices 1 totalement ordonné. Notons K le corps des fractions
de l'anneau 0,, A l'algèbre diagonale saturée Sat UL, w la valuation de A et A son application
diagonale. Posons ^==w{^) pour ieï.

( 3 . 1 . 6 . 1 ) Si xeA, x f Sat L, nous avons

w{^x—x®i—i®x)^d+ i,
où

d== sup w{x—^).
2 G Sat L

(3 .1.6.2) Les éléments de ^A s''écrivent univoquement comme des produits ordonnés

^==riexp(À^)
ieï

où les \ sont des éléments de K vérifiant les conditions suivantes : pour chaque iel,
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^(^^"^^(^—1)""15 ^ ^^"t"^ ^^ ^rtî V infini [suivant le filtre des complémentaires des
parties finies de I). Nous en déduisons (III, 1 . 1 . 4 )

(o(^)=^——l)=^(y(\.)+Ti),

et ^A=^A.
6ï i2==Zp, /^ éléments exp(^Aj^) constituent une base ordonnée du groupe p-saturé ^*A,

les entiers A^eZ AÛT^ déterminés par les conditions

Çp-^-^+h^pÇp-î)-1.

Preuve. — Posons N^^J, et TOC == S 1,0^ pour aej. D'après (2 .2 .7)5 les

monômes ordonnés y^ (aej) constituent une base topologique du complété ÛL de l'algèbre
enveloppante UL, et nous avons ^^(Ja)==Ta (2.2.5). Nous obtenons donc une base
topologique de A en divisant lesj^ par des puissances convenables d'une uniformisante a
de Q (I, 3. i .7). Il est plus simple d'écrire les éléments de A comme des séries

(3.1.6.3) x== S X,y,
<xeJ

où les À, sont des éléments de K qui vérifient les conditions suivantes : y(Xj+^a^o
pour tout aej, et ^J^-^"-^00 (suivant le filtre des complémentaires des parties
finies de A). Nous avons alors

(3.1.6.4) w{x)==^ (z/(Xj+Ta).

L'application diagonale A est définie, comme en (1.1.9), par les formules

(3 .1 .6.5) Ay- S ((3,Y)y^y.
P+Y== a

Pour l'élément xeA donné par la série (3.1.6.3), nous obtenons

(3.1.6.6) ^x—x®i—i®x=—\oi®i+ s (p, Y^+Yy^y-
La dernière somme est étendue aux couples (3, y d'éléments de J, avec (3>o

et y>o.
Le nombre d défini en (3.1.6.1) est égal à

(3.1.6.7) ^==a£i^S+l(y(Àa)+Ta)•

La preuve de (3.1.6.1) s'achève en remarquant que, si aej avec |a[>i , il
existe (î et y6^ avec P^0? ï^0? (3+Y=a et y ( (p ,y ) )< i .

Passons à la preuve de (3.1.6.2). Pour le même élément x (3.1.6.3), nous avons

(3.1.6.3) x®x-^x== S (X3À,-(p,Y)Àp^^®y.
P» Y £ "

Pour que cet élément appartienne à ^A, il faut et il suffit que X Q = I , et que

(3.1.6.9) ^V-^Ï^+T^0

512



GROUPES ANALYTIQUES /»-ADIQUES 129

pour tous p, y^L Ces équations montrent que les ̂  sont déterminés par la seule donnée
des \==\ (rappelons que S; est Pélément a de J vérifiant a;==i et | a [ = = i ) . Plus
précisément, les relations (3.1.6.9) équivalent, si \==i, à

(3 -1 .6 .10) ^(a!)-1^^!)-1!!^
i

pour tout aej. Comme y(Xj+ra doit tendre vers l'infini, nous devons avoir
^^ï^C^—i)"1, d'après (III, 1.1.2), et v{\)+^ tend vers l'infini. Les éléments
exp(X,j/,) sont donc définis dans A (III, 1.1.4), et leur produit converge vers x.

(3.1.7) Lemme. — Conservons les notations du lemme (3.1.6). Soit x un élément de A,
^augmentation i, et vérifiant

w(x—i)^{p—i)-\

Nous avons alors la relation

( S - 1 - ? - 1 ) w(x®x—^x)^p(p—ï)-\

Preuve. — Supposons d'abord que la base topologique de L se réduise au seul
élément^, avec w(j/)=r. Écrivons x sous la forme

(3 - i .7 -2) x= S \f (À^eK).
n £N

Posons, pour chaque %eN,

(3-i .7-3) c(n)^v[\)+m.

Pour que x appartienne à A, nous devons avoir c(n)^o pour tout neN, et c(n)
doit tendre vers l'infini avec n. Nous avons, par hypothèse, \= i et il existe un neN*
tel que

(3- I -7-4) ^n)^(p—î)-\

Supposons que w(x®x—^x)>p(p—i)-\ D'après la formule (3.1.6.8), cela équi-
vaut aux relations

(3-i •7-5) ^m\—^n)^m+n)+^+n)>p{p—i)-1

pour tous w, TzeN.

Désignons par r le plus petit entier n^ i pour lequel c(n) atteint son minimum.
Nous avons donc r^ i et

(3 .1 .7 .6) c{n)>c{r) pour i^n<r.

D'après (3.1.7.4), nous avons

(3.I .7-7) ^r)^(p-i)-1.

Supposons d'abord que r ne soit pas de la forme ph, où AeN. Il existe alors m, neN\
tels que m+n==r et v{(m,n))==.o. Nous avons, d'après (3.1.7.6)

(3• I•7•8) c(m)+c{n)>2c{r)^c(r).

ôl3
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Nous en déduisons la relation
(3.1.7.9) v(\^\)>v(\)^v{{m, n)\),

et les relations (3.1.7.5) et (3.1.7.7) sont contradictoires.
Nous sommes donc ramenés au cas où r=ph. Supposons, plus généralement, que,

pour un certain AeN, nous ayons la relation
(3 .1 .7 .10) c{^)^{p-i)-\

Nous en déduisons, par récurrence sur i, à partir de (3.1.7.5)?

(3.I.7.H) ^(^^(A PO^ i^'<A

puis la relation

(3 .1 .7 .12 ) ^l)=pc{ph)-l.

Cette dernière relation s'écrit encore

(3 .1 .7 .13) ^+1)-(J&-I)-1==^(^)-^-I)-1)•

La relation (3.1.7.10) reste donc valable si l'on y remplace h par A + i . Plus
généralement, nous obtenons par récurrence sur yzeN,

(3 .1 .7 .14) ^+n)-(^-I)-l=r(^)-(^-I)'l),

d'où, puisque c(n) est toujours positif,

(3• I•7• I5) ^+n)=(^—I)'"l pour tout TzeN,

ce qui contredit l'hypothèse que c(n) tend vers l'infini avec n.
Traitons maintenant le cas général. Soit xeA, avec x= S À^y^ Ào= i. Suppo-

oc G J
sons que w{x®x—^x)>p{p—ï)~ . Cela équivaut aux relations

(3.I-7-I6) ^0\-(P,ï)^+Y)+T(P+ï)>^-i)^1,

pour tous (î, Y^J. Nous venons de voir que y(Xj+^a>Q&—1)~1 pour chaque aej
de la forme w8,, neff, iel. Si nous avons w{x—i)^(j&—1)~13 choisissons aej tel que
y(Xj4-ra^(^—i)"1? et que le nombre d'indices iel avec a^>o soit minimum. Il
existe alors (3 et ^e], vérifiant les relations : ? + Y == a, ^(((3, y)) == o, y(Xp) + TJ3> (jS»— i)"1,
v{\)+^>{p-î)-1.

Ces relations sont incompatibles avec (3.1.7.16)5 et notre lemme est prouvé.
(3.1.8) Preuve de (3.1.3). — Supposons l'algèbre de Lie L saturée. Si

xejy Sat UL, A:^L, posons
(3 .1 .8 .1) ûf=sup ^(Sat UL; ^—x).

zeL

Soit M une sous-algèhre saturée de L, engendrée par une famille finie d'éléments.
Nous pouvons identifier Sat UM à une sous-algèbre de Sat UL (2.2.6). Lorsque M
varie, les sous-algèbres Sat UM forment une famille filtrante croissante de sous-modules
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divisibles de Sat UL. Leur réunion contient UL, donc div UL, et est dense dans Sat UL.
Nous pouvons donc choisir la sous-algèbre de Lie saturée de type fini M de telle sorte
qu'il existe un élément ^'eSatUM, avec

(3.1.8.2) w(Sat UL; x—x')>d+ i.

La relation (3.1.8.1) implique alors

(3.1.8.3) supw(SatUM;^—A:')^â?,
2'eM

et la relation .veoSfSatUL implique

(3.1.8.4) wÇSatVM'^x'—x^ï—î^x^d+i.

Or l'algèbre de Lie saturée M possède une base topologique, d'après (I, 3. i. 10), et
les relations (3. i .8.3)5 (3.1.8.4) sont incompatibles, d'après (3.1.6.1). Cela prouve la
première assertion du théorème (3. i. 3) ; la seconde s'établit par la même méthode, grâce
au lemme (3.1.7). Nous démontrons un résultat plus précis que le théorème (3.1.3) ;
les lemmes (3.1.6.1) et (3.1.7) restent valables sans supposer que L possède une base
topologique.

(3.2) Transport de structures»

(3.2.1) Application du théorème de saturation à une algèbre de Lie libre. — Soient L
la Zy-algèbre de Lie libre engendrée par deux éléments x etj, et tun nombre ^ o. L'algèbre
enveloppante UL est une Zy-algèbre associative libre engendrée par x et y. Munissons L
de la borne inférieure w des filtrations d'algèbre pour lesquelles w(x)^t et w[y)^t (ou
encore pour lesquelles tous les éléments ont une filtration ^). Cette filtration est une
valuation, et la structure d'algèbre diagonale valuée de UL définie en (3.1.1) coïncide avec
une de celles définies en (1.2.8).

L'algèbre saturée Sat UL dépend de t, mais nous pouvons toujours considérer
Sat UL comme un sous-anneau de l'algèbre de Magnus engendrée par x et y sur le
corps %p (II, 1.1. lo).

Un élément ^ de Sat UL (resp. de Sat L) s'écrit univoquement comme une série

(3.2.1.1) Z= \^(x,y}
n G N

où, pour tout TzeN, u^x^f) est un polynôme associatif (resp. polynôme de Lie) à coefficients
dans Q ,̂ homogène de degré total n en x et y.

Pour chaque ^eN, notons h^ le plus petit entier (eZ) tel que p "u^x.y) soit un
polynôme à coefficients dans Zp (si ^==0, posons Â^=—oo). Nous avons alors les relations

(3.2.1.2) nt—h^o pour chaque neN$
(3.2.1.3) nt—h^ tend vers l'infini avec n\
(3.2.1.4) w(SatUL;^)=^(^—ÂJ.

515



i32 M I C H E L L A Z A R D Chap. IV

Supposons maintenant t>{p—1)~1. Nous avons alors A:,j/eo2^Sat UL. Nous en
déduisons, d'après ( i . 3.5)3 exp x, expjye ̂ *Sat UL, puis (1.3.2) (exp x) (expj/) e ̂ "Sat UL,
d'où, d'après (1.3.5) et (3.1.3)3 les relations

(3.2.1.5) ^==Log(expA:)(expj/)eSatL;
(3.2.1.6) ^(SatUL;^)>(^—i)-1.

L'élément Log(exp x){expy) s'écrit donc sous la forme (3.2.1.1), les u^ étant des
polynômes de Lie. Pour calculer u^(x,jy) il suffit de connaître les termes des séries logarithme
et exponentielle jusqu'au degré n. Les u^(x^y) sont donc des polynômes de Lie à coefficients

rationnels. Nous avons u^ {x, y ) == x -\-y et u^ {x, y ) == - [x, y\.

Les relations (3.2.1.4) et (3.2.1.6) nous donnent

(3 .2 .1 .7) nt-h,>{p—i)-1 pour t>(p—i)~\

c'est-à-dire
(3 .2 .1 .8) h^[{n—i)(p—i)-1] pour nçN\

(3.2.2) Théorème : la formule de Hausdorff, sa majoration p-adique^ et son application
aux algèbres diagonales saturées. — Dans F'algèbre des séries formelles associatives en x et y à
coefficients rationnels (algèbre de Magnus), l^ élément

(3 .2 .2 .1) 0(^,^) == Log(exp x) {expjy)

s'écrit sous la forme

(3.2.2.2) ^^jy)=x+jy+^[x,jy]+ ... +u^x,jy)+ ...,

où, pour chaque yzeN*, u^(x,jy) est un polynôme de Lie en x, y à coefficients rationnels, homogène
de degré total n. Si nous posons

(3.^.3) ^=[(^-i)(j&-i)-1],

les polynômes de Lie p nUn(x, y) sont à coefficients p-entiers.
Si A est une algèbre diagonale saturée (1.3.4), et si x\ y' sont deux éléments de cS^A,

alors u^x'yV) est, pour chaque neff*, un élément de oSf*A, et nous avons

(3.2.2.4) Log(exp0(expy)= 2\ u^x\y'),
nGN*

où la série du second membre converge dans oSf*A.
Preuve. — Toutes ces assertions ont été établies en (3.2. i ), à l'exception de (3.2.2.4).

Pour vérifier cette dernière formule, posons t == min(w(A; x ' ) , w(A;jy')) ; construisons une
^-algèbre de Lie libre L de générateurs x etj/; valuons L par la borne inférieure w des
filtrations pour lesquelles w{x)^t, w[y)^t. Il existe alors un morphisme d'algèbres
diagonales saturées f : Sat UL->A défini par f(x) = x1 et f{y) = y ' ' La formule (3.2.2.4)
est vérifiée par x et y dans Sat UL; l'existence de y montre que cette formule est encore
vérifiée par x ' et y ' dans A.
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(3-2.3) Proposition. — Inversion de la formule de Hausdorff (cf. exercice (III, 2. i i o) )
Soient A une algèbre diagonale saturée, et x, y deux éléments de ^A. Nous avons alors les relations
suivantes :

(3 • ̂  • 3 • I ) exp(Log x + Logj/) = lim (xP'yP1)?-^
i-> oo /

(3.2.3.2) exp [Log x, Logjy] == lim (^.j/P1)?-21

Les racines p^ièmes qui figurent dans ces formules doivent être calculées dans le groupe ^A
où elles sont univoquement déterminées.

Preuve. — Posons Logx==x- et Logj/=/. D'après le théorème (3.2.2), nous
avons

Log(xy)=xf+y+ 2 ̂ ',y),
H ̂  2

et de même, pour chaque î'eN,

(3.2.3.3) Log^y^^^+y)^ S p^u^x^f)
îi ̂  2

(3 • 2 • 3 • 4) Log^pyy- =;,' +y +pi s /,(" - ̂ (^y).

Nous obtenons la formule (3.2.3. i) en transformant les deux membres de (3.2.3.4)
par la fonction exponentielle, qui est continue, et en passant à la limite.

Pour démontrer la formule (3.2.3.2), nous utilisons la série donnant le « commu-
tateur de Hausdorff »

(3.2.3.5) Y(^j»0=Log(e-^-W)= 2 vJx.y).
n>2 "' -"

Les v^{x,y} sont des polynômes de Lie à coefficients rationnels, homogènes de
degré total n. A partir de (3.2.2.2), nous calculons v^x,y} qui est égal à [x,y]. Nous
avons, dans l'algèbre saturée A

LogÇx,jy)=[x',y]+ 2 v^x',y')
Tt $î 3

et de même, pour chaque zeN,

(3.2.3.6) Log(^t,yl)==^^y]+ S /^(^.y),
n^3

(3.2.3.7) LogixP^P^^^'^+p^p^-^x'^').
fl ̂ î 3

Cette dernière relation nous donne la formule (3.2.3.2).
(3.2.4) Corollaire. — Soient A une algèbre diagonale saturée (1.3.4), et G un sous-

groupe p-saturé de ^A pour lafiltration induite co (III, 2 .1 .6) . Alors l'ensemble L des éléments
Log x, où xeG, est une sous-Z^-algèbre de Lie de ^-A, et L s'identifie à l'ensemble des éléments
defiltration >(^-i)-1 de l'algèbre Sat L {algèbre saturée de la Zy-algèbre de Lie L).

Preuve. — Soient x,yeG, x' = Log x et f = Logj. Nous avons, pour chaque î-eN
^xPy)>i+(p-^ et <o((^,y<))>2,+20»-i)-^. Puisque le groupe G est ̂ -saturé;
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cela prouve que les éléments (^y^P"1 et (x^^P^P'^ appartiennent à G. Comme
ce groupe est fermé, la proposition (3.2.3) nous donne

(3.2.4.1) x'+feL et [^V]eL.

Nous avons aussi, pour XeZy,

(3.2.4.2) ^'=Log(^)eL.

La Zy-algèbre valuée L est complète, car isométrique au groupe complet G. Si -seL,
alors w(L$ ^)>(p—1)~1 et, si w(L; ^)^>p(p—i)"1? ^ est divisible par /» dans L. Nous
en déduisons la relation
(3.2.4.3) divL==SatL,

et L s'identifie à l'ensemble des éléments de filtration >(j&—1)~~1 dans Sat L.
(3.2.5) Théorème de saturation des groupes. — Soient G un groupe p-saturé, et A = Sat Zp[G]

la Zip-algèbre diagonale saturée, définie en (1.2.8). Alors nous avons la relation

(3.2.5.1) ^A=G,

et A est une Zip-algèbre diagonale saturée normale, au sens de (3.1.5).
Preuve. — Par définition de l'algèbre A, nous avons

(3.2.5.2) GcgTA.

Soit L l'ensemble des logarithmes des éléments de G, calculés dans A. D'après le
corollaire (3.2.4), L est une Zp-algèbre de Lie, et, si nous appliquons le théorème (3.1.3)
à l'algèbre diagonale saturée B = Sat UL, nous obtenons la relation

(3.2.5.3) L=^*B.

L'injection canonique de L dans A se prolonge en un morphisme de Zp-algèbres dia-
gonales saturées

(3.2.5.4) /:B->A.

Si nous posons G' = ̂ *B, le groupe G" est l'ensemble des exponentielles des
éléments de L (calculées dans B), d'après (3.2.5.3) et le théorème (1.3.5). La
restriction de /à G' est une isométrie (II, 1.1.3) de G' sur G. D'après (1.3.3)3 les
éléments de G' sont linéairement indépendants dans B, c'est-à-dire qu'ils engendrent
la sous-algèbre V ==Zp[G} CB. D'après la définition de la filtration induite de Zy [G] (III,
2.3.1)3 la restriction de/ à B' est une isométrie. Comme B = Sat B' (i • 3.5 • 5)3 le mor-
phisme f est une isométrie surjective, ce que nous voulions prouver.

(3.2.6) Isomorphisme de catégories. — Nous venons de voir que n'importe quel
groupe /^-saturé G est de la forme ^*A, où A est une Zy-algèbre diagonale saturée. Nous
pouvons donc définir sur le même ensemble G une structure d'algèbre de Lie, au moyen
des formules de la proposition (3.2.3). Réciproquement, si L est l'ensemble des éléments
de valuation >(^—1)~1 d'une Zp-algèbre de Lie saturée, nous pouvons définir sur le
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même ensemble L une structure de groupe au moyen de la formule de Hausdorff (3.2.2).
Nous obtenons ainsi un isomorphisme de catégories. Rappelons les axiomes qui défi-

nissent les objets de ces deux catégories :

L'ensemble G est un groupe, et <ù est
une application de G dans

L'ensemble L est une algèbre de Lie,
et w est une application de L dans

R^u{+oo}.

Pour tout xeL,w(x)>{p—I)~l;w{x)==oo
équivaut à x===o, et w{px)==w(x)+1; si
w(x)>p{p—i)-\ il existe jyeL tel que
py==x.

Pour tous x^yeL, nous avons

w{x—y)^mm(w{x), w{y)),
et w{[x,y\)^w{x)+w{y).

Si L^ désigne l'ensemble des xeL, avec
w(x)^n, les L^ (weN) constituent un sys-
tème fondamental de voisinages de o pour
une topologie d'algèbre de Lie. L'algèbre L
est complète pour cette topologie.

R,u{+a>}.

Pour tout xeG, ̂ {x)>(p—î)~1; u{x) =00
équivaut à x==ï, et ^{xp)==^ù{x)+1 ; si
^(x)>p{p—i)-\ il existe yeG tel que
y==^.

Pour tous x^jyeG, nous avons

<o(^1)^ min ((0(^)3 œ(^))
et û)((^))^co(^)+co(;0.

Si G^ désigne l'ensemble des xeG, avec
u{x)^n, les G^ (neN) constituent un sys-
tème fondamental de voisinages de i pour
une topologie de groupe. Le groupe G est
complet pour cette topologie.

(3-2-?) Automorphismes intérieurs. — Soient A une algèbre diagonale saturée et x
un élément de ^A. Notons ̂  (resp. rfj l'endomorphisme de A défini par la multipli-
cation à gauche (resp. à droite) par x :

(3-2-7-I) &^=W d^y^yx.

Nous avons, par définition du crochet

(3-2.7-2) ad^=^-û^.

La multiplication à gauche (resp. à droite) par l'élément expxG^'A s'écrit
encore exp& (resp. exprfj. L'automorphisme intérieur

(3-2-7-3) ^h>(exp^(expA:)~1 (j^eA),

s'écrit donc (exp&)(exp(—û?J), ou encore, puisque & et d^ sont des endomorphismes
permutables, exp(adA-). Nous obtenons la formule

(3.2.7.4) (exp x)jy(exp x) ~1 == (exp (ad x) ) .y,

pour tout jyeA. Nous avons en particulier, pour ^eJSf*A,

(3-2- 7-5) Log((exp ^)(expj/)(exp(—A:)))=(exp(ad ^)) .y.

(3.2.8) Proposition. — Soient G un groupe p-saturé et H un sous'groupe p-saturé de G.
Alors le normalisateur N de H â^ G ̂  un sous-groupe p-saturé.
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Preuve. — Soit A la Zy-algèbre diagonale saturée SatZ [G] (3.2.5). Notons
Log G (resp. Log H, Log N) l'ensemble des logarithmes des éléments de G (resp. de H,
de N). D'après (3.2.4), Log G et Log H sont des Z^-algèbres de Lie complètes, et l'algèbre
des endomorphismes du module Log H, minée comme en (I, 2 .2 .4 .1) , est saturée.

Pour qu'un élément xeLog G appartienne à Log N, il faut et il suffit, d'après
(3.2.7), que Log H soit stable pour l'endomorphisme exp(ad^). Comme l'algèbre des
endomorphismes de Log H est saturée, cela équivaut à dire que Log H est stable pour
l'endomorphisme ad x. Autrement dit, Log N est le normalisateur de la sous-algèbre Log H
dans l'algèbre de Lie Log G. Notre proposition en résulte.

(3.3) Les foncteurs Sat et div dans la catégorie des groupes ^-values.

(3.3.1) Définition du groupe saturé d'un groupe p-valué. — Soit G un groupe j^-valué
(III, 2 .1 .2) . Munissons l'algèbre Z^[G] de la filtration induite (III, 2.3.3), et construi-
sons l'algèbre diagonale saturée SatZp[G], comme en (1.2.7) .

Nous appelons groupe saturé du groupe j^-valué G, et nous notons Sat G le groupe

(3.3.1.1) SatG=^SatZ^[G].

Nous identifions G au sous-groupe de Sat G qui lui est canoniquement isomorphe,
et nous notons ÎQ l'injection canonique de G dans Sat G, qui est donc une inclusion.

(3.3.2) Propriétés du fondeur Sat.

(3.3.2.1) Pour tout groupe p-valué G, le groupe Sat G est p-saturé, et l'inclusion i^ : G-^Sat G
est une isométrie.

C'est une conséquence de (III, 2.3.3) et de (1.3.5.3).

(3.3.2.2) Si le groupe G est p-saturé, alors Sat G = G.

C'est la relation (3.2.5.1).

(3-3.2.3) Soit f: G-^H un morphisme de groupes p-valués. Alors/se prolonge en un mor-
phisme Sa.tf: Sat G—^Sat H, qui achève de définir le fondeur Sat dans la catégorie
des groupes p-valués.

En effet, y se prolonge en un morphisme des algèbres de groupes : Zy[G]-^Z [H],
d'après (III, 2.3.1.3), puis en un morphisme d'algèbres diagonales saturées (I, 2 .2 .11) :
Sat Zp[G] -> Sat Zy[H], dont la restriction à Sat G donne (i . 3.2.3) le morphisme cherché
Saty : Sat G -> Sat H. La relation « Ssitf prolonge f » s'écrit encore i^of^ Sat^o^.
(3.3.2.4) Soient G un groupe p-valué^ H un groupe p-saturê\ et f : G-^ïï un morphisme. Alors

il existe un morphisme g : Sat G->H, et un seul^ qui prolonge f.

Nous venons de voir (3.3.2.3) la relation ÎH°/== Sat^o^ qui se réduit à f=s Sat^o^
puisque îg est l'identité sur H (3.3.2.2). D'autre part, si g : Sat G->H est un morphisme
vérifiant /==^o^, nous en déduisons Sat/==Sat^oSat ÎQ, c'est-à-dire Sat/==^.
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La propriété (3.3.2.4) définit le foncteur Sat comme solution d'un problème
d'application universelle.

( S ' S ' ^ ' S ) ^l f : G->ïî est une isométrie de groupes p-valués y alors Sat/:Sat G->SatH est
une isométrie.

C'est une conséquence de (III, 2.3.5) et de (I, 2 .2.11) .
(3.3.3) Proposition. — Soit H un sous-groupe du groupe p-valué G, muni de sa filtration

induite. Alors Sat H s^identifie à un sous-groupe de Sat G. Si H est distingué dans G, Sat H est
distingué dans Sat G.

Preuve. — La première assertion équivaut à la propriété (3.3.2.5). Supposons
donc H distingué dans G, et soit xe G. Notons /l'auto morphisme intérieur de G associé
à Xy et g la restriction de y à H, considérée comme application dans H. Alors Sat/ est
l'automorphisme intérieur de Sat G défini par x; la restriction de Sat/ à Sat H et la
composée de Sat^ avec l'inclusion de Sat H dans Sat G coïncident, d'après (3.3.2.4).
Il en résulte que l'élément x normalise le sous-groupe Sat H. Or le normalisateur de Sat H
dans Sat G est p-saturé, d'après (3.2.8). Comme il contient G, c'est le groupe Sat G,
d'après (3.3.2.4).

(3.3.4) Définition du foncteur div dans la catégorie des groupes p-valués. — Soit G un groupe
p-valué. Nous notons div G l'intersection des sous-groupes p-divisibles (III, 2 . 1 . 5 ) de Sat G qui
contiennent G.

Le sous-groupe div G est ^-divisible.
Si f : G->H est un morphisme de groupes ^-values, alors l'image réciproque du

sous-groupe div H par le morphisme Sat/ (3 • 3 - 2.3) est un sous-groupe ^-divisible
de Sat G. Il existe donc un morphisme div f : div G —> div H, dont le prolongement
est Sat/.

(3.3.5) Propriété du foncteur div ; remarques. — Le foncteur div possède toutes les
propriétés analogues à celles du foncteur Sat énoncées en (3.3.2). Le groupe div G
est une extension p-divisible du groupe p- value G ; si / est un morphisme de G dans un groupe
p-divisible H, alors il existe un morphisme unique g : div G -> H qui prolonge f. Si / : G —> H
est un isométrie de groupes ^-values, alors div / est une isométrie.

Le groupe div G est dense dans Sat G (III, 2 .1 .7) et, par conséquent, nous obtenons
Sat G en complétant div G.

Contrairement au cas des modules (I, 2.2) , nous avons construit le foncteur Sat
avant le foncteur div dans la catégorie des groupes ^-values.

J'ignore si les propositions (3.2.8) et (3.3.3) restent valables quand on y remplace
« saturé » par « divisible » et Sat par div.

(3.3.6) Lemme. — Soit G un groupe p-valué complet admettant la base ordonnée (A^-çi
(III, 2.2.4). Alors le groupe Sat G admet la base ordonnée (^)içi, où les Hc^sont reliés aux x^
par des relations

(3.3.6.1) ^^(A.eN.zel).
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Si le groupe G est p-saturé, les éléments (Log^-),çi constituent une base topologique de
la Z -algèbre de Lie valuée JS^Sat Z p[G].

Preuve. — Nous procédons comme en (3.1.6). Notons A l'algèbre diagonale
saturée SatZ^[G] et B l'adhérence de Z^[G] dans A, c'est-à-dire l'algèbre complétée
de Zp[GJ. Posons J=N(I), T^===O)(^), TOC= S T^ pour aej.

Notons, pour aej, ^a le produit ordonné ^==11 (^—I)0'».
iei

(3.3.6.2) La famille (^aej ^ une base topologique de B, avec ^(^^ra.

En effet les (^a) forment une famille filtrée-libre d'après le théorème (III, 2.3.3),
et le sous-module complet-libre engendré par les ^a dans B contient G, donc coïncide
avec B.

Nous obtenons une base topologique de A en divisant les ^a par des puissances
convenables de p, mais nous préférons écrire les éléments de A comme des séries

(3.3.6.3) S/o^-^a £ J

où ^^Q^p et ^ ;(^a)+Ta^o pour tout aeJ;y(Xj+Ta tend vers l'infini (suivant le filtre
des complémentaires des parties finies de J), et

(3.3.6.4) ^OO-ini^Xj+Toc).
a £ J

^application diagonale A est définie par les formules

t^-6-" ^^(.-M. (.4 (̂ -.)l̂
où la sommation est étendue aux couples (3, y d'éléments de J vérifiant

(3.3.6.6) p^oc, Y^a. P+ï^a.

Ces formules résultent de l'identité

(3.3.6.7) ^+^+^)^:S-——————n——————-xy.
^(n—i}\ (n—j)\ (i+j—n)ï

Pour que l'élément^ de (3.3.6.3) appartienne à ^A, il faut et il suffit que \== i,
et que

(3•3•6• I>) ^-^-^..-^(P+Y-.)^-0

pour tous P, Y^J? ^ sommation s'étendant aux aej vérifiant (3.3.6.6).
Les équations (3.3.6.8) montrent que les \ sont déterminés, quand on connaît

les X^==Xt (puisque X o = = i ) , par les formules

(3.3.<.,) ^-(^".fâ-
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Nous sommes ramenés au cas élémentaire où G est isomorphe (comme groupe abstrait)
au groupe additif îy

Pour chaque iel, nous déterminons l'entier ^ par la relation
(3.3.6.10) (^_i)-i<^_^(^_i)-i.

Les éléments ^ sont alors bien déterminés dans ^*A par la relation (3.3.6.1).
Pour que l'élément jyeA donné par (3.3.6.3) appartienne à ^A=^*A, il faut et il
suffit que les À^ soient donnés par (3.3.6.9), où les \eQ^ doivent vérifier

(3.3.6.11) y(^)-^^o pour tout ici.

L'élément y est alors égal au produit ordonné

(3.3.6.12) y==I{~x}\ où ^==^\, ici.
»ei

Si le groupe G est ^-saturé, nous avons ~x^==x^ pour tout iel.
Dans le cas général, les éléments de JSfA sont les éléments y de la forme (3.3.6.3),

où les \ satisfont aux équations ÀQ = o et

aï
(3•3•( i••3) ?(.-?)! (.-y)! (P+T-.)!1^0

/?M/r ^y les couples p, yej ^ ̂  P>o, y^0? l'indice de sommation aej vérifiant
(3.3.6.6). Ces équations entraînent X^=o si a n'est pas de la forme nS^ (TzeN, î'el).
Nous sommes encore ramenés au groupe de dimension i, où nous prouvons la dernière
assertion du lemme.

(3.4) Groupes ^-values de rang fini; remarques et exemples.

(3.4.1) Théorème. — Soit G un groupe p-valué complet de rang fini r. Alors le groupe
saturé Sat G a le même rang r. Si x est un élément de Sat G, ^pn appartient à G dès que l^ entier n
est asse^ grand. Le groupe divisé div G coïncide avec Sat G. Le groupe G est ouvert dans Sat G.

Preuve. — Le groupe G possède une base ordonnée (^)i^^,. (III, 2 .2.5) . Notre
théorème est alors une conséquence du lemme (3.3.6). Celui-ci nous donne même un
énoncé plus précis : nous obtenons une base ordonnée (^) en prenant respectivement
des racines j&^-ièmes des ^, les entiers A; étant déterminés à partir des relations
(^-I)-1^^)^-!)-1.

(3.4.2) Quotients sans torsion de groupes p-valuables : preuve de (III, 3. i .7.6). —
Soit H un sous-groupe fermé distingué du groupe évaluable G tel que le quotient G/H
soit sans torsion. Choisissons une évaluation co de G, qui devient ainsi un groupe j^-valué
de rang fini r.

Construisons le groupe saturé Sat G, dont Sat H est un sous-groupe distingué,
d'après la proposition (3.3.3). Le groupe Sat G est encore de rang r (3.4.1).

Le groupe quotient Sat G/Sat H est sans torsion^ puisque Sat H est saturé, et nous
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avons prouvé (111,3.3.2.4) que le groupe Sat G/Sat H est p-saturé pour la filtration
quotient de Sat G.

Or nous avons (SatH)nG=H, d'après (3.4.1), puisque G/H est sans torsion.
Le groupe G/H est donc isomorphe au groupe p-valué de rang fini (G. Sat H)/Sat H.

(3 •4-3) Valuations rationnelles : preuve de (III, 3. i. n). — Soit G un groupe
évaluable. Choisissons une évaluation co de G, qui devient donc évalué de rang r.
Construisons le groupe Sat G == H, qui est ̂ -saturé de rang r. Nous allons prouver que H
peut être muni d'une p'valuation à valeurs rationnelles. La même propriété vaudra pour son
sous-groupe G.

D'après le transport de structures (3.2.6), il revient au même de démontrer que
la Zp-algèbre de Lie L associée à H (et que nous pouvons écrire Log H dans l'algèbre
diagonale saturée SatZp[H]) admet une valuation à valeurs rationnelles. L'algèbre de
Lie L est derangrsurZ^ (3.3.6). Soit (^)i^, une base filtrée de L. Le crochet de Lie
est donné par les constantes de structure c.^eZ :

Ï']K p

(3.4.3.1) [^,]-S<.,A,
1^/C^ T

et les valuations ^==w{x,) vérifient les inégalités

(3.4.3.2) ^+T,O(^)+T,,

pour tous i, j, k.
Réciproquement, si les T, sont r nombres ^o vérifiant les r3 inégalités (3.4.3.2),

ils définissent une valuation de la Z^-algèbre L (I, 3.3.6). Cette algèbre de Lie devient,5

par transport de structure, un groupe ^-saturé, pourvu que les T, vérifient en outre
les r inégalités

(3.4-3-3) (^—i)-1^.^^—!)-!.

Les relations (3.4.3.2) et (3.4-3-3) constituent une famille finie d'inégalités en
les T,, à coefficients rationnels. Si cette famille admet une solution réelle, elle admet une solution
rationnelle [33]. Cela prouve notre assertion.

(3 •4-4) Structures d'algèbres de Lie sur les groupes p-saturables ; coordonnées « de première
espèce ». — Soit G un groupe j^-saturé. Nous avons une structure d'algèbre de Lie sur G,
définie par transport de structure (3.2.5). Les formules (3.2.3. i ) et (3.2.3.2) qui défi-
nissent la somme et le crochet ne font intervenir que la structure de groupe topologique de G.

Un groupe p-saturable G (III, 3.1.6) possède donc une structure d'algèbre de Lie
sur Zp. Notons L* la Zp-algèbre de Lie ainsi associée à G. Le rang de G est égal au rang
du Zp-module libre L* (3.3.6). Or un Z^-module libre de rang r possède une structure
de variété analytique taylorienne de type Z; : le choix d'une base définit une identification
à Z^, et les fonctions de passage sont linéaires, donc analytiques tayloriennes.

Nous avons ainsi deux structures de variété analytique taylorienne sur le croupe
^-saturable G : celle définie en (III, 3.3.2) au moyen des coordonnées « de seconde
espèce », et celle définie au moyen de coordonnées par rapport à une base de L* (identifié
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à G) qu'on appelle encore « coordonnées de première espèce ». Ces deux structures de variété
analytique taylorienne coïncident : les coordonnées de première (resp, de seconde) espèce sont fonctions
analytiques tayloriennes des coordonnées de seconde (resp. première) espèce.

(3-4-5) Preuve de (3.4.4). — Énonçons d'abord une généralisation de la formule
de Hausdorff (3.2.2). Soit r un entier naturel; posons J=Nr. Nous avons une identité

(3.4.5.1) Log(exp^)...(exp^,)== S ^(^, ...,^,),
a£ J

où les u^x-^, .. ., Xy) sont des polynômes de Lie à coefficients rationnels^ homogènes de multidegrés
respectifs y. en {x^ . . ., Xy). Si nous posons

(3.4.5.2) A,-[(|a|-i)(^-i)-1]

les polynômes de Lie p^u^x^ .. .3 x^) sont à coefficients p-entiers.
La relation (3.4.5.1) peut être considérée comme une égalité dans l'algèbre

de Magnus engendrée par les ^ sur Q^ mais la formule (3.4.5.1) est encore valable
quand on y remplace les ̂  par des éléments de oSfA (A désignant une algèbre diagonale
saturée); les u^Çx-^y ...,^J représentent alors des éléments de oSf*A.

Ces assertions s'établissent soit par récurrence sur r à partir du théorème (3.2.2)5
soit directement comme ce théorème.

Prenons un groupe G, ^-saturé de rang r. Notons A l'algèbre diagonale saturée
SatZp[G] et L (resp. L*) l'algèbre de Lie oSfA (resp. oSf*A). Choisissons une base
filtrée (^)i^,^,. de L*. Les éléments u^{x^ . . .3 x^) appartiennent à L* et tendent vers
zéro. Nous avons des formules

(3.4-5.3) "a^i. • . • » ̂ ^ .^ <<A
1 ̂ l^ T

où les coefficients d^ ̂  appartiennent à Zp et tendent vers zéro (selon le filtre des complé-
mentaires des parties finies de J).

Les éléments (exp^)^.^,, constituent une base ordonnée du groupe G, d'après
(3.1.6). L'élément x dont les coordonnées de second espèce par rapport à cette base
sont {\, . . ., \)eZ^ est

(3-4-5-4) ^= II (exp\.A:,).
l^»^r

Nous avons, d'après (3.4.5.1)5

(3.4.5.5) Log^= S ̂ u^, ...,^).
ae j

Les coordonnées de première espèce (^4, .. ., (JL,.) de l'élément xeG sont définies
par la relation

(3.4.5.6) LogA;== 2 ^A:,.
l^z^r

Nous obtenons ainsi

(3.4.5.7) ,̂== S X0^, pour î r.
aej
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Ces dernières formules signifient que [L est fonction analytique taylorienne de À.
Prouvons maintenant que À est fonction analytique taylorienne de pi.
Nous procédons comme pour le lemme (III, 3.3.1). Posons, pour aej,

^== II (exp^—i)^.
l^ t^r

Nous avons

(3.4.5.3) x= S^^
a£J\OU

et

(3.4.5.9) ^=exp(S^)= S (Tz!)-1^,^)".
t n£N i

Pour chaque ^eN, posons

(3.4.5.10) (^"^JL ̂ n=s ̂Is^i^r |Pl=n

où les éléments J^A vérifient les relations

(3.4.5.11) ^p)^IPl^(IP|!),
^ désignant le plus petit des nombres w(x^). Comme les ^a, divisés par des puissances
convenables de p, constituent une base topologique de A, nous avons

(3.4.5.12) jp= S <p^
a £ J

avec rf^e%p(a, (3eJ), et

(3.4.5.13) ^«p)+^(^)^^p).

Nous parvenons ainsi aux relations

(3.4.5..4) C)-.2.'1'".."

pour aej. Si a ==8^ ( ) se réduit à À^, et nous avons, en posant d^.^==d[^ :

(3.4.5.15) X,=^(^.

Nous obtenons, à partir de (3.4.5. n), (3.4.5.13) et des relations w{x^p{p—i)"1,
les inégalités

(3.4.5.16) ^p)^|p|^-^-i)-i)+^-i)-i(SchiflF|(3|-i)-i.

La preuve s'achève comme en (III, 3.3.1).
(3.4.6) Les grands corps gauches. — Rappelons ([13], théorème 6, p. 166) que

l'algèbre enveloppante UL d'une algèbre de Lie L de dimension finie sur un corps possède
un corps des fractions à gauche (ou à droite).

Le même résultat vaut pour une îp-algèbre de Lie L valuée de rang fini. De plus, la
valuation de l'algèbre UL (2.2.5) se prolonge au corps des fractions de UL (I, 2.2.5).
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Nous obtenons ainsi un corps gauche value K (commutatifsi et seulement si L est abélienne).
Le corps K contient l'algèbre divisée div UL. Si nous complétons le corps K pour la
structure uniforme associée à sa valuation, nous obtenons le corps gauche K, qui contient
comme sous-algèbre valuée le complété Sat UL de div UL.

Soit maintenant G un groupe^-valué de rang fini. Nous construisons (1.2.7) l'algèbre
diagonale saturée SatZy[G]==A, et nous prenons l'algèbre de Lie L=oS^A. C'est une
Zy-algèbre valuée de rang fini (3.3.6), et Sat UL s'identifie à A (3.2.5). Le corps K
construit à partir de L est dit le grand corps gauche associé à G. Il contient la Z^-algèbre
SatZp[G], et c'est un fondeur covariant en G.

(3.4.7) U extension p-saturable minima d^un groupe p-valuable. — Soit G un groupe
évaluable (III, 3.1.6). Pour chaque évaluation co le groupe G est complet et de rang
fini r (III, 3.1.9); il lui correspond alors un groupe ^-saturé que nous notons Sat^G,
qui est de rang r (3.4.1). L'indice (Sat^G : G) est donc fini.

Le groupe Sat^G dépend en général du choix de la évaluation co, comme on le
voit sur l'exemple du groupe Zip.

Si œ et co' sont deux évaluations de G, telles que
(3.4.7.1) co(.v)^œ'(^) pour chaque xeG,

alors l'application identique de G se prolonge en un morphisme

(3.4.7.2) Sat,G->Sat^G,

qui est injectif, d'après (3.4.1) .
Convenons de dire qu'une p-valuation du groupe G est minimisante si rentier (Sat^G : G)

a sa valeur minima {pour toutes les p-valuations de G).
Soient œ une ^-valuation minimisante et o/ une évaluation de G. Notons œ" la

borne inférieure de œ et o/; c'est encore une évaluation de G. Nous avons alors deux
morphismes canoniques :

(3.4-7-3) Sat,.G->Sat,G

(3.4.7.4) Sat,.G->Sat^G.

Le premier est bijectif (puisque œ est minimisante) ; le second est injectif. Nous
pouvons ainsi définir le morphisme injectif (3.4.7.2), sans supposer que co^û/. Le
groupe Sat^G est, au sens qui vient d'être précisé, le plus petit groupe p-saturable contenant G.
Rappelons (III, 3.1.12) que la borne inférieure des évaluations de G n'est pas une
évaluation (sauf si G se réduit à l'élément neutre).

(3.4.8) Groupes et algèbres de Lie transportables ; exercice, — Soit G un groupe p-valuable.
Choisissons une évaluation co de G et construisons la Zy-algèbre diagonale saturée
A == Sat Z^, [G] (1.2.7) . La propriété suivante
(3.4.8.1) « l'ensemble Log G des éléments de la forme Log x, xeG, est une sous-algèbre de Lie

de ^A »

est indépendante du choix de la p-valuation œ. Nous dirons que le groupe G est transportable s'il
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possède la propriété (3.4.8.1) et nous dirons qu'une Zy-algèbre de Lie est transportable si
elle s'obtient sous la forme Log G, où G est transportable.

Toute la théorie du transport dé structures (3.2) vaut pour les groupes et algèbres
de Lie transportables.

Le groupe évaluable étudié en (III, 3.2.4) n'est pas transportable pour p=2.
Voici un exemple d'algèbre de Lie transportable dont le groupe associé n'est pas

saturable.
Soit p = 3. Construisons une Z3-algèbre de Lie M, libre pour les générateurs x,y, ^.

Munissons M de sa graduation naturelle (les générateurs ont le degré i ). Formons l'idéal 1
de M engendré par les éléments suivants :

(3.4.8.2) tous les éléments de degré >3;
(3.4.8.3) les 6 éléments déduits de [[^J^],^] par permutation des générateurs x, y^ ^',
(3.4.8.4) l'élément [[x^]^]+[[x^],y].

Ualgèbre quotient L=M/I est transportable. Cependant L ne correspond pas à un
groupe 3-saturable puisque l'image de [[^,J/], ^] n'y est pas divisible par 3.

(3.4.9) Valuation de ̂ (Za) ; exercice. — Pour tout anneau commutatif^i, l'algèbre de
Lie ̂ (û) des matrices 2 X 2 de trace nulle à coefficients dans îî admet la base {X, Y, H},
où
/ \ -v (° I\ \r (° °\ T-T l1 °\(3.4.9.1) X==( |; Y==| 1; H== I .
^ " y ' \0 O / 3 \ I O / 3 \0 — I /

Les crochets se calculent par les formules

(3.4.9.2) [H, X]-2X; [H, Y]=-2X; [X, Y]=H.

Nous avons repris les notations de [2], exemple, p. 85.
Prenons désormais Q.=Z.^, notons L° l'algèbre de Lie ^(Zg) et A l'algèbre de

matrices M^Zg).
D'après (I, 3.3.6)3 les formules (3.4.9.2) montrent l'existence d'une valuation w

de L° pour laquelle {X, Y, H} est une base filtrée^ avec

(3.4.9.3) ^(X)=^(Y)=^; ^(H)=i.

Cette valuation w peut encore être définie comme la borne inférieure des filtrations

d'algèbre de L° vérifiant w{x}^- pour tout xelP. Elle est donc invariante par chaque
automorphisme de L°.

Nous notons L l'algèbre de Lie divisée (ou saturée) de L° pour la valuation w.

Cette algèbre a comme base filtrée les éléments X, Y et -H.

Nous notons L* l'ensemble des éléments de L de valuation >i . Cette algèbre a
comme base les éléments 2X5 2Y, 2H, si bien que L*==2L°.
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Notons ^é l'algèbre associative des endomorphismes du module value L. L'algèbre ja^,
valuée comme en (I, 2.2.4) est saturée.
(3.4.9.4) L'application ad : L->^/ qui associe à xeL la dérivation intérieure ad A: est une

isométrie, et un morphisme d'algèbres de Lie (pour le crochet [a, b]==ab—ba de ̂ ).

Nous notons F le groupe des automorphismes de L (FCe^), et F* le sous-groupe
de F formé des ueT vérifiant w^sé\ u—i)>i.
(3.4.9.5) A chaque ^eL* nous associons l) automorphisme exp (ad A:) e F*. L'image de L* par

Inapplication exp ad : L*->F* est un sous-groupe de F*, d'après (3.2.2).
(3.4.9.6) En fait, F* == exp ad L*, car, si ueF*, Log^ej^ est une dérivation de L, donc

une dérivation intérieure adXyXel^y d'après [2], corollaire 3, p. 73 et (3.4.9.5).

(3.4.10) Les groupes GI^Zg) et SL^Zg); exercice. —- Conservons les notations
de (3.4.9). Notons G le groupe GL^Z^) et S^SL^Zg) son sous-groupe des éléments
de déterminant i.

Le centre G de G est formé des matrices scalaires, et l'intersection SnC se réduit
au groupe {± i}.

Pour TzeN*, notons G^ le sous-groupe de congruence de G (cf. III, 3 .2.7) défini par

(3.4.10.1) xeG^oxeA et x—IE2n.A.

Posons S^==SnG^ et C^==CnG^. Nous avons C=Gi, et la décomposition
classique en produit direct : C=={±i}xC2; le groupe multiplicatif C^ est isomorphe
au groupe additif Zg.

A chaque xeG correspond un automorphisme intérieur y\->xy^~1 de l'algèbre A.
Cet automorphisme conserve l'algèbre de Lie L° et se prolonge donc en un automorphisme
de l'algèbre de Lie L.

Nous obtenons ainsi un homomorphisme

(3.4.10.2) F : G->r

de G dans le groupe des automorphismes de L. Le noyau de F est le centre C de G, si bien
que l'image est isomorphe au groupe projectif, G/G=PGL2(Z2). L'homomorphisme F
est surjectif (nous n'utiliserons pas cette propriété).

Les considérations de (III, 3.2.6) s'appliquent à l'algèbre A. Comme la formule

(3.4.10.3) det exp x == exp Tr x

est valable pour tout A:e4A et que l'application exponentielle est inj écrive, nous parve-
nons au résultat suivant.
(3.4.10.4) Les éléments de Gg (resp. de Sg) s''obtiennent univoquement sous la forme exp (4^),

où A:eA (resp. xeLP).

Pour xeA, convenons de noter ad A: l'application ^I-^EA',^], où jyeL, si bien
que ad xes/.
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Les considérations de (3.2.7) sont applicables, et nous donnent la formule

(3.4.10.5) F exp(4^)==exp ad(4^), pourtant xeA.

Une base sur Zg du module A est constituée des trois éléments X, Y, H (3.4.9.1),

et de l'élément - (H+i)=Z. Nous avons adZ=-adH, d'où (3.4.10.5) :

(3.4.10.6) F exp(4Z)==exp ad(2H).

Remarquons que l'élément exp 2H n'existe pas dans A ; cette affirmation peut être
précisée comme suit.
(3.4.10.7) Le groupe S ne contient aucun élément x vérifiant F (A:) = exp ad(2H).

En effet, l'entier 2-adique exp 4 n'est pas un carré dans Z,^ (car y((exp 4)—1)== 2).
Par contre les éléments X et Y (3.4.9. i) vérifient X2==Y2=o. Pour tout XeZg,

nous pouvons donc calculer exp(XX) == i + XX (resp. exp(XY) = i + ̂ Y), et nous avons

F exp (XX) = exp ad (XX),
(3.4.10.8)

F exp(XY)==expad(XY).

Notons a et b les éléments

û==—(i+2X)=—exp(2X);
(3.4.io.9)

b =—(i + 2Y) =—exp(2Y).

Nous avons a, éeS^, et F(a)=exp ad(2X), F(é)==exp ad(2Y).
Notons K le sous-groupe de G engendré par Gg, a et b.

(3.4.10.10) Le sous-groupe K est distingué dans G et —i^K.

En effet, nous avons G^DKDGg, et le groupe multiplicatif G^/Gg s'identifie au
groupe additif de l'algèbre A==A/2A : à un élément de G^/Gg, représenté par xeG^,

nous associons la classe de -{x—i) modulo 2A. Les éléments de K/Gg sont ainsi associés

aux éléments o, i +X, i +Y, X+Y de A (nous notons encore X et Y les matrices
(3.4.9.1) à coefficients dans Fg). Nous obtenons alors la définition suivante de K, qui
montre son invariance dans G, et la relation — i ^ K.

( xeG^ ou
(3.4.IO.H) ^Koj^^^ ̂ ^ ^ (.-^-4e8A.

Le sous-groupe exp ad (4L0) de F* admet comme base ordonnée les éléments
exp ad(4X), exp ad(4Y) et exp ad(8Z). Nous obtenons le groupe 2-saturé exp ad L* (qui
est d'ailleurs égal à F*, d'après (3.4.9.6)) en adjoignant à exp ad (4L0) des racines
carrées des éléments de cette base ordonnée (3.4.1).

Comme le groupe K contient 83, ainsi que les éléments exp(4Z), a et é, nous avons

(3.4.10.12) F(K)=expadL*=F\
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Le noyau de la restriction de F à K est Cg, d'après (3.4.10.10).
Notons U le sous-groupe SnK.

(3.4.10.13) La restriction de V'homomorphisme F au sous-groupe U est injective. Celui-ci est donc
isomorphe au groupe 2-valué F(U), qui est d'indice 2 dans F. Le groupe U n'est pas trans-
portable, au sens de (3.4.8).

Le groupe F(U) contient en effet F(^), F(é), F(S^ mais non exp ad(2H), d'après
(3.4.10.7). Si le groupe U était transportable, nous pourrions appliquer la formule
de Hausdorff à l'algèbre de Lie engendrée sur Zg par les éléments 2X, 2Y et 4H, ce qui
est impossible.

Le groupe G/Gi est isomorphe à GL^Fg), donc au groupe symétrique ©3 (le
groupe GL^Fg) permute de toutes les six manières possibles les trois vecteurs non nuls
du plan Fj).

Le groupe S/Si est canoniquement isomorphe à G/G^. Le groupe S^ est le produit
direct Ux{dbi}.

Enfin, le groupe S/U est produit semi-direct d'un sous-groupe distingué cyclique
d'ordre 3 par un sous-groupe (non distingué) cyclique d'ordre 4.

(3.4.ii) Remarques sur les groupes libres ; exercice. — Soit y le groupe libre pour
une famille de générateurs (^)i^,. Pour chaque nombre réel t>{p—î)-\ la
(^)-filtration fait de ^ un groupe évalué (III, 3.2.5); notons G(^) le saturé de ̂
pour sa (^,j&)-filtration (3.3.1). Pour tout couple t, t\ avec

(3.4.".i) {p—ï)-1^^

nous avons un homomorphisme continu

(3.4.11.2) f,^ :G(^G(r)
qui prolonge l'identité sur ^r. Ces homomorphismes sont injectifs, si bien que la limite
proj écrive

(3.4.".3) G==limG(^)

des G(t) pour les morphismes fy^ est une simple intersection. Le groupe G, muni de
sa topologie de limite projective, est compact, et les formules (3.2.3) permettent de définir
sur lui une structure de Zy-algèbre de Lie compacte.

Le groupe G possède la propriété universelle suivante : il contient une famille d'élé-
ments (^)i^^,, et, pour tout groupe ^-saturé H et toute famille (j^^, d'éléments
de H, il existe un unique homomorphisme continu f :G->H qui Vérifie /(^)=j,
pour i^z^r .

Cependant aucune filtration ne fait de G un groupe j^-saturé si r>i.
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CHAPITRE V

COHOMOLOGIE

i. COMPLEXES STANDARD ET COHOMOLOGIE CONTINUE

( 1 . 1 ) Complexes filtrés et cohomologie continue.

(1.1.1) Complexes de modules gradués ou filtrés. — Soit A un anneau. Nous appelons
complexe de A-modules la donnée d'une famille (X^çz de A-modules et d'une différen-
tielle d, c'est-à-dire une famille d'applications A-linéaires dn:Xn->Xn+\ vérifiant
dn+lodn=o. Nous notons Xe un tel complexe.

Un morphisme de complexes / : X'-^Y' est constitué par une famille d'applications
A-linéaires /n : X^Y", telles que ^o/^/^oûÇ.

Si A est un anneau gradué {resp. filtré), nous définissons les complexes de A-modules
gradués (resp. filtrés) et leurs morphismes en imposant que les applications A-linéaires d"
ou/" soient des morphismes de A-modules gradués (resp. filtrés) tels que nous les avons définis
en (I, i. i .4) et (I, 2. i .4). Autrement dit, nous considérons les complexes dans la catégorie
des A-modules gradués (resp. filtrés),

Un complexe de chaînes, ou complexe à gauche, est un complexe Xe tel que X" == o
pour n>o. Nous posons alors, selon l'usage, X^X"", et nous écrivons X. pour indiquer
qu'il s'agit d'un complexe de chaînes.

Il est parfois plus commode de définir un complexe X" comme la somme directe
des X^ la différentielle d devient un endomorphisme de carré nul.

(1.1.2) Fondeurs de complexes filtrés. — Soit X' un complexe filtré sur l'anneau
filtré A (1.1.1). Pour chaque veR^. et chaque neN, la différentielle rapplique X^
(resp. X^) dans X^-1-1 (resp. X^1). Nous obtenons ainsi, par restriction, les
complexes X^ (resp. X^+).

De même, quand nous prenons les gradués associés, nous obtenons le complexe
gradué gr Xe sur l'anneau gr A; il est constitué par les modules gr X" et les applica-
tions gr^ (I, 2.3.5).

Nous nous intéresserons au cas où A est une algèbre valuée supplémentée (1,2.2.4)
sur un anneau de valuation discrète complet Q (I, 3. i . i) ; nous pourrions même supposer
que 0.=Zp. Soit alors Xe un complexe de A-modules filtrés (1.1.1), values en tant
que ti-modules.
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Nous obtenons les complexes de A-modules filtrés X* (resp. div Xe, Sat X*), en
remplaçant chaque Xn par X" (resp. div X^ Sat X") et d'1 par d " (resp. div rf", Sat rf").
Dans la construction du complexe divisé ou saturé, les X" sont considérés d'abord comme
des îî-modules (1,2.2.9 et 2 .2 .11) ; la définition de div et de Sat comme foncteurs
additifs montre que les div X" et Sat X" ont des structures naturelles de A-modules filtrés.

(1.1.3) Résolutions acy cliques filtrées. — Revenons au cas général où A est un anneau
filtré quelconque. Tout A-module filtré M peut être considéré comme un complexe de
chaînes M., comme en [4], p. 75. Une résolution acyclique de M (loc. cit.) est constituée
par un complexe de chaînes X. et un morphisme de complexes s : X.->M. qui induit
des isomorphismes par passage à l'homologie.

Cette définition possède un sens dans la catégorie des complexes de A-modules
filtrés, mais nous préférons la remplacer par la définition suivante.
(i. i. 3. i ) Une résolution acyclique filtrée de M est constituée par un A-complexe de chaînes filtré X.

et un morphisme s : X.->M. tels que, pour chaque veR^., le morphisme ^ : X^ -> M ,̂
induise des isomorphismes par passage aux modules d'homologie.

Autrement dit, pour chaque veR^., le sous-complexe X^, doit être une résolution
acyclique du sous-module M^, au sens de [4].
( i.i. 3. a) Proposition. — Si X.^ une résolution acyclique filtrée de M, alors le complexe gr X.

est une résolution acyclique graduée du gr A-module gr M.

La preuve est analogue à celle du lemme (IV, 2.3.1).
(1.1.4) Résolutions scindées. — Soient A une algèbre filtrée sur Panneau filtré iî,

et M un A-module filtré. Donnons-nous un complexe à gauche de A-modules filtrés X.
et un morphisme s : X.->M.. Cela revient (par un petit abus de notations) à se donner
l'application s : X^—^M, dite augmentation du complexe X., qui doit vérifier la condition
(1.1.4.1) £0û^==0.

L'augmentation s, ainsi que les différentielles d^ sont des applications A-linéaires.
Une résolution scindée de M par un complexe de A-modules filtrés est constituée, en plus

des données précédentes, par une application Si-linéaire.
(1.1.4.2) 7] : M->Xo,

et par une famille d'applications 0,-linéaires

(I.I-4.3) «^X^X^ (^zeZ),

qui doivent être des morphismes de ^.-modules filtrés, et vérifier les relations suivantes

( 1 . 1 . 4 . 4 ) eo-^{x)==x pour tout xeM,

( 1 . 1 . 4 . 5 ) SQO^{X)==O pour tout xeM.

( 1 . 1 . 4 . 6 ) (drn+lojn+^n-lo^n)(•y)=A< pour tout %eN* et tout A:eX^.

( 1 . 1 . 4 . 7 ) d^osQ{x)=x—(7]oe)(;c) pour tout XG^KQ.
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L'application Y] est une isométrie de M sur un sous-O.-module de X^. Si nous identi-
fions M à son image (ce que nous ferons dans le cas où A est une ^-algèbre supplémentée
et où M==ti), l'application s devient un projecteur (^-linéaire) de X^ sur son sous-
D-module M. Si nous considérons X, comme une somme directe des X^, les propriétés
de Pendomorphisme A-linéaire d et des endomorphismes ^2-linéaires s et s s'expriment
par les relations
( l . ï .4.8) û?â?=û?£= £Û?==J£= £^==£(1 ——£)==0;

(1.1.4.9) ds+sd==ï— £.

Une résolution filtrée scindée est une résolution acy clique filtrée. — Cela résulte des propriétés
des complexes de modules (non filtrés), et de ce que T] et s sont des morphismes de modules
filtrés.

Si X. est une résolution filtrée scindée de M, nous pouvons appliquer le foncteur gr
aussi bien à T] et s qu'à d et £5 et nous obtenons le complexe gradué gr X, comme résolution
graduée scindée de gr M.

La principale utilité des résolutions scindées résulte de la relation
(1.1.4.10) dsd=d.

Si x est un bord, c'est le bord de l'élément s{x), qui a même filtration que x.
(1.1.5) Résolutions acy cliques par des modules complets-libres. — Soit A un anneau

complet. Nous avons défini en (I, 2. i. i 7) les A-modules complets-libres, qui sont les
modules libres dans la catégorie des A-modules filtrés complets. La proposition suivante
généralise la proposition i . i de [4] p. 76.
( 1 . 1 . 5 . 1 ) Proposition. — Soient X. et X^ deux A-complexes à gauche sur les A-modules filtrés

M et M' {les augmentations sont notées £ : Xg-^-M et e : Xo—^JvT). Supposons que X^
soit une résolution acy clique filtrée de M' (i. 3.3), que tous les A-modules X^ soient complets^
et que tous les A-modules X^ soient complets-libres. Alors, si f : M—^M' est un morphisme
de modules filtrés^ il existe un morphisme g de complexes filtrés (i. i. i) vérifiant ^°go==f°s.
Deux tels morphismes sont homotopes (dans la catégorie des complexes filtrés).

Cette proposition justifie la définition (1.1.3.1) des résolutions acycliques filtrées.
(1 .1 .5 .2) Définition. — JVous appelons résolution acyclique complète-libre d'un A-module filtré

complet M une résolution acyclique filtrée X. de M dont les modules X^ sont complets-libres
pour chaque ^eZ. Nous écrirons, en abrégée que X. est une racl de M.

Tout A-module filtré complet M possède une racl; deux racl de M sont homotopes,
d'après (1.1.5.1).

Si X. est une racl du A-module M, alors gr X, est une résolution acyclique libre
du gr A-module gr M.

(1.1.6) Choix normaux des morphismes et des homotopies. — Reprenons les notations
de la proposition (1.1.5.1). Supposons que les modules complets-libres X^ aient des
bases topologiques données (dont les éléments seront dits « basiques »). Supposons aussi
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que A soit une t2-algèbre, et que X^ soit une résolution filtrée scindée de M' (1.1.4), dont
nous notons T]' et s ' les applications notées Y] et s en (1.1.4).

Parmi les morphismes g : X.-^X^ définis en (1.1.5.1), il en existe un, que nous
appellerons normal, déterminé par les conditions suivantes.
( 1.1.6.1) Si x est un élément basique de X^ alors g{x)=={^ofoe')(x).
(1.1.6.2) Si x est un élément basique de X^, où neîf, alors gn(x)=(s^_^og^__^od^){x).

De même, si nous avons deux morphismes g, g ' au-dessus de /, il existe une
homotopie que nous appellerons normale, déterminée comme suit (rappelons qu'une
homotopie h est une famille d'applications A-linéaires ^ :X^-^X^i vérifiant les
relations gn—gn-hn-i°^+d^^h^.

(1.1.6.3) Pour chaque nei et chaque élément basique xe^,

W=Wên-gn-hn-^[x).

Les « choix normaux » que nous venons de définir nous serviront à construire
sans ambiguïté certaines applications. Leur intérêt n'est que technique. Si X. est une racl
de M, si le complexe X. est scindé et si les X^ ont des bases topologiques données, alors
le morphisme normal g : X.->X. au-dessus de l'identité de M n'est pas toujours l'identité
de X. (voir aussi les deux dernières phrases de [4], chap. XI, § 6).

(i . i .7) Cohomologie continue d'une algèbre supplémentée filtrée complète. — Soient 0. un
anneau filtré complet et A une i^-algèbre supplémentée filtrée complète. (Il nous suffirait
de prendre û==Zy et de supposer A valuée complète.)

Notons C^ la catégorie des A-modules topologiques complets linéairement topologisés
(c'est-à-dire admettant leurs sous-A-modules ouverts comme système fondamental de
voisinages de zéro). Les morphismes dans C^ sont les applications A-linéaires continues.

Soit X un A-module complet-libre, de base topologique (^)zei; posons
^(X;^)==T,. Si MeC^ (il nous semble superflu d'écrire MeOb C^), un morphisme
/:X-^M est déterminé par la donnée des j^==/(^). Les (j^çi sont une famille
d'éléments de M, qui doivent seulement vérifier la propriété suivante : si (\)^çi est
une famille d'éléments de A telle que w(A: \)-{-^ tende vers l'infini, alors \y^ tend vers ^éro
dans M (suivant le filtre des complémentaires des parties finies de I).

En particulier (ce sera le cas le plus important), si -^ tend vers l'infini, les y^ doivent
tendre vers ^éro dans M, et ils déterminent alors univoquement le morphisme f '. X—>M.

Choisissons une racl X, ( i . i .5) de Q, considéré comme A-module. Nous pouvons
sans inconvénient supposer que Xg = A, ce qui nous permettra de parler sans équivoque
de l'augmentation e.

Si MeC^, formons le complexe de cochâmes

( i . 1 . 7 . 1 ) Hom:(X.,M),

défini par les applications A-linéaires continues, c'est-à-dire par les morphismes dans la
catégorie C^.
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Nous appelons n-ième groupe de cohomologie continue de A à valeurs dans M, et nous notons
H^(A, M) le groupe

(1.1.7.2) H^Hom^X., M)), où neN (/zeZ, si l'on préfère).

Comme deux racl de î2 sont homotopes dans la catégorie des A-modules filtrés
complets (et à plus forte raison dans C^) les groupes de cohomologie continue sont définis
à isomorphisme canonique près, comme en [4], chap. X.

(i.ï .8) Comparaison de la cohomologie continue à la cohomologie discrète. — Conser-
vons les notations de (1.1.7). A tout module MeC^ nous associons les groupes de
cohomologie du A-module discret sous-jacent à M, c'est-à-dire les groupes

( 1 .1 .8 .1 ) ÏP(A, M)=Ext^(û, M).

Pour calculer ces derniers, nous pouvons prendre une résolution acyclique projective Y.
de Q, et nous avons

(1.1.8.2) IP(A, A^H^Hom^Y., M)).

Si X. désigne une racl de û, nous avons (dans la catégorie des A-modules discrets)
un morphisme Y.-^X. au-dessus de l'identité de û. Nous en déduisons un morphisme
Hom^(X., M) -> Hom^Y., M) qui, par passage à la cohomologie, donne les morphismes
fonctoriels

(1 .1 .8 .3) H^A, M) -> H^A, M),

qui sont indépendants du choix de X, et de Y..
Lorsqu'il existe une racl X. de Q. dont les modules X^ sont de rang fini (c'est-à-dire

ont des bases topologiques finies), alors X. est une résolution acyclique libre de û, nous
pouvons prendre Y. == X, et, comme toutes les applications A-linéaires de X^ dans M
sont continues, les morphismes fonctoriels (1.1.8.3) sont des isomorphismes : la coho-
mologie continue H^(A, M) s'identifie à la cohomologie discrète H* (A, M), pour tout A-module
topologique complet MeC^.

(1.2) Complexes standard complétés et cohomologie continue d'un pro-^-groupe.

(i .2. i) Complexe standard d'une algèbre supplémentée. — Soient 0, un anneau commu-
tatif et A une îî-algèbre supplémentée, dont l'augmentation est notée s.

Le complexe standard de A est une résolution acyclique scindée X. de Î2, définie comme
suit.

(i. 2 . 1 . 1 ) Pour chaque TzeN, X^A^T^A.

Autrement dit, X^ est la puissance tensorielle (7z4-i)-ième du û-module A; la
structure de A-module de X^ s'obtient en faisant opérer à gauche A sur le premier facteur
deX,.
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(i. 2 .1 .2) Pour chaque neN\ l'opérateur < : X^X^_i est défini par la formule

<(^0®. . •0A;n)==^s^(~I)^0®• • .®^+i®. . .®^+(-l)^0®- • .®^-i£(0.

( 1 .2 .1 .3 ) Pour chaque ne'N, l'opérateur ^ : X^->X^ ^ défini par la formule

S^{XQ® . . . ®A:J = 1®A:o®. ..®^.

Si l'on forme la somme directe des X^, on vérifie les formules ( i. i . 4.8) et ( i. i. 4.9),
qui expriment que X. est une résolution acyclique scindée de î2. Le lecteur peut se
reporter à [4], chap. IX, § 6 et chap. X, § 2.

(1.2.2) Le complexe standard normalisé d'une algèbre supplémentée. — Conservons les
notations précédentes, et désignons par 1 le noyau de l'augmentation e.

Nous avons ainsi A==Iut2, et i—s est un projecteur û-linéaire de A sur
l'idéal I.

Le complexe standard normalisé de A est une résolution acyclique scindée X^ de 0., définie
comme suit.

( 1 . 2 . 2 . 1 ) X^A^T^I, pour tout neN.

La structure de A-module est définie par l'opération de A sur le premier facteur.

(1 .2 .2 .2 ) ^o®...®<)= S (—1)^0®.. .®^^.!®.. .®^, pour chaque neN\
O^t <^»i

(^.îî.s) ^(^o0---0^)^!®^—8^))0^0---0^. pour chaque yzeN.

On vérifie encore les formules (1.1.4.8) et (1.1.4.9) : cf. [4], loc. cit.
Le projecteur i—s : A-^I conduit aux épimorphismes fî-linéaires T^-^T1!,

puis aux épimorphismes A-linéaires X^-^X^. Nous obtenons ainsi un morphisme de
complexes X.—^X^ qui commute aux opérateurs s.

De même, l'injection I->A conduit à un morphisme X^X. (qui ne commute
pas aux opérateurs s).

En composant ces deux applications, nous obtenons le projecteur P : X.->X. qui
applique X. sur le sous-complexe identifié à X^.

Il existe une homotopie S du complexe X. (ou encore une famille d'application A-linéaires
^ : ̂ --^n+i) V11 vérifie
(1.2.2.4) P—i==û?S+Srf.
(1.2.2.5) PS=SP=P(i—P)=o.

Nous pouvons définir S par SQ = o, et par la relation de récurrence :

(1 .2 .2 .6) S^o®...®^)=^o•(^o(Pn-In-Sn-lO^)o^-l)(^..•^n),

où !„ note l'identité sur X^.
(1.2.3) Cohomologie d'un groupe abstrait; cochaînes. — Soient G un groupe, 0. un

anneau commutatif, et A l'algèbre supplémentée ÎÎ[G], avec l'augmentation e définie
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par e(^)==i pour xeG. Le tl-module A (resp. I) possède alors une base canonique
formée des éléments xeG (resp. des éléments x—i, pour xeG, x^ i).

Les complexes standard X. et X^ de A sont alors des résolutions acycliques libres de Q.
Si M est un A-module, c'est-à-dire un iî-module où G opère par automorphismes, les
groupes de cohomologie des complexes Hom'(X., M) et Hom'(X^ M) s'identifient aux
groupes de cohomologie de G à valeurs dans M. Comme X^ == A^TPA, le A-module X^ possède
une base en correspondance bij écrive avec G72, et une application A-linéaire de X^ dans M
s'identifie ainsi à une application quelconque de G'1 dans M, qu'on appelle une n-cochaîne.

La formule ( 1 . 2 . 1 . 2 ) conduit à l'expression suivante du cobord d'une n-cochaîney :

(1.2.3.1) 8/'(^, ...,^.^)=^/(^, ...,A:^)+

+ s (-I)!/̂  . . ., ^4-1> • • •. ̂ l)+{-^n+lA^ . . ., ̂ ).1^1^ n

Nous considérons X^ comme un quotient de X^ (i .2.2), ce qui nous permet d'iden-
tifier Hom(X^, M) à un sous-groupe de Hom(X^, M), donc à un sous-groupe du groupe des
72-cochaînes. Nous obtenons ainsi les n-cochaînes normalisées. Ce sont les applications de G
dans M qui prennent la valeur zéro si l'une des variables (eG) est égale à i.

(1.2.4) Complexes standards d'une algèbre supplémentée filtrée. — Soit A une algèbre
supplémentée filtrée sur l'anneau filtré Q (I, 2. i . 11 ). Munissons les modules X^ = AO^T^A
et X^=A®TnI de leurs filtrations de produits tensoriels (I, 2.1.10). Alors toutes les
applications d, s, s\ P, S définies en (1 .2 .1) et en (1 .2 .2 ) sont des morphismes de modules
filtrés. Nous obtenons ainsi des résolutions filtrées scindées de 0., au sens de (1.1.4).

Supposons que 0. soit un anneau de valuation discrète complet, et A une Q-algèbre
supplémentée valuée. Alors les complexes X. et X^ sont formés de Sî-modules values (I,
3.2. i), et nous pouvons construire les complexes complétés X. et X^ ( i . i . 2), qui sont encore
des résolutions scindées de t2. Si nous supposons en outre que 1 est un ^î-module complet-
libre, alors tous les modules Xy, et X^ sont complets-libres et les complétés X., X nous
fournissent des résolutions acydiques complètes-libres de £î, dont nous avons vu l'usage
en (1.1.7).

(1.2.5) Le complexe standard complété d'un groupe p-valué complet de rang fini. — Soit G
un groupe évalué complet de rang fini (III, 2. i . 2 et 2. i . 3). Notons B l'algèbre Zy[G],
munie de sa filtration induite. Le théorème (III, 2.3.3) affirme que B est une Z -algèbre
supplémentée valuée. De plus, l'algèbre complétée A de B s'identifie (en tant que
Zp-algèbre topologique) à l'algèbre Al G, définie en (II, 2 .2 .1 ) . Le choix d'une base
ordonnée de G (III, 2.2.4) entraîne celui d'une base topologique de A sur Z (III, 2.3.8).

Le complexe standard de l'algèbre B permet le calcul de la cohomologie « discrète »
de G opérant dans un Z^-module M (1.2.3). Ce complexe standard est value (1.2.4)
et s'identifie à un sous-complexe dense du complexe standard de A (I, 3.2.1). Les complexes
standards de A et de B ont donc même complexe complété (I, 3.2.6). Ge complexe sera dit
complexe standard complété du groupe G; notons X. ce complexe.

Si M est un A-module linéairement topologisé complet, les groupes de cohomologie
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du complexe Hom^(X., M) sont les groupes de cohomologie continue H^(A, M) définis
en (1.1.7).

Rappelons qu'un A-module linéairement topologisé complet n'est qu'un Z -module
linéairement topologisé complet, où G opère continûment (II, 2.2.6).

Nous définissons le complexe standard normalisé complété de G comme le complété du
complexe standard normalisé (1 .2 .2 ) de A ou de B.

(1 .2 .6) Proposition. — Conservons les notations de (1 .2 .5 ) . Les groupes de cohomologie
continue H^(A, M) s'identifient aux groupes de cohomologie continue HÇ(G, M), définis au moyen
des cochaînes continues et de la formule du cobord ( 1 . 2 . 3 . 1 ) .

Nous donnerons deux démonstrations de cette proposition : l'une est une vérifica-
tion directe qui s'appuie sur le théorème de Mahler (III, 1.2.4); l'autre fait intervenir
une notion plus générale de « complexe standard complété », qui s'applique à tous les
pro-j^-groupes.

Lorsque le module M est discret^ les groupes de cohomologie continue H^(G, M)
sont les groupes de cohomologie de Tate, tels qu'ils sont définis en [29], chap. I, 2.2.
Cependant nous avons supposé que M est un Zip-module complet. S'il est discret, cela signifie
qu'il est un p-groupe additif (ou groupe de p-torsion), non nécessairement fini. Ainsi la
cohomologie continue, telle que nous l'exposons ici, n'englobe pas la cohomologie de
Tate : par exemple, les groupes H^(G, Z) ne sont pas définis.

(1.2.7) Preuve de (1.2.6) par le théorème de Mahler. — Choisissons une base
ordonnée (^)i^^y du groupe ̂ -valué complet G, de rang r. Posons <o(^)==T,. Notons J
l'ensemble N^ L'algèbre de groupe B=Zp[G] contient les éléments

(1.2.7.1) ^= n (^-i)^,
l^ t^r

pour aej. Les (^aç j constituent une base topologique de l'algèbre complétée A de B,
avec w(A; ^)=^^== S T .̂.

l^t^r

Le module Xy, du complexe standard complété de G est égal, par définition,
à A®TnA. II admet donc comme base topologique sur A les éléments ^ définis par la formule

(1.2.7.2) ^^i®^®...®^,

où a •===• (a1, . . ., a71) parcourt l'ensemble J".

Nous avons w(X^ ^a)=Ta= S ra7. Les éléments z" tendent donc vers zéroi^y^n
dans X^, et les applications A-linéaires continues de X^ dans un A-module linéairement
topologisé complet M sont en correspondance biunivoque avec les familles d'éléments (é-J, ç jn
qui tendent vers ^éro dans M. La correspondance est définie par la formule

(1.2.7.3) c^fW

où /eHom,(X,, M) et aeF.

Notons Y. le complexe standard de B. Nous identifions Y^ à un sous-module dense
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de X», et les éléments/de Hom,(X,,, M) sont ainsi déterminés par leurs restrictions à Y,,.
Rappelons que Hom(Y», M) s'identifie au groupe des n-cochaînes de G (1.2.3). Si
Y = (A» • • • ,Jn) s0^ la valeur en y de la H-cochaîne ainsi associée à /eHom<,(X,,, M) est

( ' •2.7-4) /(i®)'i®...®A).

Notons ^,)6Z; les coordonnées de y par rapport à la base ordonnée (x.}^.^,
de G, et posons X==(^,, ..., ̂ ,). { "wr

Les formules (III, 2.3.11.3)

(1.2.7.5) ..= S M^
' / a 6 J \ a /

conduisent à

(1 .2 .7 .6) ^Jl^-.-^n-^jnO)^

où nous avons posé

(1.2.7.7) H== n (^\
\a/ i^î^n^/

Appliquant (1.2.7.4), nous voyons que la valeur de la %-cochaîne en yeG" est

(1.2.7.3) S ^^M.
aeMa/ a

D'après le théorème (III, 1.2.4), une Tz-cochaîne de G à valeurs dans M, considérée
comme application A-linéaire de ¥„ dans M, est la restriction d'une application A-linéaire
continue de X^ dans M si et seulement si elle est continue. Cela prouve notre proposition,
puisque Y. est un sous-complexe de X..

(1.2.8) Définition générale du complexe standard complété d'un pro-p-groupe. — Soit G
un pro-^-groupe. Pour chaque sous-groupe ouvert distingué U de G, notons X^ le
complexe standard (1.2.1) de l'algèbre supplémentée Z^G/UJ. La forme fonctonelle
des opérateurs d ( i . 2. i . 2) et s ( i . 2. i. 3) montre que nous pouvons construire la limite
projective X. == Um X^ des complexes Xy, et que nous obtenons ainsi une résolution acy clique
scindée de Zp par des ^-modules linéairement topologisés compacts, où A désigne l'algèbre
complétée Al G=UmZ^[G/U]. Le complexe X. sera dit complexe standard complété du
pro-p-groupe G.

(1.2.9) Propriété du complexe standard complété d'un pro-p-groupe, et deuxième preuve
de (1.2.6). — Conservons les notations de ( i . 2.8). Notons C^ la catégorie des A-modules
linéairement topologisés complets. Soit MeC^. Alors les groupes de cohomologie du complexe
Hom^X., M) s'identifient aux groupes de cohomologie continue de G à valeurs dans M.

Précisons que, dans Hom'(X., M), il s'agit de morphismes au sens de C^ (appli-
cations A-linéaires continues) et que la « cohomologie continue » de G est définie au
moyen des cochaînes continues.

En effet, si Y. désigne le complexe standard de l'algèbre supplémentée Z [G],
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chaque ¥„ s'identifie à un sous-Z^ [G]-module dense de X^, ce qui permet d'identifier
Hom'(X., M) à un complexe de cochaînes.

D'après la proposition (1,3.2.11), le module X^ s'identifie au produit tensoriel
topologique complété AÔTPA. Le produit tensoriel complété Î^A s'identifie à l'algèbre
complétée A^G"), d'après (11,2.2.8), et le groupe des ^-cochaînes continues de G
à valeurs dans M s'identifie au groupe des applications Z^-linéaires continues de AIÇG^
(ou de Î^A) dans M, d'après (11,2.2.6). Les applications A-linéaires de AOI^A
dans M s'identifient aux applications Zp-linéaires de T"A dans M; nous vérifions que les
applications continues se correspondent, ce qui achève la démonstration.

Supposons maintenant que l'algèbre A = Al G soit l'algèbre topologique sous-jacente
à une Zy-algèbre valuée. Alors la proposition (I, 3.2.10) montre que le complexe standard
complété de l'algèbre valuée A, tel que nous l'avons défini en (1.2.4), possède comme
complexe sous-jacent de modules topologiques le complexe standard complété de G,
défini en (1.2.8). Nous voyons ainsi que, pour un groupe p-valué complet de rang fini G,
les deux définitions du complexe standard complété données en (1.2.5) et (1.2.8) sont compatibles.
La propriété démontrée du complexe standard complété d'un pro-j&'groupe nous fournit
une deuxième preuve de (1.2.6).

(i.2.io) Remarques. — Le complexe standard normalisé complété d'un pro-p-groupe peut
se définir comme en (1.2.8).

Nous verrons plus loin comment l'algèbre complétée Al G d'un pro-p-groupe
analytique G (III, 3 .2 .2) peut toujours être considérée comme l'algèbre topologique sous-
jacente à une algèbre valuée.

(1.3) Aide-mémoire et compléments.

(1.3.1) Produits tensoriels de complexes. — Soient 0. un anneau commutatif, et X',
Y* deux complexes de iî-modules. Le produit tensoriel Z^X'OO^Y* est un complexe de
^.-modules défini par les formules suivantes.

( 1 .3 .1 .1 ) zn= U x^y.
i + j = w

( ï . 3 .1 .2 ) rf(A;®^)=^®^+(—l)^®^,

pour ^,JeZ,^eX^ et jyeY\
Si A et B sont deux ii-algèbres, et si X', Y* sont respectivement des complexes

de A-modules et de B-modules, alors Z'^X'^Y* est un complexe de A0^B-modules.
Le produit tensoriel des complexes est associatif.
Le produit tensoriel des complexes est anticommutatif (ou « commutatif au sens

de l'algèbre homologique ») : nous obtenons un isomorphisme /: X'OY' ->• Y'OX" en
posant f{x®y) ̂ —i)1^®^ pour i.jei, xeX^jyey7.

(1.3.2) Produits tensoriels de résolutions scindées. — Soient A (resp. A') une Q-algèbre
associative, M (resp. M') un A-module, X. (resp. X[) une résolution scindée de M
(resp. M') dont les opérateurs s, T], s (resp. s', T]', s ' ) sont définis comme en (1.1.4).
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Nous faisons du complexe X^==X.®^X^ de A®A'-modules une résolution scindée
de M®M', en posant

( 1 . 3 . 2 . 1 ) £'/(A:®.0=£(.y)®£(A:/) ĵ r XÇ=XQ et x'eX'Q.

(1 .3 .2 .2) ^'(A;®^') ==73(A;)®7î(A:') pour xeM et x' eM\

s'^x^x^^sÇx)®^, pour îeN'jeN^eX^eX;;
( l ' 3 ' 2 ' 3 ) s'^x^x^^s^^x'+^x^^s'Çx'), pour xeXo,jeVS, x' eX;.

Le produit tensoriel des résolutions scindées est encore associatif^ mais il n'est pas anti-
commutait/ (le choix de l'opérateur s" fait jouer des rôles différents aux facteurs X. et X^).

(1.3.3) Complexe de Kos^ul. — Soit M un module sur Panneau commutatif tl.
Construisons l'algèbre symétrique SM et l'algèbre extérieure EM. Le module M s'injecte
canoniquement dans SM et dans EM, mais il est ici essentiel de ne pas identifier les
images canoniques dans SM et EM d'un élément x de M. Nous convenons donc d'iden-
tifier xeM. à son image dans SM, et d'écrire x* son image dans EM. Construisons le
produit tensoriel
(1.3.3.1) KoM=SM®^EM

Pour tout n eN, posons

(1.3.3.2) Ko^M^SM®^^, et

(^S-S-S) ^ • • •^Û^ 2 (——l)1 4 '1^---^- !^^!- - -^) .l^i^n

pour tous x^ .. ., A^eM.

Ces définitions nous permettent de considérer Ko M comme une algèbre associative^
ainsi que comme un complexe de SM.-modules sur Q. (pour l'augmentation naturelle
KoM->i2).

Si M est un ^.'module libre de rang r, où nous avons choisi une base ordonnée (^)i^^y,
nous définissons Ko M comme une résolution scindée de îi par le procédé suivant.

Si r=i , l'opérateur SQ : SM -> SM®E1M est défini par

( ï -3-3-4) ^O^^r'yi P°ur neîf et s^i)=o.

Si r> i, le module M est somme directe des modules M^==û.j^.; nous venons
de définir chaque complexe Ko M^ comme une résolution scindée de û par des
SM^-modules. Le produit tensoriel des résolutions scindées Ko M^ (calculé dans l'ordre
croissant des indices, comme en (1.3.2)) s'identifie à Ko M.

(1.3.4) Complexe standard d'une algèbre de Lie. — Soient L une ti-algèbre de Lie,
A une fi-algèbre associative et p : L->^A un homomorphisme de L dans l'algèbre
de Lie des dérivations de A (que nous faisons opérer à gauche sur A). Formons l'algèbre
enveloppante UL de L; supposons, pour simplifier, que l'application canonique de L
dans UL soit injective et identifions L à son image dans UL. Alors il existe sur le module
(1.3.4.1) X=UL®^A
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une structure de ^l'algèbre associative^ univoquement déterminée par les conditions suivantes.

(1.3.4.2) x[-^x®i est un homomorphisme de UL dans X.

(1.3.4.3) y\-^î®y est un homomorphisme de A dans X.

(1.3.4.4) (x®i) .[i®y)=x®y pour xeVL etyeA.

(^S-é-S) ^V—(i®^).(A:®i)== i®p(A:).j, pour A:eLCUL et y^A.

L'existence de l'algèbre X se prouve commodément en construisant sa représen-
tation régulière à droite (cf. [17], Appendice).

Supposons maintenant que A soit l'algèbre extérieure EL. Nous n'identifions pas L
à E1!., mais nous écrivons x* l'image canonique dans îM, de xeL. Nous prenons la
représentation p de L dans les dérivations de EL==A qui est définie par la relation :

(1.3.4.6) çî{x) .y = [x,y\\ pour tous x, y eL.

Posons, pour chaque TzeN,

(1.3.4.7) X^UL^E-L;
(1.3.4.8) û^...^)= S (—i)^1^...^.^^^!...^),

l^»^n

pour tous ^5 . . ., ̂ eL.
Ces formules nous permettent de définir l'algèbre X comme un complexe de

VL-modules. Lorsque L est abélienne, UL == SL et nous retrouvons le complexe de
Koszul Ko L. Dans le cas général, bien que la formule (1.3.4.8) ne se distingue pas
de (1.3.3.3), on doit se rappeler que X a été défini comme produit tensoriel « gauche »
de UL et EL. Le complexe X. de UL-modules sera dit complexe standard de L. Ce n'est
pas un complexe standard de UL au sens de (1 .2 .1 ) ou (1.2 .2) , mais le lecteur peut
voir dans [4], Chap. XIII, comment X. s'identifie à un sous-complexe du complexe
standard normalisé de UL.

(1.3.5) Lemme. — Soient X un groupe additif^ A Panneau des endomorphismes de X,
et d, s, a trois éléments de A. Supposons vérifiées les relations

(1 .3 .5 .1 ) e ( i—s—da—CTÛ?)==O, et
(1.3.5.2) d{i —e—da—CTû?)==(i — £ — d a — a d ) d .

Définissons, pour netf, les éléments O^)£A par les relations de récurrence

( ï .S.S-S) ^o)-^
(1.3.5.4) ^—(^.^^(i—^âfa—c^y1.

Alors nous avons les relations

(1.3.5.5) l— e—da^—c^d =( i—£— da—ad)^1

pour chaque TzeN.
La preuve s'obtient par récurrence sur n.
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Dans les applications que nous ferons de ce lemme, nous aurons les rela-
tions (1.1.4.8)
(1.3.5.6) û?2 = ûfe == £û? == (j£ == £CT = £ ( i — s) == o,

qui entraînent (1.3.5.1) et (1.3.5.2). Nous chercherons à définir un élément je A
comme limite de (T^), de telle sorte que nous ayons (1.1.4.9)

(1.3.5.7) ds+sd==i—^ et

(1.3.5.8) js=ej=o.

(1.3.6) Application au complexe standard d^une algèbre de Lie. — Soit L une Q-algèbre
de Lie; nous supposons que L est un ii-module libre de rang r, et nous choisissons une
base ordonnée (7,)i^<^y de L. Ce choix détermine un isomorphisme (de û-modules)
de UL sur SL : si ~x note l'image canonique dans SL de xeL., l'isomorphisme met en
correspondance les bases de UL et de SL, formées respectivement des monômes ordonnés
^==11^ et ^"^n^^aeN^. L'isomorphisme UL-^SL se prolonge en un isomor-

i i

phisme (de iî-modules)

(1.3.6.1) / : X == UL®^EL -> Ko L = SL®^EL.

Le choix de la base ( ,̂) entraîne celui d'une homotopie T de Ko L, qui en fait une
résolution scindée de Q. (1.3.3). Définissons l'opérateur Q-linéaire a : X—^X par la
formule :
(1.3.6.2) o•=/-lo7o/.

Alors nous pouvons appliquer le lemme (1.3.5) aux opérateurs d, s, G de X.
Pour tout A:eX, o^(^) a une valeur constante s(x) pour n asse^ grande et V opérateur s achève de
définir X comme une résolution scindée de û par des Uii-modules.

En effet, notons U^L les modules définis en (IV, 2 .1 .2 et 2.1.3), que nous iden-
tifions à leurs images canoniques dans UL. Les modules U^L sont facteurs directs dans UL.
Posons, pour î*eN,

(1.3.6.3) X(<)=^.U,L®^Et-'•L.

Les X^ forment une famille croissante de sous-^l-modules et de sous-complexes de X.
Leur réunion est X; on a X.(o}=0.. Ils sont stables pour l'opérateur (T.

Le quotient X^/X^-^ s'identifie d'après (IV, 2.1.3), à

(1.3.6.4) II S^L^E^L.v J •t/ o^;<» "

Ce dernier module s'identifie à un sous-complexe de Ko L, stable pour î". Nous en
déduisons les relations
(1.3.6.5) (i-^-^-.^^ex^

pour zeN et A-eX^, qui nous permettent d'appliquer le lemme (1.3.5). Nous avons
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ainsi une homotopie s bien déterminée sur le complexe standard d'une algèbre de Lie dont nous
connaissons une base ordonnée.

(1.3.7) Complexes gradués, filtrés et values. — Lorsqu'il s'agit d'anneaux et de modules
gradués (resp. filtrés), la forme explicite des opérateurs de bord, d'augmentation et
d'homotopie montre que ce sont des morphismes de modules gradués {resp. filtrés). Dans le
cas des modules gradués, la base d'un module libre doit être formée d'éléments homo-
gènes (I, 1.1.6). Dans le cas filtré, l'homotopie d'un complexe de Koszul Ko M (1.3.3)
est définie à partir d'une base filtrée (I, 2. i . 16) ordonnée-, de même l'homotopie du complexe
standard d'une algèbre de Lie L est définie à partir d'uue base filtrée ordonnée de L.

En particulier, si L est une algèbre de Lie valuée de rang fini r sur un anneau
de valuation discrète complet 0., nous avons vu en (I, 3.3) et en (IV, 2. s) que SL, EL, UL
sont des algèbres valuées. Nous vérifions que la structure d'algèbre du produit tensoriel
gauche X=UL®^EL est compatible avec sa structure de Si-module value (1,3.2.1).
Considéré comme UL-module, X est filtre-libre, donc value puisque UL est value en
tant qu'anneau.

2. COHOMOLOGIE CONTINUE DES PRO-J&-GROUPES ANALYTIQUES

(2.1) Un lemme de Serre.

(2.1.1) Énoncé du lemme. — Soient ti un anneau comm\it3itif filtré complet, et A
une Si-algèbre supplémentée filtrée complète, d'augmentation s. Nous supposons que l'idéal
d'augmentation I(=Kere) est un tî-module complet-libre (1,2.1.17). Nous notons F
l'anneau gr 0., B la F-algèbre supplémentée gr A, et T l'augmentation gr s de B.

Soit Y. une résolution scindée de F (1.1.4) par des T^-modules (YJy^ ç „ gradués libres
(I, 1.1.6) de graduations discrètes (I, 1.1.3). Le module Yo est B, l'augmentation est T;
la différentielle et l'homotopie du complexe Y. sont notées d et ~s , ce sont des morphismes de
^-modules (resp. F-modules) gradués.

Alors il existe une résolution scindée X. de 0. par des A-modules complets-libres, de telle
sorte que

( 2 . 1 . 1 . 1 ) grX.=Y.

Plus précisément, X()=A et l'augmentation de la résolution scindée X. est l'aug-
mentation e de A. Pour chaque ne'N, il existe un isomorphisme de gr X^ sur Yy,, de telle
sorte que (par transport de structure) :

(2. i. i. 2 ) gr d == d , gr s == 7, et gr s =='£, d et s désignant la différentielle et l'homotopie
de X..

( 2 . 1 . 1 . 3 ) Corollaire. — Si, pour un entier yzeN, Y^ est un ^-module libre de rang fini, alors
X^ est un A-module libre de même rang. Plus particulièrement, si Y^=o pour n >r, alors
X^==o pour 7z>r.
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(2.1.2) Construction des X^ de d^ et de s^. — Posons Xo=A. Pour chaque neN\
choisissons une base ^_du B-module gradué Y^ prenons un ensemble ̂  en correspond
dance bijective avec ^ Çxç^ correspondant à ~xe^) et construisons le A-module
complet-libre X^ de base topologique 89^ de telle sorte que

( 2 . 1 . 2 . 1 ) ^(X^A:)=degï, pour xeâ9^

Alors la bijection ^-^ détermine un isomorphisme de B-modules gr X^->Y .
Nous identifierons désormais Y^ à grX^.

Pour définir les applications A-linéaires d^ il nous suffira de donner les valeurs d^x)
pour xçSS^. Ces valeurs devront vérifier les relations

<^-i;<W)^(X^).

Soit xeâ9^ Nous avons rfi(ï)egrl, puisque 's^=o. Nous pouvons donc choisir
dans 1 un représentant de d^x); appelons cet élément d^x).

Nous définissons ainsi une application d^ : X^XQ. Nous avons

(a .1 .2 .2) c^=o et gr^==7i.

Choisissons maintenant un morphisme de ^.-modules filtrés GQ : Xo->Xi qui vérifie
les relations

O2 '1-2^) dos==o et gr(To=To-

II nous suffit de définir la restriction de CQ à I. Par hypothèse 1 est un îi-module
complet-libre. Nous choisissons une base topologique de I; si y est un élément de cette
base et y le terme dominant de jy, nous choisissons un représentant de 7o(^) dans X^ et
nous l'appelons o-o(^). Ces choix définissent GQ.

Posons X=XoiiXi. L'application d : X->X est définie par sa restriction à,
à X, ( î==o , i ) , et e : X->X est la projection sur ÛCXo; définissons G : X->X, dont'
la restriction à XQ est o-o (o est nul sur Xi). Appliquons le lemme (1.3.5). Comme
1—e—da—ad est un endomorphisme O.-linéaire de X, que la restriction à grXo=Yo de
l'application grÇi—e—da—cjd) est nulle (car c'est i—J—'d^o==o, par hypothèse), et
que XQ est complet pour une filtration discrète, les applications cr^ définies en (1.3.5)
convergent dans Xg. Nous posons

02-1-2 ' !) So{x)=.lma^{x), pour X(=XQ,

et nous avons

( 2 Ï 1 ' 2 ' 5 ) ^o^o, grsQ==~SQ et

(a-1-2^) i—s—û?iJo===o sur Xo.

(2.1.3) Hypothèse de récurrence; construction de d^i. — Nous avons construit les X^,
ainsi que d^ et SQ. Supposons que, pour un certain entier 7^1, nous ayons construit
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les applications A-linéaires d^ : X,-^X^_i pour i^i^n et les applications ^-linéaires
^ : X^—»-X,.^ pour O^Z<TZ, de telle sorte que
( 2 . 1 . 3 . 1 ) di_^==o pour ï<i^n;
(2 .1.3.2) d^^+Si_^=î sur X,, pour ï^i<n.
(2.1.3.3) grd,=d, pour i^i^n.
(2.1.3.4) gr^==7, pour o^i<n.

Les relations (2 .1 .2 .2) , (2.1.2.5) et (2 .1.2.6) font partie de notre hypothèse
de récurrence.

La construction de 4i+i équivaut au choix des éléments ûÇ» 4.1(^)5 pour xeââ^^^
(base topologique de X^i). Le terme dominant de d^^^x) doit être d^^^Çx) (cela
équivaut à gr â?n4- i==^n+i)- Prenons un représentant y de ^n+iC^). Nous n'avons pas
nécessairement ^(^)=o, mais nous savons que w(X^__^; <4(j^))>w(X^;^) : cela exprime
la relation d^d^^.^Çx)=o. Nous pouvons donc poser

(2.1.3-5) ^iM^—v-i^A
et, les choix desjy étant faits pour tous les xeâ9^^.^ nous obtenons par prolongement une
application A-linéaire d^^.^ : X^_^->X^, qui vérifie

(2.1.3.6) g^n-H==^n+l. ^

(a.i.3.7) ^A+i-o-
Pour établir (2 .1 .3 .7) nous utilisons (2.1.3.2), avec i == n— i, si n^- 2, et (2. i . 2.6)

si n == i.
(2.1.4) Construction de s^ et fin de la preuve. — Le fl-module A = O.nï est complet-

libre. Les ti-modules X^, qui sont des A-modules complets-libres, sont donc des Q-modules
complets-libres. Cela nous permet de choisir une application ^-linéaire (?„ : X^->X^^.^,
telle que
(2.1.4.1) gr<^==^.

Posons X= II X,,. Définissons les endomorphismes e, à. a de X. L'endo-
O^i^n+l r

morphisme e est l'augmentation (projection sur ÎÎCXo); la restriction de d à X, est rf,;
la restriction de a à X^ est ^ pour o^i<n, c^ pour z=72, et o pour z===^4-1 . Ces
endomorphismes sont des morphismes de ^-modules filtrés.

Appliquons le lemme (1.3.5). Gomme X est un ti-module complet de filtration
discrète, et que gr(i — e — d a — a d ) a une restriction nulle à gr X .̂ pour o^j^n, les appli-
cations (T^) définies en (i .3.5) convergent dans X^ (si xe^Kj,j<n, (j^(x)==Sj{x) pour tout
î'eN). Nous posons
(2 .1 .4 .2) s^x)==}m (T^(A:), pour xeX^.

Nous obtenons

(2.1.4-3) gr^n^n;
( 2 .1 .4 -4 ) <+i^+^-i^n=1 sur X^.
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Notre hypothèse de récurrence est maintenant prouvée pour n+ i, ce qui achève
la démonstration.

(2.1.5) Lemme. — Soient A un anneau filtré complet, M et M' deux A-modules filtrés
complets, X. et X[ deux complexes de A-modules filtrés, enfin s : X.->M. et s' : X.'->M' deux
morphismes (1.1.3). Nous supposons que les modules X^ sont complets-libres, que les modules X^
sont complets, pour neN, et que X\ est une résolution acyclique filtrée de ]VT. Soient f: M->M'
un morphisme de A-modules filtrés et ^:grX.-.grX: un morphisme de gr A-complexes
gradués ( i . i . i) tels que gr e'o^==gr/ogr s.

Alors il existe un morphisme de A-complexes filtrés h : X.->X^ tel que gr h==g et
que e'oA^/os.

Preuve. — Choisissons une base topologique ^o de XQ. Soit xeâS^. Prenons le
terme dominant ~x de x dans gr XQ, et choisissons un représentante de g ( x ) dans XQ.
La relation gr e'og^grfogr s entraîne

(2 .1 .5 .1) w(M'; £'(^)—/£(^))>W(M;^).

D'après la définition des résolutions acycliques filtrées (1.1.3.1), il existe un
élément ^eX^ vérifiant

(2.1.5.2) ^W=^^)-MX),
(2.1.5.3) w(X,f,^=w{Mf; e'^)—/£(;,)).

Nous posons alors

(2.1.5.4) W=e-^
Les choix étant faits pour tous les xe^o, nous obtenons par prolongement une

application

(2.1.5.5) Ao:Xo->Xo,

qui vérifie grho==go et fo s = s' 0^0.
Les morphismes A,, ?eN*, se construisent de même, par récurrence sur i.
(2.1.6) Corollaire. — Reprenons les notations du lemme ( 2 . 1 . 1 ) . Si X. et X[ sont deux

complexes vérifiant les conclusions de ce lemme, alors X. et X[ sont des A-complexes filtrés
isomorphes (i. i. i).

Un isomorphisme de X. sur X^ ne commute pas nécessairement aux homotopies
de ces complexes.

(2.2) Le complexe quasi-minimal d'un groupe évalué complet de rang fini.

(2.2.1) Structure de l'algèbre A==A1G. — Soit G un groupe p-valué (III, 2 .1 .2)
complet de rang fini r (III, 2.1.3). Rappelons les propriétés principales de G et de sa
Zy-algèbre complétée Al G (II, 2 .2 .1) que nous noterons A.

L'algèbre de Lie graduée associée gr G est une F-algèbre de Lie graduée, libre de rang r
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en tant que Y-module \ Panneau gradué F est grZ^,, que nous pouvons écrire Fp[7T], n dési-
gnant le terme dominant de p.

Si (.y^i^i^y est une famille de représentants dans G d'une base ordonnée de gr G,
alors les ^ constituent une base ordonnée de G (III, 2.2.4), c'est-à-dire que tout
élément jyeG s'écrit univoquement comme un produit ordonné j^== II x.\ où ^eZp,

i l^t^r 'et nous avons alors
œ^)=4n|:/œ^)+^))•

L'algèbre A=A1G est la complétée de l'algèbre Zy[G] pour la borne inférieure des
filtrations w qui vérifient w[x—i)^co(A:) pour tout xeG.

L'algèbre A est un Zip-module complet-libre, admettant la base topologique ^a, oceN71

(où ^•== II (^—i)"» et ^^(A;^a)= S a^co(^)). La T-algèbre graduée associée gr A
l^t^r l^î^r

s''identifie canoniquement à l'algèbre enveloppante U gr G (III, 2.3.3).
La Zy-algèbre topologique sous-jacente à A est indépendante du choix de la

valuation de G. Il existe toujours des évaluations de G pour lesquelles gr G est une
algèbre de Lie abélienne (III, 3.1.12). L'algèbre gr A est alors l'algèbre symétrique d'un
T-module libre de rang r.

(2.2.2) Définition du complexe quasi-minimal de G. — Conservons les notations
de (2.2.1). Notons Y. le complexe standard de la F-algèbre de Lie gr G (1.3.4) (qui
se réduit au complexe de Koszul Ko gr G si gr G est abélienne). Nous savons,
d'après (1.3.6) et (1.3.7), que Y. est une résolution acyclique de F par des U gr G-modules
libres. Plus précisément, le choix d'une base ordonnée de gr G détermine celui d'une
homotopie qui fait de Y. une résolution scindée de F.

Si nous posons B == gr A et ^ ==Zy, nous retrouvons les notations du lemme (2 .1 .1)
et nous vérifions les hypothèses de ce lemme.

(2.2.2.1) Définition. — Nous appelons complexe quasi-minimal de G le complexe X. construit
à partir du complexe standard Y, de l'algèbre de Lie gr G par application du lemme (2 .2 .1) .

(2.2.2.2) Tout groupe p-valué complet G de rang r possède un complexe quasi-minimal.
(2.2.2.3) Le complexe quasi-minimal X. de G est une résolution filtrée scindée ( 1 . 1 . 4 ) de Z^

par des Al G-modules filtres-libres Xy^ (I, 2.1.16), de rangs respectifs ( (.

En effet Y^ est un U gr G-module libre de rang égal à celui de E^ gr G sur F

(1.3.4.7), c'est-à-dire à ( ). Gomme A est complet, les A-modules filtres-libres de rang
fini sont complets-libres.

(2.2.2.4) Le complexe quasi-minimal X. de G est déterminé à un isomorphisme (non cano-
nique) près. Il s'agit d'un isomorphisme en tant que complexe, mais non en tant
que résolution scindée.

C'est une conséquence du corollaire (2.1.6).

549



166 M I C H E L L A Z A R D Chap. V

(2.2.3) Premières conséquences de Inexistence d'un complexe quasi-minimal. — Conser-
vons les notations précédentes. Soit M un A-module linéairement topologisé complet,
c'est-à-dire un Zy-module complet où G opère continûment.

L'existence du complexe quasi-minimal X. montre que nous sommes dans le
cas étudié en (1.1.8) : la cohomologie continue H^(A, M) s'identifie à la cohomologie
discrète H*(A, M), c'est-à-dire à H*(Hoi<(X., M)).

D'autre part (1 .2 .6) la cohomologie continue de G s'identifie à la cohomologie continue
de A. Nous obtenons donc :

(2.2.3.1) H^(G, M)=Extl(Zp, M), pour tout neN.

Ce résultat ne fait pas intervenir la valuation de G. Il est donc vrai pour un
groupe évaluable G (III, 3.1.6). Nous verrons plus loin (3.2.7) qu'il vaut pour tout
pro-j^-groupe analytique (11133.2.2).

Dans le cas du groupe G, ^-valué de rang r, nous avons

(2.2.3.2) H?(G, M^H^HomKX., M)),

d'où
(2.2.3.3) H^(G,M)==o pour n>r.

La dimension cohomologique de G est donc ^r.
Si nous posons M == F (sur lequel G opère trivialement), nous avons, pour chaque n

(2.2.3.4) dim^Hom^X^ Fp)=(^

d'oùd'où

(2.2.3.5) dim^H?(G,F^^).

(2.2.4) Proposition. — Soit G un pro-p-groupe analytique. Alors l'algèbre Al G est un
anneau local compact noethérien (à droite et à gauche).

Preuve. — Nous savons que Al G est un anneau local compact, pour chaque
pro-^-groupe G (II, 2 .2 .2) . Si G est analytique, il contient un sous-groupe ouvert
évaluable U (III, 3 - 2 . 2 ) que nous pouvons supposer évalué. L'algèbre Al G est un
Al U-module de type fini (II, 2 .2 .7) , et il nous suffit de prouver que Al U est noethérien.
Or gr Al U est noethénen ([13], th. 4, p. 164) et la filtration de l'algèbre complète Al U
est discrète.

(2.2.5) Complexes minimaux. — Soient A un anneau local noethérien et R son
radical. Rappelons quelques points de la théorie des résolutions minimales d'Eilenberg [7].

Nous nous plaçons dans la catégorie des A-modules de type fini. Un épimorphisme P~>M,
où P est libre, est dit minimal si le morphisme associé P/RP -> M/RM est bijectif.

(2.2.5.1) Une résolution acyclique libre X. d'un module M est dite minimale si les
épimorphismes c : XQ-^M, Xi->Ker e et X^i->Ker d^ (?eN*) sont minimaux.
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(2.2.5.2) La résolution minimale X. de M est déterminée à un isomorphisme (non cano-
nique) près ([7], prop. 7). Toute résolution libre de M contient la résolution mini-
male comme facteur direct [ibid., th. 8).

(2.2.5.3) Pour qu'une résolution libre X. de M soit minimale, il faut et il suffit que le complexe
quotient X,/RX, ait une différentielle nulle (ibid., prop. 9). Ce complexe peut encore
s'écrire Â;®^X., en désignant par k le corps résiduel A/R.

Nous appliquons ces notions à l'algèbre complétée A==A1G d'un pro-p-groupe
analytique G (2.2.5).
(2.2.5.4) Définition. — Nous appelons complexe minimal d^un pro-p-groupe analytique G une

résolution minimale de Zy par des Al G-modules libres.

(2.2.6) Critère de minimalité du complexe quasi-minimal. — Soient G un groupe p-valué
complet de rang r, et X. un complexe quasi-minimal de G (2.2.2).

Pour que le complexe de AI G-modules X, soit un complexe minimal du pro-p-groupe
analytique G (2.2.5.4), il faut et il suffit d'après (2.2.5.3) que le complexe

(2.2.6.1) X:=F^X.

ait une différentielle nulle. Cette condition peut se mettre sous la forme suivante :
(2.2.6.2) dim^H^Hom^X:, Fp))=dim^,

pour tout neN.
Or le complexe Hom^(X^,Fp) s'identifie à Homl(X.,Fp), et d im^X^==l ) . Nous

obtenons donc le critère de minimalité suivant.

(2.2.6.3) Pour que le complexe quasi-minimal du groupe p-valué G complet de rang r soit
minimal, il faut et il suffit que

dim,,H?(G,Fp)=(;)

pour tout n eN.
Il est aisé de construire des groupes p- values qui ne vérifient pas le critère (2.2.6.3).

En effet, l'entier dinip H^(G, Fp) est égal au nombre minimum de générateurs de G ([29],
chap. Ier, corollaire de la prop. 25). Le groupe étudié en (III, 3.2.4) est de rang 4 et
possède deux générateurs.

(2.2.7) Groupes équi-p-valués. — Nous dirons qu'un groupe G est équi-p-valué s'il
est p-valué complet de rang fini et s'il possède une base ordonnée dont tous les éléments ont la
même filtration t. Il revient au même d'exiger que le module gr G soit engendré par ses
éléments de degré t.
(2.2.7.1) Tout pro-p-groupe analytique contient un sous-groupe ouvert qui est équi-p-valué (pour

une filtration convenable).

C'est une conséquence de (III, 3.1.3), ou de (II, 1.1.11).
(2.2.7.2) Le complexe quasi-minimal X. d^un groupe équi-p-valué G est minimal,

551



168 M I C H E L L A Z A R D Chap. V

En effet le radical R de l'algèbre Al G est constitué par les éléments de valuation> o.
Si t est la valuation des générateurs de G, les éléments basiques de X^ ont tous la
valuation nt (1.3.4). Nous avons donc rfX.cRX,, ce qui équivaut (2.2.5.3) à la
minimalité de X..

(2.2.8) Théorème. — La dimension cohomologique d'un groupe p-valuable de rang r est
égale à r.

Soit en effet G un groupe évaluable de rang r. Nous avons cd G^ r (2 .2.3) , et G
contient des sous-groupes ouverts de dimension cohomologique r, d'après (2.2.6)
et (2 .2 .7) . La proposition 14 de [29], chap. Ier, achève notre preuve.

(2.3) Cohomologie continue et cohomologie analytique»

(2.3.1) Cochaînes analytiques. — Soit G un groupe profini ̂ -analytique (III, 3.2.2)
opérant continûment sur un Zp-module complet M (II, 2.2.4). Les n-cochaînes analytiques
de G à valeurs dans M sont les applications analytiques de G^1 dans M (III, 1.3.2).

Si, de plus, G est p-valuable (resp. p-saturable (III, 3.1.6)), nous savons définir les
cochaînes analytiques strictes (III, 1.3.5) (resp. analytiques tqyloriennes (III, 1.3.4)).

Sous certaines hypothèses, ces cochaînes analytiques (resp. analytiques strictes,
analytiques tayloriennes) constituent un sous-complexe du complexe des cochaînes
continues. Nous obtenons alors des groupes de cohomologie analytique (resp. stricte,
taylorienne) de G à valeurs dans M, qui s'appliquent canoniquement dans les groupes
de cohomologie continue.

Nous montrerons que la cohomologie analytique s } identifie à la cohomologie continue^
lorsque G est un groupe profini p-analytique (III, 3 .2 .2) et M un Zp-module sans torsion de
rang fini.

(2.3.2) Les Zip-modules sans torsion de rang fini. — Nous appelons rang d'un
Zp-module M la dimension du Q^p-espace vectoriel Q^p®^ M.

Un Zp-module sans torsion de rang d est isomorphe à un module de la forme Z^ X QJp ',
où s-\-s' ==d. Un tel module M possède une topologie naturelle : c'est la topologie induite
par celle de l'espace vectoriel de dimension finie Q^®M sur le corps value complet Q^,.

Il nous sera commode de parler de valuations des Q^-espaces vectoriels, ou (par
restriction) de leurs sous-modules : ce sont les valuations à valeurs réelles (non nécessaire-
ment positives) qui prolongent les valuations positives de Zp-modules, comme en (I, 2.2.8).

Le théorème d'équivalence des normes prend la forme « additive » suivante.

(2.3.2.1) Si w et w' sont deux valuations d'un (^y-espace vectoriel V de dimension finie, il
existe un nombre ceR tel que

\w{x)—w'Çx^^c pour tout xe\.

(2.3.3) Lemme. — Soient V un Q^p-espace vectoriel de dimension finie d, et G un
pro-p-groupe qui opère continûment sur V. Alors G laisse stable un sous-Zy-module compact de rang d
de V. Un tel sous-module est libre de rang d sur Zp.
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Preuve. — L'espace V est un Al G-module topologique (II, 2.2.6), l'algèbre Al G
est compacte, et, si (^)i^^ est une base de V sur Q^p, le sous-Aï G-module S AIG.J^

, , 1 ^ ^ i^i'^dest compact de rang d.
(2.3.4) Lemme. — Soit G un pro-p-groupe opérant continûment sur un Zp-module M,

libre de rang d. Alors il existe une valuation w de M et une constante b^ d~1, telles que

(2.3.4.1) w(x.jy—y)^w{jy)+b

pour tous xeG et j/eM.
Preuve, — Le groupe G opère continûment sur M/pM, et tout G-module topolo-

gique fini simple est isomorphe à Fy (où G opère trivialement).
Si nous « remontons » une suite de Jordan-Hôlder du G-module M/pM, nous

obtenons une base (^)o^«d de M vérifiant les relations

(2.3.4.2) xe,—e,e S pTLe.+ S Zy.^.
O^'^i ' i<j^d

pour tout xeG.
Nous vérifions les conclusions du lemme en prenant les ^ comme base filtrée de M,

avec

(2.3.4.3) w{Ci)==id~1 pour o^i<d.

Remarque. — En faisant opérer convenablement le pro-p-groupe Zy sur M, on
voit qu'il est parfois impossible d'obtenir la relation (2.3.4.1) avec une constante
b>d-\

(2.3.5) Notations. — Reprenons et complétons les notations de (2.2.1). Nous
désignons par G un groupe ^-valué complet de rang r, dans lequel nous avons
choisi une base ordonnée (x^^^y. Les coordonnées de deuxième espèce par rapport
à cette base nous permettent d'identifier G à Z^ ; c'est ainsi que nous pourrons
parler d'applications analytiques d'ordre h de G dans un module M (III, 1.3.7). Nous
posons

(2.3.5.1) œ(^)==T,, pour ï ^ i ^ r ,

(2.3-5-2) t^ minr,,
J. Çç l ^ç T

(2.3.5.3) ^=1'%^

Nous appelons X. le complexe standard complété de G, et nous reprenons les notations
de (1.2.7). Pour chaque n eN*, Xy^ possède une base topologique sur l'anneau A == Al G
formé des éléments ^a, où a parcourt J".

Nous notons Y, le complexe quasi-minimal de G, défini en (2.2.2). Pour chaque n eN,

Y^ est un A-module filtre-libre admettant une base S§^ formée de ( ) éléments.
Rappelons que XO=YQ=A.
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Les complexes X, et Y. sont deux résolutions acycliques complètes-libres de Z par des
A-modules. Il existe donc (1.1.5) deux morphismes de A-complexes filtrés (1.1.1)

(2.3.5.4) 9:X.->Y.,

(2.3.5.5) ^:Y.->X.,

dont les composés sont homotopes à l'identité.
Il nous suffira d'introduire l'homotopie h : X.->X. ou, plus précisément, la

famille de morphismes de A-modules filtrés :
(a.3.5.6) ^:X^->X^ (»eN),

qui vérifient

(2.3.5.7) ^Pn—^^+l^n+^-l0^-

Nous notons enfin M un Z-module sans torsion de rang fini sur lequel G opère continûment,
et nous supposons M muni d^une valuation.

(2.3.6) Proposition. — Conservons les notations de (2.3.5).

(2.3.6.1) II existe un nombre <2>o et un nombre ceJi tels que

w(M; x.jy)^aw{A; x) ~{-w(M;jy) -}-c

pour tout xeA et tout jyeM. Ces nombres a et c une fois choisis, nous notons HQ le plus petit
entier h eN vérifiant

af>Çp-^p-\

(2.3.6.2) Pour tout j^eM, Inapplication x\->x.y de G dans M est analytique d'ordre ^Âg
(III,i.3.7).

(2.3.6.3) Pour tout entier A^ÂQ, les cochaînes de G dans M analytiques d''ordre ^h
constituent un sous-complexe.

(2.3.6.4) Pour tout yeHom^(Y^, M), la n-cochaîne associée à fo^ est analytique d^ ordre ̂ h^.

(2.3.7) Preuve de (2.3.6.1). — D'après le lemme (2.3.3)3 le groupe G laisse
invariant un sous-module M' de M isomorphe à Z^. Il nous suffit de prouver (2.3.6.1)
pour les éléments j/eM'. De plus, d'après (2.3.2.1) nous pouvons prendre n'importe
quelle valuation sur M (ou M'), quitte à modifier la constante c. Nous supposons donc
que la valuation de M' vérifie le lemme (2.3.4)3 pour une certaine constante b>o.

Posons3 pour tout xeA,
(2.3.7.1) w /(^)=^(w(M;^.^)—w(M;^)).

Alors w' est une filtration de la Zp-algèbre A : cf. (I, 2.2.4.1) . Le lemme (2.3.4)
équivaut à la relation
(2.3.7.2) w\x—i)^b pour tout xeG.

Nous en déduisons
t2^-?^) wt{^)^\oL\b pour tout aej.
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Comme d'autre part

(2.3.7.4) jaj^Ta/^

nous avons

(2.3.7.5) ^(^(^>(A;^).

Si nous posons
(2 .3 .7 .6) a=min(i,é/r),

nous avons

(2.3.7.7) w'(x)^aw{A,x),

pour tout xeA. C'est l'énoncé de (2.3.6.1) pour c=o.
(2.3.8) Fin de la preuve de (2 .3 .6) .—Si xeG est donné par ses coordonnées XeZ^,

nous avons, pour j/eM,

(2.3.8.1) x.y= S ( .̂j/.
aeJ \a /

Nous obtenons, d'après (2.3.6.1),

(2.3.8.2) ^(M;^\^û(Ta)+w(M;^)+(:.

Comme Toc^|a[, le critère d'analyticité (III, 1.3.8) démontre l'assertion (2.3.6.2).
Rappelons que l'application GxG—^G, définie par le produit, est analytique

stricte (III, 3 .1 .7)3 c'est-à-dire analytique d'ordre o. Si nous prenons une 72-cochaîne f,
analytique d'ordre ^h, cela prouve que tous les termes de son cobord 8/, défini
en (1.2.3.1), sont analytiques d'ordre >A, sauf éventuellement le premier terme :
•^i/O^î . - . î ^ n + i ) - O1' ce dernier point résulte de (2.3.6.2).

Soit enfin feïîom^ÇY^, M). La yz-cochaîne associée à fo^n est donnée, en fonction
des coordonnées À de xeG^ par la formule :

(..3.8.3) J ,̂

où

(2.3.8.4) ^=/(?n(^)).

Comme <pn est un worphisme de ^.-modules filtrés, nous avons, pour tout aej",

(2.3.8.5) 9n(^)= s<r^ï6»n

OÙ

(2.3.8.6) rf^eA, et

(2.3.8.7) w(A;<y)+w(Y^;j)>T«.

Nous obtenons ainsi
(2.3.8.8) ^= S\ d^.f{y).

y^^n
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Les relations (2.3.6.1) et (2.3.8.7) conduisent aux inégalités

(2.3-8.9) w{M;c^^at\a\+c\

où

(2.3.8.10) ^=min(^(M;/(^))—^(Y^;J/)+^).
î /G^n

La relation (2.3.8.9), valable pour tout aej", prouve (2.3.6.4) d'après le critère
d'analyticité.

(2.3.9) Remarques. — La constante a qui apparaît dans (2.3.6.1) est toujours ^ i
(sauf si M = o). Gomme l'application A x M->M est bilinéaire et continue, l'existence
d'une norme pour les applications multilinéaires continues d'espaces vectoriels normes réels
pourrait faire croire qu'on peut toujours prendre a=i. Il n'en est rien, comme le
montre la remarque de (2.3.4).

La propriété (2.3.6.2) montre que toute représentation continue de G dans un
Zy-module libre de rang fini est analytique. Nous le savions déjà, d'après (III, 3.2.3.1).

(2.3.io) Théorème, — Soit G un groupe profini p-analytique (111,3.2.2) opérant
continûment sur un Zip-module sans torsion M de rang fini. Alors les cochaînes analytiques de G
dans M. forment un sous-complexe du complexe des cochaînes continues, et les applications canoniques
des groupes de cohomologie analytique dans les groupes de cohomologie continue sont des isomorphismes.

Preuve. — Nous allons démontrer ce théorème pour un groupe p-valuable G
(III, 3.1.6). Nous supposons que G est évalué, que M est value, et nous appliquons
(2.3.6).

Les cochaînes analytiques forment un sous-complexe du complexe des cochaînes
continues, d'après (2.3.6.3). Nous avons donc des groupes de cohomologie analytique
H^(G, M), et des homomorphismes canoniques

(2.3.10.1) H:(G,M)->H:(G,M).

D'après (2.3.5.7) et (2.3.6.4), un n-cocycle continu f est cohomologue au n-cocycle
analytique fo^no(?n' Cela prouve que les applications (2.3.10.1) sont surjectives.

Pour montrer qu'elles sont injectives, nous devons prouver qu'un yz-cocycle analy-
tique y, qui est le cobord d'une (n—i)-cochaîne continue, est aussi le cobord d'une
{n—i)-cochaîne analytique. D'après (2.3.5.7) et (2.3.6.4)3 il nous suffit de montrer
que, pour toute n-cochaîne analytique f, la (n—ï)-cochaîne f°ïin-\ es^ analytique.

La Tz-cochaîne f est définie au moyen des éléments

(2.3.10.2) fW=c^ aej\

D'après (III, 1.3.9), l'analyticité de f équivaut à l'existence de deux nombres
réels C^>Q et c^ tels que

(2.3.10.3) w(M;^q[a|+^,

pour tout ocej".

ôô6



GROUPES ANALYTIQUES />-ADIQUES 173

L'application ^_i est définie par les formules

(^-S.io^) ^_^)= 2 ^«,
a G J

avec ^£A pour tous ReJ'1"1, aej", et

(2.3.10.5) ^(A;é^J+Ta^ïp.

La cochaîne foh^__-^ est donc définie par

(^•3.io.6) (yo^_,)(^)^= 2 e^
a G J^1

pour tout pe^"1.
Si nous appliquons (2.3.6.1), nous obtenons

(2.3.10.7) ^(M;^)^min(^(A;^J+^(M;,J+^.
a fc J

Posons, pour tous aej^ et pej^1"1,
(2.3.10.8) ^p=^(A;^J+^(M;,J+,.

Pour un pej'1-1 fixé, considérons d'abord les aej" vérifiant ïa^rp. La
relation (2.3.10.5) ne nous apprend rien et nous la remplaçons par
(^S.io^) ^(A;^J>o.

Comme ra^ï? implique |a]^(^')[p|, les relations (2.3.10.3) et (2.3.10.8)
nous donnent

O^.io.io) ^,(^W)|P|+^+^

Supposons maintenant que Ta=6ïp, avec o^6<i. Nous obtenons, à partir
de (2.3.10.3), (2.3.10.5) et (2.3.10.8) :

(2.3.10.11) ^.p^^(i-9)^|P|+e(^')|p|+^+^

Nous minorons le second membre de (2.3.10.11) en remplaçant 6 soit par i
(et nous retrouvons (2.3.10.10)), soit par o, ce qui donne

(2.3.10.12) ^«,p^[p|+^+^.

Si nous posons

(2.3.10.13) ^==min(^, ̂ '),
(2.3.10.14) c^c^+c,

nous avons c[>o et

(2.3.10.15) ^(M;^q|p[+4,

pour tout Pep1"1. Cela prouve F analyticité de la {n— i) -cochaîne /o^_i (111,1.3.9).
Nous étendrons la démonstration aux groupes profinis ^-analytiques quelconques

en (3.2.8).
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(2.4) Cohomologie de groupes et cohomologie cTalgèbres de Lie.

(2.4. i) L'algèbre de Lie d'un groupe analytique sur Q^,. — Nous n'avons utilisé qu'une
seule fois (III, 3.2.1) la notion d'espace tangent en un point à une variété analytique
sur Q^,. Il nous faut maintenant définir l'algèbre de Lie d'un groupe analytique sur Q ,̂ (III,
3.1.1). Reconnaissons que la définition la plus simple s'obtiendrait en transcrivant l'une
quelconque des définitions classiques de l'algèbre de Lie d'un groupe analytique sur
le corps R : voir, par exemple, [5], chap. IV, § 2.

L'algèbre de Lie d'un groupe analytique sur Q ,̂ est donc une Qu'algèbre de Lie.
Des difficultés se présentent lorsqu'on veut étendre au cas j&-adique la théorie de

l'application exponentielle {ibid.y § 8). Si G est un pro-j&'groupe analytique (de dimension >o)
et L son algèbre de Lie, l'application exponentielle ne peut être définie que sur un
voisinage de zéro dans L et non pas sur L tout entière. De plus, il n'est pas toujours
possible de définir sans ambiguïté une application exponentielle « maximale », comme
le montre l'exemple suivant.

Le groupe G est le pro-^-groupe commutatif engendré par deux générateurs x^
et x^ liés par la relation x[=x^. Nous pouvons identifier L à Q^p. L'application
exponentielle

(2.4.1.1) j&Z^G

est alors définie par la formule

(2.4.1.2) Àh>^=4.

Nous pouvons prolonger cette application à Zy de différentes manières (raisonnables),
par exemple en appliquant XeZp sur x^ ou x^.

Ces remarques ont pour but de justifier auprès du lecteur la définition suivante
(2.4.2) de l'algèbre de Lie d'un groupe analytique.

(2.4.2) Définition de l'algèbre de Lie d'un groupe analytique sur Q ,̂ au moyen des sous-
groupes p-saturables. — Rappelons qu'à tout groupe p-saturable G (III, 3.1.6) nous avons
associé une Zy-algèbre de Lie, que nous noterons désormais Log G. Nous renonçons à
identifier G à Log G, comme nous l'avions fait en (IV, 3.2.6) et (IV, 3.4.4). Par contre
nous nous permettrons d'appeler Log aussi bien le fondeur qui transforme G en Log G
que le morphisme fonctoriel qui, pour chaque G, définit la bijection

(2.4.2.1) Log : G -> Log G.

Si nous avons un monomorphisme

(2.4.2.2) /:G->G'

de groupes j&-saturables de même dimension^ nous en déduisons un monomorphisme

(2.4.2.3) Log/: Log G ->LogG'
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de Zy-algèbres de Lie qui sont des Zip-modules libres de même rang. En construisant les
produits tensoriels par Q^,, nous obtenons une bijection

(2.4.2.4) <lp®z^Log G -> Qp®zpLog G'

(que nous n'osons pas noter Q,p®Log/) de Q^p-algèbres de Lie.
Rappelons enfin (III, 3.1.3) qu'un groupe G, analytique sur Q^,, admet comme

système fondamental de voisinages de l'unité l'ensemble de ses sous-groupes ouverts
p-saturables.

(2.4.2.5) Définition. — Soit G un groupe analytique sur Q^p. Associons à chaque sous-groupe
ouvert p-saturable H de G la Ç^p-algèbre de Lie Q^p®^ LogH, que nous noterons L^.
Si H et H' sont deux tels sous-groupes de G, avec HcH', nous avons (2.4.2.4) une
bijection canonique Lg-^Lip. Nous appelons algèbre de Lie de G la limite projective

(2.4.2.6) L=limLg

des algèbres L^, construite sur V'ensemble des sous-groupes ouverts p-saturables, ordonnés par anti-
inclusion.

Les morphismes canoniques

(2.4.2.7) L^LH

sont donc tous des bijections.
(2.4.2.8) Lorsque G est un pro-p-groupe analytique (ou, plus généralement, un groupe

compact analytique sur Q-), la limite projective (2.4.2.6) peut être construite
sur l'ensemble des sous-groupes ouverts ^-saturables distingués dans G, ainsi qu'il
résulte du lemme suivant.

(2.4.3) Lemme. — Soient G un groupe compact analytique sur Q ,̂, H un sous-groupe
fermé p-valué de G et œ lajiltration de H. Notons H" l'intersection des conjugués de H dans G et
posons, pour tout xeïi\

(2.4.3.1) û/(^)==^ <û(jwr1).

Alors H' est un sous-groupe fermé distingué de G et co' une p-valuation de H' invariante par G.
Si H est ouvert dans G, il en est de même de H' et, pour tout nombre v asse^ grand, le sous-

groupe H^ (formé des xeïî' vérifiant o/(A:)^v) est un sous-groupe p-saturable ouvert distingué
dans G.

Preuve. — Les applications x\->(ù{yxy~1) sont des évaluations du sous-groupe
distingué fermé H' de G. Comme G est compact et œ continue (en tant qu'application
dans R), la borne inférieure (2.4.3.1) est atteinte en un certain y^G (l'élément xeïî'
étant fixé). Nous avons donc

(2.4.3.2) <û'M>(j»-i)-1

pour tout xeîï', ce qui prouve que <a' est une /f-valuation (III, 2.1.2).
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Si H est ouvert, il est d'indice fini dans G, ainsi que H'. La dernière assertion
résulte de (III, 3.1.13).

(2.4.4) Lemme. — Soit G un groupe profini p-analytique opérant continûment sur un
Zy-module libre de rang fini M. Alors il existe un sous-groupe ouvert U de G qui possède la propriété
suivante.

Soient H un sous-groupe de U et co une filtration de H, pour laquelle ce groupe est p-saturé.
Construisons l'algèbre saturée Sat Al H de l'algèbre Al H, valuée comme en (III, 2.3.3). Alors
la structure de (Al H)-module de M se prolonge univoquement en une structure de (Sat Al H)-module
topologique.

Preuve. — Munissons M d'une valuation pour laquelle ce module est saturé. Si
nous avons

(^•é-é.i) w{M;x^)^w{M;y)+w{Alîî;x)

pour tout xeAl H et tout j/eM, l'opération de Al H sur M se prolonge à div Al H,
puis, par continuité, à Sat Al H.

Reprenons les notations de la proposition (2.3.6). La relation (2.4.4.1) n'est
autre (après remplacement de G par H) que la relation (2.3.6.1), avec c=o et a== i.
Comme H est ^-saturé, le nombre t ' (2.3.5.3) vérifie
(2.4-4-2) ^(^_i)-i.

D'après (2.3.7.6), la relation (2.4.4.1) est donc vérifiée si nous avons

(2.4-4-3) w(M;x^—jy)^w{M^)+p{p—i)-1

pour tout xeH et tout jeM. Or cette dernière relation est vraie pour tout x assez
voisin de l'élément neutre de G.

(2.4.5) Lemme. — Soit L une ^-algèbre de Lie de dimension r opérant sur un ^-espace
vectoriel M de dimension finie. Soit L° un sous-Zy-module de L, libre de rang r. Alors, pour tout
entier h asse^ grand, p^V est une sous-Zy-algèbre de Lie L' de L et L' peut 'être munie
d'une valuation w, de telle sorte que l'opération de UL' sur M se prolonge en une opération continue
de SatUL7 (IV, 2.2.5).

(2.4.6) Représentations de groupes et d'algèbres de Lie : « dérivation » et « intégrations ». —
Le lemme (2.4.4) nous montre que, si un pro-^-groupe analytique G opère continûment
sur un Z^-module sans torsion M de rang fini, alors l'algèbre de Lie L de G opère sur
Q^ZpM : ^est la représentation « infinitésimale » associée à celle de G.

Le lemme (2.4.5) nous montre que, si l'algèbre de Lie L opère sur M, il en est
de même du pro-^-groupe analytique exp L', où L' désigne une sous-Z^-algèbre de Lie
ouverte assez petite de L. Ce sont les représentations « intégrales » associées à celle de L.

Pour éviter les ambiguïtés, nous préférons parler de A-modules, A désignant une
ïy algèbre diagonale saturée normale (IV, 3.1.5). Rappelons que, si nous posons L=J§^A
et G== STA, l'algèbre A s'identifie à SatUL ainsi qu'à SatZ^GJ. Un A-module M est
donc (par restrictions) un module de représentation pour le groupe G et pour l'algèbre de Lie L.
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(2.4.7) Lemme. — Soient 0. un anneau de valuation (I, 2.2.6), K le corps des fractions
de û, A une ^.-algèbre associative valuée (I, 2.2.4) et M un A-module filtre-libre (I, 2.1.16)
de rang fini.

Construisons la ^-algèbre saturée Sat A et le Sat ^-module Sat M (I, 2.2.11). Notons B
la ^.-algèbre

(2 .4 .7 .1) B=K®aSatA.

Alors les modules K^^SatM et B®^M sont canoniquement isomorphes.
Preuve. — Rappelons comment nous avons construit Sat A en (I, 2.2.8) et

(I, 2.2.11). Nous avons pris l'algèbre A'==K®^A. Les éléments de A' s'écrivent sous
la forme X~1®^, avec À etî, X=t= o et x eA. Nous avons prolongé la valuation de A en
une application de A' dans R {et non plus dans R^.) définie par

(2.4.7.2) w{A'; X-1®^) ==w(A; x)—v{\).

Les éléments y eA' vérifiant

(2.4.7.3) w[M\y}^Q

constituent l'algèbre divA (I, 2.2.8), et nous obtenons Sat A en complétant div A (I,
2.2.1l) .

Nous vérifions que l'algèbre B (2.4.7.1) s'identifie à la complétée A' de l'algèbre A'
pour la topologie définie par w (c'est-à-dire la topologie où div A est une sous-algèbre
ouverte de A').

Puisque le foncteur Sat, ainsi que les produits tensoriels, permutent aux sommes
directes finies, nous pouvons supposer que M est un A-module possédant la base filtrée {^},
avec w(M;e)==t. Nous avons construit div M en prenant, dans le module A'.^ les
éléments x.e vérifiant

(2.4.7.4) w{Af;x)+t^o.

Nous obtenons Sat M en complétant div M. Cela équivaut à prendre le sous-
module de A' .e formé des éléments x.e vérifiant

(2.4.7.5) w{Af;x)+t^o.

L'assertion du lemme résulte alors de l'identification des deux modules K®oSat M
et B®^M au Â'-module libre Â'.e.

Remarquons que Sat M n'est pas nécessairement un Sat A-module de type fini.
(2.4.8) Lemme. — Soient SI un anneau de valuation complet^ K le corps des fractions

de Q, A une Si-algèbre supplémentée valuée (I, 2.2.4). Notons B la Vi-algèbre supplémentée
B==K®oSatA. Supposons qu^il existe une résolution filtrée scindée de 0. par un complexe X,
de A-modules filtres-libres de rangs finis ( 1 .1 .4 ) . Alors les hypothèses du « mapping theorem » ([4],
p. 150) sont vérifiées par A et B {pour l^ injection canonique de A dans B).

Plus précisément y nous pouvons considérer le complexe B^X. comme une résolution scindée
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de K par des ^-modules libres de rangs finis. Nous en déduisons, pour chaque ^-module M, un
isomorphisme canonique
(a.4.8.1) H* (B, M)->IT(A, M).

Preuve. — Le complexe Sat X. (1.1.2) est une résolution scindée de Satf2==îi
(pour les opérateurs Satj, Sat 73, avec les notations de (1.1.4)). En tensorisant par K
sur iî, nous obtenons une résolution scindée de K : K0oSat X.. Or, d'après les hypo-
thèses sur X. et le lemme (2.4.7)3 B®^X. s'identifie à K®^SatX..

Si M est un B-module, les complexes Hom^B^^X., M) et Hom^(X., M)
s'identifient.

Leurs groupes de cohomologie s'identifient respectivement à H*(B, M) et H* (A, M).
(2.4.9) Théorème. — Soit G un groupe p-valué complet de rang fini. Sa Zip-algèbre

complétée Al G est valuée comme en (III, 2.3.3)3 et nous pouvons identifier l'algèbre de Lie L
de G (2.4.2) à
(2.4.9-1) L=%p®^(JS?SatAlG).

Soit M un Qu'espace vectoriel muni d'une structure de (Sat Al G)-module topologique complet.
Alors les groupes de cohomologie continue de G à valeurs dans M (1.2.6)
(a.4.9.2) H:(G,M)
s'identifient canoniquement aux groupes de cohomologie de L à valeurs dans M
(2.4.9.3) IT(L,M).

Les opérations de G et de lu sur M sont définies naturellement à partir de l'opération de Sat Al G.
Preuve. — Posons

(2.4.9.4) B=%p®^(SatAlG).

Nous allons appliquer deux fois le lemme (2.4.8). Nous prenons 0. == Zy, K = %p.
Posons d'abord A=A1G. Alors l'existence d'un complexe quasi-minimal de G

(2.2.2) montre que les hypothèses de (2.4.8) sont vérifiées par A=A1 G. Comme un
B-module n'est pas autre chose qu'un Qp-espace vectoriel où opère Sat Al G, nous
identifions H'(A, M) à ïT(B, M). Or H^(G, M) s'identifie (1.2.6) à H'(A, M).

Prenons maintenant A = UL°, où L° est la Zy-algèbre de Lie valuée ^ Sat Al G.
Alors Sat Al G s'identifie à Sat A, car Sat Al G est une algèbre diagonale saturée
normale (IV, 3.1.5 et 3.3.6)3 qui s'identifie d'ailleurs à Sat Al Sat G (IV, 3.3.1).
D'après (1.3.6) et (1.3.7), l'algèbre A==UL° vérifie les hypothèses du lemme (2.4.8).
Nous identifions ainsi H'(B, M) à H*(UL°, M), donc à H^UL, M) puisque M est un
Q^-espace vectoriel. Or H*(UL, M) est, par définition, H^L, M).

(2.4.10) Théorème. — Soit G un groupe profini p-analytique (111,3.2.2) opérant
continûment sur un Q^p-espace vectoriel M de dimension finie. Alors l'algèbre de Lie L de G (2.4.2)
opère sur M (2.4.6). Définissons les groupes de cohomologie stable de G à valeurs dans M, H^ (G, M),
en posante pour chaque n eN,
(2.4.10.1) HS(G, M) =UmH?(H, M).
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La limite inductive est calculée sur r ensemble des sous-groupes ouverts H de G, ordonnés par anti-
inclusion. Les morphismes sont définis par la restriction de la cohomologie.

Le groupe G opère sur lui-même à gauche par automorphismes intérieurs, et opère sur M.
Ces deux opérations définissent V'opération de G sur tout ce qui est canoniquement attaché à la structure
constituée par G et le G-module M, en particulier H (̂G, M).

Nous avons les propriétés suivantes :
(i) H^(G, M) s' identifie canoniquement à H^L, M).
(iï) Le morphisme canonique

(3.4.10.2) H:(H, M)-> IT(L, M),

déduit de l9 isomorphisme (i), est un isomorphisme dès que le sous-groupe ouvert H est asse^ petit.
Plus précisément Inapplication (2.4.10.2) est un isomorphisme si H est p-valuable et si, pour une
p-valuation convenable de H, l^ opération continue de Al H sur M se prolonge en une opération continue
de Sat Al H.

(iii) Le stabilisateur de H^(G, M) dans G est un sous-groupe ouvert, et les groupes de
cohomologie continue H^(G, M) s'identifient aux groupes des points fixes H^(G, M)6 de H^(G, M)
pour V opération de G.

Preuve. — D'après le lemme (2.4.4)3 nous pouvons appliquer le théorème (2.4.9)
dès que H est assez petit. Nous prouvons ainsi (i) et (ii).

Prenons pour H un sous-groupe ouvert distingué de G, assez petit pour que (2.4.10.2)
soit un isomorphisme. Alors G opère sur H par restriction des automorphismes intérieurs,
et opère donc sur tout ce qui est attaché à H et M, en particulier sur H^(H, M). Les
opérations de G sur H^(H, M) et H*(L, M) permutent à Fisomorphisme (2.4.10.2).

Or nous avons la suite spectrale de Hochschild-Serre (3.2.6.4)
(2.4.10.3) H^G/H, H^(H, M)) => H,(G, M)

(r désigne le degré filtrant). Comme les groupes H^(H, M) sont des Q^p-espaces vectoriels
et que G/H est fini, la suite spectrale (2.4.10.3) dégénère et se réduit à
(2.4.10.4) H^(G, M)=H°(G/H, H^(H, M))

^H^H.M)0

^H^G.M)6.

En particulier, le stabilisateur de H^(G, M) dans G contient le sous-groupe H.

(2.5) Clip-produits et dualité de Poincaré.

(2.5.1) Cup-produits pour les algèbres diagonales strictes. — Soient Q un anneau
commutatif, et A une Q-algèbre diagonale stricte (IV, 1.1.1) dont nous notons A
l'application diagonale.

Grâce à l'application A, chaque (A®^ A)-module possède une structure de
A-module. En particulier, si M et M' sont deux A-modules, le (A®A)-module M®^M'
devient un A-module.
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Donnons-nous trois A-modules M, M' et N, ainsi qu'une application A-linéaire
de M®^M7 dans N (nous noterons m*w'eN l'image de w®w'eM®M'). Pour
tous r, j-eN nous avons des applications bilinéaires

(2.5.1.1) H^A.l^xH^A.M') ^H^^N)

appelées cup'produits ([4], chap. XI). Rappelons la définition du cup-produit.
Soit X. une résolution acyclique de Q.par des A-modules libres (ou projectifs). Construisons

le complexe (1.3.1)

(2.5-I.2) Y.=X.®^X..

Nous obtenons une résolution acyclique de Q. par des (A® ̂ A) -modules libres (ou pro-
jectifs). Au moyen de A, Y. peut être considérée comme une résolution acyclique de Q
par des A-modules, et nous en déduisons un morphisme de A-complexes sur 0. :

(2.5.1.3) D :X.^X.0X.=Y..

Soient ÇeH^A, M) et -^eH^A, M), représentés respectivement par les cocycles
/: X,.->M et g : X,->M'. Il est commode de considérer/ (resp. g) comme une appli-
cation de X=^LlX^ dans M (resp. M7) nulle sur X^ pour n^r (resp. n^s). Nous
définissons l'application A-linéaire

(2.5.1.4) h :X®X-^N

en posant

(2.5.1.5) A(^®^)=/(^)^(^).

Alors hoD^, : X^-^N est un (r+^-cocycle dont la classe est le cup-produit
ÇuYîeH^^A, N). Cette définition est indépendante des choix de X., D,/et g.

(2.5.2) Cas des groupes. — Soient G un groupe et A==Q[G] l'algèbre diagonale
stricte associée (IV, 1 .1 .2 ) . Alors M, M' et N sont des ^-modules où opère G, et nous
devons avoir

(2.5.2.1) ^.(w^w^^.w)*^.^'),

pour tous xeG, meM et m'çM.\
Si nous désignons par X. le complexe standard (1.2.1) ou le complexe standard

normalisé (1 .2 .2) de A, nous avons une application D (2.5.1.3) définie par les
formules (cf. [4], p. 221)

(2.5.2.2) D(^®^. . •^J-^J^®^. . .®^,)®((^^. . .^)®^. . .0A-J,

pour tous A;o,^i, ...,^eG.
Le cup-produit peut être défini au moyen du produit des cochaînes (1.2.3). Si/

(resp. g) est une r-cochaîne (resp. j-cochaîne), h=fug est la (r+j)-cochaîne définie par

(2.5.2.3) h(x^ ..., ̂ +,)=/(^, ..., ̂ )*(^.. .^) .^+1, ..., ̂ ).
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(2.5.3) Cas des algèbres de Lie. — Soient L une tî-algèbre de Lie et A==UL
l'algèbre diagonale stricte associée (IV, 1.1.3). Alors M, M7, N sont des ti-modules
où opère L, et nous devons avoir
(2.5.3.1) x . (m*m')=={x.m)^mf-\--m*(x.mf)^

pour tous A-eL, meM et w'eM'.
Supposons que L soit un îi-module libre de rang fini. Notons X le complexe

standard de L (1.3.4), considéré comme ^.-algèbre associative graduée. Formons le produit
tensoriel anticommutatif (cf. [4], p. 164)
(2.5.3.2) Y=X®^X.

Si ^eX^, ^'GXg, nous avons

(^^-s-s) X0xf ̂ {—îY^^x
dans l'algèbre associative graduée Y.

Or Y s'identifie au complexe standard de l'algèbre de Lie LuL (somme directe
de deux copies de L). Comme le complexe standard est un foncteur co variant de
l'algèbre de Lie, l'application diagonale de L dans LuL définit le morphisme

(2.5.3.4) D:X->X(x^X==Y.

Cette application nous donne le morphisme de complexes cherché (2.5.1.3).
En particulier, si

(2.5.3.5) M=M'=N==îi ,

le complexe des cochaînes Homo (EL, 0.) s'identifie, pour la multiplication définie par
le cup-produit, à l'algèbre extérieure EL* du dual L*==Hom^(L, Q) de L.

Si l'algèbre L est abélienne, la différentielle du complexe EL"1 est nulle, et V algèbre
de cohomologie H*(L, ti) s'identifie canoniquement à EL*.

(2.5.4) Cup-produits pour la cohomologie continue des groupes topologiques, des pro"
p-groupes et des groupes p-valuables. — Reprenons les notations de (2.5.2). Supposons
que G soit un groupe topologique, opérant continûment sur les modules topologiques M,
M', N, et que l'application bilinéaire MxM' -^N soit continue. Alors la formule (2.5.2.3)
montre que le cup-produit de deux cochaînes continues est une cochaîne continue.

Soient G un pro-j&-groupe, et X. son complexe standard complété (1.2.8). La
formule (2 .5 .2 .2) et la proposition (I, 3.2.11) nous permettent de définir l'application

(2.5.4.ï) D:X.^XÂpX.,

par passage aux limites projectives, .à partir des complexes standard des quotients
finis G/U.

Si G opère continûment sur les Zp-modules complets M, M', N et si l'application
linéaire M®M'->N est continue, l'application D définit, d'après ( i . 2.6), un cup-produit

(2 .5 .4 .1) H:(G,M)xH:(G,M')-.H:(G,N).
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Ce cup-produit coïncide avec celui défini par les cochaînes continues et la formule
(2.5.2.3). La preuve de cette assertion procède comme en (1.2.9).

Lorsque G est un groupe ^-valué complet de rang fini, son complexe standard
complété est value (1.2.5). Plus précisément, si A désigne l'algèbre Al G, le complexe
standard complété X. de G est une racl (résolution acyclique complète-libre) de Z par
des A-modules. Le complexe X.®z X. est une racl de Zy par des (A® A)-modules.
L'algèbre A est une algèbre diagonale valuée au sens de (IV, 1.2.3) et l'application
diagonale A applique A dans A§)»A. D'après (1.1.5.1) et (I, 3.2.10), l'application

D:X.-^XÂpX.

est un morphisme de A-complexes filtrés, qui est défini à une homotopie près par la structure à?'algèbre
diagonale de A.

(2.5.5) Exercice. — Énoncer et démontrer le complément au théorème (2.4.9)
qui affirme la compatibilité des identifications avec les cup-produits. Compléter de même
le théorème (2.4.10). Montrer en particulier que V algèbre de cohomologie H^(G, QJ
s'identifie canoniquement à la sous-algèbre des points fixes par G de H^L, Q^).

(2.5.6) Calcul du cup-produit au moyen du complexe quasi-minimal; application aux
groupes équi-p-valués. — Soient G un groupe p- value complet de rang fini et X. un complexe
quasi-minimal de G (2.2.2) . Notons A l'algèbre Al G et Y. = gr X. le complexe gradué
associé à X.. Par définition du complexe quasi-minimal, Y. est le complexe standard (1.3.4)
de la F-algèbre de Lie gr G.

Lorsque deux complexes sont homotopiquement équivalents, il en est de même
de leur produit tensoriel ([21], p. 164). Le complexe quasi-minimal X. de G peut donc
nous servir à calculer les cup-produits pour la cohomologie continue au moyen d'un
produit tensoriel complété, tout comme le complexe standard complété de G utilisé
en (2.5.4).

Construisons donc le produit tensoriel X,0X., et complétons-le pour obtenir le
complexe de (A à A)-modules X.0X.. Considérons ce dernier comme un complexe
de A-modules, grâce à l'application diagonale A : A->A®A.

Nous cherchons un morphisme de A-complexes filtrés (1.1.1)

(2.5.6.1) D^X^X.®^:.,

au-dessus des augmentations naturelles de ces complexes. D'après le lemme (2.1.5)
nous pouvons nous donner gr D^ pourvu que ce morphisme de complexes gradués soit
compatible avec les augmentations. Or la complétion ne modifie pas le gradué associé,
et nous avons (1,3.2.1) un isomorphisme canonique de gr(X.®X.) avec Y.^pY..
Nous pouvons donc supposer que
(2.5.6.2) grD^D^

où

(2.5.6.3) D^Y.^Y^rY.
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est le morphisme défini en (2.5.3.4) pour le calcul du cup-produit de la cohomologie
des algèbres de Lie.

Supposons maintenant que tous les éléments d'une base ordonnée de G ont la même
filtration t, c'est-à-dire que G est équi-p-valué au sens de (2.2.7).

Pour chaque J£N, Xg est un A-module filtre-libre de rang ( j, r désignant le
rang de G, et les générateurs de Xg ont tous la même filtration st.

Le complexe Hom^(X.,Fp) a une différentielle nulle, et les groupes de cohomo-
logie H^(G, F ) s'identifient aux groupes de cochaînes Hom^(Xg, Fp), ou encore aux
espaces vectoriels (gr^XJ* (où nous notons M* le dual d'un Fy-espace vectoriel M).

Les relations (2.5.6.1) à (2.5.6.3) nous permettent de déterminer la structure
d'algèbre de H^(G,F^).

En effet, soit L la F-algèbre de Lie grG/Tr.grG (rappelons que TT est le terme
dominant de j&eZ dans F=grZ ). C'est une algèbre de Lie abélienne et son rang sur Fp
est r. Notons Z. le complexe standard de L (1.3.4). L'épimorphisme canonique de gr G
sur L se prolonge en un épimorphisme de complexes

(2.5.6.4) /:Y.^Z.,

et, si Dz : Z. -> Z.®F Z, est l'application (2.5.3.4) correspondant à L, nous avons un
diagramme commutatif.

Y. -̂ > Y.®rY.

(î.5-6.5) j/ [f®f

Z. -^ Z.®^Z.

L'application fy : Yg-^Zg est injective sur la composante homogène de degré st
de Yg, et nulle sur les autres composantes homogènes.

L'identification de H^(G, Fy) à (gr^XJ* permet d'identifier ce même groupe à
Z^H^L.Fp) et V identification de HÇ(G, Fy) à H^L, Fy) est compatible avec les structures
d^algèbres.

(2.5.7) Dualité de Poincaré. — Notre dernier résultat peut s'énoncer comme suit.

(2.5.7.1) Proposition. — Soit G un groupe équi-p-valué (2 .2 .7) de rang r. Alors l'algèbre de
cohomologie H^(G, F ) s'identifie à l'algèbre extérieure de H^(G, Fy), qui est un îy-espace
vectoriel de dimension r.

Il en résulte que G est un groupe de Poincaré de dimension r, au sens de [29],
chap. Ier, 4.5. Recopions la définition. Le pro-p-groupe G est dit groupe de Poincaré de
dimension r si

(i) H^^H^G.Fp) est fini pour tout jeN.
(ii) dim^H^G)^.
(iii) Le cup-produit H8(G)xHr~8(G)->Hr(G) est une forme bilinéaire non dégénérée

pour tout sçff.
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Ces hypothèses entraînent, d'après Serre et Tate, une « dualité de Poincaré » {ibid.,
proposition 30).

Il existe sur le groupe additif Q,p/Zy une structure de G-module topologique, soit I, possédant
la propriété suivante.

Le groupe H^(G, I) est isomorphe à Qp/Z^,. Si M est un p-groupe additif fini sur lequel G
opère continûment, et si nous posons

(a.5.7.2) M=Homz(M,I),

le cup-produit

(2.5.7.3) H;(G, M)xH^S(G, M) -^ H^(G, I)

met en dualité les deux groupes finis H^(G, M) et H^'^G, M) pour tout jeN.
Rappelons qu'il s'agit de la « dualité de Pontrjagin » des ^-groupes additifs finis.

Si l'application de M x M dans 1 est notée (m^), l'opération de G sur M est définie par

(2.5.7.4) x.[m\m)={x.m\x^m),

pour tous xeG, yyzeM, %eM.

(2.5.7.5) Tout sous-groupe ouvert fun groupe de Poincaré est un groupe de Poincaré de même
dimension [ibid.^ Corollaire, p. i, 51). — Le « module dualisant » 1 pour un sous-
groupe ouvert de G s'obtient par restriction des scalaires.

(2.5.7.6) Proposition (Serre-Tate-Verdier); cf. [29], chap. V, prop. 4.7). — Si un pro-
p-groupe G est de dimension cohomologique finie et contient un sous-groupe ouvert de Poincaré,
alors G est un groupe de Poincaré.

(2.5.8) Théorème. — Soit G un pro-p-groupe analytique (III, 3 . 1 . 2 ) de dimension r
et de dimension cohomologique finie. Alors G est un groupe de Poincaré de dimension r.

kSï, pour tout x e G, nous notons Ad Çx) U automorphisme de l^ algèbre de Lie "Lde G (2.4.2.5)
induit par l9 automorphisme intérieur {y\->xyx~1) de G, ï'opération de x sur le module dualisant 1
de G est la multiplication par

(2.5.8.1) ^)=detAd(A-).

Preuve. — La première assertion résulte de (2.5.7.1) et (2.5.7.6), puisque tout
pro-j^-groupe analytique contient des sous-groupes ouverts qui peuvent être équi-
/?-valués (III, 3.1.3).

Le module dualisant 1 de G est le groupe additif %p/Zp muni d'une certaine structure
de G-module, c'est-à-dire d'un homomorphisme de G dans le groupe des automorphismes
de Q^ /Z . Ce dernier groupe s'identifie canoniquement au groupe Up des unités p-adiques
(éléments inversibles de Z ). Tout revient donc à déterminer l'homomorphisme

(2.5.8.2) X:G->U,.
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La donnée de ^ permet de faire opérer G sur d'autres groupes additifs que Q.JZ ,
par exemple sur Q^,. Le lemme suivant, conséquence de la « dualité de Poincaré », donne
une caractérisation de ^.

(2.5.8.3) Lemme. — Soient G un pro-p-groupe de Poincaré de dimension r et M un (^-espace
vectoriel de dimension i. Supposons que G opère continûment sur M, l'opération étant
donnée par rhomomorphisme -^ : G->Up. Alors H^(G,M)=+=o si et seulement si ^ = y.

Ce lemme nous permettra d'appliquer le théorème (2.4.10). Rappelons quelques
résultats concernant les algèbres de Lie. Soit L une Q-algèbre de Lie, qui est un û-module
libre de rang r. Nous avons défini la représentation adjointe de L sur EL ( i . 3.4). L'opération
d'un xeL sur E^ est la multiplication par Tr ad x (trace de l'endomorphisme y l->[A;,y]
du module L). D'autre part, avec les notations de (1.3.4.8), nous avons

(2.5.8.4) ^....:)-S (-lî^Trad^)-^...^^...^
1 ̂  i ̂  r

si {^, ...,^} est une base de L sur 0.. Les r-cochaînes de L à valeurs dans un
L-module M s'identifient aux éléments de Hom^E^, M). Si M =£^5 la formule
(2.5.8.4) montre que les r-cobords sont nuls, et nous avons un isomorphisme canonique
de H^L, E^) avec û, l'élément basique privilégié étant la classe du r-cocycle défini
par l'application identique de E^'L sur lui-même.

Si 0. est un corps, et M un û-espace vectoriel de dimension i, alors ÏP(L; M) 4=0
si et seulement si M est isomorphe à E^.

Reprenons les notations du théorème (2.4.10). Gomme la classe fondamentale
de L correspond à l'application identique de E^, cette classe est invariante par l'opération
de G. Il reste à vérifier que l'opération de G sur E^ est bien la multiplication par
detAd(A;). Cela résulte de (IV, 3.2.7).

3. LE HOCHSCHILD-SERRE SELON C. T. C. WALL

(3.1) Complexes de Wall.

(3.1.1) Complexes doubles et complexes de Wall. — Soient A un anneau et X^ ^ une
famille de A-modules; les indices i etj parcourent Z, mais X, y = o pour i<o ou j<o.
Définissons les modules X^ comme les sommes directes (finies)

(3.1.1.1) X^=. îl X, ., pour n eZ.
1 -r y — W

Pour obtenir un complexe de chaînes X., il ne nous manque plus que la différen-
tielle ûf, c'est-à-dire la famille des d^ : X^->X^_i. D'après (3 .1 .1 .1) la donnée des d^
équivaut à celle des applications

(3-i. ï^) ^:X^X,_^_,,

569

24



186 M I C H E L L A Z A R D Chap. V

définies comme composées des applications

(S-1-1^) X(j ——> X^y ——> X^y_i ——> X(_^y.^-r

En omettant les indices inférieurs, nous pouvons écrire

(3.1.1.4) ^S/^

et la relation dd==o équivaut à la famille de relations

(3. i.i. 5) S ^-^==0,hez

pour tout AeZ. Si nous explicitons complètement cette formule, nous obtenons

(3.1.1.6) ^d^,_^]=^
h £ A

qui doit être vérifiée pour tous i y j y k e Z , ,
La notion usuelle de complexe double (de chaînes) s'obtient en supposant d^=o

pour A:=t=o, i. Nous avons alors ([4], chap. XV) deux filtrations du complexe X.,
auxquelles correspondent deux suites spectrales.
( 3 .1 .1 .7 ) Définition. — Nous appelons complexe de Wall X.. la donnée de la famille de

A-modules X,̂ . et d'applications A-linéaires d^ ( 3 . 1 . 1 . 2 ) qui sont supposées nulles
pour k<o. Les relations ( 3 .1 .1 .5 ) , (3. i. i. 6), que nous supposons vérifiées^ se réduisent à

(3.1.1.8) S ^-^)=o,
O^A^fc

pour tout keN, c'est-à-dire à

(3.1.1.9) jp '̂t,_,<<,!=o,

pour tous z'.j, AeN.
Lorsque A est un anneau gradué (resp. filtré), nous supposons que les X .̂ sont

des modules gradués (resp. filtrés) et que les û?W sont des morphismes dans la catégorie
correspondante.

(3.1.2) Complexes fibres, jiltration et suite spectrale d'un complexe de Wall. — Si nous
posons, pour tous r, yzeN,
(3.1.2.1) FA^U^X,,,

i^r

nous définissons une « jiltration croissante » du complexe X,, compatible avec sa différen-
tielle, c'est-à-dire telle que ^FyX^CF^X^_^.

Plus précisément, le fait que la filtration F soit compatible avec la différentielle
équivaut à la nullité des d^ pour k<o, c'est-à-dire caractérise les complexes de Wall.

A la filtration canonique d'un complexe de Wall X,. correspond une suite spectrale
([4], chap. XV). Le « terme E° » est donné par

(3.i.^) E^-X,,,

et la différentielle d° du complexe E° s'identifie à d^.
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Nous obtenons ainsi, pour chaque îeN, un complexe de chaînes X, . pour la diffé-
rentielle d^\. Ces complexes seront dits les complexes fibres du complexe de Wall, et nous
écrirons parfois df au lieu de d^.

Le « terme E1 » de la suite spectrale est donné par l'homologie des complexes
fibres. Plus précisément nous avons

(3.1.2.3) E^==H,(X,.).

La différentielle d1 du complexe E1 est définie à partir de d^\ par restriction et
passage au quotient, comme dans le cas d'un complexe double.

Bien entendu la suite spectrale « converge » vers Phomologie du complexe X..
Supposons maintenant vérifiées les relations

(3-^.3) H,(X^.)=o,

pour tout î'eN et tout jeN\ Posons, pour î'eN,

(3-^.4) Ho(X,.)=Y,.

Alors nous pouvons considérer chaque complexe fibre X,^. comme une résolution
acyclique du module Y,. Munis de la différentielle d\ les Y, constituent un complexe Y. que nous
appelons le complexe base (et dont nous notons parfois û?6 la différentielle). La suite spectrale
est dégénérée, et nous obtenons

(3-1-2.5) Hn(X.)=H^(Y.) pour tout neVS.

En particulier, si Y. est une résolution acyclique d'un module M, il en est de même
de X..

(3•I•3) Théorème [32]. — Soient A un anneau gradué (resp. filtré, filtré complet) et Y
un complexe de K-modules gradués (resp. filtrés, filtrés complets). Donnons-nous, pour chaque î'eN,
une résolution acyclique projective (resp. filtrée-libre, complète-libre) X, . du module Y.. Alors il
existe un complexe de Wall à suite spectrale dégénérée dont les X, . sont les complexes fibres et Y le
complexe base.

Preuve. — Nous construisons les applications d^} dans l'ordre croissant des
triplets (k, j, i) que nous ordonnons lexicographiquement. Pour k = o, d^ est formé
par les différentielles des complexes fibres :

(3.I .3.I) <1=<,,

pour tous î',j'eN.
Pour k= î,j== o, nous devons définir des morphismes d^ qui rendent commutatifs

les diagrammes
<f,

•y "° v
^1.0 ——> -^•l-l.o

(S-^S-a) ^ e...i

^ -T Yl-1
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C'est possible, d'après les hypothèses du théorème.
Dans la construction des d[^ nous n'avons plus qu'à vérifier les relations (3.2 .1 .9)

(3.1.3.3) J^- ,̂-^=o.

Nous écrivons cette dernière relation sous la forme

(3.1.3.4) ^-^-i^-"^

où le morphisme

(3.1.3.5) ^,:X,,->X,_^.^,_,

est construit au moyen des applications d^, telles que {kf,jf,i/)<{k,J\i), c'est-à-dire
est donné, d'après notre hypothèse de récurrence concernant la construction des d^ et
la vérification des relations (3.1.3.3).

D'après les propriétés des résolutions acycliques projectives (resp. filtrées-libres,
complètes-libres), l'existence d'un morphisme d^ vérifiant (3.1.3.4) équivaut à

(3 .1 .3 .6) <-fe,,+fe-20<),=o si j+k>2,

(3 .1 .3 .7 ) ^-/c0^ = o si j + k == 2.

La relation (3.1.3.7) ne peut se présenter que pour Â : = = I , J = = I , ou k==2,j==o,
Si nous explicitons les égalités à vérifier, nous obtenons

(3.1.3.3) ^-lO^Kl-o,

(3.1.3.9) ^^oo^l-o,

qui résultent des relations de commutation (3.1.3.2).
Il ne nous reste plus qu'à vérifier (3.1.3.6). Nous avons, en omettant les indices

inférieurs,

(3.1.3.10) ^=- S d^d^,
l^h^k

et nous voulons vérifier la relation

(3 .1 .3 .11 ) d^u^=- S d^d^d^^o,
l^h^k

appliquée au module X^-. D'après notre hypothèse de récurrence sur ( k ^ j ) , nous pouvons
remplacer dans (3.1.3.11) chacun des facteurs d^d^ par

(3.1.3.12) - S dWh-^=d^d^.
Is^g^h

La relation à vérifier devient ainsi

(3.1.3.13) S ( S ^^-^-^=0.VJ ô J/ i^^i^o /

L'interversion des sommations nous donne le résultat cherché, d'après l'hypothèse
de récurrence sur k.
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(3.1.4) Morphismes de complexes de Wall. — Soient X., et X^ deux complexes
de Wall (3 .1 .1 .7) sur un même anneau A. Nous appellerons morphisme f de X.. dans X^
un morphisme des complexes (simples) associés :

(3.1.4.1) /:X.-^X

compatible avec les filtrations (3 .1 .2 .1)5 c'est-à-dire vérifiant

(3.1.4.2) ^(F,XJCF^

pour tous H, reN. La donnée de/équivaut à celle des morphismes

(3.1.4.3) ./;W:X,,^X^,^,

définis comme composés des applications

'̂./ ——> ^i+J ——^^i^-/ ——>Xl-/c,/4-/c•

La compatibilité avec les filtrations se traduit par les relations fW ==o pour k<o.
La propriété pour f d'être un morphisme de complexes se traduit (en notant d la diffé-
rentielle de X) par

(3.1.4.4) fd==df,

c'est-à-dire
(3.1.4.5) S f^d^= S rf(^W
VJ * 3/ Q^h^ O^h^k J 9

pour tout Â;eN. En explicitant complètement, nous obtenons

(3.1.4.6) ^^(^^,_,o^-^_,^,o^))==o,

^ozzr tous î,j, èeN.
Le morphisme f définit un morphisme des suites spectrales de X^ et X^» Pour

chaque zeN, nous avons un morphisme des complexes fibres

(3.1.4.7) /.(0.):X,.^X„.,

que nous noterons parfois f/.
Ces morphismes des complexes fibres doivent vérifier les conditions

(3.1.4.3) ^-lo^o^-^^-o,

pour tout î'eN, en notant ~i{ le morphisme canonique

(3.1.4.9) i-i :X,^-^Ho(XO==Ho(X,.).

(3.1.5) Proposition, — Soient X,, et X^ (fe^c complexes de Wall sur A, (7^ TZO^ supposons
gradué (resp. filtré, filtré complet). Supposons que les modules X .̂ soient projectifs (resp^ filtres-
libres, complets-libres), et que les complexes fibres X^, soient acycliques (resp. acycliques filtrés^
acy cliques filtrés complets). Donnons-nous des morphismes des complexes fibres

^:x,.^x,.,
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pour tout î'eN, vérifiant les conditions (1.3.4.8). Alors il existe un morphisme /:X..->X..
(3.1.4) qui induit les morphismes donnés f[ sur les complexes fibres. Ce morphisme est défini à une
homotopie près.

La preuve procède comme en (3.1.3) : nous construisons les f^] par récurrence
sur le triplet (k, j\ ï).

(3.1.5.1) Corollaire. — Reprenons les notations et les hypothèses du théorème (3.1.3). Soient X..
et X,, deux structures de complexe de Wall sur la famille des X, . qui vérifient les conditions du
théorème. Alors il existe un isomorphisme f : X,.->X^ qui induit l'identité sur les complexes
fibres X,..

(3.1.6) Choix normaux. — Reprenons l'énoncé du théorème (3.1.3). Supposons
que chaque complexe fibre X,. soit donné comme résolution scindée ( ï . ï .4) de Y^, et que
les modules X .̂ soient libres (resp. filtres-libres, complets-libres) avec des bases (resp. bases
filtrées, bases topologiques) données. Alors nous pouvons préciser la construction
des d^] (3.1.3), en effectuant à chaque étape le « choix normal » du morphisme û^L
tel que nous l'avons défini en (1.1.6). Nous obtenons ainsi un complexe de Wall complè-
tement déterminé.

Supposons, de plus, que le complexe base Y. soit une résolution scindée (1.1.4) du
module M. Nous allons montrer que le complexe X, peut être défini comme une résolution scindée
de M.

Nous notons d^ s\ e', r/ (resp. û?6, .y6, e6, r^) les opérateurs des complexes fibres
(resp. du complexe base). Nous omettons les indices inférieurs. L'augmentation ^x du
complexe X, est

(3.1.6.1) ^s^Xo-^M;

l'opérateur r^ est

(3.1.6.2) YÎ^Y/^M-^XO.

Quant à l'opérateur j^ nous le calculons par application du lemme (1.3.5) à
partir d'un opérateur a qui vérifie

(3^.6.3) (i-^-^-oûOMeF^X.,

pour tout reN et tout ^eFyX.. Nous définissons cet opérateur a par la formule

(3.1.6.4) CTW—TîW—y^TîW.

(3.2) Extension de groupes.

(3.2.1) Les complexes de Wall d'une extension de groupes. — Soient G un groupe,
H un sous-groupe distingué de G et û un anneau commutatif. Notons respectivement A,
B et G les algèbres Î2[G], Î2[H] et Q[G/HJ. L'algèbre G est canoniquement isomorphe
à A®gtî; l'algèbre A est un B-module libre (à gauche ou à droite).
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Soit Z, une résolution acyclique de 0, par des TS-modules. Le complexe de A-modules

(3.2.1.1) A^Z.

est une résolution acyclique de C par des A-modules.
Si les B-modules Z^ sont libres (resp. projectifs), les A-modules A0gZ^ sont

libres (resp. projectifs).
Donnons-nous maintenant une résolution acyclique libre Y. de Q par des C-modules^

et posons, pour tout neN

(3.2.1. 2) Y^C®^,
/"o»/

où Y^ est un Si-module libre.
Pour tous iyjeîî, notons X .̂ le A-module

(3.2.1.3) A®BZ,®oY,=X,,,.

Si Z. est une résolution acyclique projective de t2, les hypothèses du théorème (3.1.3)
sont vérifiées lorsque nous prenons comme complexes fibres les complexes

(3.2.1.4) A0BZ.®^=X,..

En effet Y. est un complexe de A-modules grâce à Pépimorphisme A->C, et
chaque X^, est une résolution acyclique projective de Y,,

Nous obtenons donc un complexe de Wall X,, (3.1.3)5 dont le complexe simple
associé X. (3. i. i ) est une résolution acyclique projective de Q. par des A-modules.

Supposons, de plus, que Z, (resp. YJ soit une résolution scindée de Q par des
B-modules (resp. C-modules) libres ayant des bases données^ et donnons-nous une section
G/H-^G de l'extension de groupes (notée Ç|->Ç). Nous obtenons Y^ en prenant le
sous-fl-module de Y^ engendré par la base de ce module sur C. La section nous donne
une base de A sur B, qui nous permet de définir chaque complexe fibre X^. comme une
résolution scindée de Y,.. Alors, comme nous l'avons vu en (3.1.6), nous pouvons
construire un complexe de Wall déterminé qui est une résolution scindée de t2.

(3.2.2) La suite spectrale de Hochschild-Serre pour la cohomologie des groupes discrets. —
Conservons les notations précédentes. Soit M un A-module. Nous avons, puisque X, est
une résolution acyclique projective de û par des A-modules :

(3.2.2.1) H*(G, M)=H*(A, M)=H*(Homl(X., M)).

Le complexe X, est muni de sa « filtration croissante » F (3.1.2). Le complexe
Hom^(X,, M) possède donc une « filtration décroissante » associée, que nous pouvons
noter encore F : le sous-complexe

(3.2.2.2) PHoml(X.,M)

est constitué par les morphismes de X, dans M qui s'annulent sur F^X..
A partir de cette filtration du complexe Hom^(X,, M) nous obtenons la
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suite spectrale de Hochschild-Serre [12], comme nous le montrerons par un calcul expli-
cite (3.2.3).

(3.2.2.3) Exercice, — Démontrer, à partir de (3.1.5), que le terme Eg de la suite
spectrale est indépendant du choix du complexe de Wall X,,.

(3.2.3) Opération de G sur la cohomologie de G/H; calculs explicites. — Le groupe G
opère à gauche sur H (par restriction des automorphismes intérieurs) et sur M. Il opère
sur les cochaînes de H dans M, selon la formule

(3 .2 .3 .1) (^/)(^l, ...^n)-^'"1^!^ ...,^~1^),

pour xç=G, j^, ...,j^eH et f:îîn->M.
Le groupe G opère sur la cohomologie H* (H, M). En fait, son sous-groupe H opère

trivialement, et le quotient G/H opère sur H*(H, M). Nous retrouvons ces résultats
comme suit.

Notons Z. le complexe standard de B (avec les notations de (3.2.1)) . Puisque M
est un A-module, le complexe Homg(Z,, M), dont la cohomologie est H*(H, M), s'iden-
tifie au complexe

(3.2.3.2) HOI<(A®BZ.,M).

Nous faisons opérer à droite G sur le complexe A®^. en posant, pour

(3.2.3.3) u^x^y^^^^eA^Z^K^^Î^ et xeG,

(3.2.3.4) U.X^XQX^X^^X®. . .^x'^x.

(Les éléments y^ appartiennent à B, auquel nous prolongeons l'automorphisme
y\->x~lyx de H.)

Par l'identification de Hom^(A®gZ^, M) au module des yz-cochaînes de H dans M,
l'opération à droite de G sur A®gZ, (3.2.3.4) conduit à l'opération à gauche de G
sur les cochaînes (3.2.3.1).

Si xeîî, la formule (3.2.3.4) montre que la multiplication à droite par x définit
un endomorphisme du complexe Z, compatible avec son augmentation^ donc homotope à l'identité.
Gela prouve que G opère sur H*(H, M) par l'intermédiaire de G/H.

Prenons comme complexe Y, le complexe standard de G, avec (3 .2 .1 .2)

(3.2.3.5) Y^T-C.

Les modules X .̂ j de notre complexe de Wall sont donc définis par

(3.2.3.6) X^A^T^T-C.

La différentielle d^ est définie, comme différentielle des complexes fibres (3.1.2),
par le complexe standard de B.
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Pour écrire les applications d^\ donnons-nous une section G/H->G (notée Çl^l).
Posons alors, pour tous z'JeN, ^A^PB, ^, ..., Ç,eG/H :

(3-2.3.7) (—i)^^0^0---0^)-^!)®^®...®^^
"^K2^-1^0^0---^^^!®---®^^-^!)^®^®...®^!.l^/c<î

Si nous notons généralement C^K, M) le module des n-cochaînes d'un groupe K
dans un module M (où K n'opère pas nécessairement) le terme E^' de la suite spectrale
s'identifie à

(3.2.3.8) E^C^G/H, C^'(H, M)).

Le terme E^ est donné par

(3.2.3.9) E^C^G/H.H^H, M)),

et enfin le terme E^'7 est

(3.2.3.10) H^G/H, H^(H, M)).

Lorsque G es^produit semi-direct de H et G/H, c'est-à-dire lorsque nous pouvons
supposer Si^^Si^ pour tous Ci, Ç^eG/H, l'application ^ définie en (3.2.3.7)
vérifie d^d^^o. Nous posons alors ^=0 pour Â:>I, et notre complexe de Wall
est un complexe double. Par le choix d'un homomorphisme section de G/H dans G, A®gZ.
devient un complexe de C-modules à droite, et nous avons

X.=(A®BZ.)®cY.

(3.2.4) Valuation de l'algèbre complétée d'un groupe profini p-analytique. — Soient G
un groupe profini ̂ -analytique (III, 3.2.2), H un sous-groupe ouvert de G et A (resp. B)
la Zp-algèbre complétée Al G (resp. Al H). Nous étendons la définition de Al (II, 2 .2 .1) ,
si bien que A est encore (II, 2 .2 .7 ) un B-module libre de rang fini (G : H), à gauche
et à droite.

Supposons maintenant que H soit p-valuable (III, 3.1.6) et distingué dans G. D'après
le lemme (2.4.3), nous pouvons supposer H muni d'une p-valuation <o invariante par G.

Prenons alors sur A la borne inférieure œ des filtrations d'algèbre qui vérifient

(3 .2 .4 .1 ) (ù{x—i)^cù(x) pour tout xeîî.

Alors lajrestriction de w à B est la valuation induite par co (III, 2.3.3). Une famille de
représentants (Ç,)i^^s de G/H dans G est une base filtrée du B-module A (à gauche ou à droite),
avec <:o(^)=o pour i^if^s. L'algèbre topologique A devient ainsi une Z -algèbre supplémentée
valuée complète pour la filtration w.

En effet, notons w1 la valuation du B-module A définie par la valuation de B
(III, 2.3.3) et le choix des représentants (y. Nous avons

(3.2.4.2) w\x)^w[x) pour tout xeA,
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et il nous suffit de montrer que w' est compatible avec la structure ^algèbre de A, ce qui
résulte de l'invariance de co par G.

(3.2.5) Complexe standard complété d^un groupe profini p-analytique. — Conservons les
notations de (3.2.4) et construisons le complexe standard (1.2.1) de l'algèbre supplé-
mentée A. Ce complexe standard est value (1.2.4). Son complété, que nous notons X.,
est une résolution acyclique complète-libre (et scindée) de Z par des A-modules.

Explicitons les bases topologiques. Reprenons, pour le sous-groupe ouvert dis-
tingué H de G, les notations de (1.2.7). Notons J l'ensemble produit

(3.2.5.I) (G/H)xJ=J.

Ayant choisi la section Çl->Ç de G/H dans G, posons

(3.3.5.2) ^I.^eA

pour tout oc = (Ç, a) ej.
Les éléments ^a, ocej, constituent une base topologique de A sur Zp, avec

(3.2.5.3) W{A:> ^^TOC^TOC.

Nous obtenons, comme en (1.2.7) , une base topologique de X^ sur A en prenant les
éléments

(3.2.5.4) ^=1®^®...®^,

où a = (oc1, . . ., oc") ej .̂ Nous avons

(3.2.5.5) w{X^^)=w, avec

(3.2.5.6) T a = = = s To?-l^î<n

La proposition (1.2.6) s'étend sans modification. Si M est un A-module linéairement
topologisé complet^ les groupes de cohomologie continue (1.1.7) H^(A, M) s''identifient aux groupes
de cohomologie continue de G, H^(G, M).

Les notations que nous avons introduites permettent d'étendre la démonstration
exposée en (1.2.7). Une application A-linéaire continue

(3.2.5.7) /:X^M

est donnée par la famille des éléments

(3.2.5.B) ^-/(^ aej-,

qui doivent tendre vers zéro dans M (suivant le filtre des complémentaires des parties
finies de J").

Les éléments c-^ nous donnent d'autre part les coefficients de Mahler de la n-cochaîne
associée Gn->M^ ou, plus précisément, de ses restrictions aux classes à gauche de G"
suivant H" (ces classes étant identifiées à Z^ par la section de G/H et la base ordonnée
de H).
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Le critère cTanalyticité (III, 1.3.9) nous donne le résultat suivant.

(3•2•5•9) Soit M un Zy-module sans torsion de rang fini sur lequel G opère continûment, que
nous supposons value (2.3.2). Pour que la n-cochaîne associée à l'application A-linéaire
f: X^->M donnée par ses coefficients c^ (3.2.5.8) soit analytique, il faut et il suffit que

w(c-)
lim -4—>o.

| a|-> oo | Œ |

(Nous posons \a\==ï\^\ pour aej", et |a|-[a| pour a==(Ç,a)eJ).

(3.2.6) Résolutions acycliques complètes-libres de Z . — Conservons les notations
de (3.2.4) et cherchons comment il convient de modifier les considérations de (3.2.1)
pour construire des résolutions acycliques complètes-libres de Zp par des A-modules.
Nous posons de nouveau C==Z [G/HJ.

Nous prenons maintenant comme complexe Z. une résolution acyclique complète-libre
de Zppar des ^-modules. Le complexe A®gZ. est formé de ^-modules complets libres : pour
chaque /zeN, une base topologique de Z^ sur B nous donne une base topologique
de A®fiZ^ sur A. Le complexe

(3.2.6.1) A®BZ.

est donc une résolution acyclique complète-libre de G par des ^-modules.
Nous prendrons comme C-complexe Y. un complexe dont les modules sont donnés

sous la forme

(3.2.6.2) Y^==C®^,
/̂ »^ ^^

où les Y^ sont des Zp-modules libres de rangs finis. Chaque Y^ est value par sa valuation
^-adique (une base sur Zp est une base filtrée dont les éléments ont la filtration o).

Nous construisons enfin les produits tensoriels values

(3.2.6.3) X,,,=(A®BZ,)®z/^

et nous avons satisfait aux conditions du théorème (3.1.3), qui nous donne un complexe
de Wall X.. et une résolution acyclique complète-libre X. de Zy par des A-modules.

Si nous prenons pour Y. (resp. ZJ le complexe standard (resp. complété) de G
(resp. B), nous pouvons encore définir l'opération à droite de G sur A^Z. par la
formule (3.2.3.4), puis définir d^ par (3.2.3.7) après avoir choisi une section. Nous
obtenons explicitement la suite spectrale
(3-2 .6 .4) ^'(G/H, H^(H, M)) => H:(G, M).

(3-2.7) Théorème. — Soit G un groupe profini p-analytique (III, 3.2.2). Supposons que
l'algèbre A=A1 G soit munie d'une valuation, comme en (3.2.4). Alors il existe une résolution
acyclique complète-libre de Zy par des ^-modules de rangs finis. Pour tout A-module linéairement
topologisé complet M, les groupes H^G, M), H^A, M) et Ext^Z^, M) s'identifient canoni-
quement {neff).
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Preuve. — Avec les notations de (3.2.6)3 prenons comme complexe Z, le complexe

quasi-minimal de H (2 .2 .2) . Alors Z., est un B-module filtre-libre de ranç ( 1. Gommei \ ) n & ̂ j

nous prenons des Zy-modules Y^ libres de rangs finis, les X .̂ (3.2.6.3) sont des A-modules
filtres-libres de rangs finis, ainsi que les X^ (3.1.1.1). Les dernières assertions du théorème
se prouvent comme en (2.2.3).

(3.2.8) Fin de la preuve du théorème (2.3.10). — Nous avons prouvé ce théorème
pour un groupe évaluable G. Nous avons value l'algèbre A == Al G, et nous avons utilisé
deux résolutions acycliques complètes-libres de Zy par des A-modules : X, et Y,. Le
complexe X^ était le complexe standard complété de l'algèbre supplémentée valuée A.
Il nous a servi à traduire la définition des cochaînes analytiques et à formuler un critère d'analyticité.
Le complexe Y, était le complexe quasi-minimal de G, mais il intervenait par la seule
propriété que les Y^ sont des A-modules filtres-libres de rangs finis. Nous avons étendu toutes
ces notions aux groupes profinis ^-analytiques généraux en (3.2.4), (3.2.5) et (3.2.7),
et nous étendons de même la démonstration du théorème (2.3.10).
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A.i. Commutateurs, puissances et critères (Tanalyticité dans les pro-j^-groupes
de type fini»

( 1 . 1 ) Définition. — Soient G un groupe, n et h deux entiers positifs. Nous noterons

( 1 . 1 . 1 ) CP(G;7z;A)

F assertion suivante :
« tout commutateur de poids n dans le groupe G est une ph-ième puissance ».
Dans la notation CP(G; n; h) le nombre premier p est sous-entendu. Quand il

n'y aura pas d'équivoque possible sur le groupe G, nous écrirons
( 1 . 1 . 2 ) CP(^Â)

au lieu de CP(G; n; h). Rappelons que les commutateurs de poids n sont définis par
récurrence sur n : tout élément de G est un commutateur de poids i ; si u et v sont deux
commutateurs de poids i etj respectivement, alors [u, v)==u~lu~luv est un commutateur
de poids (î'+j)-

(1 .2 ) Théorème. — Soit G un pro-p-groupe analytique de dimension r (>o). Alors il
existe un entier aeN tel que, pour tout neN,

( 1 . 2 . 1 ) CP(G;7z;[(7z-û)r-1]).

Rappelons que le crochet désigne la partie entière.
Preuve. — Appliquons à G le lemme (¥,2.4.3) en partant d'un sous-groupe

ouvert p- value H dont nous supposons la filtration à valeurs entières (III, 3.1.3). Alors,
avec les notations de (V, 2.4.3), la valuation invariante o/ du sous-groupe distingué H'
est encore à valeurs entières.

Il en résulte que, pour n assez grand, le groupe H^/H^i est abélien élémentaire
d'ordre^ (III, 3.1.13). Soit v le plus petit entier n pour lequel cette propriété est vérifiée;
posons, pour tout AeN,

(1 .2 .2) K,=H^,.

Les groupes K^ sont tous distingués dans G et K^ coïncide avec l'ensemble des
^-ièmes puissances des éléments du groupe Kg. Les automorphismes intérieurs de G
définissent (par restriction et passage au quotient) des automorphismes des ^-groupes
abéliens K^/K^.^. Nous pouvons intercaler entre K^ et K^_^ des sous-groupes
distingués K^, où i==h+r~1, A+2r~1, . . . , Â + ( r — î ) r ~ 1 , de telle sorte que G opère trivia-
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lement sur les quotients K,/K.̂ , pour i=h, h+r-1, . .., A+(r-i)r-1 • cf fil 2 i 71
et (V,2.3.4). ' ' ' /

II en résulte, par l'identité de P. Hall (II, 1.1.6.3), que, si x est un commutateur
de poids n dans G etj un élément de K, (zer^N), alors le commutateur {x,y) appartient
au groupe K..̂ .,.

Nous achevons la preuve en définissant a comme le plus petit entier n tel que les
commutateurs de poids n dans G appartiennent à Ko.

(1.3) Exemple. — Soit Q l'anneau obtenu en adjoignant à Zy une racine />-ième pri-
mitive ï, de l'unité. Construisons le produit semi-direct des groupes additifs
('•S-') G=F^xû.

L'image canonique n dans Fp d'un élément neZ opère sur le sous-groupe distingué il
de G en multipliant ses éléments par Ç".

Le pro-^-groupe G est de dimension (p-1). C'est un quotient du groupe construit
en (111,3.2.5).

Utilisant les formules (III, 3.2.5.2) et (III, 3.2.5.3) qui restent valables, on voit
que 1 énoncé du théorème (1.2) est « le meilleur possible ».

(1.4) Notations. —Jusqu'à la fin de ce paragraphe, G désignera un pro-j»-groupe
engendré par des éléments x, (i^r) auxquels sont associés des nombres strictement
positifs T(. Nous posons

(t•4•I) <=maxT.,

('•4-2) 6=minT,.

Le groupe G est muni de sa (x, r, p).filfration (11,3.2.2), qui se réduit à la
(^)-filtration(II,3.2.i)si f=Q. Nous posons L=grG; rappelons (II, 3.2.4) que L
est engendrée, en tant qu'algèbre de Lie mixte, par les images canoniques Ç. des éléments x.
dans les composantes homogènes de L de degrés respectifs T,. Nous notons L* la sous-*
algèbre de Lie (non mixte) de L engendrée par les ^ (i <^r). Nous écrivons L, (resp. L:)
la composante homogène de L (resp. L*) de degré v.

Nous notons logy le logarithme de base p et <p la fonction définie en (II, 1.2.2) :
<p(v)==min(v+i,/»v). Pour he-N, y» désignera la A-ième itérée de 9 :

y°(v)=v, <pA+i(^<p(<pk(^

(1.5) Lemme. — (i) Soit m>o; si l'on a L*,=o pour tout v vérifiant

('•5-1) m^<m+t,

alors L^==o pour tout V^OT.

(n) St f===9, et si L^==o pour un entier n>o, alors L^=o pour tout ^nt.
Preuve. — C'est une conséquence du lemme (II, 3.3.3).
(1.6) Proposition. — S'il existe m>o tel que L;=o pour m^<m+t, ou si t=Q

et s'il existe un entier n>o tel que L^==o, alors G est analytique.
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Preuve. - D'après (1.5) et le lemme (II, 3.3.5), les hypothèses de la proposition
(111,3.4.2) sont vérifiées.

(1 .7) Lemme. — Soient v un nombre >o, et n, h deux entiers >o. Alors les relations

( ' •7- 1 ) CP(G;«;A),

( ' •y-2 ) (n—i)t<v^nf, et
('•7-3) <p"(e)>v

îff '̂Ç'KCTf

('•y^) L:=o.
Pmw. — La composante homogène L: est engendrée, en tant que groupe additif,

par les images module G,, de certains commutateurs de poids ^n : c'est une consé^
quence de (1.7.2) et de la définition de L*. D'après ( 1 . 7 . 1 ) ces commutateurs sont
des p -lèmes puissances, et leur filtration vaut au moins <p»(6).

(1.8) Critères de nullité de L;. — Pour appliquer le lemme précédent nous allons
expliciter la condition (1.7.3). Chacune des relations suivantes implique (1.7.3) :

( I-8-1) A+6>v.

Cette relation vaut quel que soit 6, mais elle peut être améliorée, sauf si 6^(/>-i)-1.

( I-8-2) ^-ir^e^v.
Cette relation correspond à la plus rapide croissance de la fonction <p.

(1.8.3) e<(^-i)-^ et A-[log,,(6(/>-i))-i]-(^_2)^-i)-^.

Posons en effet
î=i+[logp(6(j&-i))-i],

ce qui équivaut à
^"^(/'-i)-^'.

Nous avons alors, pour h'ss-i,
y'>(6)=e^+A—^•.

La relation (1.8.3) peut s'écrire sous la forme
A—0v—(/»—i)-1 .

Comme le premier membre de cette dernière relation est entier et que v est strictement
positif, nous avons bien hïs-i et (̂ô);̂ .

Lorsque t=Q, nous pouvons remplacer la relation (1.7.2) par
v=n<,

car L^==o si v n'est pas multiple entier de t.
Indiquons encore une relation qui précise un peu (1.8.3) dans un cas particulier.

(1.8.4) t=Q=(p—î)-lp-l pourunje-N, et h>n{p—l)-lp-'+j—Çp—•^)-\
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(1.9) Théorème. — Pour que G soit analytique, il faut et il suffit qu'existent deux entiers n, h
tels que

(^•i) CP(G;%;A), et

(l'9•^) p^>n.

Preuve. — Si G est analytique, le théorème (1.2) nous permet de vérifier (1.9.1)
et ( i . 9.2) dès que n est assez grand. Réciproquement, supposons ces deux relations vérifiées
et choisissons t{==Q) assez petit pour que

^^G&-i)-1.

Alors la proposition (1.6) établit l'analyticité de G, compte tenu du lemme (i 7)
et de (1.8.2).

(1.10) Corollaire. — Supposons le groupe G analytique. Alors, pour tout nombre m>o
(resp. m>(p—i)^1), les hypothèses de la proposition (1.6) (resp. du théorème (III, 3.4.3))
sont vérifiées par la (t, p)-filtration dès que le nombre t est asse^ petit.

(i .n) Proposition. — Si le groupe G est analytique de dimension r (>o) et si
(1.11.1) tr<î,

alors les hypothèses de la proposition (1.6) et du théorème (III, 3.4.3) sont vérifiées pour tout
nombre m asse^ grand.

Preuve. — Nous appliquons le critère (1.8.3).

A. 2. Filtrations restreintes de groupes et algèbres de Lie restreintes.

(2.1) Anneaux filtrés de caractéristique p.—Développons des considérations analogues
à celles de (II, i. 2) pour des anneaux de caractéristique p, c'est-à-dire pour des
Fp-algèbres associatives.

Soient A un tel anneau, filtré par w, et G un sous-groupe du groupe multiplicatif
des éléments inversibles de A, tel que

( 2 - 1 - 1 ) w(x—ï)>o pour tout xeG.

Nous posons

( 2 - 1 - 2 ) cù(x)==w(x—i), pour tout xeG

et nous obtenons ainsi une filtration de G; de plus nous avons une injection canonique
(2.1.3) i :grG-^grA

de l'algèbre de Lie graduée associée à G dans l'anneau gradué associé à A (II i .o.o).
Ls . i . , v w w /

identité
(a - i -é ) ^ — i = ( ^ — i ) ^

valable dans tous les anneaux de caractéristique p, entraîne

O2-1^) ^(x^^p^Çx) pour tout xeG.
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L'algèbre de Lie gr G possède une structure canonique de f y-algèbre de Lie restreinte
au sens dejacobson [13]. La ^-application (Çl-^Ç^) est définie, pour les éléments homo-
gènes, par passage aux quotients à partir de la^-ième puissance dans G. L'injection L (2. i. 3)
se prolonge en un homomorphisme

(2.1.6) r^grG-^grA

de V algèbre enveloppante restreinte U gr G de gr G dans gr A. Le morphisme d'anneaux
gradués (2.1.6) n'est pas nécessairement injectif, ni surjectif.

(2.2) Définition. — Nous appellerons filtration restreinte d'un groupe G une Jiltration co
(II, i. i . i) qui vérifie l'axiome suivant.

(2.2.1) (0(^)^0)^) pour tout xeG.

La terminologie correcte serait « fîltration ^-restreinte ».
Toute filtration restreinte est une ^-fîltration (II, 1.2.10). Plus précisément,

filtrations restreintes et ^-filtrations satisfont aux mêmes axiomes tant qu'il ne s'agit
que d'éléments de filtration < {p— i)"1. En fait, nous pouvons presque ramener l'étude
des filtrations restreintes à celle des ^-filtrations grâce à la propriété suivante.

Soient co une filtration restreinte d'un groupe G et t un nombre >o. Alors l'appli-
cation œ' définie par

(2.2.2) ^f{x)=tu{x) pour tout X(=G

est encore une filtration restreinte.
(2.3) Théorème. — Soit G un groupe muni d'une filtration restreinte <i) (2.2). Pour tout

veR^ et tout Çegr^G, prenons un représentant x de Ç, puis l'élément xpeG^, et enfin l'image
de xp dans gr^G.

Ce dernier élément ne dépend que de Ç; nous le notons Ç^. L'application Çl-^Ç1^ se
prolonge univoquement à tous les éléments de gr G, de telle sorte que gr G devienne une F -algèbre
de Lie restreinte.

Preuve. — Quitte à remplacer co par o/ == t^ pour un nombre t assez petit, l'exis-
tence et les propriétés de l'élément ^[p] (pour un Çegr G homogène donné) figurent parmi
les assertions du théorème (II, 1.2.11), prouvé en (II, 1.4). Nous concluons en appli-
quant [13], chap. V, th. il, p. 190.

(2.4) Corollaire. — Si f: G-^H est un morphisme (II, 1.1.3) de groupes munis de
filtrations restreintes, alors l'application gr/:grG-^grH est un morphisme d'algèbres de Lie
restreintes.

(2.5) Définitions des filtrations induites et d'un morphisme fonctoriel. — Soient G un
groupe muni d'une filtration restreinte œ et A=F^,[G] son algèbre à coefficients dans
le corps premier Fy.

Munissons A de la borne inférieure des filtrations d'algèbre qui vérifient

(2.5.1) w(x—i)^û)(^) pour tout xeG.
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La filtration w de A sera dite induite par oj. Nous noterons <x/ la filtration restreinte
de G induite par w comme en (2.1), c'est-à-dire que nous posons

(2.5.2) u\x)==w(x—i) pour tout xeG.

L'application identique est donc un morphisme de G filtré par œ dans G filtré
par o)*; nous en déduisons (2.4) un morphisme des gradués associés

(2.5-3) grG->gr'G,

qui se prolonge en un morphisme des algèbres enveloppantes restreintes :

(2.5-4) UgrG-^ÎÏgr^G.

Nous avons d'autre part le morphisme canonique défini en (2.1.6) :

(2.5-5) Ugr'G^grA=grF^G].

Nous composons les morphismes (2.5.4) et (2.5.5) pour obtenir le morphisme
de fy-algèbres associatives graduées

(2.5.6) JîUgrG->grF^[G],

qui est un morphisme fonctoriel (sur la catégorie des groupes filtrés par une filtration
restreinte).

(2.6) Théorème. — Soit G un groupe muni d'une filtration restreinte. Alors le morphisme
fonctoriel (2.5)

(2.6.1) J^grG-^grF^G]

est bijectif. De plus, si la filtration de G est séparée (II, 1.1.5), alors la filtration de F [G] est
séparée.

(2.6.2) Corollaire. — Sif: G-.H est une isométrie (II, 1.1.3) de groupes munis de filtra-
fions restreintes, alors le prolongement canonique g : F [G]->F [H] de f aux algèbres de
groupes est une isométrie pour les filtrations induites (cf. (III, 2.3.5)).

(2.7) Preuve. — Lorsque la filtration restreinte co du groupe G est discrète (1.1.5),
la filtration induite (2.5) sur Fp[G] == A peut être explicitée comme suit (cf. (III, 2.3.6)).

Pour tout v>o, le groupe additif \ des éléments de filtration ^v dans A est
engendré par ses éléments de la forme

(2-7.i) ^(^-^.••On-i),

où j^i, . . .,j^eG, neV et

(2-7 .2) ^(^l)+...+^(A)^^-

II en résulte que le morphisme^' (2.6.1) est surjectif.
Supposons, de plus, que G soit un grouper, d'ordre^', et que la filtration œ soit

séparée. Nous avons alors

(a.7-3) dimgrG=r,
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ce qui implique ([13], th. 12, p. 191)

(a. 7.4) dim P gr G ==^.

Le signe « dim » note ici la dimension d'un espace vectoriel sur F .
Comme nous avons

(2.7.5) dimF^[G]=^,

la relation

(2.7.6) dimgrF^G]-^

est vérifiée si et seulement si la filtration de Fy[G] est séparée. Quand nous aurons prouvé
ce dernier point, nous saurons que j est un épimorphisme d'espaces vectoriels de mêmes
dimensions (finies), donc un isomorphisme.

Or, puisque l'idéal d'augmentation de Fp[G] est niipotent (II, 2.1.7), l'élément z
de (2.7.1) ne peut être différent de zéro que si
(2.7.7) n^t,

où t désigne un certain entier. Si À est le maximum des co(.y), pour xeG et x+ i, nous
voyons que

(2.7.8) w(^)>\t implique ^==o,

ce qui prouve que w est séparé (cf. (III, 2.3.7)).
Le théorème (2.6) est donc prouvé dans le cas des groupes finis munis de filtrations

restreintes séparées.
Si G est un groupe de type fini muni d'une filtration restreinte œ, alors tous les

quotients G/G^ (v>o) sont des ^-groupes finis, car, d'après (2.2), le lemme (II, 3.1.2)
s'applique aux filtrations restreintes. Cela nous permet d'étendre la démonstration
de (2.6) aux groupes de type fini, par la considération des quotients finis séparés G/G^.
Nous prouvons alors le corollaire (2.6.2) pour les groupes de type fini : cf. (III, 2.3.5).

Nous atteignons enfin le cas général par passage aux limites inductives (I, 2.3.8).

A. 3. Filtrations de Zassenhaus et séries de Golod-Chafarévitch.

(3.1) Définition du fondeur Alp sur la catégorie des pro-p-groupes. — Soit d'abord G
un pro-^-groupe discret, c'est-à-dire fini. Nous notons Alp G l'algèbre Ep[G] et (pour tout
neN) AIpy^G la n-ième puissance de Vidéal d''augmentation de Alp G.

Pour un pro-j&-groupe quelconque G, nous posons

(3.1.1) Alp G = lim Alp G/U,

(3.1.2) Alp^G=HmAlp,G/U,

les limites projectives étant prises sur l'ensemble des sous-groupes distingués ouverts U de G.
Nous considérons les Alp^G et G comme des parties de Alp G.
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(3.2) Proposition. — Soit G un pro-p-groupe. Considérons les algèbres Alp G (3.1)
et Al G (II, 2 .2 .1) ; nous avons la suite exacte
(3.2.1) o->p Al G->A1 G->Alp G->o.

U algèbre Alp G est un anneau local compact de radical Alp^G; elle contient Ip[G] comme
sous-algèbre dense et G comme sous-espace compact. Les AIpy^G sont des idéaux fermés de Alp G.
Ils définissent la filtration canonique w : c'est la filtration de Alp G à valeurs entières telle que
(3.2.2) w{y)^n ojyeAlp^G,

pour tous jyeAlp G, n eN.
Le pro-p-groupe G est de type fini (II, 2.1.4) si et seulement si

(S-^-S) dim gr^Alp G=ûf<oo.

Dans ce cas, d est le nombre minimum de générateurs de G, Alp^G est la n-ième puissance
du radical de Alp G, tous les gr^Alp G sont de dimension finie, et la topologie de Alp G est définie
par sa jiltration canonique.

Preuve. — Nous avons les suites exactes de groupes compacts
o^p Al G/U->A1 G/U->Alp G/U->o,

et nous obtenons (3.2.1) par passage aux limites projectives. Cela permet de ramener
les propriétés de Alp à celles de Al (II, 2 .2 .2 ) ; on peut aussi bien les prouver directement.
La caractérisation de d (3.2.3) comme nombre minimum de générateurs de G résulte
de (II, 2.1.9), qui montre que gr^Alp G est canoniquement isomorphe au quotient de G
par son sous-groupe de Frattini (adhérence du sous-groupe engendré par les commuta-
teurs et les p-iemes puissances).

(3.3) Définition. — Filtration de ^assenhaus d'un pro-p-groupe. Soit G un pro-^-groupe.
Considérons les filtrations restreintes'(2.2) ù) de G qui vérifient les conditions suivantes :
(3.3.1) œ(A:)^i pour tout xeG;
(3.3.2) pour tout v>o, le sous-groupe G^ (des xeG vérifiant œ(^)>v) est fermé.

La borne inférieure de ces filtrations est encore une filtration restreinte qui vérifie
ces deux conditions; nous l'appelons jiltration de ^assenhaus de G.

(3.4) Lemme. — Soient G, G' deux pro-p-groupes, co, o/ leurs filtrations de ^assenhaus
respectives, et f \ G->G' un homomorphisme continu. Alors f est un morphisme (II, 1.1.3)
pour co et œ'; de plus, si f est surjectif, co' est la filtration quotient de œ (II, 1.1.4).

Preuve. — La fonction ci/o/ est une filtration restreinte de G vérifiant les condi-
tions (3.3), d'où co(^)^(o'(/(^)) pour tout xeG, d'après la minimalité de œ.

Supposons f surjectif, et notons <o* la filtration quotient de œ. Nous avons
œ*(^)^<x)'(A:) pour tout xeG, et, d'après la minimalité de co7, il nous suffit de prouver
que o>* vérifie les conditions (3.3). La filtration co* est restreinte et satisfait à (3.3.1).
Pour vérifier (3.3.2), il faut établir que, pour tout v>o, le sous-groupe

(3.4-x) n )̂ •
a88



GROUPES ANALYTIQUES p-ADIQVES 205

est fermé dans G' : cf. (I, 2. i .7). Cela résulte de la compacité de G, de la continuité
de f et de ce que les G^ sont fermés. En même temps nous prouvons que le sous-
groupe (3.4-1) se réduit à/(GJ.

(3.5) Théorème. — Soient G un pro-p-groupe et œ sa jiltration de ^assenhaus (3.3).
Alors ô) est induite par la jiltration canonique de Alp G (3.2). Autrement dit^ co est à valeurs
entières et

(3.5.1) ^[x)^n o A:—ieAlp^G,

pour tous xeGy yzeN.
Si le pro-p-groupe G est de typejïni (II, 2. i .4)3 sa topologie est définie par œ (II, 1 . 1 . 5 ) ,

l''algèbre de Lie restreinte gr G est engendrée par ses éléments de degré i, et le morphisme (2 .1 .6 )

(3.5.2) Î ÏgrG-^grAlpG

est bijectif.
Preuve. — Supposons d'abord G fini. Notons w' la filtration de Fp[G]=AlpG

induite (2.5) par co, et w la filtration canonique de Alp G (3.2).
Comme nous avons w'{x—1)^1 pour tout xeG, nous en déduisons

(3-5-3) w\y)^w{y) pour tout j/eAlp G.

Nous avons d'autre part, d'après (3.2) et (3.3), w{x—î)^(ù{x) pour tout xeG,
d'où nous tirons

(3-5-4) w { y ) ' ^ w ' { y ) pour tout jye Alp G.

Les relations (3.5.3) et (3.5.4) équivalent à w=^w'. Le théorème (2.6) entraîne
/—^/

alors (3.5.1) et (3.5.2). Comme U gr G est engendrée par ses éléments de degré i,
d'après (3.5.2) et la définition de la filtration de Alp G, la théorie des algèbrcs envelop-
pantes restreintes ([13], chap. V, § 7) montre qu'il en est de même de gr G.

Si G est maintenant un pro-j^-groupe quelconque, notons, pour chaque sous-
groupe ouvert distingué U de G, û)y la filtration de Zassenhaus de G/U, et x^ l'image
canonique dans G/U d'un élément x de G. Nous avons alors, d'après (3.4), o(^) ̂  œu(^u)
pour tous x, U. Comme (3.5. i) a été prouvé pour les groupes finis G/U, la relation (3.5.1)
dans G équivaut à

(3.5.5) (o(^)=mfcou(A:u), pour tout xeG.

Si (3.5.5) n'était pas vrai, il existerait xeG et veR tels que

(3.5.6) co(^)<v<mfcou(^u)-

Comme le sous-groupe G^ des éléments de filtration ^v dans G est fermé (3.3.2),
il existe un U tel que œ(j/)<v pour tout jyexU. Or, d'après (3.4), nous avons

(3-5-7) ^u^u)^ sup co(j0,
yex\}

ce qui contredit (3.5.6).
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Enfin si G est de type fini, une partie de nos assertions est contenue dans (3.2);
pour le reste, nous nous ramenons aux groupes finis par la considération des quotients G/G^.

(3.6) Proposition. — Soient G un pro-p-groupe de type fini, t un nombre >o, co lafiltration
de ^assenhaus de G (3.3) et ̂  sa (t, p)-filtration (II, 3.2.8). Nous avons alors

(3 - 6 - 1 ) ^tW^^W pourtant xeG, et

(3-6.2) si ^t(x)<p(p—i)-\ (O^)=^(A:).

Preuve. — La fonction x\->t^[x) est une j^-filtration de G (2.2) vérifiant les mêmes
conditions que o)^, exception faite de la minimalité : cela entraîne (3.6.1).

Posons (x/M^r-1^) si ^t{x)<p{p—î)-1, et o/(;c)==+oo si ^{x)^p{p— i)-1.
Alors œ' est une filtration restreinte de G vérifiant les mêmes conditions que œ, mise à
part la minimalité, d'où (3.6.2).

(S-C-S) Corollaire. -- Soient gr G (resp. gr1 G) l'algèbre de Lie graduée associée à G pour œ
(resp. (ùt). Prenons le quotient de gr G (resp. gr1 G) par l'idéal qu'engendrent les éléments
homogènes de degré ^r^p^p—ï)-1 (resp. ^Q&—i)-1)^ et multiplions les degrés
par t (I, i. i. 10). Les deux algèbres obtenues sont canoniquement isomorphes.

(3-7) Théorème. — Soient G un pro-p-groupe de type fini, L==grG l'algèbre de Lie
restreinte associée à G pour sa filtration de ^assenhaus, et V la sous-algèbre de Lie (non restreinte)
engendrée dans L par gr^ G. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(3.7.1) Le groupe G est analytique.
(3-7-2) II existe un entier neîf tel que la composante homogène de degré n de I/ soit nulle.

Preuve. — Le théorème (1.9) prouve que (3.7.1) implique (3.7.2). Pour établir
l'implication réciproque, nous utilisons (3.6.3) et la proposition (1.6).

Nous allons maintenant traduire diversement le théorème (3.7). Remarquons
d'abord que, pour une Fp-algèbre de Lie graduée L engendrée par L^ (L^ désignant
la composante homogène de degré %), les deux assertions suivantes sont équivalentes
d'après (II, 3.3.3) :

(i) L^=o (pour un TzeN*);

(n) L^^.^=o pour tout AeN.

(3.8) Théorème. — Soient G un pro-p-groupe de type fini et, pour chaque %eN, G^ l'adhé-
rence du sous-groupe engendré par les p^ièmes puissances des éléments de G. Alors G est analytique
si et seulement si

(3-8.i) Imî logpÇG îGP^oo.
n-»- oo

Dans ce cas la dimension r est donnée par la formule

(3-8.2) r== lim ^-^.(G : G^).
n->oo orv /
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Preuve. — Si G est analytique, nous appliquons (III, 3.1.8). Sinon nous avons
gr^G4= o pour tout neN\ gr G désignant le gradué associé à la filtration de Zassenhaus,
ce qui entraîne

(3.8.3) logp(G:GP")^"

pour tout TzeN*.
(3.9) Définitions. — Pour chaque entier n^i nous notons ?„ le polynôme

(3.9.1) P^T^z-T^i-TT1.

Si G est un pro-j&-groupe de type fini muni de sa filtration de Zassenhaus, nous
posons

(3.9.2) ^(G)=dimAlp,G/Alp^G,

(3.9.3) W)=dimg^G,
00

(3.9.4) gocha(G;T)=S^(G)T".
n=0

La série (3.9.4) est dite série de Golod-Chafarévitch de G : cf. [8], [19].
(3.io) Proposition. — Pour un pro-p-groupe de type fini G nous avons la relation

(3.10.1) gocha(G; T)= H P^(T)W.
n=l

Preuve. — Cette relation est une conséquence de (3.5.2) et de la structure d'une
algèbre enveloppante restreinte. Si (^)t'ei est une ^ase homogène de gr G, l'ensemble 1
étant totalement ordonné, nous pouvons prendre comme base de U gr G les monômes
ordonnés ^a, où aeN^ et ^<p pour tout ieî. Le dénombrement de ces monômes
suivant leurs degrés s'exprime précisément par (3.10.1).

(3. n) Théorème. — U alternative des gocha. Soit G un pro-p-groupe de type fini. Alors
deux cas seulement sont possibles :

i° Le groupe G est analytique de dimension r^o. Alors la série gocha(G; T) représente
une fraction rationnelle en T qui admet au point i un pôle d''ordre r. Cette fraction peut s9 écrire comme
un produit fini

( 3 . 1 1 . 1 ) ^(i-T^-'.nP (T),
i=l y'==l ?

où les n^ et m^ sont des entiers positifs (non nécessairement distincts).
2° Le groupe G n'est pas analytique. Alors nous avons la relation

i i
(3.H.2) lim^2log^(G)^7T(2(j&—i)/3^)2.

n-> oo

Plus précisément

(3 .11.3) gocha(G; T)^Pi(T)F(T)F(T^)-1,
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où F est la série des partitions

(3 .11.4) FCI^n^-T-)-1.
n = = l

(3.12) Corollaire. — Pour qu'un pro-p-groupe G de type fini soit analytique, il faut et il
suffit qu^il vérifie la relation

(3.12.1) lim (log n)~~llog ^(G)<oo.
n-> oo

(3.13) Preuve du théorème (3.11). — Supposons d'abord G analytique et appli-
quons (3.7). Si la composante homogène L^ est nulle pour n^. %o, les lemmes (II, 3.3.4)
et (II, 3.3.5) donnent les résultats suivants.
( 3 . 1 3 . 1 ) L^=o pour n^Tiy et p\n\
(3.13.2) la p'application Ly-i^->L^ est surjective et additive si n^n^ et p\n.

Comme il s'agit d'espaces vectoriels de dimension finie sur Fy, les ^-applications
(3.13.2) deviennent bijectives pour les degrés assez grands. Autrement dit, il existe un
entier n^ tel que

(3.13.3) ^(G)==o pour n^n^ et p\n.
(3.13.4) b^G)==bp,^(G) pour n^n^ et p\n.

Comme nous avons (3.9)

(3.13.5) nP^T)^!-^)-1,
z=0

la formule (3.11.1) résulte de (3.10). Il reste à montrer que l'entier r figurant
dans (3.11.1) est la dimension du groupe G. C'est une conséquence du théorème (3.8).

Supposons maintenant G non analytique. Nous avons alors (3.7)
(3.13.6) ^(G)^i pour tout 72^1,

et

(3.13.7) W)^

(sinon G serait un quotient de Zp, donc analytique). Nous obtenons ainsi la formule
(3.11.3), d'où nous déduisons (3 .11.2) en appliquant [9], p. 113 et 116.

(3.14) Exemples (exercices). — Soit y un pro-j^-groupe libre pour les générateurs
X^(i^^r) . Alors l'algèbre Alp 3^ s'identifie à l'algèbre de Magnus sur Fy engendrée
par les X^==X^—i , d'après (11,3.1.4). Nous avons

(3.14.1) gocha(^;T)=(i-rT)-1,

et gr y est une algèbre de Lie restreinte libre pour les images canoniques des X^
dans gi\ S^.

Si G est un pro-^-groupe admettant r générateurs, nous avons
(3.14.2) ^(G)^ (pour tout yzeN),
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l'égalité n'ayant lieu pour tout n que si G est libre. Plus généralement, si f: G->G'
est un épimorphisme continu de pro-^-groupes de type fini, alors

(3-14-3) gocha(G; T)^gocha(G'; T),

ce qui signifie, par définition, ^(G)^^(G') pour tout n. L'égalité ne peut avoir lieu
dans (3.14.3) que si y est un isomorphisme.

Soient G un pro-j^-groupe de type fini, œ sa filtration de Zassenhaus, G^ l'ensemble
des xeG tels que cù(x)^n (pour yzeN*), et 1̂  l'adhérence du n-ième sous-groupe de
la suite centrale descendante de G. Le gradué associé L = gr G est calculé pour o,
L* est défini comme en (3.7) et L^ est la composante de degré n de L*. Choisissons, pour
chaque yzeN*, une partie A^ de G, contenue dans G^, et telle que l'image de A^ modulo Gy^ ^
contienne L^. Nous pouvons, par exemple, prendre A^==r^. Notons A^ l'ensemble
des j^-ièmes puissances des éléments de A^. Soient n un entier ^ i, et
(3.14.4) n=-m{^^ avec w,ÂeN,j&tm.

Nous avons alors
(3.14.5) G =A^...A^1...A nG .\3 -t 3f n m mp1 mp n+l

Cela résulte de ce que gr G est engendré par gr^ G.
Notons G° le produit semi-direct

(3.14.6) GO=Z^XA,

où A est l'algèbre de séries formelles F^[[A:]]; le générateur canonique de Z.y opère sur A
en multipliant ses éléments par (i +^)* Nous avons

(3.14.7) gocha(GO;T)=(I-T)- lF(T)F(T^- l,

où F est défini comme en (3.11.4). Cela entraîne [9],

(3.14.8) limn-hog^(G°)=7c(2(j&—i)/3^)l.
n-> oo

Appelons maintenant G1 le groupe niipotent de classe 3 et de dimension 4 étudié
en (111,3.2.4). Nous avons :

(3.14.9) gocha(Gl;T)=(I-T)-2(I-T2)-l(I-T3)-l.

Si nous prenons le quotient G2 de G1 par le troisième sous-groupe de sa suite centrale
descendante nous avons

(3.14.10) gocha(G2; T) =(i -T)-2^ -T2)-1.

Si p == 2, et si nous posons

(3.Ï4.H) G^G^Z/aZ),

nous avons
(3.14.12) goch^G^T^i-T)-3.
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Cela résulte de la formule

(3.14.13) gocha(GxG7; T)=gocha(G; T^gocl^G'; T),

valable pour les produits directs. Nous sommes ainsi obligés de constater un résultat
regrettable, à savoir

(3 .14 .14) gocha(Z^; T)=gocha(G3; T).

Enfin notons G4 le groupe G de (1.4), pour un p quelconque. Nous obtenons

( 3 . 1 4 . 1 5 ) ' ' gocha(G4;T)=Pl(T)/^(I-T^)-l.
i=l

ô94



INDEX DES NOTATIONS

Al G : III, 2.2.1.

AlaG : III, 3-3-5-
AlpG; Alpn G : A, 3.1.
^(G) : A, 3.9.
VG) : A, 3.9.
C^ : V, 1 . 1 . 7 .
CP(G;n;h)', CP(n;h) : A, 1 . 1 .
div G (groupe) : IV, 3.3.4.
div M (module) : 1,2.2.8.
gocha(G;T) : A, 3.9.
gr : gradué associé.
H^(A,M) : V, 1.1.8.
H?(A,M) : V, 1 . 1 . 7 .
H^G, M) : V, 2 .3 .10 .
H?(G,M) : V, 1.2.6.
H5(G,M) : V, 2.4.10.
Ko M : V, 1.3.3.
logp : logarithme de base p.
p : un nombre premier fixe.
P : II, 1.2.

P^(T) : A, 3.9.
Qp : corps des nombres ^-adiques.
racl (résolution acyclique complète-libre) : V, 1.1.5.
Sat G (groupe) : IV, 3.3.1.
Sat M (module) : I, 2.2.11.
Schiff : III, 1.1.2.
(t,p) -fil tration : II, 3 . 2 . 1 .
UL : algèbre enveloppante d'une algèbre de Lie L.

r>»i
UL : algèbre enveloppante restreinte d'une algèbre de Lie restreinte L.
^nix1- : n» 1 .2.7.
v : filtration d'un anneau.
z/(^;X) : I, 2.1.1.
w : filtration d'un anneau ou d'un module.
w(M; x) : I, 2. i .3.
Çx, T,/>) -filtration : 11,3.2.2.
Zp : anneau des entiers />-adiques.
[x'} : partie entière du nombre réel x.
a\b : l'entier a divise l'entier b.
œ : filtration d'un groupe.



s



INDEX TERMINOLOGIQUE

Acyclique (résolution — filtrée d'un module filtré) : V, 1.1.3.
Analytique (cohomologie —) : V, 2.3.1.

(fonction —) : III, 1.3.2.
(groupe —) : III, 3 - 1 - 1 -
(variété — sur Qp) : III, 1.3.3.

Base (-— filtrée d'un module filtre-libre) : I, a . i . i6 .
(— ordonnée d'un groupe évalué complet) : III, 2.2.4.
(— topologique d'un module complet-libre) : I, 2 .1.17.

Borne inférieure (— d'une famille de filtrations de module ou d'anneau) : I, 2 .1.6.
(id. de groupe) : II, 1.1.4.

Choix normal : V, i . i. 6.
Complet (groupe topologique —) : I, 2.1.14.

(Z^-module —) : II, 2.2.4.
Complexe : V, i . i . i.

(— quasi minimal) : V, 2.2.2.
(— standard d'une algèbre supplémentée) : V, 1 .2.1.
(— standard d'une algèbre de Lie) : V, 1.3.4.
(— standard complété d'un groupe évalué) : V, 1.2.5.
(— standard complété d'un pro-j&-groupe) : V, 1.2.9.
(— standard normalisé) : V, 1.2.2.

Diagonale (algèbre — saturée) : IV, 1.3.4.
(algèbre — stricte) : IV, i . i . i.
(algèbre — valuée) : IV, 1.2.3.

Différence (— d'ordre a d'une fonction) : III, 1.2.2.
Discrète (graduation — de module ou d'anneau) : I, 1.1.3.

(filtration — de module ou d'anneau) : I, 2.3.4.
(filtration — de groupe) : II, 1.1.5.

Divisible (module) : I, 2.2.7.
Dominant (terme — dans un module ou anneau) : I, 2 . 3 . (

(terme — dans un groupe) : II, 1 .1 .7 .
Équi-p-valué (groupe —) : V, 2.2.7.
Exactement filtrée (suite —) : IV, 2.2.3.
Filtration (— d'un anneau) : I, 2. i . i.

(— d'un module) : I, 2.1.3.
(— d'un groupe) : II, i . i . i.

Générateurs (— d'un pro-j&-groupe) : II, 2.1.4.
Golod-Chafarévitch (séries de —) : A, 3.9.
Gradué (anneau —) : I, i . i . i.

(module —) : I, 1.1.2.
(— associé à un anneau filtré) : I, 2.3.2.
(— associé à un groupe filtré) : II, 1.1.7.
(— associé à un module filtré) : I, 2.3.3.
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Induite (filtration — sur un sous-groupe) : II, 1.1.3.
(filtration — sur un sous-module) : I, 2.1.5.
(filtration — sur la Zy-algèbre d'un groupe /^-filtré) : III, 2.3.1.
(filtration — sur la Fp algèbre d'un groupe muni d'une filtration restreinte) : A, 2.5.

Isométrie (— de modules filtrés) : I, 2. i . 5.
(— de groupes filtrés) : II, 1.1.3.

Libre (famille filtrée — dans un module filtré) : I, 2.1.16.
(module gradué —) : I, i . i . 6.
(module complet —) : I, 2.1.17.
(module filtré —) : I, 2.1.16.
(pro-/>-groupe — de type fini) : II, 3. i . i.

Magnus (algèbres de —) : II, i . i . 10.
Mixte (algèbre de Lie —) : II, 1.2.5.

(algèbre enveloppante —) : II, 1 .2.7.
p-analytique (groupe profini —) : III, 3.2.2.
p-divisible (groupe —) : III, 2 . 1 . 5 .
p-filtration (— d'un groupe) : II, 1.2.10.
p-groupe : II, 2. i. i.
Polynôme (fonction —) : III, 1.3.2.
pro-p-groupe : II, 2.1.2.
p-saturable (groupe —) : III, 3.1.6.
p-saturé (groupe —) : III, 2.1.6.
p-valuable (groupe —) : III, 3.1.6.
p-valué (groupe —) : III, 2.1.2.
Rang (— d'un groupe j&-valué) : III, 2.1.3.
Représentant (— dans un module ou anneau) : I, 2.3.4.

(— dans un groupe) : II, 1.1.7.
Restreinte (filtration — d'un groupe) : A, 2.2.
Saturé (module —) : I, 2.2.10.
Stricte (fonction analytique —) : III, 1.3.5.

(variété analytique — de type Zy : III, 1.3.5.
Taylorienne (fonction analytique —) : III, 1.3.4.

(variété analytique — de type Zp : III, 1.3.4.
Tensoriel (produit — filtré) : I, 2.1.9.
Transportable (groupe —; algèbre de Lie —) : IV, 3.4.8.
Type fini (pro-/»-groupe de —) : II, 2. i . 4.
Valuation (anneau de —) : 1,2.2.6.
Value (algèbre —e) : I, 2.2.4.

(anneau —) : I, 2 .2 . i.
(module —) : I, 2.2.2.

Wall (complexe de —) : V, 3. i . i.
^assenhaus (filtration de — d'un pro-/?-groupe) : A, 3.3.
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