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INTRODUCTION

1. Groupes analytiques et application expdnentielle.

Cet article traite des groupes analytiques p-adiques, ou groupes analytiques sur Q ,
et de leur cohomologie.

Il existe une théorie générale des groupes analytiques sur un corps de carac-
téristique zéro, complet pour une valeur absolue : voir I’article de Dynkin [6] et sa
bibliographie. Dynkin met en évidence les propriétés communes aux groupes analytiques
sur R et sur Q , (complétions du corps premier Q ); sa théorie est locale : elle n’étudie
que certains voisinages des éléments neutres des groupes; par contre les espaces ne sont
pas supposés de dimension finie.

Nous nous intéressons seulement ici aux propriétés des groupes p-adiques. Ces
groupes admettent leurs sous-groupes ouverts comme systéme fondamental de voisinages de Punité.
La théorie « locale » est ainsi « globale » en ce sens qu’elle permet d’étudier des groupes
proprement dits. Cela nous conduit & introduire diverses catégories de groupes; disons,
en premiére approximation, qu’il s’agit des groupes qu’on peut construire a partir
d’algebres de Lie par Vapplication exponentielle, ainsi que de leurs sous-groupes fermés.

Rappelons que, pour un groupe analytique réel G, ’application exponentielle est
définie sur toute 1’algebre de Lie L de G, et prend ses valeurs dans G (voir, par ex. [5],
chap. IV, n° 8). Elle n’est pas nécessairement injective ni surjective, et son image n’est
pas nécessairement un sous-groupe de G. Au contraire, si G est un groupe analytique
p-adique, et L son algébre de Lie, I’application exponentielle n’est définie que sur une partie
de L; elle est injective et son image est un sous-groupe ouvert de G. En fait, si G est une limite
projective de p-groupes discrets, c’est I’application « logarithme » qui est définie sur G
tout entier et prend ses valeurs dans L; ’exponentielle n’est alors qu’une application
réciproque partielle du logarithme.

Ces phénomeénes apparaissent clairement dans I’étude du groupe multiplicatif
G=Q}, dont l'algébre de Lie est le groupe additif L =Q,,. L’application exponentielle
est définie par la série classique
(1) expx= 2 (n!)"1x"

neEN

Celle-ci converge pour les x€Q, de valuation >1 si p>2 (resp. >2 si p=2).
Il vaut beaucoup mieux dire que la série (1) converge pour les x vérifiant

(2) o()>(p—1)7
ot v désigne la valuation p-adique normalisée par la condition
(3) o(p)=1.
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6 MICHEL LAZARD Introduction

En effet ce dernier énoncé vaut encore si x est pris dans une extension valuée
compléte de Q ,, et nous parviendrons a le généraliser sous cette forme. Avant d’exposer
ces généralisations, résumons quelques notions d’analyse p-adique qui font P’objet du
chapitre Ier,

2. Espaces de Banach p-adiques et notions dérivées.

Tous les espaces vectoriels normés rencontrés jusqu’a présent (cf. [26]) sur un corps
valué k vérifient la relation ultramétrique (ou inégalité du triangle renforcée)

(4) | %+ <max(|x], | y]).

Les boules centrées a l'origine d’un tel espace sont alors des modules sur I’anneau Q
des entiers du corps k. Il nous sera plus commode de formuler nos résultats pour des
Q-modules que pour des k-espaces vectoriels.

Tout d’abord nous remplacerons la notation multiplicative des valeurs absolues
et des normes par la notation additive des valuations, en conservant les conventions usuelles
(les « majorations » sont des minorations, etc.).

Ensuite nous nous contenterons des boules unités, c’est-a-dire des éléments de
valuation >o. Exception faite des corps valués (qui n’interviendront que rarement)
« valué » signifiera « positivement valué ».

Enfin nous utiliserons une notion de filtration (positive) plus générale que celle de
valuation. Notre définition d’anneau filtré est donnée en (I, 2.1.1), celle de module filtré
sur un anneau filtré en (I, 2.1.3). Les anneaux et modules valués sont définis en (I, 2.2.1)
et (I, 2.2.2). La principale différence entre filtrations et valuations telles que nous les
rencontrerons est que les premiéres servent aux définitions et les secondes aux théorémes
(voir, par exemple, la définition du produit tensoriel filtré en (I, 2.1.9) ainsi que le
théoré¢me (I, 3.2.1)).

Les anneaux (resp. modules) filtrés possédent des anneaux (resp. modules) gradués
assoctés. Les degrés sont des nombres réels >0, non nécessairement entiers (définitions
en (I, 1.1)). Lorsque ’anneau gradué I' est un anneau de polyndmes en une lettre sur un
corps (muni de sa graduation naturelle), les I'-modules gradués ont une structure parti-
culi¢rement simple : il est plus important de supposer les degrés positifs que de les
supposer entiers (I, 1.2).

Les morphismes de modules filtrés sont définis de telle sorte que le passage au gradué
associé soit un foncteur, que nous notons « gr ». Nous utilisons le langage des catégories,
mais seulement d’un point de vue naif : nous n’avons pas besoin d’Univers. Les modules
gradués (sur un méme anneau gradué) constituent une catégorie abélienne, tandis que
les modules filtrés (sur un méme anneau filtré) forment seulement une catégorie additive.
Cela explique peut-étre 'importance du foncteur gr, qui ne sait pourtant pas distinguer
un module de son séparé-complété.

2

L’introduction de filtrations a valeurs réelles positives entraine quelques compli-

390



GROUPES ANALYTIQUES p-ADIQUES 7

N

cations par rapport aux filtrations a valeurs entiéres : cf., par ex. (I, 2.3.8) et [3],
prop. 2, p. 25. Le point important n’est pas que les valeurs des filtrations soient entiéres,
mais qu’elles constituent une partie discréte de R : cette propriété définit les filtrations
discrétes (I, 2.1.12). Il est commode, pour travailler avec des filtrations discrétes, d’avoir
supposé les filtrations positives (car toute partie discréte de R, engendre un sous-monoide
additif discret).

Nous avons introduit les modules valués comme sous-modules d’une « boule unité ».
Réciproquement, a partir d’un module valué M sur un anneau valué commutatif Q, nous
pouvons reconstruire la boule unité du plus petit espace vectoriel (sur le corps £ des
fractions de Q) contenant M. Nous appelons divisé de M et notons div M le module valué
ainsi obtenu. En complétant div M nous obtenons la boule unité du plus petit espace
de Banach contenant M; nous appelons ce module saturé de M et nous le notons Sat M.
Les foncteurs « div » et « Sat » sont définis en (I, 2.2).

Nous aurons surtout a utiliser des modules valués sur Z,. La plupart des propriétés
de ces modules restent valables si Z, est remplacé par un anneau de valuation discréte
complet Q (I, 3). Le gradué associé est un anneau de polynémes en une lettre sur le corps
résiduel de Q. Les Q-modules valués complets pour une filtration discréte ont une structure
simple (I,3.1.3); les Q-modules valués de type fini sont complets et de valuation
discréte (I, 3.1.4). Il est possible de définir dans la catégorie des Q-modules valués un
produit tensoriel dont les propriétés sont presque aussi simples que celles du produit tensoriel
d’espaces vectoriels (I, 3.2). Cela permet d’étudier les produits tensoriels complétés ou
saturés, ainsi que les algebres tensorielles, symétriques et extérieures dans la catégorie
des Q-modules valués (I, 3.3).

3. Construction de groupes; algébres diagonales.

La formule de Hausdorff (IV, 3.2.2)
(5) ®(x,y)zx+y+§[x,y] o )+

est « symbolique » en ce sens qu’elle est seulement une égalité de séries formelles :
le corps de base Q y est pris avec sa topologie discréte.

Nous nous intéressons ici a la topologie p-adique de Q et aux algébres de Lie
topologiques correspondantes. L’écriture explicite de ®(x, y) par Dynkin et la majoration
p-adique qui s’ensuit [6] ne sont pas « les meilleures possibles ». En fait la série de
Hausdorff (5) a méme rayon de convergence p-adique que la série exponentielle (1).

Pour préciser cet énoncé, supposons que L soit une Z,-algébre de Lie valuée, la
valuation w satisfaisant & I’axiome

(6) w([x,5]) > w(*)+ w()).

La structure de Z -algebre de Lie se prolonge naturellement au module saturé Sat L.
Disons, avec Serre [28], que L est *-saturée si L s’identifie & I’ensemble des éléments
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8 MICHEL LAZARD Introduction

de valuation >(p—1)"! de SatL. Si L est une telle algébre de Lie, les « polynémes
de Lie » u, de (5) définissent des fonctions non seulement dans Q ,®z,L, mais aussi dans
Ualgebre de Lie L, et la série (5) converge lorsqu’on remplace x et y par deux éléments de L.
Ces assertions, prouvées directement dans [18], nous permettent d’associer un groupe a
chaque Z,-algébre x-saturée, par lintroduction d’une nouvelle opération sur le méme
ensemble.

Nous adopterons ici une méthode indirecte, mais plus puissante. Au lieu de prendre
la série (5) comme donnée, nous justificrons toujours la formule

(7) exp ®(x, y)=(exp #)(expy).

Pour cela nous nous rameénerons & I'étude d’une Z,-algebre associative saturée A,
dont la valuation vérifie

(6") w(xy) > w(x)+w().

Nous calculerons dans A les exponentielles (resp. logarithmes) des éléments x
vérifiant w(x)>(p—1)"" (resp. w(x—1)>(p—1)"1); cf. (III, 1.1). Par « sous-algébre
de Lie de A » nous entendrons un sous-Z,-module stable pour le crochet [u, v] =uv—ou.

L’assertion suivante équivaut a la formule de Hausdorff avec sa majoration
p-adique : si L est une sous-algébre de Lie %-saturée de A, Pensemble des éléments exp x,
x parcourant L, est un sous-groupe multiplicatif de A.

Nous définissons (IV, 1.2) une Z -algébre diagonale saturée comme une Z,-algébre

supplémentée saturée, munie d’un homomorphisme
(8) A: A—Sat(A®g A).

Dans une telle algébre, Pensemble £A des éléments vérifiant
(9) Ax=x®1 4+ 1®x

est une sous-algébre de Lie saturée; ensemble #'A des xe LA vérifiant w(x)> (p—1)
est une sous-algébre de Lie %-saturée.

D’autre part, nous notons 4A ’ensemble des x€A d’augmentation unité, vérifiant
(10) Ax = x®x.

La partie #°A de 9A, définie par la condition w(x—1)> (p—1)"1, est un groupe
multiplicatif dans A.

Un théoréme presque évident, mais fondamental, établit un isomorphisme « fonc-
toriel » entre #*A et ¥'A, au moyen des fonctions exp et Log (IV, 1.3.5).

Partons d’une Z,-algébre de Lie valuée L; construisons les algébres UL (algebre
enveloppante de L) et Sat UL, puis prenons sur Sat UL la structure naturelle d’algébre
diagonale, définie par la condition : LC.% Sat UL.

Nous avons alors le théoréme de saturation (IV, g.1.3), qui consiste principalement
en la formule

(11) & Sat UL = Sat L.
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GROUPES ANALYTIQUES p-ADIQUES 9

La formule de Hausdorff et sa majoration p-adique s’en déduisent aisément.
L’essentiel dans la preuve du théoréme de saturation est ’analogue « infinitésimal »
du théoréme de Dedekind sur I'indépendance linéaire des automorphismes de corps.

4. Filtrations de groupes.

Une filtration d’un groupe G est une fonction & valeurs strictement positives (et + o)
qui vérifie les deux axiomes (II, 1.1.1)

(12) (% ~")> min((x), ©(y));
(13) o(x 7 I)> o(x) + ().

Une algebre de Lie graduée gr G peut étre associée au groupe filtré G (II, 1.1.7%);
les morphismes sont définis afin d’avoir un foncteur « gr ».

Soient A un anneau filtré, G un groupe multiplicatif dans A, tels que w(x—1)>0
pour tout xeG. Nous définissons la filtration induite » de G en posant

(14) o(x)=w(x—1) pour x€G,

et nous obtenons une injection canonique de gr G dans gr A (I, 1.1.9).
Lorsque la condition de normalisation (3) est vérifiée dans A, c’est-a-diresi w(p) =1,
la filtration induite o satisfait & ’axiome supplémentaire (II, 1.2.1)

(15) o(x?)> min(e (%) + 1, po(¥)).

Nous prenons cet axiome comme définition des p-filtrations (II, 1.2.10). Dans un
groupe p-filtré G, 1’élévation a la p-iéme puissance donne, par passage au quotient, un
opérateur P défini sur 'ensemble des éléments homogenes de gr G. Nous obtenons
ainsi sur gr G une structure que nous appelons algébre de Lie mixte (11, 1.2.5) et (I, 1.2.11).
Cette dénomination vient de ce que gr G « commence » comme une algébre de Lie
restreinte (au sens de Jacobson), et « finit » comme une I'-algébre de Lie graduée,
I" désignant I’anneau de polynémes F,[x] avec sa graduation naturelle (deg == 1).

Les groupes p-valués, définis en (III, 2.1.2), sont, parmi les groupes p-filtrés,
I’analogue des Z,-modules valués parmi les Z,-modules filtrés. Si G est p-valué, gr G est
une I'-algébre de Lie, libre en tant que I'-module, dont le rang sur I' est dit rang
de G.

L’algebre Z,[G] d’un groupe p-valué G peut étre munie canoniquement (II1, 2.3.1)
d’une structure de Z,-algébre associative valuée, dont la filtration induit celle de G, de telle
sorte que grZ,[G] s’identific 2 U gr G (I’algébre enveloppante de la I'-algébre gr G).
Ce résultat (III, 2.3.3) est important, car il nous permet de construire la Z,-algeébre
saturée Sat Z,[G], et cette derniere posséde une application diagonale naturelle, définie
par la condition GC¥’SatZ,[G].

Définissons 1’extension Sat G d’un groupe p-valué G par la formule (IV, 3.3.1)

(16) Sat G = #"Sat Z,[G].
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10 MICHEL LAZARD Introduction

Appelons p-saturé un groupe p-valué G tel que G = Sat G. Cette relation est vérifiée
si et seulement si G est complet (pour la topologie définie par sa filtration) et si tout élément
de filtration > p(p— 1)~ est une p-iéme puissance dans G. L’assertion précédente est contenue
dans le « théoréme de saturation des groupes » (IV, 3.2.5), qui nous apprend aussi que
la catégorie des Z,-algebres diagonales de la forme Sat Z,[G], ot G est un groupe p-valué,
coincide avec celle des Sat UL, ol L est une Z -algébre de Lie valuée. Cette égalité de
deux catégories de Z,-algébres diagonales saturées conduit a Iisomorphisme de deux
catégories : celle des Z -algebres de Lie *-saturées et celle des groupes p-saturés (IV, 3.2.6).

5. Groupes analytiques.

Faisons maintenant des hypotheéses de finitude. Nous réserverons le nom de variétés
analytiques p-adiques aux variétés analytiques de dimension finie sur Q,, : cf. [28], [30].

Un groupe analytique de dimension r sur Q , (III, g3.1.1) est localement compact et
totalement discontinu. Sa topologie est donc définie par ses sous-groupes ouverts compacts
(ou profinis [23]). Parmi ces sous-groupes ouverts compacts, il en est qui peuvent étre
munis d’une filtration & valeurs entiéres pour laquelle ils sont p-saturés de rang r (111, g.1.3).

Soit G un groupe p-valué complet de rang fini r. Nous pouvons choisir dans G une
base ordonnée (111, 2.2.4) qui définit un systéme de « coordonnées de seconde espéce » identifiant
le groupe a Z;. Cette identification met en évidence ’analyticité de G ; plus précisément (111,
3.1.5) le produit et I’inverse sont donnés dans G par des fonctions analytiques strictes
au sens de (III, 1.3.5). Si G est p-saturé, ces fonctions sont méme analytiques taylo-
riennes (II1, g.9.1) au sens de (III, 1.3.4).

Nous définissons (III, 3.1.6) les groupes p-valuables (resp. p-saturables) comme les
groupes admettant une p-valuation pour laquelle ils sont complets (resp. saturés) de rang fini
(un groupe p-valué n’est donc pas toujours p-valuable...). Des propriétés de la catégorie des
groupes p-valuables (resp. p-saturables) sont énoncées en (III, 3.1.7%) (resp. (III, 3.2.2)).

Si un pro-p-groupe (II, 2.1.2), ou plus généralement un groupe profini G, admet
une structure analytique sur Q,,, celle-ci est unique (III, 3.2.2) et (comme I’a remarqué
Chevalley) ne dépend que du groupe « abstrait » G (et non de sa topologie, contrairement
aux groupes de Lie réels). La question « le pro-p-groupe G est-il analytique ? » posséde
donc un sens.

Nos critéres d’analyticité concernent les pro-p-groupes de type fini (II, 2.1.4). Ils
expriment sous différentes formes I'idée suivante : les pro-p-groupes analytiques sont
ceux olt 'on rencontre beaucoup plus de p-iémes puissances que de commutateurs;
cf. (A, 1.2) et (A, 1.9).

Nous utilisons essentiellement certaines p-filtrations, appelées (¢, p)-filtrations ou
(%, 7, p)-filtrations (II, g.2). Ces derniéres font intervenir explicitement une famille de
générateurs, et sont, de ce fait, assez compliquées; cependant elles fournissent toutes
les p-valuations des groupes p-valuables (III, g.1.10), et nous les rencontrons « natu-
rellement » dans certains exemples (III, g3.2.%), (IV, 3.4.10).
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GROUPES ANALYTIQUES p-ADIQUES 184

Un critére simple (II1, 3.4.4) permet d’établir un théoréme de Serre (I11, 3.4.5)
concernant les extensions de groupes analytiques sur Q.

Les séries de Golod-Chafarévitch [19] fournissent un critére d’analyticité pour
lequel il faut recourir a P’analyse classique : c’est « ’alternative des gocha » (A, g.11).

6. Cohomologie.

La cohomologie de Tate des groupes profinis ([29], chap. Ier) fait opérer ceux-ci
contindment sur des modules discrets. Le complexe des cochatnes continues permet de définir
plus généralement la cohomologie continue H,(G, M) d’un groupe topologique G opérant
continiment sur un module topologique M.

Nos résultats (V) concernent le cas ou G est un pro-p-groupe analytique, ou un groupe
compact analytique sur Q,. Quant au G-module topologique M, nous devons supposer
que C’est une limite projective de p-groupes additifs discrets (non nécessairement finis).

Les complexes standard complétés (V, 1.2) traduisent la définition par cochaines
continues. Le role de I’algebre Z[G] en cohomologie discréte est joué, en cohomologie
continue, par la Z,-algébre complétée du groupe G, notée Al G, définie comme limite
projective :

(17) AlG=1imZ,[G/U],

U parcourant les sous-groupes ouverts distingués de G.

Lorsque G est un groupe p-valué complet de rang r, ’algébre Al G est valuée (III,
2.3.3) et gr Al G s’identifie 2 U gr G (rappelons que gr G est une I'-algébre de Lie
et un I'-module libre de rang 7). Il existe alors un complexe standard de gr G (V, 1.3.4),
homotopiquement équivalent au complexe standard de U gr G (V, 1.2.1), mais beaucoup
plus maniable. Un lemme de Serre (V, 2.1) permet de « remonter » le complexe standard
de gr G : nous obtenons ainsi un complexe quasi-minimal (V, 2.2) qui est une résolution
Al G-libre et acyclique de Z,,, nulle en dimensions >r.

Utilisant la « dualité de Poincaré », développée par Serre-Tate-Verdier [29],
ainsi qu’un théoréme récent de Serre [g1], nous parvenons a I’énoncé suivant, qui
précise (V, 2.5.8) : un pro-p-groupe analytique sans torsion est un groupe de Poincaré ; sa dimension
cohomologique est égale a sa dimension de variété analytique sur Q,,; le caractére qui définit son
module dualisant est le déterminant de sa représentation adjointe sur son algébre de Lie.

Méme si le groupe G a de la torsion, nous avons (V, g.2.%)

(18) H(G, M) = Ext},((Z,, M).

J’ignore si ce résultat vaut encore quand G n’est plus analytique sur Q.

Lorsque le module M est de la forme Z;xQ?, nous pouvons définir le complexe
des cochatnes analytiques. Nous obtenons ainsi des groupes de cokomologie analytique H,(G, M)
et des homomorphismes naturels

(19) H,(G, M) -~ H,(G, M).
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Ces derniers sont bijectifs (V, 2.3.10). Pour prouver ce théoréme, nous tradui-
sons I’hypothése d’analyticité des cochaines au moyen d’un critére de J. Hily et
Y. Amice (I1I, 1.3.9).

Lorsque le module M est un Q -espace vectoriel de dimension finie, 1’algébre de Lie L
du groupe G (V, 2.4.2) opére sur M, ce qui permet de calculer ses groupes de coho-
mologie H'(L, M). Ces derniers s’identifient & la cokomologie stable H; (G, M), définie
comme limite inductive pour la restriction :

(20) H}(G, M) =lim H}(U, M),

U parcourant les sous-groupes ouverts de G. Le groupe G opére sur H'(L, M), et H;(G, M)
s'identifie aux points fixes de H'(L, M) : cf. (III, 2.4.10).

7. Divers.

L’Appendice qui termine ce travail devrait se trouver a la suite du chapitre III,
qu’il prolonge directement.

Si le lecteur ne s’intéresse pas aux critéres d’analyticité, il peut négliger la notion
générale d’algébre de Lie mixte (II, 1.2), pour ne considérer que des algébres de Lie
ordinaires : cf. (III, 2.1.1).

Le chapitre IV (formule de Hausdorff, etc.) se trouve assez isolé. Exception faite
de (V, 2.4), nous utilisons rarement ses résultats, et la théorie des groupes analytiques
p-adiques pourrait sans doute étre développée sans parler de I’application exponentielle.

Parmi les nombreuses questions ouvertes, en voici quatre qui me paraissent assez
vastes.

A) Le foncteur « Ala », défini en (111, 3. 3), n’est pas utilisé plus loin. La cokomologie
taylorienne d’un groupe p-saturé de rang fini G est définie comme la cohomologie continue
de Ialgebre Ala G (V, 1.1.7). Si G=Z,, on retrouve des calculs de [16] par une voie
différente. J’ai décrit dans [20] un complexe de H. Cartan qui joue, pour la cohomologie
taylorienne, le méme réle que le complexe de Koszul pour la cohomologie continue.
Par produits tensoriels on atteint facilement les groupes commutatifs de la forme Z;,
mais l’extension du lemme de Serre (V, 2.1), qui permettrait de prouver quelques
résultats généraux sur la cohomologie taylorienne, n’est pas encore au point. Lorsqu’on
étudie la cohomologie taylorienne d’un groupe G a coefficients dans des F,-espaces
vectoriels, on trouve la cohomologie rationnelle (au sens de Hochschild [11]) de G/G?, considéré
comme groupe algébrique sur F,.

B) Nous avons utilisé la « majoration p-adique » de la formule de Hausdorfl,
mais ’étude des propriétés arithmétiques fines de cette formule (notamment des valuations
p-adiques de ses termes) reste a faire. On peut encore en espérer des applications intéres-
santes a la théorie des p-groupes.

C) L’étude comparée des cohomologies des groupes et des algébres de Lie a été
menée brutalement (V, 2.4) : nous avons tué toute la torsion. Pour un groupe
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GROUPES ANALYTIQUES p-ADIQUES 13

p-saturable G, la comparaison arithmétique des cohomologies de G et de la Z -algébre
de Lie associée reste a faire.

D) De méme qu’on étudie des groupes de Lie complexes, il y aurait lieu d’examiner
les groupes analytiques sur une extension finie K de Q,. Pour ne pas allonger I'exposé,
je n’ai pas signalé les énoncés obtenus (au chap. IV) en supposant donnés les « sous-
groupes a un parameétre analytique sur K »; cf. aussi [6]. Il conviendrait de généraliser
les résultats de (V, 2.3) en définissant la cokomologie holomorphe d’un pro-p-groupe analy-
tique sur K. Il est vraisemblable que, si la « dimension cohomologique holomorphe »
est finie, elle est égale a la dimension du groupe comme variété analytique sur K.

Je n’aurais pas pu entreprendre ni achever ce travail sans le concours de Jean-Pierre
Serre qui, dans les réles multiples d’inspirateur, de référendaire, voire méme de lecteur,
a constitué en fait un jury, a qui je présente ces theéses avec une reconnaissance sincére
et amicale.

Conventions générales

Anneaux et algébres. — Le mot « anneau » signifiera toujours dans cet article « anneau
associatif possédant une unité distincte du zéro ».

Les modules seront unitaires et, sauf mention du contraire, a gauche sur ’anneau
de base.

Les algébres seront associatives ou de Lie. Les algebres associatives seront unitaires.

Une algebre supplémentée A sur ’anneau commutatif Q est une Q-algebre associative,
donnée avec un homomorphisme e : A—Q, appelé augmentation; cf. [4], chap. X.

Multidegrés. — Pour tout ensemble I, N! désigne 'ensemble des applications de I
dans N, c’est-a-dire des familles a=(x);c; d’entiers >o0. La partie N® de N' est
formée des « tels que «;=o0, sauf pour un nombre fini d’indices iel. Nous posons

alors |« I'ZIM"
ie

Nous munissons N! et N de leurs structures de monoides additifs ordonnés :
(e + B);=o;+ B; pour tout 7, et a<P équivaut & «;<PB; pour tout ¢.

Constantes. — Les lettres grasses sont, en principe, réservées aux constantes : Z désigne
les entiers rationnels, etc.

Voici les exceptions a l'usage que le lecteur rencontrera.

Des lettres grecques grasses sont utilisées au chapitre V pour désigner des multidegrés.

La lettre p représente un nombre premier fixe. La lettre = est utilisée dans différents
contextes, mais, & partir du théoréme (3.11) de I’Appendice, elle désigne la constante
connue 3,14...

Renvois. — Les numéros entre crochets renvoient a la bibliographie, ceux entre
parenthéses au présent article. Les chiffres romains (ou la lettre A) indiquent le numéro
du chapitre (ou I’Appendice); leur absence signifie qu’il s’agit du méme chapitre (ou
de I’Appendice).
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CHAPITRE PREMIER

GRADUATIONS, FILTRATIONS, VALUATIONS

1. GRADUATIONS

(r.1) Anneaux et modules gradués.

(x.x.x) Définition. — Nous réserverons le nom d’anneau gradué aux anneaux
gradués de type R, . Un tel anneau I' est donc la somme directe de ses composantes homo-
genes T', (sous-groupes additifs), I'indice v (degré) parcourant I’ensemble R, des
nombres réels >o0. Les éléments homogeénes de I' sont ceux qui appartiennent a I’'un
des I'y; le produit de deux éléments homogénes de degrés v et v’ est homogéne de
degré v4v'.

(x.x.2) Nous appellerons de méme module sur anneau gradué I' un I'-module
gradué de type R, . Un tel module M est donc la somme directe de ses composantes
homogénes M, (veR,), et la relation

T,.M,CM,,,

est supposée vérifiée pour tous v,v'eR,.

(x.x.3) Les anneaux et modules gradués usuels, c’est-a-dire gradués de type N,
entrent dans notre définition si nous convenons que leurs composantes homogénes de
degrés non entiers sont nulles.

Nous dirons que la graduation d’un anneau ou d’un module est discréte si ’ensemble
des degrés des composantes homogénes non nulles est une partie discréte de R .

Rappelons qu’une partie discréte de R, est soit une partie finie, soit une suite
indéfiniment croissante. Le sous-monoide (additif) de R, engendré par une partie
discréte est encore une partie discréte.

(xr.x.4) Si M et M’ sont deux modules sur I’anneau gradué I', nous appellerons
morphisme f: M—M' une application I'-linéaire de M dans M’, homogene de degré zéro,
c’est-a-dire vérifiant f(M,) CM, pour tout v.

Cette convention achéve de définir la catégorie Gr(I') des modules gradués sur
Panneau gradué I'. Définitions analogues pour les modules a droite.

(r.x.5) La catégorie Gr(I') est une catégorie abélienne. Autrement dit nous ne
considérons que des sous-modules gradués (c’est-a-dire engendrés par leurs éléments
homogenes), et les modules quotients sont toujours munis de leur graduation quo-
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16 MICHEL LAZARD Chap. I

tient (qui est définie puisque les noyaux sont gradués). Les sommes directes et les limites
inductives existent dans Gr(T").

(x.1.6) Nous appellerons famille de générateurs d’un I'-module gradué une famille de
générateurs homogénes. Un I'-module libre sera un I'-module (gradué), libre pour une
certaine famille de générateurs (homogénes).

(x.x.7) Produit tensoriel gradué. — Soient M un module & droite (mentionnons-le
expressément!) et M’ un module a gauche, tous deux gradués sur ’anneau gradué T'.

Le produit tensoriel M"'=M® M’ est un groupe additif (et un I'-module si T"
est commutatif, auquel cas il est inutile d’introduire des modules a droite). Le groupe
additif (resp. le module) M’ peut étre muni d’une graduation définie univoquement
par la condition suivante : si xeM et x'eM’ sont tous deux homogénes, de degrés v et V',
alors x®@x'eM" est homogéne de degré v—+v'.

L’unicité de cette graduation résulte de la représentation des éléments de M et
de M’ comme sommes de leurs composantes homogénes. Son existence peut s’établir
comme suit.

Restreignons les scalaires 4 la composante homogéne Ty de I'. Comme les sous-
groupes M, et M, sont des sous-I'-modules, le produit tensoriel M'=M® M’ est
la somme directe des sous-groupes M,®p M|, (pour v,v'eR,), d’ou I’existence de
la graduation du groupe additif M*. Or M"’ s’obtient comme le quotient de M par le
sous-groupe qu’engendrent les relations

IAN®x"—x®@Nx’ (xeM, x'eM’, xAel').

Comme ces relations sont trilinéaires en (x, x’, A) nous pouvons supposer ces éléments
homogeénes, et le groupe gradué M’ (resp. le module gradué si I" est commutatif) s’obtient
comme quotient du groupe gradué M.

Le produit tensoriel M”=M®M’, muni de la graduation précisée, sera dit le
produit tensoriel gradué de M et M’ (sur T).

(x.x.8) Propriétés du produit tensoriel gradué; exemple. — Le produit tensoriel gradué
est « associatif » et il permute aux limites inductives. Cela veut dire que les mémes
assertions concernant le produit tensoriel usuel s’étendent sans modification au produit
tensoriel gradué.

Supposons que M soit un module (a droite) libre engendré par les générateurs ¢;
de degrés r; (ieI) et que M’ soit libre pour les générateurs f; de degrés 6, (j€J). Alors
le produit tensoriel gradué M"”=M® M’ est la somme directe des sous-groupes ¢I'®f;
ses éléments homogénes de degré v s’écrivent univoquement

e ®f;,

P i ?
i !

ot les 2, ; sont des éléments de I', homogenes de degrés respectifs v—(t;+ ;) et presque
tous nuls. Si I' est commutatif, M’ est un I'-module libre.

(x.x.9) Algébres graduées. — Une algebre sur I'anneau gradué I' est un
I'-module gradué (1.1.2) muni d’une multiplication bilinéaire pour laquelle le produit de
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deux éléments homogénes est encore homogeéne, son degré étant la somme des degrés
des facteurs. En d’autres termes la multiplication de Palgébre A est définie par une
application I'-linéaire : A® A—A, et nous exigeons que cette application soit un
morphisme dans Gr(I') (1.1.4). Cela suffit pour les algébres de Lie. Les algébres associatives
sont supposées unitaires, et nous exigeons que I’homomorphisme d’algébres I'>A soit
un morphisme dans Gr(I'). Enfin pour définir une algébre supplémentée nous devons nous
donner un homomorphisme d’algébres A—I'; nous supposons encore que c’est un
morphisme dans Gr(T").

Le produit tensoriel gradué de deux I'-algébres associatives (resp. supplémentées)
est encore une I'-algébre associative (resp. supplémentée).

(x.x.10) Modification des degrés : homothétie et translation. — Quand nous étudions
un anneau gradué I' et la catégorie Gr(I'), nous pouvons multiplier par un méme
nombre strictement positif les degrés des éléments de I' et des I'-modules. Quand nous
étudions un certain module M sur ’anneau gradué I', nous pouvons additionner une
constante aux degrés des éléments homogénes non nuls de M (sans modifier les degrés
dans I'); cette constante peut étre négative, pourvu que les nouveaux degrés dans M
restent positifs.

(x.2) La catégorie Gr(I'), ou I' est un anneau de polynémes en une indéter-
minée a coefficients dans un corps.

(x.2.x) Définition de I’anncau gradué I'. — Soient k£ un corps commutatif et = une
indéterminée. Nous formons ’anneau de polynémes I'=£[=] et nous munissons I' de sa
graduation naturelle. Précisons que la composante de degré zéro, I'y, est égale a £, et
que © est homogeéne de degré strictement positif. Il est préférable de ne pas supposer
que degm=1 : nous pourrons toujours appliquer la remarque (1.1.10).

(x.2.2) I'-modules sans torsion. — Un I'-module sans torsion M est un I'-module
gradué (1.1.2), sans torsion en tant que module : si A et x sont deux éléments non nuls
dans I" et M respectivement, leur produit AxeM est encore différent de zéro. Pour vérifier
que M est sans torsion, il nous suffit de prendre x et A homogenes (considérer les compo-
santes homogénes de x et de A). Puis il suffit de prendre AeI' de la forme =" (reN),
car k est un corps. Enfin nous voyons que M est un I'-module sans torsion si et seulement si
la multiplication par = est une injection de M dans lui-méme. Dans ce cas, la division par =
des éléments de M est univoque lorsqu’elle est possible, et elle diminue les degrés de la
constante deg w (>>0). Si M est sans torsion, a tout xe M correspond un plus grand entier neN
tel qu’il existe yeM vérifiant w"y=x; Délément y est univoquement déterminé par x.

Les démonstrations des deux théorémes qui suivent seront données en (I.3).

(x.2.3) Théoréme : liberté des T-modules sans torsion. — Tout T'-module sans torsion M
est libre. St X (CM) est une base de M et X, Pensemble des éléments de X de degré v, alors les
cardinaux des ensembles X, (veR ) sont déterminés par M. Ces cardinaux définissent M @ un
isomorphisme pres.
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18 MICHEL LAZARD Chap. I

(x.2.4) Théoréme des bases adaptées. — Soient M un T'-module sans torsion et N un
sous-module de M. Il existe une base X de M (1.2.3) possédant la propriété suivante. A tout xeX
associons le plus petit entier nyeN tel que ="*xeN, ou bien posons ny=o0 si w"x¢N pour
tout n; alors les éléments ="<x constituent une base du module N, x parcourant la partie X' de X
sur laquelle n,<co. Pour veR, et neNu{o}, définissons X, comme Pensemble des xeX
pour lesquels degx=v et n,=n. Le couple (M, N) détermine les cardinaux des X, ,, qui

Y

définissent le couple & un isomorphisme prés.

(x.2.5) Corollaire. — Tout T'-module (1.1.2) est somme directe de I'-modules monogénes,
isomorphes @ T' ou a T'[7"T', aprés translation des degrés (1.1.10).
Preuve. — Chaque module est quotient d’'un module libre (1.1.6), dans lequel

nous prenons une base adaptée au noyau (1.2.4).

(x.2.6) Corollaire. — Soient f:N—->M et f':N —>M' deux morphismes injectifs
de T'-modules sans torsion. Alors le morphisme f®F' : NOLN' — MOLM’ est injectif.

Preuve. — Nous prenons des bases adaptées a M et f(N) ainsi qu’a M’ et f(N’),
puis nous appliquons (1.1.8) : nous obtenons une base de M®M' adaptée a
(f&f ") (N®N’).

(x.2.%7) Remarque. — Les théorémes (1.2.3) et (1.2.4) ne font pas intervenir
la commutativité de k. Ils restent vrais lorsque I' est un anneau de polynémes « tordus »
ainsi défini : £ est un corps (non nécessairement commutatif), ¢ est un automorphisme
de £, les éléments de I' s’écrivent univoquement sous la forme ign)\,-n" (\ek, presque

tous nuls) et enfin mA=2A°xn, pour Aek. La composante I'y de I est toujours supposée
égale a k.

(x.3) Preuves des théorémes (1.2.3) et (1.2.4).

(x.3.1) Décomposition de la catégorie Gr(I'). — Quitte a diviser tous les degrés
par deg =, nous pouvons supposer que degmw=1 (1.1.10). Pour tout I'module M
et tout nombre réel ¢, avec 0<e<1, nous posons

(x.3.1.1) M()= L M,

v—eEN

Autrement dit, M(e) est la somme directe des composantes homogénes de M
de degrés e, e+ 1,642, ... Alors M(e), n’est pas seulement un sous-groupe additif,
mais aussi un sous-I'-module de M, et nous avons une décomposition de M en somme
directe de I'-modules :

(r.3.1.2) M= II Md().

T oge<t

Si f: M—M’ est un morphisme de I'-modules (1.1.4), fapplique M(¢) dans M’(e)
pour tout e. Il nous suffira donc de démontrer les théorémes (1.2.3) et (1.2.4) pour
un I-module M tel que M =M{(¢). D’aprés (1.1.10) nous pourrons diminuer de e
les degrés des éléments homogenes de M, et nous ramener ainsi @ un module gradué de type N
(tel que M =M{(0)), ce que nous supposerons désormais.
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(x.3.2) Cas particulier. — Soit M un I'-module sans torsion, gradué de type N
et engendré (en tant que I'-module) par sa composante M, pour un certain entier aeN.
Les éléments homogenes non nuls de M sont de degré « i, ieN, et s’écrivent univo-
quement (1.2.2) sous la forme =x, xeM,. Nous vérifions qu'une base XCM, du
k-espace vectoriel M, est une base de M sur I', et que toute base de M sur I est une base
de M, sur £.

(x.3.3) Preuve de (1.2.3) pour un T'-module sans torsion M, gradué de type N. —
Pour tout «eN, notons ,M le sous-module de M engendré par les composantes M;,
ot o<i<a, et f,le morphisme canonique de ,M sur le quotient ,M/,_ ;M. Les M
croissent avec « et leur réunion est M. Le module M/, M est engendré par ses
éléments de degré «, et ses éléments homogénes non nuls sont ceux qui s’écrivent sous
la forme f,(n'x), ou ieN et xeM, n’est pas divisible par = (1.2.2). Les modules
M/, M sont donc sans torsion. Nous appliquons (1.3.2) et nous choisissons, pour
chaque aeN, une partie X,CM, telle que la famille f,(X,) soit une basede ,M/,_,M.
Par récurrence sur « nous voyons que 0<U X, est une base de ,M, donc que X =¢'éju X;

<i<a

est une base de M. Réciproquement toute base de M s’obtient de cette maniére, ce qui
achéve de prouver (1.2.3).

(x.3.4) Preuve de (1.2.4) dans un cas particulier. — Supposons comme en (1.3.2),
que le module M soit engendré par sa composante M, et prenons un sous-module
quelconque N de M. Le module N est sans torsion, et posséde donc (1.2.3) une base Y.
A chaque élément yeY associons I’élément xeM, et Pentier n,eN, déterminés par
la relation y=="2x. Notons X' la partie de M, formée des x ainsi obtenus; la partie X’
est libre sur £, donc se compléte en une base X =X'uX" de M, sur £, c’est-a-dire (1.3.2)
de M sur I'. Si N’ désigne le sous-module de M engendré par les xeX’, le cardinal
de X" est déterminé par le quotient M/N’. Or N’ peut étre défini comme ’ensemble
des zeM tels qu’existe neN avec ="zeN. Nous avons donc prouvé (1.2.4) dans le
cas particulier étudié.

(x.3.5) Preuve de (1.2.4) lorsque M est un I'-module sans torsion gradué de type N. —
Reprenons les notations de (1.8.3), et soit N un sous-module de M. Posons, pour
chaque «eN, *N= _MnN. Les *N croissent avec «, et leur réunion est N. Soit Y, une
partie de *N formée d’éléments homogenes, et telle que la famille £,(Y,) soit une base
du module sans torsion f,(*N). A chaque yeY, associons xeM, et Pentier n, défini
par y=m="sx; notons X, ensemble des xeM, ainsi obtenu. Appliquant (1.3.4) au
module ,M/,_;M, nous voyons qu’il existe une partie X, de M, telle que la famille
fo(XLuXY) soit une base de ,M/,_;M. Posons

X,=X.uX/, X=}g"Xa et Y:aLeJNYa.
Nous savons (1.3.3) que X est une base de M sur I'; et nous voyons de méme que Y
est une base de N. Nous avons ainsi obtenu des bases adaptées pour M et N, et nous

vérifions que toutes les bases adaptées s’obtiennent par le procédé suivi, ce qui, grace
a (1.g.1), établit (1.2.4) dans le cas général.
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2. FILTRATIONS ET VALUATIONS
(2.1) Anneaux et modules filtrés.

(2.x.x) Définition. — Nous appellerons anneau filtré un anneau Q muni d’une
application
v:Q > R u{+ o}

vérifiant les axiomes suivants. Pour tous A, pef,

(2.1.1.1) v(A—p)>min(o(2), v(w));
(2.1.1.2) v(Ap) 2 o(2) +o(p);
(2.1.1.3) o(1) =o.

La fonction v sera dite la filtration de Q; le nombre »(A) s’appellera la filtration
de Vélément AeQ. S’il intervient plusieurs anneaux, nous écrirons parfois #(Q;2) la
filtration de AeQ.

L’axiome (2.1.1.2) implique soit (2.1.1.8), soit »(A\) =40 pour tout AeQ.
Ce dernier cas est inintéressant.

(2.1.2) Défimition de anneau filtré Q par les idéaux Q,. — Pour chaque veR_,
notons £, ’ensemble des AeQ tels que »(A)>v. Les Q, sont une famille d’idéaux bilatéres
de Q, possédant les propriétés suivantes :

(2.1.2.1) szvaQv,, pour tout veR _;
(2.1.2.2) Q,.Q,CQ, ., pour tous v,v'eR .

Réciproquement, si nous avons une famille d’idéaux €, vérifiant les deux relations
précédentes, elle provient d’une filtration » de Q, que nous retrouvons en posant

(2.1.2.3) v(A) =supyv, la borne supérieure étant prise sur ’ensemble des veR _ tels
que AeQ,.

(2.1.3) Un module filtré sur ’anneau filtré Q est un Q-module M muni d’une
application
w:M - R, u{+ o}
vérifiant les axiomes
(2.1.3.1) w(x—y)> min(w(x), w(y))  pour x, yeM;
(2.1.3.2) w)>ov(A) +w(x)  pour AeQ et xeM.

Eventuellement nous écrirons w(M; x) au lieu de w(x).
Pour chaque veR _, nous définissons M, comme I’ensemble des xeM vérifiant
w(x)=v. Les M, sont des sous-modules de M, qui satisfont aux relations.

(2.1.3.3) MV:VQVM“” pour tout veR _;
(2.1.3.4) Q, M, cM, ., pour tous v,v'eR .
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Réciproquement une telle famille de sous-modules correspond a une valuation w.
(2.1.4) Soient M et M’ deux Q-modules filtrés (2.1.3). Nous appellerons
morphisme f: M —M' une application Q-linéaire vérifiant

(2.1.4.1) w(M’; f(x))>w(M;x)  pour xeM,
ou la relation équivalente
(2.1.4.2) SM,)cM;  pour veR,.

Nous venons de définir la catégorie des modules filtrés sur ’anneau filtré Q. Cette
catégorie sera notée Fil(Q). Ce n’est pas une catégorie abélienne.

(2.1.5) Nous appellerons isométrie un morphisme f: M —>M’' qui est injectif et qui
conserve les filtrations, c’est-a-dire vérifie

(2.1.5.1) w(M'; f(x)) =w(M;x)  pour xeM.

Si M est un sous-module d’un module filtré M’ la filtration induite de M s’obtient
par restriction de la fonction w :

(2.1.5.2) w(M; x)=w(M’';x)  pour xeM.

Une isométrie f: M —>M’ permet d’identifier M au sous-module f(M) de M’,
muni de sa filtration induite.

(2.1.6) Borne inférieure d’une famille de filtrations. — Soit (v;) (€I) une famille de
filtrations d’un anneau Q (2.1.1). Posons

(2.1.6.1) o(X) =‘2§ v;(A), pour AeQ.

La fonction » ainsi définie est encore une filtration de Q, que nous appellerons
la borne inférieure des filtrations v;. Si nous notons QY I'idéal Q, (2.1.2) correspondant
a la filtration z;, la filtration v est définie par les idéaux

— (i)
(2.1.6.2) Q, iQIQV‘
Donnons-nous maintenant un anneau filtré Q, un Q-module M et une famille w;

de filtrations de M (2.1.3). Nous définissons la borne inférieure w des filtrations w; en
posant

(2.1.6.3) w(x) =inf w;(x), pour xeM.

i€l
Nous pouvons, comme en (2.1.6.2) définir la filtration w par les sous-modules M, :

(2.1.6.4) Mv—_—iQIMSP.

(2.x.7%) Filtration quotient. — Soient M un Q-module filtré, et f: M —>M’' un
épimorphisme de Q-modules. Nous définissons la filtration quotient de M’ (pour le
morphisme f) comme la borne inférieure des filtrations de M’ pour lesquelles f est un morphisme
dans Fil(Q). Cette définition équivaut a poser, pour xeM’,

(2.1.7.1) w(M'; x) = sup w(M; ).

fy)==
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(2.x.8) Les sommes directes et les limites inductives existent dans la catégorie Fil(Q). —
Ce sont les sommes directes (resp. limites inductives) dans la catégorie des Q-modules,
munies de filtrations qu’on peut définir comme bornes inférieures, cf. (2.1.7%).

La filtration d’une somme directe M de la famille des Q-modules filtrés M® est
définie par la formule

(2.1.8.1) w(M;x)= }g%’ w(M®; x,), ou x; désigne la composante dans M de élément xeM.

Si M=lim M® est une limite inductive des M®, définie par les applications
Q-linéaires f; : M?—M, la filtration de M est la borne inférieure des filtrations pour
lesquelles les f; sont des morphismes (2.1.4). Autrement dit nous posons

(2.1.8.2) w(M; x)=sup w(M?; y),
“HY

la borne supérieure étant prise sur ’ensemble des iel et yeM® tels que f;(y)=~x.

(2.x.9) Le produit tensoriel filtré. — Lorsque I’anneau filtré Q n’est pas commutatif,
nous étendons les définitions précédentes aux Q-modules a droite, ce qui nous permet
d’introduire généralement le produit tensoriel M"'=M®,M’ d’un Q-module (a droite)
filtré M par un Q-module (a gauche) filtré M'. Pour obtenir le produit tensoriel filtré de M
et M’ nous munissons le groupe additif M’’ (resp. le Q-module M"’, si Q est commutatif)
de la borne inférieure des filtrations w pour lesquelles

(2.1.9.1) w(M"; x®y) >2w(M; x)+ w(M'; y),

pour tous xeM et yeM'.
Cette borne inférieure peut encore étre définie comme suit. Nous considérons toutes
les écritures d’'un méme élément zeM" sous la forme

(2.1.9.2) =250y, xeM, yeM,

et nous définissons w(M'’; z) comme la borne supérieure des nombres
(2.1.9.3) inf(w(M; %)+ w(M’; ).

(2.x.30) Propriétés du produit tensoriel filtré. — Le produit tensoriel filtré est « asso-
ciatif » et permute aux limites inductives : les assertions concernant les modules s’étendent
sans modification aux modules filtrés.

(2.x.xx) Algébres filtrées. — Une algebre filtrée A sur un anneau commutatif
filtré Q est une Q-algébre et un Q-module filtré. Nous lui imposons de vérifier
(2.x.11.1) w(A; ) >w(A; x)+w(A; ),

pour x, yeA.

Cette condition s’énonce encore en disant que ’application Q-linéaire A®;A A,
qui définit la multiplication dans A, doit étre un morphisme dans la catégorie Fil(Q).
De méme les applications Q—>A et A—Q des algebres associatives et supplémentées
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N

doivent étre des morphismes dans Fil(Q2). Une algebre supplémentée A s’identifie a la
somme directe (2.1.8) de Q et de son idéal d’augmentation.

Le produit tensoriel filtré de deux algebres associatives (resp. supplémentées) est
une algebre associative (resp. supplémentée).

(2.x.12) Filtrations discrétes. — La filtration d’un anneau (ou d’un module) sera
dite discréte si 'ensemble des filtrations finies des éléments de I’anneau (ou du module)
est une partie discréte de R . Citons, comme exemple de filtrations discrétes, les filtrations
a valeurs dans N [3]. Les filtrations discrétes ne sont pas plus compliquées que celles
a valeurs dans N; elles permettent les mémes raisonnements par récurrence. Par contre
les filtrations générales (4 valeurs dans R ) s’accompagnent de phénomeénes désagréables.
C’est ainsi que la borne supérieure dans la formule (2.1.7.1) peut ne pas étre atteinte
en un yeM; méme remarque pour la formule (2.1.8.2).

(2.x.13) Topologie associée & une filtration. — Un anneau (resp. module) filtré est
un anneau (resp. module) topologique lorsqu’on prend comme systéme fondamental de
voisinages de zéro les id4aux Q, de (2.1.2) (resp. les sous-modules M, de (2.1.3)).
La filtration sera dite séparée si la topologie est séparée, c’est-a-dire si zéro est le seul
element de filtration infinie.

Remarquons qu’une filtration discréte (2.1.12) ne correspond pas nécessairement
a une topologie discréte. Un morphisme de modules filtrés (2.1.4) est une application
linéaire continue, mais une application linéaire continue n’est pas nécessairement un
morphisme.

(2.x.14) Complétions. — Nous utiliserons toujours le mot « complet » au sens de
« séparé et complet ». Un anneau filtré Q est complet si et seulement si ’application
canonique Q—»l(ir_n Q/Q, est bijective; méme énoncé pour les modules. Nous construisons
le complété d’un anneau filtré séparé Q (resp. d’un module filtré séparé M) sous la
forme ﬁ:l(iEQ/QV (resp. M:l(i_rp_M/M\,).

Nous avons ainsi un foncteur « chapeau » qui posséde d’aussi bonnes propriétés
qu’en [3] parce que les topologies considérées sont métrisables, que les filtrations soient
discrétes ou non (2.1.12). En toute rigueur il nous faudrait parler de M comme d’un
module complet, donné avec une isométrie M—>M (2.1.5); en fait nous considérons
le plus souvent M comme une extension de M. La définition usuelle de M fait intervenir
la topologie (plus précisément la structure uniforme) de M. Nous nous intéressons bien
plus aux morphismes dans Fil(Q) qu’aux applications continues (2.1.13); c’est pourquoi
le complété M d’un module filtré séparé M interviendra par la propriété suivante :
c’est une extension filtrée compléte de M, et tout morphisme de M dans un module
filtré complet N se prolonge univoquement en un morphisme de M dans N.

La complétée d’une algebre (filtrée séparée) est une algebre de méme espece (de Lie,
associative ou supplémentée).

(2.1.15) Complété d’une somme directe. — Soient MY (i€I) une famille de Q-modules

filtrés séparés, M=iIeIIM(‘) leur somme directe dans Fil(Q) (2.1.8). Le complété de M,
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que nous appellerons somme directe complétée des M® et noterons i]éII M® peut étre identifié

a un sous-module du produit direct _HIM(‘) des complétés des M¥; ses éléments sont
i€
alors les familles (x;) (i1, x,eM¥), pour lesquelles w(M®; ) tend vers Pinfini (suivant
le filtre des complémentaires des parties finies de I).
(2.x.36) Familles filtrées-libres et modules filtrés libres. — Soit (%;);c; une famille
d’éléments dans un Q-module filtré M. Cette famille sera dite filtrée-libre si les conditions
suivantes sont vérifiées.

(2.1.16.x) Pour toute famille (N);cy d’éléments de Q, presque tous nuls,

w(’,glxixi) = }gg (w(x)+o(N)).
(2.1.16.2) Les (x;);cy sont lindairement indépendants sur Q.

Si nous supposons Q et M séparés (2.1.13), la relation (2.1.16.1) implique
(2.1.16.2), pourvu que les x; soient tous différents de zéro.

Nous dirons qu’un Q-module filtré M est filtré-libre (pour la base filtrée (x,);c:)
s’il est engendré par la famille filtrée-libre (x,);c;. Un tel module est déterminé (4 un
isomorphisme prés) par la donnée de I’ensemble I et de la famille des filtrations w(x;);
celles-ci peuvent étre choisies arbitrairement, et (2.1.16.1) définit la filtration du module
de base filtrée (x;);c;-
_ Le module filtré-libre M est caractérisé (2 un isomorphisme prés) par la propriété
suivante : quel que soit le Q-module filtré N et la famille (;);c; d’éléments de N
vérifiant

w(N; p)zw(M; %)  pour i€l

il existe un morphisme f:M-—N, et un seul, vérifiant f(x;)=y; pour iel.

(2.1.37) Bases topologiques et modules complets libres. — Nous supposons que ’anneau
filtré Q est complet. Nous dirons que la famille (x,);c; d’éléments du Q-module filtré M
est une base fopologique de M si elle est filtrée-libre (2.1.16) et si M est le complété du
sous-module (filtré-libre) qu’engendrent les (x;);c;. Un module M qui posséde une base
topologique sera dit complet-libre (pour la base topologique en question).

Le module filtré-libre engendré par les éléments (x;);c; d’une base topologique
du module complet libre M est somme directe (2.1.8) des sous-modules monogéenes
Qx, (ieI). Ceux-ci sont complets (puisque  est supposé complet), et (2.1.15) nous
permet de décrire M en tant que somme directe complétée. Les éléments de M s écrivent
univoquement comme sommes des séries

(2.x.17.1) %"17\.'%,

o les (N);cy Sont des éléments de Q tels que
(2z.1.17.2) o(N) + w(xy)
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tende vers Uinfini (suivant le filtre des complémentaires des parties finies de I). La filtration
de M est définie par la formule

(2.1.17.3) w( Z ) =inf (o () + ().

Si N est un Q-module filtré complet, et (;);cy une famille d’éléments de N vérifiant
w(N;y)>2w(M; x;) pour i€l, il existe un morphisme f:M-—N, et un seul, tel que
Sf(x)=y; pour iel. Cette propriété justifie ’expression complet-libre (ou, sans abréviation,
« libre dans la catégorie des Q-modules filtrés complets par rapport a la famille
d’éléments (x;);c; dont les filtrations w(x;);c; sont données »).

(2.2) Anneaux et modules valués, les foncteurs div et Sat.

(2.2.1) Définition. — Un anneau valué Q est un anneau filtré (2.1.1) qui est
séparé (2.1.13) et qui vérifie I’axiome suivant :

(2.2.1.1) o(A)=0v(N)+o(p)  pour tous A, peQ.

Un anneau valué commutatif est intégre.

La notion d’anneau valué, que nous venons de définir, ne comporte pas celle de
corps valué comme cas particulier. Nous convenons d’appeler corps valué un corps muni
d’une valuation a valeurs réelles; a cette seule exception prés nos valuations seront a
valeurs dans R .

De méme un anneau valué n’est pas un anneau de valuation tel qu’on le définit
en Algébre Commutative. Nous donnons plus loin (2.2.6) la définition des anneaux
de valuation que nous utilisons.

(2.2.2) Un Q-module valué sur un anneau valué Q est un Q-module filtré M (2.1.3)
qui est séparé (2.1.13) et qui vérifie I’axiome suivant :

(2.2.2.1) wx)=v(A)+w(x),  pour AeQ et xeM.

Exemple. — Un Q-module filtré-libre (2.1.16) est valué.

Un morphisme f: M—M’' de Q-modules valués est un morphisme de modules
filtrés. Autrement dit, nous définissons la catégorie Val(Q) des Q-modules valués comme
une sous-catégorie pleine de Fil(Q) (2.1.4).

(2.2.3) Sinous avons, sur un Q-module M, une famille de valuations w;, leur borne
inférieure (2.1.6) est encore une valuation. Un sous-module (2.1.5) d’un module valué est
valué; une somme directe (2.1.8) de modules valués est valuée. Une limite inductive (2.1.8)
de modules valués est valuée si et seulement si elle est séparée. Un complété d’un module
valué est valué.

Par exemple, un Q-module complet-libre (2.1.17) est valué.

(2.2.4) Si Q est un anneau valué (2.2.1) commutatif, nous appellerons Q-algébre
valuée une Q-algébre filtrée (2.1.11), valuée en tant que Q-module : il pourrait y avoir
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équivoque pour les Q-algeébres associatives qui sont des anneaux. Nous signalerons éven-
tuellement qu’une Q-algébre associative valuée est valuée en tant qu’anneau.

Exemple. — Soient M un Q-module valué et A ’ensemble des endomorphismes de M,
c’est-a-dire des morphismes de M dans M au sens de (2.1.4). L’ensemble A posséde une
structure naturelle de Q-algebre associative. Posons, pour tout feA,

(2.2.4.1) w(As f) =, _inf (w(M; f(x))—w(M; 2)).

Nous définissons ainsi une valuation de A, qui devient une Q-algébre associative
valuée (mais non pas valuée en tant qu’anneau, en général).

(2.2.5) Valuation d’un corps de fractions. — Soit Q un anneau valué (2.2.1)
commutatif. La valuation de Q s’étend d’une maniére, et d’une seule, au corps des
Jractions K de Q : pour A, ueQ,A#0, nous posons v(A~'p)=0o(w)—v(2). Le corps K
devient ainsi un corps valué (2.2.1). Lorsque Q n’est pas commutatif, mais posséde un
corps des fractions a gauche (resp. a droite), une valuation de Q se prolonge de méme a
son corps des fractions.

(2.2.6) Nous appellerons ici anneau de valuation un anneau valué Q (2.2.1) qui
est commutatif et vérifie ’axiome suivant :

(2.2.6.1) St A et N sont deux éléments de Q, tels que v(A)=v(X'), il existe un élément peQ
vérifiant A =2\"p.

Dans un anneau de valuation Q, les éléments de valuation strictement positive
constituent un idéal maximal I dit idéal de valuation. Le corps quotient Q/I est dit corps
résiduel de Q.

L’ensemble des éléments de valuation positive dans un corps commutatif valué
est un anneau de valuation, dit anneau des entiers du corps valué.

(2.2.7) Soit Q un anneau valué (2.2.1) commutatif. Nous appellerons Q-module
divisible un Q-module valué M (2.2.2) qui possede la propriété suivante.

(2.2.7.1) 8 2eQ et xeM avec v(A)<w(x), il existe yeM tel que Ay =x.

En particulier, un anneau de valuation (2.2.6) est un anneau commutatif valué Q
qui est divisible en tant que Q-module. Pratiquement, les anneaux Q sur lesquels nous
considérons des modules divisibles seront des anneaux de valuation.

(2.2.8) Le foncteur div. — Soient Q un anneau valué commutatif et M un Q-module
valué. Montrons qu’il existe un Q-module divisible M’ (2.2.7) et un morphisme
iy : M>M' (2.2.2) possédant la propriété suivante : si f: M—N est un morphisme
de M dans un Q-module divisible N, il existe un morphisme g : M'—N, et un seul, tel
que f=goiy.

Pour cela construisons le corps des fractions K de Q (2.2.5), et le produit tensoriel
K®oM. D’aprés la définition des éléments de K, nous voyons que tout élément de K®,M
peut s’écrire sous la forme

(2.2.8.1) A '®x, o AeQ—{o}, xeM.
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Le nombre w(M; x)—v»(\) ne dépend que de A~ '®x (et non du choix de A et x);
nous pouvons poser

(2.2.8.2) w(Z1®x) =w(M; x)—o(d),

puis définir M’ comme ensemble des éléments ye K®oM  pour lesquels w(y)>o.

Nous munissons M’ de sa structure naturelle de Q-module, et nous posons
iy(x)=1®x pour xeM. Les assertions concernant M’ et 7y sont vérifiées.

Nous noterons désormais div M le module M’ dont nous venons de donner une
construction explicite et nous ’appellerons le divisé de M. Nous avons d’abord défini
div M (2 un isomorphisme canonique prés) par une propriété universelle : il représente
les morphismes de M dans les Q-modules divisibles, ce qui montre que div est un
foncteur covariant appliquant la catégorie des Q-modules valués (2.2.2) dans la sous-
catégorie (pleine) des Q-modules divisibles.

Exemples. — Si nous prenons pour M I’anneau Q lui-méme, div Q s’identifie a
Panneau des entiers du corps valué K (2.2.6). Plus généralement, le module div M
possede une structure naturelle de div Q-module.

Si Q est un anneau de valuation (2.2 .6) complet, et si M est une Q-algébre commutative,
valuée en tant qu’anneau, telle que le corps des fractions L. de M soit algébrique sur
le corps des fractions K de Q, alors div M est la cléture intégrale de M.

(2.2.9) Propriétés du foncteur div. — Le morphisme canonique d’un Q-module
valué M dans div M est une isométrie (2.1.5), ce qui nous permet de considérer div M
comme une extension valuée de M.

Si M’ est un Q-module valué contenant M comme sous-module (pour la filtration
induite), les deux propriétés suivantes sont nécessaires et suffisantes pour que M’ s’identifie
adivM :

(2.2.9.1) M’ est divisible;
(2.2.9.2) M’'/M est un Q-module de torsion.

Si f:M—>N est une isométrie de Q-modules valués, le morphisme
divf:div M —>div N
est encore une isométrie.

Si A est une Q-algébre valuée (2.2.4), div A est encore une Q-algebre valuée, de
méme espéce. Si A est une Q-algebre associative valuée, et M un A-module filtré et (par res-
triction des scalaires a Q) un Q-module valué, alors div M a une structure de div A-module.

(2.2.10) Modules saturés. — Nous disons qu’'un module M sur un anneau valué
commutatif Q est saturé s’il est divisible et complet.

L’étude des modules saturés s’appuie sur la proposition suivante :

Le complété M d’un Q-module divisible M est saturé.

Preuve. — Par définition, il s’agit de montrer que le module complet M est divisible,
c’est-a-dire qu’a tout AeQ et xeM vérifiant v(A)<w(x) correspond un yeM tel
que Ay=x.

411



28 MICHEL LAZARD Chap. I

Nous pouvons supposer As#o. L’élément x est la limite d’une suite (x,),cx
d’éléments de M et, pour n assez grand, w(x,)=w(x). Puisque M est divisible il existe,
pour ces neN, des éléments y,eM tels que x,=2y,, etla suite (,) converge vers un
élément y de M, car w( y,— ) =w(x,—x,)—v(x) tend vers linfini avec n et n’. La
relation Ay=x résulte de Ay,=x, par passage a la limite.

Remarque. — Le divisé d’un module valué complet peut n’étre pas complet.

(2.2.xx) Le foncteur Sat. — Si M est un module valué sur ’anneau valué commu-
tatif Q, nous appelons saturé de M et notons Sat M le complété (2.1.14) du module
div M (2.2.8). Cela définit le foncteur Sat comme composé de « chapeau » et div.
Nous pouvons aussi le définir directement :

Le module Sat M est une extension saturée du Q-module valué M, et tout morphisme
f:M—-N de M dans un Q-module saturé N se prolonge en un morphisme g : Sat M—N,
et un seul.

Si f: M—N est une isométrie de modules valués, Sat f: Sat M—Sat N est une
isométrie.

Les propriétés concernant les divisées des algébres, énoncées a la fin de (2.2.9),
valent pour les saturées des algeébres.

(2.3) Gradués associés (le foncteur gr).

(2.3.1) Notatwns Q,., M,.. — Soit Q un anneau filtré (2.1.2) (resp. M un
Q-module filtré (2.1.3)). Pour tout veR, nous noterons Q. (resp. M,.) ’ensemble
des éléments de Q (resp. de M) qui vérifient

o(A)>v (resp. w(x)>v).

(2.3.2) Définition de gr Q. — Partons de ’anneau filtré Q; pour chaque veR,
nous avons deux sous-groupes additifs emboités Q.. CQ,; formons leur quotient Q,/Q,.
que nous noterons gr,Q, puis la somme directe des gr,Q (pour veR, ) que nous
noterons gr Q :

2.3.2.X —
(2.3 ) gr Q_vymgr\,ﬂ.

Si aeQ,, peQ,, alors ApeQ, .., et I'image de Au dans gr,, ., Q ne dépend que des
images respectives de A et p dans gr,Q et gr, Q.

Cela définit sur le groupe additif gradué gr Q une multiplication des éléments
homogeénes. Nous prolongeons cette multiplication par linéarité pour obtenir enfin
Vanneau gradué gr Q associé a anneau filtré Q : cf. [3], chap. III, § 2, n° 3.

(2.3.3) Définition de gr M. — Soit M un module filtré sur P’anneau filtré Q.
Formons, pour chaque veR_, le groupe additif quotient M,/M,. que nous notons
gr,M, puis la somme directe gr M :

(2.3.3.1) gr M= LI M,/M,..
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Nous définissons la structure de gr Q-module (gradué) sur gr M, par restriction,
passage au quotient, et prolongement par linéarité (cf. [3], loc. cit.).

(2.3.4) Termes dominants et représentants. — Si & est un élément homogéne de gr M,
c’est-a-dire un élément d’'un gr,M = M,/M,., nous appelons représentant de § (dans M)
un élément de M, dont la classe mod M,. est &.

Si x est un élément de M dont la filtration w(x)=v est finie, nous appelons terme
dominant de x son image canonique dans gr, M. Ainsi un terme dominant n’est jamais nul.

Les mémes définitions vaudront pour un anneau filtré Q et son gradué associé gr Q.

Un élément de filtration finie d’un module (ou anneau) filtré est un représentant
de son terme dominant. Un élément homogéne non nul d’un gradué associé est le terme
dominant d’un quelconque de ses représentants.

(2.3.5) Le foncteur gr. — Si Q est un anneau filtré, et f: M—N un morphisme
de Q-modules filtrés (2.1.4), la restriction de f applique M, dans N, pour chaque veR_
et définit, par passage au quotient, une application additive de gr,M dans gr,N. La
somme directe de ces applications est une application

(2.3.5.1) grf:grM—-grN

dont nous vérifions qu’elle est un morphisme de gr Q-modules gradués (1.1.2).

Cela acheéve la définition du foncteur covariant gr, qui envoie la catégorie Fil(Q)
des Q-modules filtrés (2.1.4) dans la catégorie Gr(gr Q) des gr Q-modules (gradués).

(2.3.6) Traductions. — L’utilisation du foncteur gr permet de traduire certaines
définitions antérieures. La filtration de Q (resp. de M) est discréte (2.1.12) si et seulement
si la graduation de gr Q (resp. de gr M) est discréte (1.1.3). Une isométrie f de Q-modules
filtrés est un morphisme dans Fil(Q) tel que gr f et f soient injectifs; il suffit de supposer gr f
injectif si le module de départ est séparé. Pour qu’un anneau filtré Q soit valué, il faut
et il suffit qu’il soit séparé et que gr Q soit sans diviseurs de zéro. Pour qu’un module filtré M
sur un anneau valué Q soit valué, il faut et il suffit que M soit séparé et que gr M soit un
gr Q-module sans torsion.

(2.3.7) Sommes directes et complétés. — Si M:,]éIIM“) est une somme directe
de Q-modules filtrés (2.1.8), le morphisme canonique

(2.3.7.1) _]é[Igr MY »gr M
est un isomorphisme. Autrement dit le foncteur gr permute aux sommes directes.

Si M est un Q-module filtré séparé, et M son complété, le morphisme canonique
(2.3.7.2) ng—>gr1\7I

est bijectif. La complétion d’un module (ou d’un anneau) laisse invariant son gradué associé.
(2.3.8) Suites exactes, limites inductives. — Soient Q un anneau filtré et

(2.3.8.1) o->M ->M->M"—-o0
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une suite exacte de Q-modules. Nous supposons M filtré, et nous munissons M’ de la
filtration induite (2.1.5) et M de la filtration quotient (2.1.7). Si nous appliquons le
foncteur gr, nous obtenons une suite exacte dans Gr(gr Q) :

(2.3.8.2) o—>grM’' —>grM—gr M".

Si la filtration de M est discréte, le morphisme gr M —gr M” est surjectif :
[3], chap. III, § 2, n° 4, prop. 2. Si la filtration de M n’est pas discréte, il se peut que
gr M —>gr M ne soit pas surjectif : cf. (2.1.12).

Soient maintenant (M"Y),c; une famille de Q-modules filtrés, indexée par un
ensemble ordonné filtrant I, et fj; : M® MY (i, jel,i<j) les morphismes permettant
de construire la limite inductive M = lim M®.

Les morphismes f; : M®) M définissent (en appliquant les foncteurs « v en
indice », « vt en indice » et gr) des morphismes

: (2) .
(2'3‘8’3) !‘l_l;nMv _)Mvi

i (%) .
(2°3'8'4) l_lgle*’_)Mv*’
(2.3.8.5) lim gr M® >gr M.

Si nous appliquons la construction explicite d’une limite inductive filtrée (2.1.8),

nous voyons que le morphisme (2.3.8.3) est injectif, et (2.3.8.4) bijectif. Appliquons
maintenant le foncteur exact Er_)n aux suites exactes

0 ->M >M¥ —»gr M 0.
Nous obtenons les suites exactes

0 —lim M¥ —»lim M{ —lim gr, M® —o.
— p— —>

Compte tenu des propriétés de (2.3.8.3) et (2.3.8.4), nous en déduisons que
(2.3.8.5) est un morphisme injectif.

(2.3.9) Lorsque les filtrations sont a valeurs entiéres, ou, plus généralement, lorsque
la filtration de e]éI1 M est discréte, les morphismes (2.3.8.3) et (2.3.8.5) sont bijectifs,

et, dans ce cas, nous pouvons dire que le foncteur gr permute aux limites inductives.

Nous rencontrerons un autre cas particulier important. N’imposons aucune condition
supplémentaire aux filtrations, mais supposons que les morphismes f;; soient tous des
isoméiries (2.1.5). Aux abus de langage pres, cela veut dire que la limite inductive est
une réunion. Dans ce cas les morphismes (2.3.8.3) et (2.3.8.5) sont bijectifs, et gr M
est la limite inductive (ou réunion) des gr M. Plus particuliérement, si Q est valué (2.2.1)
et si les f; sont des isométries de Q-modules valués (2.2.2), alors M=lm M® est un
Q-module valué qui peut étre considéré comme la réunion des M.

(2.3.30) Produits tensoriels : un morphisme fonctoriel. — Soient Q un anneau filtré,

M et M’ deux Q-modules filtrés dont nous puissions construire le produit tensoriel
filtr¢ M"'=MO®,M’ (2.1.9).
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Prenons deux éléments £egr M et negr M’, homogénes de degrés respectifs v
et v'. Choisissons des représentants (2.3.4) x et y de & et n dans M et M’. L’image de
x®yeM” dans gr,,,M"” ne dépend que de £ et 4. Nous venons de définir une appli-
cation du produit gr,MXxgr, M’ dans gr,,,M"”. Nous vérifions que cette application
définit un morphisme :

(2.3.10.1) gr M®, qogr M’ — gr(M®,M’).

Précisons que (2.3.10.1) est un morphisme de gr Q-modules gradués (1.1.4), (1.1.7)
si Q est commutatif, ou un morphisme de groupes additifs gradués si Q n’est pas commutatif
(nous supposons alors que M est un module & droite). Le morphisme (2.3.10.1) est
un morphisme fonctoriel (les modules gr M®, ogr M' et gr(M®,M’) sont des bifoncteurs
covariants en M et M’).

Lorsque les filtrations de M et M’ sont discrétes, le morphisme (2.3.10.1) est
surjectif : cela résulte de la construction explicite du produit tensoriel filtré (2.1.9).

(2.3.xx) Gradué associé d’une algébre. — Soient Q un anneau filtré commutatif et A
une Q-algebre filtrée (2.1.11). Alors le gr Q-module gr A posséde une structure naturelle
de gr Q-algébre (de méme espéce que A). Cette structure peut se définir directement comme
en (2.3.2), ou a partir du morphisme fonctoriel (2.3.10). En effet la multiplication
dans A est définie par un morphisme dans Fil(Q) :

(2.3.11.1) AR A—A;

si nous lui appliquons le foncteur gr, nous obtenons un morphisme dans Gr(gr Q) :
(2.3.11.2) gr(A®gA) —gr A,

et si nous composons ce dernier avec le morphisme fonctoriel

(2.3.11.3) gr A®, ogr A — gr(A®yA),

nous obtenons la multiplication dans gr A.

(2.3.12) Traduction. — Soient Q un anneau filtré séparé, (x;);c; une famille
d’¢léments de filtrations finies dans un Q-module filtré M, et (&;);c; les termes domi-
nants (2.3.4) des (x;). Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

La famille (x,);cy est filtrée-libre dans M (2.1.16).

La famille (%;);cy est libre dans gr M, sur gr Q.

(2.3.13) Proposition. Soit f: M—>M' un morphisme de Q-modules filtrés (2.1.4).
St la filtration de M’ est séparée et discréte, et si gr f:gr M—gr M’ est surjectif, alors f(M)
est dense dans M'. Si, de plus, M est complet, alors f est surjectif et M’ est complet.

Preuve (cf. [3], chap. III, § 2, n® 8). — Soient vy<v;<... les différentes valeurs des
filtrations des éléments de M'. Pour tout xeM’, avec w(M’; x) =v;, lasurjectivité de gr f
implique Pexistence d’'un yeM avec w(M;y)=v; et w(M'; x—f(»))>v;, C’est-a-dire
w(M'; x—f(»))>v;,,. Parrécurrence sur j>1, nous voyons I'existence d’éléments y,e M
vérifiant w(M'; x—f(;))>v;;j, ce qui prouve que f(M) est dense dans M'.
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De plus, nous pouvons vérifier les conditions w(M; y;)=v; et w(M;p—y; 1) >V
La suite () est alors une suite de Cauchy dans M; si M est complet, elle converge
vers yeM, f(y)=x et fest surjectif. Nous voyons ensuite qu’une suite de Cauchy dans M’
est 'image d’une suite de Cauchy dans M, ce qui prouve que M’ est complet.

(2.3.14) Corollaire. — Si M est filtré complet, si la filtration de M’ est séparée et discréte,
alors tout morphisme f:M-—>M’', dont le gradué associé gr f est bijectif, est un isomorphisme.

(2.3.15) Corollaire. — Si N et N’ sont deux sous-modules fermés d’un module filtré séparé M,
de filtration discréte, si NCN' et enfin si gr N=gr N’ (en identifiant gr N et gr N’ a des
sous-modules de gr M, d’aprés (2.3.8)), alors N=N".

(2.3.16) Corollaire. — Soit M un module filtré séparé de filtration discréte. Si les éléments
d’une partie X de M ont pour termes dominants une famille de générateurs de gr M, alors X engendre
dans M un sous-module dense.

(2.3.17) Théoréme. — Soient Q un anneau filtré complet et N un Q-module filtré complet.
Si la filtration de M est discréte, et si gr M est un gr Q-module libre (1.1.6), alors M est
complet-libre (2.1.17) et toute famille de représentants (2.3.4) d’une base de gr M est une base
topologique (2.1.17) de M.

Preuve. — Soit (x;);c; une famille d’éléments de M dont les termes dominants (&),
constituent une base de gr M. La famille (x;) est donc filtrée-libre dans M (2.3.12)
et engendre un sous-module dense du module complet M (2.3.16), ce qui prouve notre
assertion.

3. MODULES VALUES SUR UN ANNEAU
DE VALUATION DISCRETE COMPLET Q

(3.1) Modules valués de type fini; modules complets-libres.

(3.1.1) Notation. — Jusqu’a la fin de ce chapitre (& P'exception des n% (3.5.1)
a (3.3.6)), nous désignerons par Q un anneau de valuation discréte complet (cf. [25], premiére
partie). L’anneau Q est donc un anneau de valuation (2.2.6), sa filtration est discréte
(2.1.13) et il est complet (2.1.15). Si o est une uniformisante de Q, c’est-a-dire un
élément de valuation strictement positive minima, tout élément x€£Q s’écrit univoquement
sous la forme o".u, o n=0v(x)/v(v)eN et ucQ est une unité. Les idéaux de Q sont
engendrés par les puissances de o.

Nous nous intéresserons surtout, par la suite, au cas d’inégale caractéristique. Le
corps résiduel £ de Q est alors de caractéristique p>o, tandis que le corps des fractions
de Q est de caractéristique 0. La valuation v est déterminée a un facteur multiplicatif
prés par la donnée de Q (en tant qu’anneau). Nous la déterminons complétement par
la condition :

(3.1.1.1) v(p)=1.

Si e désigne I'indice de ramification absolue de Q, la valuation d’une uniformisante

de Q est alors ¢ 1,
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(3.1.2) Structure de T'=gr Q. — Nous notons I' le gradué associé de Q. La
composante homogene I'y est le corps résiduel k de Q. Choisissons une fois pour toutes
une uniformisante = de Q, et notons w le terme dominant de © (2.3.4). Le degré de =
est égal & (), qui n’est pas nécessairement égal 4 1. L’anneau gradué T' s’identifie
a Vanneau de polynémes k[=] : cf. [3], chap. III, § 2, n° 3, exemple 1. Les considérations
de (1.2) vont donc s’appliquer aux gradués associés des Q-modules filtrés, et surtout
aux Q-modules valués (2.2.2) pour lesquels le gradué associé est un I-module sans
torsion (2.3.6). '

(3.1.3) Proposition. — Un Q-module valué complet M, de valuation discréte, est complet-
libre, et les bases topologiques de M sont les familles de représentants des bases de gr M sur T.

Preuve. — C’est une conséquence des théorémes (1.2.3) et (2.3.17).

(3.1.4) Théoréme. — Un Q-module valué de type fini (C’est-a-dire engendré, en tant que
module, par une partie finie) est filtré-libre (2.1.16).

Preuve. — Soit M un Q-module valué de type fini. Alors gr M est un I'-module
libre. Prenons des représentants (x;);c; d’une base de gr M. Nous obtenons une famille
filtrée-libre dans M (2.3.12), et a jfortiori une famille libre sur Q. Or le cardinal d’une
famille libre dans M ne peut dépasser celui d’une famille de générateurs de M (d’apres
I’algeébre linéaire élémentaire). Le module gr M est donc de rang fini; sa graduation est
donc discréte (1.1.3), ainsi que la filtration de M (2.3.6). Le Q-module filtré-libre
engendré par les (x;);c; (auxquels nous donnons les filtrations w(M;x;)) est complet,
puisque Q est complet et I fini. Le corollaire (2.3.14) permet d’achever la démonstration.

(3.x.5) Critére de compacité. — Soit M un Q-module valué, complet, non nul. Pour que M
soit compact, il faut et il suffit que les trois conditions suivantes sotent vérifides :

(3.1.5.1) Q est compact.
(3-1.5.2) La filtration de M est discréte.

(3-1.5.3) St (x);eq est une base topologique de M, w(x;) tend vers oo (suivant le filtre
des complémentaires des parties finies de ).

Preuve. — Supposons d’abord les trois conditions vérifiées. Alors M est complet-
libre (3.1.3), et la condition (3.1.5.3) montre que M s’identifie, en tant que module
topologique, au module produit Q' (2.1.17), qui est compact puisque Q est compact.

Supposons maintenant M compact. Prenons xeM, x+ 0 (nous avons supposé¢ M
non nul). L’application A—ix est, 2 une translation prés, une isométrie de Q dans M,
donc un homéomorphisme. L’image Qx de Q est compléte (car Q est complet), donc
fermée, donc compacte, ce qui prouve (3.1.5.1). Le module M s’identifie a l(l_m__ M/M,
(2.1.14) et les quotients M/M, sont discrets et compacts, c’est-a-dire finis, ce qui
entraine (3.1.5.2) et (3.1.5.3).

(3.1.6) Divisé d’un Q-module filtré-libre. — Soit M un Q-module letré-hbre pour la
base (%);c1 (2.1.16). Posons

wM;x)=1 e oo)=¢! (v uniformisante de Q).
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Le module div M (considéré comme extension de M) est filtré-libre pour la base (9;);cy, avec

(3.1.6.1) w(div M; y) = 7,—ne™ Y,
(3.1.6.2) n; = [v;e] ([v] désignant la partie entiére de veR)
(3.1.6.3) xp=o"ip;.

Preuve. — D’apres la définition (2.2.7), les éléments x,ediv M sont divisibles

respectivement par o dans div M, car o(o")<w(x;), ce qui établit Pexistence des y;.
De plus les y; vérifient

(3.1.6.4) o<w(div M; 3,)<e '=o(m).

L’hypothése que (x;);c; est une famille filtrée-libre et les relations (3.1.6.3)
impliquent que ();c; est filtrée-libre dans le Q-module valué div M. La relation
(3.1.6.4) montre que le module engendré par les y; est divisible, c’est-a-dire coincide
avec div M.

Cette démonstration vaut pour un anneau de valuation discréte, non nécessairement
complet.

(3.1.7) Saturé d’un module filtré-libre ou complet-libre.

Soit M un Q-module filtré-libre (resp. complet-libre) pour la base filtrée (resp. base topo-
logique) (%;);cy. Avec les notations de (3.1.6), le module Sat M est complet-libre, et posséde
comme base topologique la famille (9;);c; caractérisée par les relations (3.1.6.1), (3.1.6.2)
et (3.1.6.3).

Preuve. — C’est une conséquence de (3.1.6) et de la définition du saturé (2.2.11).

(3.1.8) Lemme. — Soit M un Q-module valué, engendré (en tant que module) par une
Samille d’éléments (x;);c; dont les valuations tendent vers Uinfini. Alors la filtration de M est
discreéte.

Preuve. — Soit veR,. Nous devons montrer que les éléments de M ne peuvent
avoir qu’un nombre fini de valuations <v. Soit JCI D’ensemble des ¢ pour lesquels
w(x;)<v.

Tout élément de M est donc congru, mod M,., a un élément du sous-module
engendré par les x;, i€]. Par hypothése J est fini, et ce sous-module est donc de
filtration discréte, d’apres le théoréme (3.1.4), ce qui prouve le lemme.

(3.1.9) Proposition. — Soit M un Q-module saturé (2.2.10) engendré (en tant que
module saturé) par une famille dénombrable (x,),cx. Alors M posséde une base topologique.

Preuve. — Posons y,=w"x,. Les valuations des y, tendent vers I'infini, et le sous-
module engendré par les 3, est donc de filtration discréte (g.1.8). L’adhérence M’ de ce
sous-module dans M est compléte, donc compléte-libre d’apres (3.1.3). Comme M est le
module saturé de M’, nous appliquons (3.1.7) pour obtenir une base topologique de M.

Bien entendu la filtration de M n’est pas nécessairement discréte.

(3.x.10) Corollaire. — Soit A une Q-algébre saturée, engendrée (en tant que Q-algébre
saturée) par une famille dénombrable. Alors A posséde une base topologique.
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Preuve. — L’algeébre A est engendrée, en tant que Q-module saturé, par les mondémes en les
générateurs. Ces monémes forment encore une famille dénombrable, ce qui nous raméne

a(g.1.9).

(3.2) Le produit tensoriel dans la catégorie Val(Q).

(3.2.1) Théoréme. — Soient M et M’ deux Q-modules valués, et M''=M®q M’ leur
produit tensoriel filtré (2.1.9). Alors :

(3-2.1.1) Le Q-module M"" est valué.

(3.2.1.2) Pour tout veR,, le sous-module M, (2.1.3) est engendré par les éléments x®y,
o xeM, yeM', w(M; x)+ w(M'; p)=v.

(3.2.1.3) Le morphisme fonctoriel gr M®gr M’ — gr M"" (2.3.10) est bijectif.

(3.2.1.4) Soient N, N’ deux Q-modules valués, et f:N—->M, f' : N'—=M’' deux isoméiries.
Alors le morphisme fOf : N®OGN'—>M®yM' est encore une isométrie.

(3.2.x.5) Pour tous xeM, yeM', nous avons w(M''; x®y)=w(M; x)+ w(M’; y).

(3.2.1.6) St (x,)ier e (9))jey Sont des familles filtrées-libres dans M et M’ respectivement,
alors

(*%®)inerxa
est filtrée-libre dans M''.

Preuve :
(3.2.2) Supposons d’abord M et M’ de type fini. D’aprés le théoréeme (3.1.4),
M et M’ sont alors filtrés-libres, pour les bases respectives (x;);c1 €t (J;);jc ;. Nous posons

wM; x)=r1, et w(M’; »;)=06,.

Le produit tensoriel M est libre pour la base (%,®5,);e1xs- Si nous appliquons
la définition (2.1.9) du produit tensoriel filtré, nous voyons que M’’ est filtré-libre pour
la base en question avec

(3.2.2.1) w(M"; x,®y) =1, +96;.

Comme un module filtré-libre est valué, (3.2.1.1) est démontré. Nous vérifions
de méme (g.2.1.2).

Les I'-modules gr M et gr M’ sont libres, avec des bases (&;);c; et (;);cs formées
des termes dominants (2.3.4) des (x;) et des (;) respectivement. Le produit tensoriel
gr M®gr M’ posséde alors la base (§,®,);,)ec1x 5, avec deg(§,®m;)=1;+40;, d’aprés
(1.1.8). Si nous appliquons la définition (2.9.10) du morphisme fonctoriel

(3.2.2.2) gr M®gr M’ — gr M”,
nous voyons que £®x,egr M®gr M’ a pour image le terme dominant de x®y,eM"".
Ce morphisme est donc bijectif, ce qui prouve (3.2.1.3).

(3-2.3) Démontrons maintenant (3.2.1.4), en supposant toujours M et M’ de
type fini. Alors N et N’ sont aussi de type fini (puisque  est noethérien). Les mor-
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phismes grf:gr N->gr M et grf’ :gr N'—>gr M’ sont injectifs, ainsi que leur produit
tensoriel

(3.2.3.1) gr f®gr f' : gr N®pgr N’ — gr M®pgr M’,

d’apres le corollaire (1.2.6).

Par définition d’un morphisme fonctoriel, nous avons le diagramme commutatif

gr N®pgr N wiear & M®pgr M
(3.2.3.2)
v
gr(N®yN") e gr(M®,M’)

Les fleches verticales sont des bijections d’aprés (3.2.1.3), et grf®grf’ est
injectif. Par conséquent gr(f®f’) est injectif, ce qui prouve (3.2.1.4) dans le cas
particulier considéré.

(3-2.4) Passons maintenant au cas général. Nous considérons M et M’ comme
les réunions, ou limites inductives de leurs sous-modules de type fini. Comme le produit
tensoriel filtré permute aux limites inductives (2.1.10), le module filtré M est limite
inductive des produits tensoriels filtrés des sous-modules de type fini de M et M'. Mais
les morphismes définissant cette limite inductive sont des isométries, d’aprés le cas particulier
de (3.2.1.4) déja prouvé. Cette limite inductive est donc, par abus de langage, une
simple réunion de modules valués (2.3.9), ce qui démontre généralement (3.2.1.1).
Les propriétés (3.2.1.2) a (3.2.1.4) s’obtiennent de méme, par passage aux limites
inductives, a partir des modules de type fini. Quant & (3.2.1.5) et (3.2.1.6), ce sont
des cas particuliers de (3.2.1.4), aprés qu’'on a explicité la valuation d’un produit
tensoriel de modules filtrés-libres (3.2.2).

(3.2.5) Remarques. — Le théoréme (3.2.1) signifie que le produit tensoriel filtré
est défini dans la catégorie Val(Q), et qu’il posséde des propriétés trés analogues a celles
du produit tensoriel d’espaces vectoriels.

Signalons cependant que le théoréme des bases adaptées n’est pas valable
dans Val(Q), méme si 'on se restreint aux modules de type fini. Soient, par exemple
Q=Z, M le module filtré-libre de base {x, 2} avec w(x)=o0 et w(p)=2, etenfin N
le sous-module de M engendré par z=px+y. Les modules M et N n’ont pas de bases
filtrées adaptées. ,

(3.2.6) Produit tensoriel complété. — Soient M et M’ deux Q-modules valués. Nous
appellerons produit tensoriel complété de M et M', et nous noterons

(3.2.6.1) M®, M’
le complété du produit tensoriel valué M®,M.
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A partir des isométries canoniques (ou inclusions) M—M et M’'—M’, nous
obtenons (3.2.1.4) une isométrie de Q-modules valués :

(3.2.6.2) M®,M' — Mo, M,
et I'image de M®M’ est dense dans M®M’, ce qui prouve que le morphisme
(3.2.6.3) M&M’ - MM’

est un isomorphisme de modules valués complets.

Nous démontrons de méme, a partir de I’associativité du produit tensoriel
filtré (2.1.10), associativité du produit tensoriel complété : les modules (MEOM')®M”
et M®M'®M") s’identifient tous deux au complété du module MOM'®M".

Si les modules M et M’ sont filtrés-libres (ou complets libres) pour les bases (ou bases
topologiques) respectives (x,);c1 €t (,);c;, alors M®M’ est complet-libre pour la base
topologique  (%,®9)j)e1x -

(3.2.7) Produit tensoriel divisé. — Le produit tensoriel divisé de deux Q-modules
valués M et M’ est le divisé (2.2.8) de leur produit tensoriel, c’est-a-dire div(M®qM’).
Les isométries (ou inclusions) M—>divM et M’'—div M’ donnent (3.2.1.4) une
isométrie

(3.2.7.1) M®M’ — div M®div M/,

le quotient de div M®div M’ par I'image de M®M’ est un Q-module de torsion,
ce qui prouve (2.2.9) que le morphisme

(3.2.7.2) diviIM®M’) — div(div M®div M')

est un isomorphisme.

Un exemple ot M et M’ sont filtrés-libres montre que div M®div M’ n’est pas
nécessairement divisible. Le produit tensoriel divisé est associatif.

(3-2.8) Produit tensoriel saturé. — Le produit tensoriel saturé de deux Q-modules
valués M et M’ est le saturé (2.2.11) de leur produit tensoriel, c’est-a-dire Sat(M®,M").
Comme précédemment (3.2.6) et (3.2.7), nous voyons que les isométries M —Sat M
et M’'—Sat M’ déterminent un isomorphisme

Sat(M®M') — Sat(Sat M®Sat M').

Le produit tensoriel saturé est associatif.

Si A et B sont deux Q-algébres valuées associatives (resp. supplémentées), leur
produit tensoriel A®B est encore une Q-algébre associative (resp. supplémentée),
ainsi que A®B, div(A®B) et Sat(A®B).

(3-2.9) Modules linéairement topologisés et produits tensoriels. — Désignons de nouveau
par Q un anneau commutatif quelconque. Nous appelons Q-module linéairement topologisé
un Q-module topologique M dont les sous-modules ouverts constituent un systéme fondamental
de voisinages de zéro. Un tel module n’est pas nécessairement séparé; le module séparé
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associé a M est M/ (0 A)), A, parcourant I’ensemble des sous-modules ouverts. Le
module séparé-complété associé a M est la lumite projective M= l(iil(M/Ai), les sous-modules
ouverts A; étant ordonnés par anti-inclusion. Si f : M—M" est une application Q-linéaire
continue, il lui correspond une application f MM, ce qui définit le foncteur « séparé-
complété ».

Soient M et N deux Q-modules linéairement topologisés. Nous définissons une
structure de module linéairement topologisé sur le produit tensoriel M®,N en prenant
dans celui-ci un systéme fondamental de voisinages de zéro formé des sous-modules

(3.2.9.1) Im(A;®N) + Im(M®B)),

ou A;, B; parcourent les ensembles des sous-modules ouverts de M et N (« Im » désigne
I'image par I’application canonique). Le Q-module linéairement topologis¢ M®N sera
dit produit tensoriel topologique de M et de N.

Le produit tensoriel topologique est associatif et commutatif (au méme sens que
le produit tensoriel ordinaire sur un anneau commutatif).

Si f:M—>M’' et g: N—>N’ sont des applications linéaires continues de Q-modules
linéairement topologisés, alors f®g : M®ON — M'®N’ est une application continue.

Nous notons M&N le module séparé-complété du produit tensoriel topologique de deux
Q-modules linéairement topologisés M et N, et nous appelons produit tensoriel séparé-complété.

Comme le quotient de M®N par son sous-module ouvert (g.2.9.1) s’identifie &

(3.2.9.2) (M/A;)®(N/B)),
nous obtenons M®N sous la forme

(3.2.9.3) M&N = lim (M/A,) ® (N/B),
2y
ou A; (resp. B;) parcourt Pensemble des sous-modules ouverts de M (resp. N).

Le produit tensoriel séparé-complété est associatif et commutatif comme le produit
tensoriel.

(3.2.10) Proposition. — Produit tensoriel de modules valués. Soient M et N deux modules
valués sur un anneau de valuation discréte complet Q. Alors le produit tensoriel valué (3.2.1) coincide,
en tant que module topologique, avec le produit tensoriel topologique (3.2.9).

Preuve. — Nous pouvons prendre les sous-modules M, (resp. N,) comme systéme
fondamental de voisinages de zéro dans M (resp. N), v parcourant R .

La formule (3.2.9.1) nous montre que les sous-modules M,®N + M®N, consti-
tuent un systéme fondamental de voisinages de zéro dans M®N (il est superflu d’indiquer
qu’il s’agit d’images canoniques, d’apres (3.2.1.4)).

Dans le produit tensoriel valué M®N, nous avons la relation

(3.2.10.1) (M®N),,CM,®N + M®N,C(M®N),

pour tout veR, . La premiére inclusion résulte de (3.2.1.2). Les relations (3.2.10.1)
prouvent notre proposition.
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(3.2.1x) Proposition. — Produit tensoriel de modules compacts. Soient Q un anneau
commutatif, 1 et J deux ensembles ordonnés filtrants, (M,);cy et (N;);e; deux familles de
Q-modules linéairement topologisés et compacts. Supposons donnés des épimorphismes linéaires et
continus  fi it My—=M,; et g, N;—>N,  (pour i>0', j>j') permettant de construire les
limites projectives

M=IlimM; e N=IlimN,.
<~ <~

Les modules M et N sont linéairement topologisés. Si, pour tous i€l et je], le produit
tensoriel topologique (3.2.9) M;®N; est complet, alors le produit tensoriel séparé-complété M®&®&N
s’identifie a la limite projective 1(12 M;®N;.

Preuve. — Les modules M et N sont compacts, et les applications canoniques
fi i M—=M,, g : NN, sont surjectives.

Soit A un sous-module ouvert de M. Comme le complémentaire de A est compact
et que l'intersection des noyaux des f; se réduit a zéro, nous avons

(3.2.11.1) Ker f,CA pour i€l assez grand.
Nous pouvons donc factoriser I’épimiorphisme M-—->M/A en M-—>M,—>M/A.

Si B désigne un sous-module ouvert de N, nous avons de méme une factorisation
N—N,—~N/B pour jeJ assez grand. Nous en déduisons les applications

(3.2.11.2) M;®N; - (M/A)®(N/B),
pour z et j assez grands, d’ol, en passant a la limite projective sur ¢ et j, Papplication
(3.2.11.3) li(_m(Mi®Nj) — (M/A)®(N/B).

Passons maintenant a la limite projective sur A et B; nous obtenons I’application

(3.2.11.4) 1(i_n_1Mi®Nj—>M®N.

D’autre part, les morphismes f:M—>M; et g :N—N; déterminent les
morphismes

(3.2.11.5) _ﬁ@gi:M@)N»Mi@NP
d’ol, par passage a la limite projective sur ¢ et j, I'application

(3.2.11.6) M&N — lim M;®N;.

Or nous avons supposé tous les produits tensoriels M;®N,; complets, ce qui
entraine M,@Ni:M,.@N,, et Papplication (3.2.11.6) est réciproque de (3.2.11.4),
ce qui prouve (et précise) notre proposition.

(3.3) Algebres tensorielles, symétriques et extérieures.

(3.3.1) Notations. — Soient, de nouveau, € un anneau commutatif (quelconque)
et M un Q-module. Pour chaque neN, nous notons T"M (resp. S"M, E"M) la puissance
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tensorielle (resp. symétrique, extérieure) n-iétme du module M. En formant les sommes directes,
nous obtenons [’algébre tensorielle de M :

(3.3.1.1) TM:nIéINT”M,
Ualgeébre symétrique de M :

(3-3.1.2) SMzn[EINS”M,
et Palgébre extérieure de M :

(3.3.1.3) EM = %INE"M.

Ce sont des Q-algeébres supplémentées; ’augmentation est donnée par la projection
sur T°M (resp. S°M, E°M), qui s’identifie & Q. De méme T*M, S'M et E'M s’identifient
tous trois a M, mais, quand on parle de produits d’éléments de M, il est indispensable
de préciser dans quelle algébre on les calcule. Les algébres SM et EM sont définies
comme des quotients de TM par les idéaux bilatéres IM et KM engendrés respectivement
par les éléments x.y—yp.x et x.x (ou x, yeM). Nous avons donc les suites exactes

(3.3.1.4) o0—~IM -—TM—SM—o;
(3.3.1.5) 0—>KM—->TM-—-EM—o.

Pour chaque neN, nous notons I"M Tlintersection de IM et de T"M.

Nous venons de préciser les notations concernant des foncteurs covariants en M :
T™, ..., I"M, M parcourant la catégorie des Q-modules. Tous ces foncteurs permutent
aux limites inductives.

(3.3-2) Le cas gradué. — Supposons que € soit un anneau gradué (1.1.1) et M un
Q-module gradué (1.1.2).

Alors, pour chaque neN, T"M est un module gradué, d’apres I’associativité du produit
tensoriel gradué (1.1.8). Sur TM nous prenons la graduation de somme directe (1.1.5).
Les idéaux IM et KM sont gradués, ce qui nous permet de définir SM et EM comme
des algébres supplémentées gradudes.

(3-3.3) Le cas filtré. — Supposons désormais que Q soit un anneau filtré (2.1.1)
et M un Q-module filtré (2.1.3). Nous définissons les filtrations canoniques de TM, SM
et EM en prenant la borne inférieure des filtrations de Q-algébres (2.1.11) pour lesquelles
lingection canonique de M (dans 1’algébre considérée) est un morphisme. Cette injection est’
en fait une isoméirie.

Nous vérifions que les algebres TM, SM, EM sont respectivement les sommes
directes filtrées (2.1.8) des modules T"M, S"M, E"M.

La filtration de T"M coincide avec celle définie par récurrence, en construisant
le produit tensoriel filtré (2.1.9) T 'M®, M.

Nous définissons les filtrations canoniques de IM, I"M et KM comme les filtrations
induttes (2.1.5) par celle de TM.
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Les filtrations canoniques de SM et de EM peuvent encore s’obtenir comme
Siltration quotient (2.1.7), & partir des suites exactes (3.3.1.4) et (3.3.1.5).

(3-3.4) Les morphismes fonctoriels F gr—gr F. — Conservons les notations de (3.3.3).
Nous construisons ’anneau gradué gr Q (2.3.2) et le gr Q-module gr M (2.3.3).
Désignons par F 'un des foncteurs T", E", 8", T, E, S, I", I, K introduits en (3.3.1).
Nous obtenons alors, a partir du foncteur F et du Q-module M, deux gr Q-modules
gradués : F gr M et gr FM. Ces derniers sont reliés par un morphisme fonctoriel

(3.3.4.1) FgrM-—>grFM,

que nous allons préciser (comme nous ’avons fait en (2.3.10)).
L’application

(3-3-4.2) TgrM—>grTM

est déterminée par les deux conditions suivantes : c’est un morphisme de gr Q-algébres
supplémentées ; sa restriction & T gr M est identité (rappelons que T'gr M et gr T'M sont
tous deux identifiés a gr M). L’existence et 'unicité du morphisme (3.3.4.2) résultent
de la définition du foncteur T comme solution d’un probléme d’application universelle,

Lorsque F est 'un des foncteurs T", I", I, K, le morphisme (3.3.4.1) est défini
par restriction a partir de (3.3.4.2).

Nous obtenons ensuite les morphismes S gr M —gr SM et E gr M —gr EM par
passage aux quotients a partir de (3.3.4.2). Nous pourrions aussi les définir directement,
comme le morphisme T gr M —gr TM. Nous avons les diagrammes commutatifs :

o >IgrM - TgrM - SgrM - o

5549 l [ l

o >grIM - grTM — grSM — o

o >KgrM - TgrM - EgrM —» o

T

' o >grKM —» grTM — grEM — o

(3-3-5) Cas d’un module filtré-libre. — Supposons que le Q-module M soit filtré-
libre (2.1.16) par rapport a la base (x);c:.

Nous supposons ’ensemble d’indices I totalement ordonné, et nous posons w(M; x;) =r;
pour iel.

Pour chaque neN’, chacun des modules T"M, S"M, E"M admet comme base
filtrée (2.1.16) une partie des mondmes

(3.3-5-1) Kipo oo Xips
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ayant les filtrations
(3.3.5-2) T, T,

et, bien entendu, calculés respectivement dans les algébres TM, SM, EM. Les indices
i ..., 8, doivent vérifier les conditions suivantes :

(3-3.5-3) gy -y 3, €1 pour T"M.
(3-3.5-4) I, o€l e << ... <, pour S"M.
(3-3-5-5) Uy o tpel et << ...<4q,  pour E"M.

Quant au module I"M, il admet comme générateurs les éléments
(335 6) Xi oo xia_l(xiax,-M1~—xia+1x,—a)x,~a+2 ce e Xy

calculés dans TM, qui ont la filtration =; 4 ...+ 7; (st t,%¢,,,). Les indices i, ..
varient dans I; Pindice entier « varie de 1 & n—1. .

Les morphismes fonctoriels T"gr M —gr T*"M, S"gr M —gr S"M, E"gr M —gr E"M
et I"gr M —gr I"M sont alors tous bijectifs.

.

Les assertions précédentes résultent de la construction des algebres tensorielle,
symétrique et extérieure d’un module libre (non filtré), et du lemme suivant.

(3.3.6) Lemme. — Soit N un Q-module filtré-libre (2.1.16) pour la base (¢);cq,
avec w(eg;) = ;. Définissons sur N une structure d’algébre au moyen des « constantes de structure » ¢y,
par les formules
(3.3.6.1) e,-ejzkglcﬁkek,

pour tous i,jel.
Alors, pour que N soit une Q-algebre filtrée (2.1.11), il faut et il suffit que les filtrations v(cy;)
des constantes de structure vérifient les relations

(3.3.6.2) v(ei) +m= v+ (pour tous i, §, kel).
(3.3-7) Théoréme. — Désignons de nouveau par Q un anneau de valuation discréte
complet (3.1.1) et soit M un Q-module valué. Alors :

(3-3.7.1) Les algébres TM, SM et EM sont des Q-algebres supplémentées valuées; de plus,
TM et SM sont valuées en tant qu’anneaux.

(3-3.7.2) Les morphismes fonctoriels
TgrM—grTM, S gr M —gr SM, E gr M —»gr EM,
IgrM—>grIM, KgrM-—grKM
sont tous byjectifs.
(3-3-7-3) St f: M —>M' est une isométrie de Q-modules valués, les morphismes Tf : TM—->TM’,
Sf:SM —»>SM’, Ef : EM —~EM’ sont tous des isométries.
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(3-3.7.4) Pour chaque neN et chaque veR _, le sous-module (T" M), (resp. (S"M),, (E"M),)
est engendré par les produits x,...x,, calculés dans Ualgébre TM (resp. SM, EM), oa
Xy, ..., X, Sont des éléments de M vérifiant

w(x)+...+w(x,)=v.

Le module (I"M), est engendré par les éléments de la forme a(xy—yx)b, od x, yeM,
aeTM, beT'M, i+j+2=n, e w(a)+ w(b)+w(x)+w(y)>v.

Preuve. — Nous procédons comme pour le théoréme (3.2.1). Grice au
théoréme (3.1.4), les vérifications faites en (3.3.5) prouvent nos assertions pour les
modules de type fini; pour démontrer (3.3.7.3), nous utilisons le théoréme (1.2.4). Nous
passons ensuite a la limite inductive, pour une famille d’isométries.

427



CHAPITRE II

GROUPES FILTRES ET PRO-p-GROUPES

1. GROUPES FILTRES

(x.x) Filtrations de groupes.

(x.x.x) Définition. — Un groupe filtré est un groupe G muni d’une application
o : G>R u{+ 0} vérifiant les axiomes suivants. Pour tous x, yeG,

(r.x.x.1) o(xy~ ') >min(w(x), ©(y));
(r.1.1.2) o(x Y ) > e(x) + o).

La fonction w sera dite filtration, et le nombre «(x) filiration de I’élément x. Ces filtrations
ont des valeurs strictement positives. Nous écrirons éventuellement «»(G; x) pour désigner
la filtration de xeG.

(x.x.2) Les sous-groupes G, et G,.. — Pour chaque veR[,, définissons G, (resp. G,.)
comme I’ensemble des xeG qui vérifient w(x)>v (resp. o(x¥)>v). Les ensembles G,

sont des sous-groupes distingués de G, et vérifient les trois propriétés suivantes :

(r.x.2.1) G=UGg,.

v>0
(x.1.2.2) (G,, G,)CG, .., pour tous v,v'eR’.
(r.1.2.3) G"ZVQVG“" pour tout veR}.

Réciproquement, une famille de sous-groupes G, vérifiant ces trois propriétés
provient d’une filtration ®, qu’on retrouve par la formule :

(r.x.2.4) w(x)=sup v pour xeG,.
Il n’est pas nécessaire de supposer les G, distingués (c’est une conséquence des
trois propriétés).
Les G,. vérifient des axiomes analogues.

(x.x.3) Morphismes, isométries. — Soient G, H deux groupes filtrés. Nous appelons
morphisme f:G—>H un homomorphisme de groupes qui vérifie la relation

(r.x.3.1) o(H; f(x))>o(G; x) pour tout xeG,
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ce que nous pouvons encore écrire

(xr.1.3.2) f(G,)cH, pour tout veR( .

Nous venons de définir la catégorie des groupes filtrés. Une isométrie est un morphisme
f:G—>H qui est injectif et conserve les filtrations : «(H; f(*))= o(G; x).

La filtration induite d’un sous-groupe d’un groupe filtré est définie par restriction,
comme en (I, 2.1.5), et 'injection du sous-groupe devient une isométrie.

(x.x.4) La borne inférieure d’une famille de filtrations (e;);c; sur un méme groupe G
est définie par la formule
(r.1.4.1) m(x)z%relfl' o;(%).

St (x)>o0 pour tout x€G, alors w est une filtration, dite borne inférieure des (w;);c -
Comme en (I, 2. 1.7) nous définissons la filtration quotient d’un groupe quotient d’un groupe
filtré, ainsi que la filtration d’une somme directe et d’une limite inductive de groupes
filtrés (I, 2.1.8).

(x.x.5) Topologie et complétion. — Une filtration « définit une topologie sur un
groupe G : les sous-groupes G, forment un systétme fondamental de voisinages de
I’élément neutre. Le groupe G devient ainsi un groupe topologique éparpillé et métrisable.
Les morphismes (1.1.3) sont des homomorphismes continus (réciproque inexacte).
Une filtration o est dite séparée quand la topologie est séparée, c’est-a-dire quand

(r.x.5.1) o(¥)=+o implique x=1.

Par contre nous appelons, comme en (I, 2.1.12), filtration discréte une filtration
dont Pensemble des valeurs finies est une partie discréte de R, . La topologie associée n’est
pas discréte, en général.

Le complété d’un groupe filtré séparé G peut s’obtenir sous la forme 1(12 G/G,.
Le foncteur « chapeau » (complétion d’un groupe séparé) posséde les mémes propriétés
que pour les groupes commutatifs : cf. (I, 2.1.14).

(x.x.6) Identités dans les groupes. — Les identités suivantes interviennent dans la
démonstration d’existence du gradué associé d’un groupe filtré. Ce sont les identités (1.1)
et (1.2) de [14], p. 7, & ceci prés que nous écrivons maintenant x¥=3"'xy (au lieu
de yxy?) et (x,0)=2"'"'xp (au lieu de xpx~'y~1).

(r.1.6.1) (9, 2)=(x, 2)*(1, 2);
(r.1.6.2) (%, 92) = (%, 2) (%, )"
(r.x.6.3) ' (*%, (9, 2)) (0% (2, %)) (2%, (x,0))=1.

(x.x.7) Le gradué associé gr G d’un groupe filtré G.
Pour chaque veR!, nous définissons le groupe quotient

(r.x.7.1) gr,G=G,/G,..
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Ce groupe est commutatif, d’aprés (1.1.1.2), et nous le notons additivement. Nous
définissons d’abord gr G comme un groupe additif gradué par la formule :
(r.x.7.2) grG= 1l gr G.

vER:

Pour les éléments homogeénes de gr G, nous définissons le crochet [£, »] & partir du
commutateur, par passage aux quotients. L’axiome (1.1.1.2) et les identités (1.1.6.1),
(1.1.6.2) montrent que cette définition est correcte. Le crochet est ensuite défini, par
bilinéarité, pour des éléments quelconques de gr G. Il reste a vérifier 1'identité de Facobi :
c’est une conséquence de I'identité de P. Hall (1.1.6.3). Ces vérifications sont exactement
celles qui conduisent au théoréme (2.1) de [14]; la seule différence est que gr G est une
algébre de Lie graduée de type R, (et non plus N'). Le remplacement de xpx~'y~! par
x'»"1xy ne modifie pas la définition des crochets, car [—&, —n]=[E, 7].

Les notions de termes dominants et de représentants sont définies pour les groupes
filtrés et leurs gradués associés comme en (I, 2.3.4).

(x.x.8) Le foncteur gr. — Si f: G—H est un morphisme de groupes filtrés, nous
avons, pour tout veR’ , une restriction f:G,—H,, puis, par passage aux quotients,
un homomorphisme gr,G—gr,H et enfin (par somme directe) une application

(r.1.8.1) grf:grG—>grH

qui est un morphisme d’algébres de Lie graduées.

Nous avons donc un foncteur gr qui envoie la catégorie des groupes filtrés (1.1.3)
dans celle des algébres de Lie graduées (de type R, , C’est-a-dire en degrés strictement positifs).

Ce foncteur gr posseéde la plupart des propriétés des foncteurs du méme nom, étudiés
en (I, 2.3), qui envoyaient une catégorie Fil(Q) dans la catégorie correspondante Gr(gr Q).

Si nous avons une wsométrie f: G—H, alors grf:gr G—>gr H est un monomor-
phisme (la réciproque est exacte si G est séparé).

Plus particuliérement, si G est un sous-groupe de H, muni de la filtration induite,
alors gr G s’identifie & une sous-algébre de Lie de gr H. Si G est distingué dans H, alors gr G
est un idéal de gr H.

Si nous partons d’une suite exacte de groupes filtrés :

(x.x.8.2) 1->G'>G—>G"—>1,

ot G’ a la filtration induite (1.1.3) et G'' la filtration quotient (1.1.4), nous obtenons
une suite exacte d’algébres de Lie graduées

(r.2.8.3) o—~>gr G'—gr G—gr G".

Lorsque la filtration de G est discréte, le morphisme gr G—gr G’ est surjectif.

Si G est filtré séparé, son complété a méme gradué associé : gr G et gr G s’identifient
canoniquement.

La proposition (I, 2.3.13) et ses corollaires valent pour les groupes filtrés et leurs
gradués associés.
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(x.x.9) Filtrations de groupes induites par des filtrations d’anneaux. — La proposition
suivante étend le théoréme (3.2) de [14].

Soit A un anneau filtré (I, 2.1.1). L’anneau gradué associé gr A (I, 2.3.2) est considéré
comme une algébre de Lie pour le crochet [£, n]=En—nE. Notons A’ le groupe multiplicatif des
éléments inversibles de A, G Dlensemble des xeA" pour lesquels w(x—1)>o0, et posons
o(x)=w(x—1) pour xeG.

Alors G est un sous-groupe de A* et « une filtration de G. Nous définissons comme suit un
monomorphisme canonique . de I’algébre de Lie gr G (calculée pour la filiration ) dans gr A
(calculé pour la filtration w) : si Eegr, G, nous prenons un représentant x de & dans G, puis le
terme dominant de x— 1 dans gr, A, que nous posons égal & ().

Preuve. — Les vérifications s’effectuent le plus simplement a partir des deux identités
suivantes (ou x et » sont deux éléments inversibles d’'un anneau) :

(r.1.9.1) W =) =EF—1)—0—)— (=) (—1).
(r.1.9.2) Ty — )=+ YT =) ((—1) O —1)— O —1)(x—1)).

Dans la pratique, nous appliquerons la proposition précédente non pas au groupe G
tout entier, mais a I'un de ses sous-groupes.

(x.x.x0) Exemple : algébres de Magnus. — Soient Q un anneau commutatif et (X;);
un ensemble de « lettres ». Formons P'algébre A des séries formelles associatives (mais non
commutatives si I a plus d’un élément) en les (X;);c1 4 coefficients dans A. Les éléments 1+ X;
sont inversibles dans A, car (1 +X;)"'= ZN (—X,)". Ces éléments engendrent dans A

ne

un groupe libre & (Magnus; cf. [14], théoréme (4.1)). Toute filtration w de l’algébre
de Magnus A pour laquelle w(X;)>o définit, par le procédé (1.1.9), une filtration du
groupe libre F.

(x.x.xx) Modifications d’une filtration de groupe. — Soient G un groupe, « une filtra-
tion de G (1.1.1) et f une application de R, dans R, prolongée par f(-+ )=+ co.
Supposons vérifiées les conditions suivantes.

(x.x.xx.1) La fonction f est croissante.
(r.x.11.2) SO+HV)ZfV)+f), pour tous v, v'eR .
(r.1.11.3) Sf(e(x))>0 pour tout x€G.

Alors la fonction o' =fow est une filtration de G.
Voici quelques exemples :

(r.x.11.4) f(v)=av, ot a>o. Les valeurs de la filtration sont multipliées par a.

(r.x.11.5) f(v)=v—0¢, oU c¢zo0. Nous supposons (x)>¢ pour tout x€G.

Dans les deux exemples précédents, le nouveau gradué associé a G se déduit de
P’ancien en modifiant seulement les degrés, comme en (I, 1.1.10).

(r.x.1x.6) f(v)=[v] (partie entiére de v), en supposant «(x)>1 pour tout x€G.

La nouvelle filtration ' est & valeurs entiéres.
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(x.2) Groupes p-filtrés et algébres de Lie mixtes.

(x.2.1) Appliquons la construction de (1.1.9) au cas o w(p)=1 dans ’anneau
filtré A (p désigne, comme toujours, un nombre premier). Cette condition signifie que A
est une algébre associative filtrée (I, 2.1.11) sur ’anneau Z muni de sa filtration p-adique.
L’anneau gradué gr A est donc une algébre sur gr Z, et ce dernier anneau s’écrit encore
I'=F,[n], = désignant le terme dominant de p (degw=1) : cf. [3], exemple 1, p. 23.

Soit x=142€A, avec w(z)>o. Etudions w(x?), c’est-a-dire w(x?—1). Nous
avons, par la formule du binéme :

(xr.2.1.1) . X—1=pz+ 22+ p2(...),
ol

_ —1( P\ ,i-
(xr.2.1.2) (...)—K'qu l(z.)z 2

est un élément de A, et a donc une filtration >o.
Posons w(z)=v. Nous voyons que, & un terme de filtration > (2v+ 1) prés, x»—1 se
réduit & pz-2zP. Nous avons, par les axiomes des filtrations

w(pz)zv+1 et w(Z®)=pv.

Il importe de savoir comparer les nombres v+41 et pv.
(x.2.2) Définition de la fonction ¢. — Pour tout nombre veR__, nous posons

¢(v)=min(v+ 1, pv).

Nous avons ¢(v)=pv pour o<v<(p—1)~1 et o(v)=v~! pour (p—1)"'<v. Le
nombre (p—1)~! est strictement compris entre o et 1, sauf si p=2, auquel cas il vaut 1.
(x.2.3) Revenons a l’algébre A étudiée en (1.2.1). Nos calculs conduisent &
’énoncé suivant (G est défini comme en (1.1.9)) : si x€G, alors #eGy,).

De plus, 'image de x? dans gr,, G ne dépend que de 'image de x dans gr,G,
et ’élévation a la puissance p-ieéme définit ainsi, par passage aux quotients, des applications

(r.2.3.1) P:gr,G —gr,,G.

@)

Les propriétés de P s’obtiennent a partir de (1.2.1.1), et s’expriment par la
structure d’algébre de Lie mixte de gr G, telle que nous allons la définir en (1.2.5).

(x.2.4) Définition du polyndme de Lie A. — Dans ’algébre associative (mais
non commutative) libre engendrée par X et Y sur le corps premier F,, I'élément
(X4+Y)?—XP—Y? §’écrit au moyen de sommes et de crochets de Lie (le crochet [u, v]
est uv—ou); C’est I'identité de Jacobson (par exemple : [13], V, § 7). D’autre part, XetY
engendrent une F,-algébre de Lie libre, si bien que nous pouvons écrire

(1.2.4.1) (X4 Y)P—XP—Yr = A (X, Y),

ol A,(X, Y) est un élément de la F,-algebre de Lie libre engendrée par X et Y, ou encore
un polyndme de Lie en X et Y a cogfficients dans F,. L’élément A, (&, n) est donc calculable
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chaque fois que & et » appartiennent a une F,-algébre de Lie. Nous écrirons A au lieu
de A,, le nombre p restant sous-entendu.

(x.2.5) Définition des algébres de Lie mixtes. — Nous appellerons algébre de Lie mixte une
F,-algebre de Lie L, graduée de type R’, (L = . ym: L,) danslaquelle a tout élément homogéne x

de degré v est associé un élément homogéne Px, de degré ¢(v) (1.2.2), les axiomes suivants
étant vérifiés.

(r.2.5.1) Pour v<(p—1)' et x, pel,, P(x+9)=Px+Py+ A(x, ).
(x.2.5.2) Pour v>(p—1)~! et x, yeL,, P(x+y)=Px+ Py.
(r.2.5.3) Pour v<(p—1)~ 1 xeL,, yeL, [Px, y]=(ad x)?y.
(x.2.5.4) Pour v=(p—1)71, xeL,, yeL, [Px,y]=(ad x)?y + P[x, y].
(r.2.5.5) Pour v>(p—1)7% xeL,, yeL, [Px,y]=P[x,].

Ces axiomes justifient ’adjectif « mixte ». Pour les éléments de degrés <(p—1)~",
Popérateur P a les propriétés de la p-application d’une algébre de Lie restreinte (au sens
de Jacobson). Au contraire, pour les éléments de degrés >(p—1)"", 'opérateur P est
la restriction d’un opérateur linéaire.

Si les composantes homogénes L, sont nulles pour v<(p—1)~%, DPopérateur P
se prolonge en un opérateur linéaire, et la notion d’algebre de Lie mixte se réduit a celle
de I'-algebre de Lie graduée (en posant wx = Px). Nous rencontrerons ce cas particulier
important a partir du chapitre III.

L’algebre de Lie gr G, o G est défini comme en (1.2.3) et P en (1.2.3.1), est
une algébre de Lie mixte.

(x.2.6) Morphismes d’algébres de Lie mixtes. — Soient L et L' deux algebres de
Lie mixtes (1.2.5). Un morphisme f:L—L’ est un homomorphisme d’algébres de Lie,
qui vérifie, pour tout veR et tout xeL, :

(r.2.6.1) flx)eL]
et
(r.2.6.2) Pf(x)=f(Px).

(x.2.7) Représentations d’une algébre de Lie mixte dans une I'-algébre associative ; I’algébre
enveloppante mixte. — Les axiomes définissant les algebres de Lie mixtes (1.2.5) paraissent
assez compliqués et nous avons pris soin de montrer leur origine (1.2.1). Considérons
une I-algébre associative graduée A (I, 1.1.9) ot I'=F,[xn], degm=1.

Prenons l'idéal A* engendré par les éléments de degrés strictement positifs, et
posons, pour un €élément x homogéne de degré v,

(x.2.7.1) Px=x?, sio v<(p—1)71,
(1.2.7.2) Px =x? 4 nx, si ov=(p—1)7},
(x.2.7.3) Px =z, si v>(p—r1)7 L
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Nous définissons ainsi sur A' une structure d’algébre de Lie mixte, que nous
appellerons Valgébre de Lie mixte portée par A (le crochet est défini par xy—yx).

Si L est une algebre de Lie mixte, nous appellerons représentation (ou a-application)
de L dans la I'-algébre associative A un morphisme (1.2.6) de L dans I’algébre de Lie
mixte portée par A.

Nous pouvons maintenant définir Palgébre enveloppante mixte d’une algébre de Lie
mixte L : c’est une TI'-algébre associative (graduée), que nous notons U, L, donnée avec
une représentation

(x.2.7.4) ¢:L->U_L,

de telle sorte que toute représentation f:L—~A dans une T'-algébre associative admette une
Sactorisation unique

(r.2.7.5) f=goo, ou g:U_ LA

est un morphisme de T'-algébres.

L’existence de 'algébre enveloppante mixte (ou « représentabilité » du foncteur)
est élémentaire.

(x.2.8) Théoréeme de Poincaré-Birkhoff-Witt pour les algeébres de Lie mixtes. — L’applica-
tion o qui intervient dans la définition de U, L (1.2.7.4) est injective, si bien que toute algébre
de Lie mixte peut étre considérée comme une sous-algebre d’une algébre de Lie mixte
portée par une I'-algebre associative.

La preuve de ce théoréme est donnée plus loin (1.3). Elle apporte des précisions
a I’énoncé du théoréme.

(x.2.9) Corollaire : algébres de Lie mixtes libres. — Les axiomes des algebres de Lie
mixtes (1.2.3) peuvent s’exprimer en n’utilisant que des opérations partout définies.
Etant donné un ensemble de lettres (X;);c; et une famille (t;);c; de nombres réels
strictement positifs, il en résulte ’existence d’une algébre de Lie mixte libre pour les
générateurs (X;);cy de degrés respectifs t;. D’aprés le théoréme de Poincaré-Birkhoff-
Witt (1.2.8), celle-ci se plonge dans une I'-algeébre associative. Les propriétés univer-
selles de Palgébre mixte libre et de son algébre enveloppante montrent que cette
derniére est ume I'-algeébre associative libre engendrée par les (X,);c(. Nous en avons une
description trés explicite : ses éléments sont les combinaisons linéaires (2 coefficients
dans I') des mondmes associatifs X; X; ...X; (ou neN, i, ...,i,€l) qui ont les degrés
respectifs T + ...+ T, .

(x.2.10) Groupes p-filtrés. — Une filtration « d’un groupe G (1.1.1) sera dite
une p-filtration si elle vérifie 'axiome suivant (1.2.2)

(r.2.10.1) o(x?) 2 ¢p(w(x)), pour xeG.

Les filtrations induites étudiées en (1.2.1) sont des p-filtrations, mais j’ignore si
toute p-filtration d’un groupe peut étre ainsi définie. Par contre, la structure d’algébre
de Lie mixte sur gr G existe pour tout groupe p-filtré G.
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(x.2.xx) Théoréme. — Soit G un groupe p-filtré (1.2.10). Les éléments de gr G sont
annulés par p, ce qui signifie que gr G est une F,-algébre de Lie.

Pour veR et Eegr,G, prenons un représentant x de &, puis Pélément xPeGy,, et
enfin 'image de xP dans gr,,,,G. Ce dernier élément ne dépend que de &. Nous le notons PE, et nous
achevons ainsi de définir une structure d’algébre de Lie mixte (1.2.5) sur gr G.

La preuve de ce théoréme est exposée en (1.4).

Corollaire. — Soit f: G—-H un morphisme de groupes p-filtrés (1.1.3), (1.2.10). Alors
le morphisme gr f: gr G—gr H est un morphisme d’algébres de Lie mixtes (1.2.6).

(x.3) Preuve du théoréme (1.2.8).

(x.3.1) Soit L une algebre de Lie mixte. Construisons la I'-algébre de Lie graduée

(x.3.x.1) M=T®gL,

déduite de L par extension des scalaires. Un élément homogéne yeM, s’écrit
univoquement

(r.3.1.2) y= 2 n'®u ou xelL

0<i<y vt

Pour simplifier, nous identifions xeL & 1®xeM. L’algebre L devient ainsi une
partie de M (plus précisément une sous-F,-algebre). La relation (1.3.1.2) implique

(xr.3.1.3) M,=L, pour tout v<(p—1)" L

(x.3.2) Considérons dans I’algébre de Lie M I'idéal J engendré par les éléments
Px—mx, ou xeL, avec v>(p—1)~' L’axiome (1.2.5.5) nous montre que J coincide
avec le sous-I-module engendré par ces éléments. De plus, si nous appliquons
Paxiome (1.2.5.2) et la relation (1.3.1.2), nous voyons que les éléments de J s’écrivent
univoquement comme des sommes finies

(r.3.2.1) X 7i(Px,—mx,),

ou teN et v>(p—1)~1 Nous en déduisons la relation
(r.3.2.2) JnL=o,

ainsi que

(1.3.2.3) n"x¢J, pour neN,v<(p—1)"% xeL, et x+o.

Formons I’algébre de Lie quotient
(r.3.2.4) N=M[].

C’est une I'-algébre de Lie graduée. La restriction a L de I’épimorphisme canonique
de M sur N est injective (1.3.2.2), ce qui nous permet encore d’identifier L a une partie
de N. Nous avons maintenant

(x.3.2.5) Px=nx  pour xeL,, v>(p—1)~1
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Les éléments homogenes de degrés v<(p—1)~! dans N proviennent d’éléments
du méme degré dans M; nous avons donc (1.3.1.3)

(x.3.2.6) N,=L, pour v<(p—1)7L

De plus, (1.3.2.3) nous montre que

(x.3.2.%7) Tout élément non nul de N, homogéne de degré v<(p—1)~", est libre sur T.

(x.3.3) Construisons ’algébre enveloppante universelle A=TU N de N.

L’algébre A est une I'-algebre associative graduée, et ’application canonique N—A
est injective, ce qui nous permet d’identifier N (et par conséquent L) & une partie de A.
Associons a chaque x€L,, v<(p—1)~% 1’élément u(x)eA défini par

(x.3.3.1) u(x)=x?—Px si v<(p—1)7Y
(x.3.3.2) u(x)=x"+nx—Px sl v=(p—1)"L

Soit K l’idéal engendré par ces éléments u(x). Le théoréme (1.2.8) sera démontré
si nous prouvons la relation

(x.3.3.3) LnK=o.

En effet, K est gradué, et nous aurons une représentation injective de L dans A /K.
La T-algébre associative A|K est d’ailleurs Palgébre enveloppante mixte U, L.

(x.3.4) La TI'-algebre de Lie N est somme directe de sous-modules monogénes :

(r.3.4.1) szgf‘.x,-,

ou (x;),2€l, est une famille d’éléments homogénes de N, dont nous supposons I’ensemble
des indices I totalement ordonné (I, 1.2.5). D’aprés le théoréme de BirkhofI-Witt,
’algébre A est somme directe de sous-modules monogénes I'.x% ol a parcourt N,
et x*= Hlxg‘i (produit ordonné).

ie

Associons maintenant a chaque monéme x* un élément x,€A de la maniére
suivante. Considérons seulement les indices ¢ pour lesquels deg x;<(p—1)"% ce qui
implique x;eL. Posonsalors o; = B; 4 py;, avec B;, v;eN et 0<f;<p. Nous définissons x,,
en remplagant, dans le produit ordonné x%, chaque facteur % par x%u(x;)* (pour les i
tels que deg x,<(p—1)"1Y); cf. [13], p. 189.

Les éléments x* et x, ont toujours le méme terme dominant pour la filtration
croissante canonique de A. D’aprés (1.3.2.7), ils sont annulés par les mémes éléments
de I'. Nous en déduisons que A est encore somme directe des sous-modules monogenes I'. x,,
pour aeN®,

(x.3.5) Les éléments u(x) qui engendrent I'idéal K sont centraux, d’aprés la
définition (1.3.3.1) et Paxiome (1.2.5.3) si degx<(p—1)~"', et d’aprés la défini-
tion (1.3.3.2), Paxiome (1.2.5.4) et la relation (1.g3.2.5) si degx=(p—1)""
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D’aprés 'axiome (1.2.5.1), nous avons
(r-3.5.1) u(x +y) =u(*)+u(y)

pour deux éléments x, yeL, homogénes de méme degré <(p—1)~%

Il en résulte que I'idéal K est engendré par certains des x,, 2 savoir ceux pour
lesquels il existe un indice €l tel que deg x,<(p— 1) et o;>p. Comme L est engendré
par les x, pour lesquels |«|=1, la relation KnL=o0 est démontrée.

(x.4) Preuve du théoréme (1.2.11).

(x.4.1) Notations. — Notons M le monoide libre engendré par les deux lettres X
et Y. Un élément meM posséde un degré en X, un degré en Y et un degré total, notés
respectivement degym, degym, deg m. Ces degrés sont définis par les relations suivantes
(o m, m'eM) :

(r.4.1.1) degxy X =degyY=1.
(r.4.1.2) degx Y =degyX =o.
degymm’'=degym -+ degxm'.
(1‘4‘1‘3) r__ ’
degymm’=degym -+ degym’.
(x.4.1.4) deg m =degym + degym.

Lalgébre de Magnus A (1.1.10) engendrée par X et Y sur Z est Palgébre des
séries formelles associatives en X et Y. Un élément UeA s’écrit univoquement comme
une série

(x.4.1.5) U=mz§Mc‘m.m (6, €Z).

L’ordre de cet élément, noté ord U, est le plus grand entier tel que ¢,=0 pour
les meM vérifiant degm<ord U (ou le signe +oo si U=o). L’ordre est une
valuation de Panneau A (I, 2.2.1).

Leséléments X'=14X et Y =1-4Y engendrent dans A un groupe multiplicatif
libre, que nous notons & (1.1.10). L’ordre définit sur & une filtration (1.1.9) a valeurs
entiéres, ou encore une famille de sous-groupes (&,),cy. La relation Ue%, équivaut
a UeZ et ord(U—1)>n. Les sous-groupes &, constituent la suite centrale descendante
de & (Magnus-Witt, cf. [14], théoréeme (4.2)). Ils sont définis par les relations de
récurrence

(1.4.1.6) Fio=F et (Fo, F)=F,,,.

L’algébre de Lie gr # = g‘*ﬂ'"/%n +1 (1.1.7) estune Z-algebre de Lie libre engendrée

par les termes dominants de X' et Y'. L’image de gr & par le monomorphisme ¢ de la
proposition (1.1.9) est ’algeébre de Lie L engendrée dans A par X et Y.
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(x.4.2) Développements en produits des éléments de F. — Choisissons une base ();cy
de lalgébre de Lie libre L, engendrée par X et Y dans A, qui posséde les propriétés
suivantes (cf. par exemple [17], appendice).

(r.4.2.1) Yy=X, =Y
(r.4.2.2)  Si 1eN,i>2, i existe j,keN avec j<i, k<i et u;=[u;, ).
(r.4.2.3) St 4,7eN,1<j, alors deg u;< deg ;.

Les éléments u; sont des mondmes de Lie; ils sont homogénes en X et en Y. Leur degré
croit avec leur indice (1.4.2.3), ce qui nous permet de définir les entiers d, par les
relations

(r.4.2.4) degu,=n équivaut a d,_,<1<d,.

En particulier dy=o0,d, =2, d,=4g. Construisons maintenant une suite d’éléments
(U))iex du groupe libre & qui vérifient les relations suivantes.

(r.4.2.5) U,=X'=14+X, U=Y=14Y

(r.4.2.6) St ieN,i>2, alors U;=(U;, U,), ou j et k sont deux entiers reliés a i par la
relation (1.4.2.2).

Les éléments u; sont donc les images par ¢ des termes dominants des U; dans
lalgébre de Lie gr &% (1.1.9). Autrement dit

(x.4.2.7) ord(U;—1—u)>n, et les classes mod F, | des U; forment une base du groupe
abélien libre F,|F, .., pour d,_,<i<d,.

A chaque élément UeZ nous associons une suite d’entiers ¢;(U)€eZ (ieN),
univoquement déterminée par les conditions suivantes. Pour chaque neN" nous défi-
nissons 7,(U) eZ# par la relation

(1.4.2.8) | U:( 3| U?‘”’).r,,(U),

i<dp_y
ot II indique un produit ordonné, et nous imposons les conditions

(r.4.2.9) r,(U)eZ,

ne

Si nous supposons calculés les exposants ¢;,(U) pour ¢<d,_,, noussavons déterminer
univoquement les ¢;(U) pour d,_,<:¢<d,, en appliquant (1.4.2.7). Nous remplacerons
(1.4.2.8) et (1.4.2.9) par la relation unique

(r.4.2.10) U=HU?(U),

qui donne le développement en produit infini ordonné d’un élément de & ; ce produit
converge au sens de la topologie définie sur % par sa suite centrale descendante (&,).

(x.4.3) Un lemme de théorie des groupes. — Notons A P'algébre quotient A [pA, et u
’image canonique dans A d’un élément uecA. L’algébre A est I'algébre de Magnus
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a coefficients dans F, engendrée par Xet Y. L’image L de L est la F,-algebre de Lie libre
engendrée par X et Y. Voici notre lemme.
Définissons les deux éléments Z et 'T du groupe F par les relations

(x.4.3.1) (X'Y)P=X"PY"?Z.
(1.4.3.2) (X7, Y') = (X', Y)’T.

Alors les coefficients ¢;(Z) et ¢;(T) des développements (1.4.2.10) de Z et de T vérifient les relations
suivantes :

(r.4.3.3) ¢(Z)y=o0  pour i<2
(x.4-3-4) (T)=o0  pour 1<3.
(1.4.3.5) 2 g(Z)u;=AX,Y).
i<d,
(r.4.3.6) ¢(Z) =0 (mod p),  pour 1<d,_,.
(x.4.3.7) 2 (T)u;=(adX)PY.
l<dp+1
(r.4.3.8) ¢(T) =0 (mod p),  pour i<d,.
(r-4.3.9) St ¢,(T) %0 (mod p), alors degxu;> p.

(x.4.4) Preuve du lemme (1.4.3). — Les relations (1.4.3.3) et (1.4.3.4) peuvent
s'écrire respectivement ZeZF, et TeHF;. Ces relations s’obtiennent a partir des
propriétés de ’algébre de Lie gr & (1.1.7%).

Les relations suivantes s’établissent en étudiant les images Z et T dans A. Rappelons
que, dans 'anneau A de caractéristique p, nous avons I'identité (1 4+ U)?=14U”. La
définition (1.4.3.1) de Z nous donne

(1.4.4.1) Z=(1+Y")"(14+ X" (1 +(X+Y +XY)?).

Il en résulte que les termes de degré i en X et Y dans le développement de Z sont nuls
pour 0<i<p et que, pour i=4p, ils valent (X + Y)?—X?—Y? cest-a-dire AX,Y)
d’apres la définition (1.2.4).

Supposons démontrée la formule (1.4.3.6) pour ¢<d,_,. La considération des
termes de degré n dans le développement de Z conduit & (1.4.3.6) pour i<d, (si n<p—1).
Lorsque (1.4.3.6) est démontré, la formule (1.4.3.5) s’établit par la considération des

termes de degré p dans Z.
De méme, la définition (1.4.3.2) de T nous donne

(r.4.4.2) T=0+Y,1+X)?(1+X?, 1+ Y).

Les termes de degré i dans le développement de T sont nuls pour 0<i<p+ 1. Pour
i=p+1, ilsvalent (adX)?Y=X?.Y—Y.X?. Nous démontrons les relations (1.4.3.8)
pour :<d,, par récurrence sur n jusqu’a n=p, puis nous démontrons (1.4.3.7) par
la considération des termes de degré p+1 dans T.

Il ne nous reste plus a prouver que (1.4.3.9). Les relations (1.4.2.5) et (1.4.2.6)
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nous montrent (par récurrence sur ¢) que tous les mondémes non nuls du développement
de U,—1 (1.4.1.5) sont de degré en X au moins égal & degyu;. D’autre part, pour 7> 2,
les monémes du développement de U,—1 ont un degré en X au moins égal a 1, et,
par conséquent, les mondmes du développement de UP—1 (dans A) ont un degré en X
au moins égal a p. Supposons démontrée la relation (1.4.3.9) pour i<d,_,. Lesremarques
précédentes nous permettent d’établir que tous les monoémes non nuls du développement

de 7,(T) (1.4.2.8) ont un degré en X au moins égal & p, ce qui implique (1.4.5.9)
pour d,_;<:<d,.

(x.4.5) Application du lemme : le mot Z(x, ). — Soient G un groupe filtré (1.1.1)
et x, y deux éléments de G. D’apres la définition d’un groupe libre, il existe un unique
homomorphisme de & dans G qui applique X', Y* sur x, » respectivement. Nous notons
U(x, ) 'image de Ue& par cet homomorphisme. Les éléments U, introduits en (1.4.2)
possédent la propriété suivante (pour tout ieN).

(r.4.5.1) o(Uj(x, »)) 2 degx ;. o(x) + degyu;. ().
En effet (1.4.5.1) est évident d’apres (1.4.2.5) pour i=o0, 1, et (1.4.2.6) ’établit
par récurrence.

Si Ue#,, alors o(U(x,»))>n.min(e(x), o(y)). C’est une conséquence des

relations de récurrence (1.4.1.6). Nous pouvons donc écrire, a partir d’un dévelop-
pement (1.4.2.10)

(r.4.5.2) U(x, )= HUi(x,})ci(U)

et le produit ordonné converge dans le groupe topologique G (qu’il n’est pas nécessaire
de supposer séparé).

Supposons désormais le groupe G p-filtré (1.2.10). Posons w(x)=v, o(y)=V,
avec v<v'. Pour démontrer que 'opérateur P du théoréme (1.2.11) est bien défini,
nous devons établir que

(xr.4.5.3) Z(x, y) Gy pour v<v'.
Or, d’aprés (1.4.3.3) et (1.4.5.2),
(r.4.5-4) Z(x, )= I1 Uj(x, ).

Pour 2<i<d,_;, nous avons «(U;(x,»))>v+V', et ¢(Z)=o0 (mod p) (1.4.3.6), ce qui
implique

(r-4.5.5) o(Uy(x,0)5®) > 9(v +v)> o (¥).
Pour i>d, ,, nous avons (1.4.5.1)"
(r.4.5.6) o(Ui(x, ) > (p—1)v 4V,

et, si v<v', (p—1)v+v'>pv=e(v). L’existence de P est donc établie.
Démontrons maintenant ’axiome (1.2.5.1) pour I'opérateur P. Nous supposons
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donc v=v'<(p—1)"" Les facteurs Uj(x, »)%?® ont des filtrations >¢(v), sauf éven-
tuellement si d,_,<i¢<d,. Si nous multiplions par v la filtration de &, de telle sorte que
I’homomorphisme de & dans G devienne un morphisme (1.1.3) et définisse le morphisme
associé gr # —gr G, nous voyons que (1.4.3.5) achéve de démontrer (1.2.5.1).

Si, par contre, nous avons (p—1)"'<v<v’ alors (p—1)v+v' >V + 1=¢(v'), sibien
que (1.4.5.5) et (1.4.5.6) entrainent I’énoncé suivant (dont ’axiome (1.2.5.2) est
une conséquence).

(x.4.5.7) Soient x et y deux éléments d’un groupe p-filiré G, avec (p—1)"'<w(x)<w(y).
Alors y~Px P(29)P€G ) 4 1+ -

(x.4.6) Fin de la preuve de (1.2.11) : le mot T. — Soient x et y deux éléments du
groupe p-filtré G, avec o(x)=v et w(p)=V"
Etudions le développement de T(x, y); d’aprés (1.4.3.4)

(r.4.6.1) T(x, )= Il U;(x, y)s™®
i>3

Montrons que tous les facteurs de (1.4.6.1) ont une filtration >¢(v)+v', ’égalité
n’étant atteinte quesi ,<i<d,,,, et v<(p—1)"". Ces propriétés, et la relation (1.4.3.7),
nous permettront de vérifier les axiomes (1.2.5.3), (1.2.5.4) et (1.2.5.5), c’est-a-dire
d’achever la démonstration du théoréme (1.2.11).

Remarquons que nous avons toujours

(r.4.6.2) e(v+v)Zo(v)+ Vv,
et
(r.4.6.3) e(vHV)>o(v)+v st v<(p—1)"! et v>o.

Pour tout ¢>3, nous avons (U;(x,»))>v++v'. Si, par conséquent, ¢(T) est
divisible par p, nous avons

(x.4.6.4) o(Uy(x, )5 >0(v +v)20() +v.
Sinon nous avons (1.4.3.9) degx#>p, ce qui implique, d’aprés (1.4.5.1),
(r.4.6.5) o(Ui(x,9)) 2pv +v',

’égalité ne pouvant avoir lieu que si degu;=p-+1, cest-a-dire 4,<i<d,,,.
Or (1.2.2) nous avons pv>¢(v), I’égalité n’étant atteinte que pour v<(p—1)~ L

2. LES PRO-)-GROUPES ET LEURS Z,-ALGEBRES COMPLETEES
(2.1) p-groupes et pro-p-groupes.

(2.x.1) Définition. — Nous appellerons p-groupe un groupe G ol lordre de chaque
élément est une puissance de p : pour tout xeG, il existe neN tel que »P"=1.

Un p-groupe fini est un groupe fini dont 'ordre est une puissance de .
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(2.x.2) Nous appellerons pro-p-groupe un groupe topologique G qui est limite projective
d’une famille de p-groupes finis munis de leur topologie discréte. Cette définition équivaut
a la suivante : un pro-p-groupe est un groupe pro-fini (ou encore : compact, totalement
discontinu) dont I’ordre est une puissance de p (finie, ou égale au « nombre surnaturel » p*;
cf. [29], chap. I, 1.4).

Un morphisme de pro-p-groupes est un homomorphisme continu.

(2.1.3) Proposition. — Pour qu’un groupe p-filtré G (1.2.10) soit un pro-p-groupe,
il faut et il suffit que G soit compact.

Preuve. — Un pro-p-groupe est compact. Réciproquement un groupe p-filtré
compact G est complet, et s’identifie a la limite projective des quotients G/G, (1.1.5).
Ces derniers sont finis (car compacts et discrets), et sont des p-groupes (2.1.1) d’apres
la définition des p-filtrations (1.2.10).

(2.x.4) Générateurs d’un groupe topologique, pro-p-groupes de type fini. — Nous
appellerons famille de générateurs topologiques, ou simplement famille de générateurs,
une famille d’éléments (x;);c; qui engendrent un sous-groupe dense dans un groupe
topologique G.

Un groupe topologique, et en particulier un pro-p-groupe, sera dit de fype fini
s’il posséde une famille finie de générateurs.

(2.1.5) Remarque. — Nous démontrerons plus loin (3.1.5) que tout pro-p-groupe
de type fini peut étre défini comme un groupe p-filtré. Il existe des groupes p-filtrés
compacts qui ne sont pas de type fini : cf. par exemple (I, 3.1.5). Il existe aussi des
pro-p-groupes dont la topologie ne peut pas étre définie par une p-filtration (prendre
un pro-p-groupe non métrisable).

(2.x.6) Puissances p-adiques entiéres dans une limite projective de p-groupes. — Soit G
un groupe topologique, limite projective d’une famille de p-groupes topologiques
séparés (2.1.1). Soient xeG et veZ, un entier p-adique. Si (m;);cy est une suite
d’entiers rationnels qui converge vers v, la suite des puissances (x") converge dans G,
car son image dans chaque p-groupe quotient de G est une suite stationnaire. La limite
de la suite (x"), pour i—oco, sera notée x” (« x puissance v »). Les puissances p-adiques
entiéres vérifient les mémes identités que les puissances rationnelles entiéres.

(2.x.7) Algébres des p-groupes finis.

Théoreme. — Soient G un p-groupe fini, et A=2Z,[G] son algébre @ coefficients entiers
p-adiques. Notons 1 idéal d’augmentation de A, et R =1+ (p) Pidéal engendré paret p. Alors A
est un anneau local, dont le radical est R. La topologie R-adique de A et sa topologie de Z,-module
libre de rang fini coincident. L’anneau local A est compact.

Preuve. — Réduisons A modulo p. L’algébre A/pA s’identifie a ’algébre de
groupe F,[G]. Cette derniére est un anneau local artinien dont le radical I/pI est
nilpotent ([25], chap. IX, § 1, corollaire, p. 147). Remontons dans A : il existe un
entier m>1 tel que I"Cpl. Pour tout neN, nous avons donc R™Cp"A, ainsi que
I’inclusion évidente p"ACR"A. La topologie R-adique de A est donc la topologie linéaire
définie par les idéaux p"A, c’est-a-dire la topologie de Z,-module libre de rang fini, pour
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laquelle A est compact. Le quotient A/R s’identifie au corps F,, et tout élément de la
forme 1+4=x, ot xeR, est inversible dans A (puisque A est complet pour la topologie
R-adique). Cela prouve que A est un anneau local de radical R.

(2.1.8) Lemme. Sotent G un groupe discret, (%;);c; une famille de générateurs de G,
A=Q[G] Plalgébre de G a coefficients dans I’anneau commutatif Q, et enfin 1 I’idéal d’augmentation
de A.

Alors 1 est engendré, en tant quidéal & gauche, par les éléments (x;—1), je].

Preuve. — L’idéal 1 est engendré, en tant que Q-module, par les y—1, yeG.
Nous écrivons y comme un produit de facteurs x; ou x;'; nous remplagons #; (resp. x; %)
par (x;—1)41 (resp. 1—x; '(x,—1)), et nous développons.

(2.1.9) Remarque. — Le lemme (2.1.8) nous permettra de borner le nombre de
générateurs du radical R dans I’énoncé du théoréme (2.1.%). Ce théoréme admet le
complément suivant. Soit H le sous-groupe de Frattini de G, c’est-a-dire P’intersection
de ses sous-groupes maximaux, ou encore le sous-groupe engendré par les commutateurs
et les p-iemes puissances. Alors G/H et I/RI sont canoniquement isomorphes. Leur dimension
commune (en tant qu’espaces vectoriels sur F,) est le nombre minimum r de générateurs
de G. Le nombre minimum de générateurs du radical R (en tant qu’idéal a gauche)
est égal a la dimension de R/R? c’est-a-dire & r-1.

(2.2) Algébres complétées des pro-p-groupes et Z,modules complets.

(2.2.1) Définition de la Z,-algebre complétée d’un pro-p-groupe. — Soit G un pro-
p-groupe (2.1.2). A tout sous-groupe ouvert distingué U de G nous associons
Palgebre Z,[G/U]. Si UcU’, I'épimorphisme canonique G/U-—>G/U’ se prolonge en
un épimorphisme fi. y : Z,[G/U] - Z,[G/U"].

Nous appelons Z -algébre complétée de G, et nous notons Z,[[G]] ou Al G la limite
projective l(i_EZp[G/U], construite pour les morphismes f; y sur I'ensemble des sous-

groupes distingués ouverts de G ordonnés par anti-inclusion. L’algébre Al G est munie
de sa topologie de limite projective, les algebres Z,[G/U] ayant leur topologie de
Z ,-module libre de rang fini.

(2.2.2) Théoréme. — Soit G un pro-p-groupe. Son algébre complétée Al G est un anneau
local et une Z,-algébre topologique compacte. Les idéaux ouverts de Al G constituent un systéme
fondamental de voisinages de zéro. Si R désigne le radical de Al G, la topologie R-adique est plus
fine que la topologie de Al G, ce qui signifie que tout voisinage de zéro contient R™ a partir d’une
certaine valeur de neN. Si G est de type fini (2.1.4) la topologie de Al G est sa topologie R-adique.
Enfin il existe une injection canonique de Z,[G] sur une sous-algébre dense de Al G (ce qui justifie
le nom d’algébre de groupe complétée), et la restriction de cette injection & G est un homéomorphisme
de G sur son image.

(2.2.3) Preuve. — Nous avons a prendre une limite projective d’espaces compacts
pour une famille d’épimorphismes. Nous obtenons donc un anneau compact Al G, et les
morphismes Al G—Z,[G/U] sont surjectifs.
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Les images réciproques dans Al G des idéaux ouverts de Z,[G/U] constituent
(lorsque U varie) un systéme fondamental de voisinages de zéro.

D’autre part une limite projective d’anneaux locaux pour une famille d’épimorphismes
est encore un anneau local, et le radical de la limite projective est la limite projective des
radicaux.

Chaque épimorphisme G—G/U se prolonge en un morphisme Z,[G] —Z,[G/U],
d’oll un homomorphisme

(2.2.3.1) Z,[G]-AlG.

Cet homomorphisme est injectif. En effet, si gge A,.g€Z,[G] est un élémentde Z,[G],

nous pouvons choisir U assez petit pour que les éléments geG dont les coefficients A €Z,
sont non nuls aient des images distinctes modulo U. L’élément considéré posséde alors
une image non nulle dans Z,[G/U] et, par conséquent, dans Al G. La restriction de
Phomomorphisme (2.2.3.1) a G est continue et injective : c’est donc un homéomorphisme
sur I'image, car G est compact et Al G séparé.

L’image de Z,[G] dans Al G est dense, parce que, pour chaque U, le morphisme
composé Z,[G] - Z,[G/U] est surjectif.

Si R est le radical de Al G, I'image de R" dans Z,[G/U] est, pour chaque 7 et
chaque U, la puissance n-ieme du radical de Z,[G/U]. D’aprés (2.1.7), il en résulte
que R* tend vers zéro dans Al G.

Supposons enfin que G admette les générateurs x;, 1<i<r. Cela signifie (2.1.4)
que les images dans G/U des x; engendrent ce groupe discret. Convenons de poser,
dans Al G, x,,;=p+ 1. Leradical deZ,[G U] est ainsi (2.1.8) I'idéal 4 gauche engendré
par les images des x,—1, pour 1<:<r- 1. L’idéal a gauche engendré par les x;—1
dans Al G est donc dense dans R. Cet idéal est d’autre part compact, comme image
continue du compact (Al G)"*! par ’application

()’], ""yr+1)‘_) 2 .yi(xi— I)s

1<i<r+1
et il coincide donc avec R.

Nous démontrons plus généralement que, pour tout neN, PI'idéal R" est engendré,
comme idéal a gauche, par les éléments (x;—1)...(x;, —1). Les puissances de R
sont donc compactes, et d’indice fini dans Al G (parce que Al G/R est fini). Les puissances
de R sont donc ouvertes dans Al G, ce qui prouve que la topologie de Al G est sa topologie
p-adique.

(2.2.3.2) Nous identifierons désormais G et Z,[G] a leurs images canoniques dans Al G.

(2.2.4) Définition de la catégorie C des Z,-modules complets. — Nous appellerons
Z -module complet une limite projective M de p-groupes discrets commutatifs, notée additivement
(rappelons (2.1.1) que ces p-groupes ne sont pas nécessairement finis). Nous avons
défini en (2.1.6) les puissances p-adiques dans une limite projective de p-groupes, notée
multiplicativement. En notation additive, nous obtenons une multiplication des éléments
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de M par les entiers p-adiques, et, plus précisément, une structure de Z,-module sur M.
L’application Z,xXM->M est continue, M est complet et ses sous-modules ouverts forment
un systéme fondamental de voisinages de zéro.

Réciproquement, si M est un Z,-module topologique complet et linéairement topologisé
(c’est-a-dire dont les sous-modules ouverts forment un syst¢me fondamental de voisinages
de zéro), le quotient M/M; de M par un sous-module ouvert est un p-groupe additif
discret, et M s’identifie a la limite projective l<1_n_1 M /M; de ses quotients discrets.

Nous achevons de définir la catégorie € en convenant que les morphismes sont les
homomorphismes continus. Ils sont nécessairement Z -linéaires.

Exemples :

(2.2.4.1) L’algébre complétée Al G d’un pro-p-groupe G est un Z,-module complet
(2.2.2).

(2.2.4.2) Les Z,-modules complets discrets sont les p-groupes additifs discrets (ou groupes
abéliens de p-forsion).

(2.2.5) Lemme. — Soient G un pro-p-groupe (2.1.2) et M un Z-module complet (2.2.4).
Alors toute application continue f:G-—>M se prolonge en un morphisme (2.2.4) et un seul
g:AlG—>M.

Preuve. — L’application continue f de I’espace compact G dans ’espace uniforme M
est uniformément continue. Autrement dit, a tout sous-module ouvert M; de M nous pouvons
associer un sous-groupe ouvert distingué U de G, de telle sorte que x€G, yeG et x~yeU
impliquent f(x)—f{y)eM;. Nous obtenons donc, par passage aux quotients, une appli-
cation de G/U dans M/M,.

Cette application s’étend en une application Z -linéaire de Z,[G/U] dans M/M;,
et, par composition, donne une application continue de Al G dans M/M;. Cette derniere
application ne dépend pas du choix de U.

La famille d’applications continues de Al G dans les M/M; définit I’application
continue cherchée g :AlG—M, le module M s’identifiant a li(_mM/M,- (2.2.4).

Comme Z,[G] est dense dans Al G, le prolongement linéaire continu de f est unique.

Enfin si f prend ses valeurs dans un sous-module fermé N de M, il en est de méme
de g.

(2.2 6) Théoréme. — Soient G un pro-p-groupe et M un Z -module complet. Toute structure
de G-module (a gauche) topologique sur M s’obtient par restriction @ partir d’une structure de
Al G-module topologique, linéairement topologisé, et d’une seule.

Preuve. — Nous avons, par définition, une application continue f:GXM—->M.
Fixons meM; d’apres le lemme (2.2.5), ’application continue x> f(x, m) de G dans M
se prolonge en un morphisme unique de Al G dans M, que nous notons y+>g(y, m),
y parcourant Al G. L’unicité du prolongement (2.2.5) nous permet de démontrer que
Papplication de (Al G)xM dans M, donnée par (», m)>g(y, m), définit sur M une
structure de Al G-module.

Comme G est compact, nous pouvons associer a tout sous-module ouvert M; de M
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un sous-module ouvert M;, de telle sorte que f(x, m)eM; pour tout xeG et tout meM,;.
Nous en déduisons que g(, m)eM; pour tout yeAl G et tout meM,. Cette propriété,
jointe a la continuité des applications partielles yr>g(y, m), entraine la continuité de
Papplication bilinéaire g, et montre que la topologie de M est définie par ses sous-Al G-
modules ouverts.

L’unicité de g résulte de l'unicité du prolongement de f a (Z,[G])XM, qui est
dense dans (Al G)x M.

(2.2.7) Propriétés fonctorielles de Al. — Soit f:G—H un morphisme de pro-
p-groupes (2.1.2). Alors f se prolonge en un homomorphisme d’algebres Z,[G]—~Z,[H],
puis, par passage aux complétés, en un homomorphisme

(2.2.7.1) Alf: AlG—Al H.

Considérons, en particulier, un sous-groupe ouvert U de G, et notons ¢ P'injection
de U dans G. Alors l’homomorphisme Al i : Al U—Al G est injectif, et Al G est un Al U-
module libre de rang (G :U).

En effet, pour construire Al G et Al U, nous pouvons utiliser les sous-groupes
distingués ouverts U’ de G qui sont contenus dans U. Nous obtenons Al G et Al U comme
limites projectives de Z,[G/U"] et Z,[U/U’] respectivement. Un systéme de représentants
des classes a droite de G suivant U constitue une base du Al U-module a gauche Al G.

(2.2.8) Proposition. — Soient G et H deux pro-p-groupes. Alors la Z ,-algébre complétée
de leur produit G X H s’identifie au produit tensoriel complété (1, 3.2.9) des algébres Al G et A1H :

Al(G x H)= Al GRAI H.

Preuve. — Lorsque G et H sont finis, I'identification s’obtient en écrivant g®#h
Pélément (g, /)eGxXH. Nous passons au cas général en appliquant la proposi-
tion (I,g.2.11).

3. FILTRATIONS DE PRO-5-GROUPES

(3.1) Pro-p-groupes libres de type fini.

(3.x.x) Pro-p-groupes libres de type fini. — Les pro-p-groupes libres sont définis
généralement dans [29], Chap. Ier, 1.5. Nous n’utiliserons que des pro-p-groupes libres
de type fini (2.1.4) dont voici une définition. Le pro-p-groupe G est dit libre pour la famille
d’éléments x;, 1<i<r, st pour tout pro-p-groupe H et toute famille ()<<, d’éléments de H
il existe un morphisme f: G—H, et un seul, qui applique chaque x; sur y;. La propriété universelle
implique que les x; sont des générateurs (2.1.4) de G.

Si les y; sont des générateurs de H, alors le morphisme f: G—H est un morphisme
strict surjectif, parce que G est compact.

Pour obtenir le pro-p-groupe libre engendré par les ;, nous construisons d’abord
le groupe « abstrait » libre engendré par les x;, puis nous le complétons pour sa p-topologie
(les sous-groupes d’indice égal a une puissance de p forment un syst¢eme fondamental
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de voisinages de I'unité¢). Comme nous ne complétons que des groupes séparés, nous
devons vérifier que la p-topologie d’un groupe libre de type fini est séparé : cf. (3.1.3).

(3.x.2) Lemme. — Soit G un groupe p-filiré (1.2.10) admettant les générateurs x;,
1<i<r. Alors les groupes quotients G|G, (1.1.2) sont finis. St G est séparé (resp. complet)
il est précompact (resp. compact).

Preuve. — Soit ¢ le minimum des «(x;). Donnons-nous veR’,; définissons n comme
la partie entiére de v/t et & comme le plus petit entier tel que ¢*(f)>v (ou ¢" désigne
le h-ieme itéré de la fonction ¢ (1.2.2)). Alors les puissances p"-iémes et les commutateurs de
poids n-+ 1 sont égaux a 1 dans le quotient G/G,, engendré par les imagesde x, ..., x,.
Si nous filtrons G/G, par sa suite centrale descendante, son gradué associé est une
(Z/p*Z)-algebre de Lie a r générateurs, nilpotente de classe <n; cette algébre de Lie
est donc finie, ainsi que G/G,; cf. [14], th. (2.5).

(3.1.3) Valuations d’algébres de Magnus. — Donnons-nous 7 lettres X, ..., X
et r nombres réels strictement positifs =, ..., r,. Construisons ’algébre de Magnus A

T

(1.1.10) engendrée par les X;, a coefficients dans Z,,. C’est I’algébre des séries formelles
associatives en les X; (non commutatives si r>2).

Munissons Z, de sa filtration naturelle (v(p)=1), et la Z,-algébre A de la borne
inférieure (I, 2.1.6) des filtrations w pour lesquelles w(X;)>; (1<i<r).

Cette filtration est une valuation. Pour tout monéme m=1X; ...X; , nous avons
w(m) =7; + ... +7; etles monémes constituent une base topologique de A (I, 2.1.17).
L’algébre A est valuée en tant qu’anneau (I, 2.2.1).

La topologie de A ne dépend pas du choix des ~; : c’est la topologie de la convergence simple
des coefficients des séries formelles associatives en les X;. L’algebre A est compacte.

Le groupe # engendré dans A par les €léments X; =1+ X; est libre pour ces géné-
rateurs (1.1.10).

La filtration de A induit sur & une p-filtration (1.2.1) séparée (puisque A est
séparé). D’aprés le lemme (3.1.2), la p-topologie du groupe libre F est séparée.

(3.x.4) Proposition. — Conservons les notations de (3.1.3). L’adhérence F du groupe
libre F dans Palgébre de Magnus A est un pro-p-groupe libre pour les générateurs X, et A s’identifie
a la Z,-algébre complétée ALF du pro-p-groupe F (2.2.1).

Preuve. — Construisons le pro-p-groupe G, libre pour les générateurs «x,, ..., x,,
et son algebre complétée Al G=B. Nous avons, par définition de G, un morphisme
f:G—>Z vérifiant f(x) =X pour tout i, qui, d’aprés le théoréme (2.2.6), se prolonge
en un morphisme « : B—A. La définition du morphisme réciproqgue B : A —B (vérifiant
B(X;) =x,—1 pour tout ¢) s’obtient & partir du théoréme (2.2.2) : les images par 8
des mondémes en les X; tendent vers zéro. Nous retrouvons la proposition 7 de [29],
chap. Ier, 1.5.

' (3.x.5) Corollaire. — La topologie d’un pro-p-groupe de type fini peut étre définie par
une p-filtration.

Prewve. — Soit H un pro-p-groupe de générateurs y;, 1<:<r. D’apres (3.1.1)
et (3.1.4), nous pouvons considérer H comme le quotient (topologique) du pro-p-groupe
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libre # engendré par les 1+ X; dans I’algébre de Magnus valué A (3.1 .3). Le groupe #
est p-filtré, et la topologie de H est définie par sa filtration quotient (1.4.1). Cette filtration
quotient est une p-filtration, qui ne dépend que du choix des générateurs y; et des
nombres ;. Nous en donnerons une caractérisation directe.

(3.2) Les (¢, p)-filtrations et les (x, 1, p)-filtrations.

(3.2.1) Définition. — Soient G un groupe discret et t un nombre strictement positif. Nous
appellerons (t, p)-filtration de G la borne inférieure des p-filirations o vérifiant o(x)>t pour
tout xeG.

La condition d’existence d’une borne inférieure (1.1.4) est vérifiée, car ¢>o0, et
la (¢, p)-filtration est une p-filtration (1.2.10).

Si f:G—H est un homomorphisme de groupes munis tous deux de leur
(t, p)-filtration, alors f est un morphisme de groupes filtrés (1.1.3). En particulier les
sous-groupes G, correspondant a la (¢, p)-filtration de G sont complétement invariants dans G.

(3.2.2) Définition. — Sotent G un groupe discret, (x;) une famille de générateurs de G
et (7;) une famille de nombres strictement positifs (1<i<r). Nous appellerons (x, =, p)-filtration
de G la borne inférieure des p-filtrations o qui vérifient

(3.2.2.1) o(x)=1  pour 1<i<r.

Nous pourrions donner la définition des (x, =, p)-filtrations pour une famille de
générateurs (x;);c;, non nécessairement finie, mais cette généralisation ne nous serait
pas utile (et surtout la proposition (3.2.4) ne serait plus nécessairement vraie).

Si tous les t; sont égaux a un méme nombre ¢, la (x, 7, p)-filtration coincide avec
la (¢, p)-filtration.

(3.2.3) Considérons le groupe G de générateurs () comme le quotient du
groupe libre F de générateurs (X;) par I’épimorphisme f qui applique X; sur x; (1<i<7).
Alors la (x, =, p)-filtration de G est la filtration quotient (1.1.4) de la (X', «, p)-filtrationde F.
De méme, la (¢, p)-filtration de G est la filtration quotient de la (¢, p)-filtration de .

(3-2.4) Proposition. — Munissons le groupe G de sa (x, =, p)-filtration , comme
en (3.2.2). Alors gr G est une algébre de Lie mixte (1.2.11) qui est engendrée par les images
respectives des x; dans ngiG, pour 1<i<r.

La preuve de cette proposition sera donnée en (3.3.2).

(3.2.5) Théoréme. — Soient G un groupe engendré, en tant que groupe discret, par les
générateurs x;, o une p-filtration de G et (v;) une famille de nombres réels strictement positifs
tels que o (x;)>7; (1<1i<r). Notons &; U'image de x; dans gr. G. Alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes.

(3.2.5.1) Les &, engendrent dans gr G une sous-algébre de Lie mixte libre (1<i<r).
(3.2.5.2) Le groupe G est libre pour les générateurs x; et o est sa (x, ©, p)-filtration.

De plus, la (x, <, p)-filtration d’un groupe libre de générateurs x; est séparée.
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Preuve. — Soient & un groupe libre pour les générateurs X;, et f: F -G Dépi-
morphisme défini par f(X;)=x,. Munissons #F de sa (X', 1, p)-filtration. Alors f est
un morphisme (1.1.3), d’aprés les relations o(x;)>7,. Le gradué associé grf est
un morphisme d’algébres de Lie mixtes (1.2.11). D’aprés la proposition (3.2.4),
gr # est engendrée par les images respectives des X; dans ngi.”/" , que grf applique
sur les ;.

Si (8.2.5.1) est vrai, le morphisme gr f est donc injectif, par définition d’une algebre
libre.

Prenons d’abord pour G le groupe & lui-méme, o étant la p-filtration de & définie
en (3.1.3) (induite par une valuation de I’algébre de Magnus). D’aprés (1.1.9), (1.2.9)
et la définition de o, la relation (3.2.5.1) est vérifiée.

Le morphisme f est I'identité. L’assertion « grf est injectif » signifie que « est
la (X', 7, p)-filtration de & ; cette filtration est donc séparée.

Revenons au cas général. Puisque la (X, 7, p)-filtration est séparée, f est une
isométrie dés que grf est injectif, ce qui prouve que (3.2.5.1) implique (3.2.5.2).
Nous avons démontré au passage I'implication réciproque.

(3-2.6) Détermination de la (t, p)-filtration d’un groupe libre. — Le théoréeme (3.2.5)
nous permet d’obtenir la (¢, p)-filtration d’un groupe libre & partir d’une valuation de
Palgébre de Magnus A (3.1.3).

Nous allons appliquer le théoréme (5.4) du chap. Ier de [14]. L’expression
« p-filtration » est employée dans [14], chap. I¢T, § 5, pour désigner certaines filtrations
d’une algébre de Magnus, tandis que nous l'utilisons exclusivement dans le présent
article au sens défini en (1.2.10). D’autre part les seules filtrations qui apparaissent
dans [14] sont a valeurs entiéres, tandis que nous étudions maintenant des filtrations
a valeurs réelles. Cependant, le théoréme (5.4) de [14], chap. I¢T, est applicable & la
détermination de la (¢, p)-filtration, en prenant la fonction F définie par F(7,j)=1# 4.
Lorsque ¢ est rationnel, nous sommes ramenés aux filtrations entiéres en multipliant toutes
les filtrations par un entier n tel que meN. Si, par contre, ¢ est irrationnel, il faut
reprendre la preuve du théoréme (5.4), ou utiliser un passage a la limite. Voici, en tout
cas, I’énoncé qu’on obtient.

(3.2.6.1) Soit F un groupe libre. Notons F le i-iéme sous-groupe de la suite centrale descendante
de F,avec Fi=%. Disons qu'un élément xeF; est primitif si 'image de x dans F(|F,
West pas divisible par p dans ce dernier groupe. Notons enfin o le k-iéme itéré de la fonc-
tion o (1.2.2) : @"(v)=v et "1 (v)=o(¢*(v)). Alors, si  est la (t, p)-filtration de F,
st x est un élément primitif de F,, et k€N, nous avons

o (xP*) = o (t1).

ks
(3.2.6.2) Si un élément xeF est représenté par un produit ordonné I1;x¥ ', oit chaque x; est un
dlément primitif de F; (et k,eN ou k;=oo, auquel cas x*° =1), alors

o(x)=inf () = inf ¢hi(z).
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(3.2.6.3) En particulier, pour ¢=1, nous retrouvons un résultat de [14], chap. Ier,
(5.8) : st o est la (1, p)-filtration du groupe libre F, alors w(x)>1 équivaut &

xeFPTH ..37;"_7. LF

i

(3.2.7) Détermination de la (x, =, p)-filtration d’un groupe libre : exercice. — Le calcul
« effectif » de la (x, 7, p)-filtration d’un groupe libre est plus compliqué que celui d’une
(¢, p)-filtration, parce que les générateurs interviennent individuellement. Nous nous
contenterons de proposer comme exercice ’exemple suivant. Reprenons les notations
de (1.4) et prenons la borne inférieure w des p-filtrations du groupe libre & pour
lesquelles o(X)>t et «(Y)>0. Alors, si Ue# est donné par le développe-
ment (1.4.2.10), nous avons

¢;(0)

(3.2.7.1) o(U)=info(U;)

(3.2.7.2) o(UF) =" (0(Uy)), ob

(3-2.7-3) k;=0v(¢;(U)) (valuation p-adique).
(3-2.7-4) o(U;)=r.degxy; +0.degyy.

(3-2.8) Définition des (t, p)-filtrations et des (x, =, p)-filtrations des pro-p-groupes de type
fini. — Les définitions données en (3.2.1) et (3.2.2) concernaient des groupes discrets,
bien que les filtrations introduites correspondent, en général, a des topologies non discrétes.
Pour un groupe libre de type fini &, par exemple, toutes les filtrations définies en (3.2.1)
et (3.2.2) correspondent a la p-topologie de Z.

Définissons maintenant les (¢, p)-filtrations et les (X', 7, p)-filtrations d’un pro-
p-groupe libre pour la famille de générateurs (X});<;<, (3.1). Nous plongeons le pro-
p-groupe libre & dans P’algébre de Magnus A comme en (3.1.4), et nous valuons A comme
en (3.1.3), par la borne inférieure w des filtrations qui vérifient w(X;)>x; pour 1<i<r
(resp. w(X;)>t ¢l s’agit de la (¢, p)-filtration).

La (X', 7, p)-filtration (resp. (¢, p)-filtration) de F est, par définition, induite par
la valuation w de A (1.1.10).

Soit maintenant G un pro-p-groupe de générateurs (topologiques) (%);<i<,. Nous
considérons G comme le quotient de & par I’épimorphisme qui applique X; sur x;, et
nous définissons la (x, =, p)-filtration de G comme le quotient de la (X", <, p)-filtrationde F (1.1.4).
D’apres (3.1.5), cette filtration de G définit sa topologie. Nous pouvons aussi en donner
la définition directe suivante.

(3.2.8.1) La (x, 7, p)-filtration (resp. la (t, p)-filtration) du pro-p-groupe G de générateurs
(%)1<i<r et la borne inférieure des p-filtrations qui définissent la topologie de G et qui
vérifient (x)=7; (resp. o(x)=t) pour 1<i<T.

Dans cette définition, la condition que o définit la topologie de G peut étre
remplacée par la condition suivante : les sous-groupes G, associés & la p-filtration o doivent
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étre fermés (pour la topologie de G). Ces sous-groupes G, sont les adhérences de sous-groupes
formés par certains mots en les générateurs x;; la description de ces mots n’est malheu-
reusement pas trés simple dans le cas général : cf. (3.2.7).

Rappelons que la (X', 7, p)-filtration du pro-p-groupe libre de type fini F est
discréte (1.1.5). Il en est donc de méme de la (x, 1, p)-filtration du pro-p-groupe G
et le morphisme gr % —>gr G est surjectif. Nous avons donc, d’aprés (3.2.5) la propriété
suivante.

(3-2.8.2) Si le pro-p-groupe de type fini G est muni de sa (x, ©, p)-filtration, I’algébre de Lie
mixte gr G est engendrée par les images des générateurs x; dans gr. G.

(3.2.9) Un exemple. — Soient A I’algébre de Magnus engendrée sur Z par
les (X));<i<y» €t fun entier >1. Considérons dans A I'idéal I engendré par les X; et
par /. Filtrons A par les puissances de I, c’est-a-dire posons, pour xeA et neN,

(3.2.9.1) w(x)=n < xel™

Cette filtration w de A induit une filtration « sur le groupe libre # de généra-
teurs X;=1+X; (1.1.10). La filtration  est celle définie en [27], n® 6. Ce n’est pas
une p-filtration (sauf si f=1), mais nous pouvons I’obtenir comme suit.

Notons ' la (f, p)-filtration de &# (3.2.1), (3.2.5). La filtration o se déduit de ’
par les procédés (1.1.11.4) et (1.1.11.6). Plus précisément :

(3.2.9.2) o(x)=[f"'w'(x)] pour tout xeG.

(3.3) Preuve de (3.2.4), et d’une propriété des algébres de Lie mixtes.

(3.3.x) Lemme. — Sotent G un groupe discret muni de sa (x, <, p)-filtration o, comme
en (3.2.2), et v un nombre >o. Désignons par H le sous-groupe de G engendré par les éléments
des trois types suivants : les générateurs x; pour lesquels ©,>v; les puissances p-iémes yP pour lesquelles
veG, @(w(y))>v; les commutateurs (9, z), ot yeG, zeG, w(p)+ w(2)>v. Alors H coincide
avec le sous-groupe G.., défini par  comme en (1.1.2).

Preuve. — Nous avons d’abord linclusion HCG,.. Définissons une famille de
sous-groupes G}, AeR’_, en posant

(3-3.1.1) G, =G, si Ay;
(3.3.1.2) G,=G,nH s A>w.

Les sous-groupes G; vérifient les relations
(3-3.1.3) G;‘Z}\'QAG;" (pour reR’);
(3-3.1.4) (G}, GCGlyw  (pour %, peRy);
(3.3.1.5) #eGy,  pour AeR, et yeGi;
(3.3.1.6) x;€G.  pour 1<i<r.
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Ces relations signifient que les G) sont associés & une p-filtration o’ de G, pour
laquelle o’'(x;)>7;, 1<i<r. Comme o'(y)<w(p) pourtout yeG nousavons ()= w’'(y),
d’apreés la définition de & comme borne inférieure d’une famille de filtrations. Nous en
déduisons I'inclusion G,.CH, qui achéve la preuve du lemme. Remarquons que nous
n’avons pas utilisé la finitude de la famille de générateurs (x;), 1<i<r.

(3.3.2) Proposition. — Soient G un groupe discret et  la (x, 7, p)-filtration de G,
comme en (3.2.2). Désignons par 1 la plus petite partie de R, qui contient les <, pour 1<i<r,
et qui vérifie N+ pel pour A, pel, ainsi que o(A)el pour nel. Alorsles degrés des composantes
homogénes non nulles de gr G appartiennent & 1, et Palgébre de Lie mixte gr G est engendrée par
les tmages respectives dans ngiG des générateurs x;.

Preuve. — L’ensemble I est une partie discréte de R, et nous pouvons écrire ses
éléments comme une suite strictement croissante :

(3.3.2.1) vo<lv <. ..

Appelons L la sous-algébre de Lie mixte de gr G engendrée par les images &;
des x; dans gr.. G, et notons L, la composante homogene de degré A de L, pour tout AeR’,.
La définition des algébres de Lie mixtes (1.2.5) nous montre que L,=o0 pour A¢l.

Considérons ’hypothése de récurrence (en ieN)

(3.3.2.2) L,=gr,G  pour tout Agv;.

Elle est vérifiée pour i=o0, car v, est le plus petit des nombres =; (1<i<r),
et G, =G.

Supposons la relation (3.3.2.2) vérifiée pour un certain zeN. Appliquons le
lemme (3.3.1) a la détermination des sous-groupes G,:. Nous voyons que

(3-3.2.3) Gy =G0
ce qui implique gr,G=o0 pour v,;<A<y;,;, et, de plus,

(3-3.2.4) gr,,,G=L, .

1

Nous venons de démontrer la proposition (3.2.4). Nous avons utilisé essentiellement
le fait que la famille de générateurs (x;) est finie.

(3-3.3) Lemme. — Soient Q un anneau commutatif et L une Q-algébre de Lie engendrée
par la famille (x,),i€l. Alors L est engendrée, en tant que Q-module, par les éléments x;
et [y, %], o iel, yeL.

Preuve. — L’algebre L est engendrée, en tant que Q-module, par les mondmes de Lie
en les x;. Grice a l'identité de Jacobi, que nous écrivons sous la forme
(33'31) [u3 [I), w]]=[[u, v],w]—[[u, w],v],

nous voyons qu’il suffit de prendre comme générateurs du Q-module L les mondémes
« normés a droite » ainsi définis : les x; eux-mémes sont normés a droite, et le
mondéme [u, x;] est normé a droite si le monéme u I’est aussi.
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(3-3-4) Lemme. — Soient L une algébre de Lie restreinte (au sens de Facobson) engendrée
par une famille (x;),i€l, sur un anneau commutatif Q de caractéristique p, et L' la sous-algébre
de Lie engendrée sur Q par les x; pour icl. Alors nous avons inclusion

(3-3.4.1) [L, L]cL’.
Preuve. — Considérons d’abord I'ensemble M des yeL tels que
(3-3-4-2) [y, L']CL’.

Cet ensemble est fermé pour le crochet, la p-application et les opérations de
Q-module; il contient les x; pour iel. C’est donc L tout entier.

Prenons maintenant ’ensemble N des y tels que
(3-3-4.2) [L,y]eL.
Nous venons de voir que N contient les x;. Nous vérifions encore que c’est une

sous-algébre restreinte, autrement dit que L=N.

(3.3.5) Lemme. — Soit L une algébre de Lie mixte engendrée par la famille d’éléments
(homogeénes) (%)), i€l. Notons L' la sous-F,-algébre de Lie engendrée par les x; dans L, et L,
(resp. L) la composante homogéne de degré veR’, de L (resp. L"). Notons enfin P L, Pensemble
des éléments Px, on xeL,. Alors, pour tout veR’, , nous avons

(3-3.5-1) Loy =PL,+Lyy.

Preuve. — Considérons 1’algébre de Lie mixte L comme plongée dans son algébre
enveloppante mixte Uy, L (1.2.8). Notons L' la F,-algébre de Lie restreinte engendrée

dans U, L par les x; (pour la p-application x+>x?). La définition de l’algébre U, L
nous donne

(3.3-5-2) L,cL,+2r'L;_,,
ou lentier ¢ prend des valeurs vérifiant
(3-3-5-3) 1<isv—(p—1)"L

Notons [L, L], la composante homogene de degré v du module [L, L]; appliquons
le lemme (3.3.4), ainsi que les relations (3.3.5.2) et (3.3.5.3). Nous obtenons
(3-3.5-4) [L, L), cLi+ 2L _,,
ou lentier ¢ prend des valeurs vérifiant

(3-3-5-5) ' 1<i<v—(p—1)"L

Quel que soit veR, le module L, est toujours engendré par PL,, [L, L],,
et les x; de degré ¢(v). Supposons d’abord v<(p—1)~%

*

Alors, d’aprés (3.3.5.4) et (3.3.5.5), nous avons [L, L], CL,,. D’autre part,
Iapplication P :L,—L,, est additive modulo [L, L], et nous obtenons (3.3.5.1).
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Supposons maintenant v>(p—1)~%. Alors application P : L,—L,, est additive,
les relations (3.3.5.4) et (3.3.5.5) nous donnent
[L; L]q:(v) CL;(v) + =L,
et nous vérifions encore (3.3.5.1).

(3-3-6) Proposition. — Soit L une algébre de Lie mixte engendrée par des éléments x; de
degrés respectifs ©;, pour 1<i<r. Sotent t le maximum des <, (1<i<r) et mun nombre > (p—1)"".
Supposons que les applications

(3.3.6.1) P:L-L,,,

sotent surjectives pour tout v vérifiant m<v<m-t. Alors les applications (3.3.6. 1) sont surjectives
pour tout v=m.

Preuve. — L’ensemble des v pour lesquels L,# o0 est discret (cf. (3.3.2)), et nous
pouvons donc démontrer la surjectivité de P par récurrence sur v, en la supposant vérifiée
pour m<v<A, avec Axm+¢ Le lemme (3.3.5) nous donne

(3-3.6.2) L}\+1=PL;\+L;\+1,

en désignant par L’ Ja sous-F,-algébre de Lie engendrée par les x;. Le lemme (3.3.3)
nous donne

(3-3.6.3) Lavi=, 2 [Lagiogxl:
Mais la relation Az m+¢ implique

(3.3.6.4) m<A—1,<A,

d’oti, par ’hypothése de récurrence,

(3-3.6.5) Lit1-5CLlasy=PLy_..

D’aprés les axiomes (1.2.5.2) et (1.2.5.5), ainsi que les relations (3.3.6.3)
et (3.3.6.5), nous avons

(3.3.6.6) L;,,CPL,,

d’olt enfin la relation L, ,=PL,.
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CHAPITRE III

GROUPES p-VALUES ET GROUPES ANALYTIQUES

1. FONCTIONS ANALYTIQUES

(r.x) Valuation des factorielles; fonctions exponentielle, logarithme et
puissance.

(x.x.x) Numération de base p. — Tout entier neN admet un développement dans
le systtme de numération de base p :
I.I.I.X n= X g
(xx.x.1) = ap
Les entiers g; vérifient
(r.1.1.2) o< 4;<p,

et sont dits les chiffres du développement de z. Le i-ieme chiffre g;, considéré comme fonc-
tion de n, s’exprime au moyen de parties entiéres. En effet, pour tout jeN,

(r.1.1.3) [p7in] = Z ap'~,
=g
d’ou les relations
(r.r.x.4) a;=[p~*n]—p[p~ "+ Vn).
(x.x.2) Valuation des exponentielles; la fonction Schiff. — Notons v la valuation
p-adique, avec v(p)=1. Nous avons
1) = ;
(x.1.2.1) o(n!) lszi:snv(z),

et le nombre d’entiers ¢ compris entre 1 et n pour lesquels v(i)>j est égal & [p~'n].
En regroupant les termes égaux dont le second membre de (1.1.2.1), nous obtenons

(r.1.2.2) p(n!)=j§ﬂj([[,—in]_[[,—(i+1)n])
= Z.[p7n].

Si nous appliquons (1.1.1.4), il vient
(r.1.2.3) v(n!)=([)—1)“1(n——.§“a,-).
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Nous noterons Schiff # la somme des chiffres du développement de n (dans le systéme
de base p; il serait plus correct d’écrire Schiff, n) :

(r.1.2.4) Sch1ﬂ‘n=i§“ai, pour n=i§“a¢p, o< ;<.

Nous écrivons donc (1.1.2.3) sous la forme
(r.x.2.5) o(n!) = (p— 1)~ (n—Schiff n).
(x.x.3) Notations. — Nous désignerons par Q un anneau de valuation discréte complet,
d’inégales caractéristiques, vérifiant v(p) =1 (I, 3.1.1).
Nous noterons A une Q-algébre associative saturée (I,2.2.4) et (I, 2.2.10).
(x.x.4) La fonction exponentielle. — Soit x un élément de A, vérifiant
(x.x.4.1) w(x)>(p—1)"%
Pour chaque neN, Délément (n!)~*x™ appartient & A, et w((n!)~*x") tend vers Pinfini
avec n. Nous posons

= 1y—1,m
(r.1.4.2) exp ¥ 'E“(n.) X"

Les éléments x et exp x— 1 ont mémes termes dominants (si x=0) :
(r.x.4.3) w(exp x—x—1)>w(x).

Preuve. — D’aprés (1.1.2.5) et les axiomes des algébres filtrées (I, 2.1.11) nous
avons o(n!)<w(x") pour tout m, d’ol Pexistence du terme (n!)~'x" puisque A est
divisible.

Nous avons
(r.x.4.4) w((n!)™'2") > nw(x)—o(n!),

(r.1.4.5) (n— 1)w(x)—v(n!)=(n—1)(w(x)—(p—1) ")+ (p— 1)~} (Schiff n—1),

ce qui prouve la convergence de la série exp x, puisque A est complet, ainsi que la
relation (1.1.4.3).

(x.x.5) La fonction logarithme. — Soit xe€A, avec
(r.1.5.1) wx—1)> (p—1)"L

Pour chaque neN", Pélément n~=x" appartient & A et w(n~'x"™) tend vers Uinfini avec n.
Nous posons

(r.1.5.2) Log x = EN*(——I)”“n"l(xf—l)”.
Les éléments Loog x et x—1 ont mémes termes dominants (pour x=+1) :
(r.1.5.3) w(x—1—Log x)> w(x—1).
Preuve. — Nous avons
(r.1.5.4) n~l=(n—1)!(n))"Y,  pour tout neN",

ce qui nous raméne aux calculs de (1.1.4).
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Si nous admettions des éléments de valuation négative (par exemple dans un corps
valué), la série Log x pourrait converger sous la seule hypothése w(x—1)>o.

Sans considérer d’éléments de valuation négative, la série (1.1.5.2) est définie
et convergente dans A pour w(x—1)>p"!, mais la relation (1.1.5.3) peut étre en
défaut si (1.1.5.1) n’est pas vérifié. Nous définissons seulement la fonction logarithme
sur Pensemble des x vérifiant w(x—1)> (p—1)"%, car cette fonction ne nous intéresse
ici que lorsqu’elle est réciproque de I’exponentielle.

(x.x.6) La fonction puissance. — Les puissances positives entiéres x* (AeN) sont
définies pour les éléments d’un monoide multiplicatif, et en particulier d’un anneau.
Dans ce dernier cas nous avons la formule du binéme

(x.1.6.1) x*="§N(z\z) (x—1)",
ou
(1.1.6.2) (z)-‘—-(n!)“)\(l—l)...(x—n—{—l).

Conservons les notations de (1.1.3). Nous voyons, comme pour la fonction expo-
nentielle (1.1.4), que, pour chaque xecA vérifiant

(x.x.6.3) w(x—1)>(p—1)""

et pour chaque A €Q, I'élément (:;) (x—1)™ appartient a A, et qu’il tend vers zéro (quand n
tend vers l'infini).

Sous ces hypothéses, la formule (1.1.6.1) définit donc la fonction puissance x*
par une série convergente. De plus, x*—1 et A(x—1) ont mémes termes dominants (si x+ 1
et A£0) :

(r.1.6.3) w(x*—1—A(x—1))>wA(x—1)).

Lorsque A€Z,, alors (:;) €Z, pour chaque neZ,; les termes de la série (1.1.6.1)

sont définis dés que x appartient a une Z,-algebre associative. Si nous voulons seulement
nous assurer que cette série converge, nous pouvons, par exemple, supposer que la
Z -algébre est un Z,-module complet (II, 2.2.4) dans lequel les puissances (x—1)"
tendent vers zéro. En fait, nous rencontrerons surtout des puissances x* pour AeZ,, et
la condition (1.1.6.3) se trouvera le plus souvent vérifiée.

(x.x.7%) Continuité et fonctorialité. — Les fonctions que nous venons d’introduire
sont définies par des séries de polynémes, donc de fonctions continues. La continuité
de nos fonctions résulte de la convergence uniforme des séries.

Pour le logarithme, la convergence est uniforme sur Iensemble des x tels que
w(x—1)>(p— 1)~ L. Pour exponentielle (resp. la puissance), la convergence est uniforme
sur ’ensemble des x tels que w(x)>v (resp. des couples x, A tels que w(x—1)>V),
v désignant un nombre réel >(p—1)7 %
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Quant a la « fonctorialité » des fonctions, elle exprime le simple fait suivant.
Si f:A—B est un morphisme de Q-algebres associatives saturées, et si exp x est défini pour
un xeA, alors exp f(x) est défini et

(r.x.7.1) Sf(exp x)=exp f(x).

Les mémes relations de permutation aux morphismes valent pour les fonctions
logarithme et puissance.

(x.x.8) Les identités classiques. — Soient x, x', y, y’eA et A, peQ, avec

(x.1.8.1) w(x)>(p—1)"Y w(x')>(p—1)"L

(x.1.8.2) w(y—1)>(p—1)"% w(y —1)=(p—1)"

(r.1.8.3) xx' =x'x; W =y'y.

Alors nous avons les relations :
(r.x.8.4) Log(exp x)=x et  exp(Logy)=y.
exp(x + x') =(exp x)(exp x');

1.1.8. , ’

( 5) Log(y')=Logy+logy'
y*y"‘zv"“‘;

(r.1.8.6) (M) =y,
(") ="

Log(»")=2xLog y;

(r.x.8.%7) exp(hx) = (exp x)

Si A, u€Z,, les relations (1.1.8.6) sont valables sous des hypothéses plus générales,
indiquées en (1.1.6).

(x.2) Fonctions continues de variables p-adiques entiéres.

(x.2.1) Notations ; opérateurs de translation. — Soient r un entier >1 et M un groupe
additif. Notons F(N", M) I’ensemble des applications de N” dans M, muni de sa structure
de groupe additif. Soit, pour chaque i compris entre 1 et 7, §; 'élément de N” dont les
coordonnées sont nulles, sauf la i-ieme qui est égale a 1. Nous définissons les endomor-
phismes T, de F(N", M) en posant

(r.2.1.1) (T; /YN =Ff(r+3,)
pour tout feF(N', M), AeN" et 1<i<r.

Les opérateurs T; commutent deux a deux. Pour tout A =(\);<;<,€N’, nous avons
un opérateur (calculé dans I’anneau des endomorphismes de F(N’, M))
(r.2.1.2) ™= II TV
1<i<r
et, pour tout feF(N’', M),
(r.2.1.3) S)=(T"f)(0).
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(x.2.2) Différences @ lorigine. — Nous définissons les opérateurs A; en posant,
dans I’anneau des endomorphismes de F(N’, M),

(r.2.2.1) A =T—1.

Ces opérateurs commutent deux & deux. Pour «eN’, nous avons le monéme
(x.2.2.2) A= TII A7,

1<i<r

et, si feF (N", M), I’élément
(x.2.2.3) (A*f)(0)eM
est dit « différence d’ordre o de f d Porigine ».

Les relations (1.2.2.1) nous donnent T;=1-+4A; et

A A\ A%,
(r.2.2.4) T; —%En(ai)Al ;
A
2.2, > ()A“ :
(r.2.2.5) R ¥ B ol
(1.2.2.6) (A)z I (“).
® 1<i<r \ %

. . A
Si nous considérons (a) comme un élément de F(N’, N), o restant fixe, nous avons

() e

( A® C) —o 5 Beka.

La relation B<a signifie B,<«; pour chaque ¢, 1<i<r. Les relations (1.2.2.7)
s'obtiennent, par récurrence sur |B|, a partir de la formule classique

P02

(x.2.3) Proposition. — (« Formule d’interpolation » ). Pour chaque NeN', les entiers (2)

(x.2.2.7)

sont presque tous nuls (plus précisément : sont nuls pour o <<)). Une application f de N" dans le
groupe additif M est représentable, d’une maniére et d’une seule, par une série

(xr.2.3.1) f)= = ()\)Ca,

aEN\ K
ou C,eM. Les C, sont les différences de f a Porigine :
(r.2.3.2) C,=A%f(0),  pour tout  acN".

Preuve. — La formule (1.2.3.1), ol les G, ont les valeurs indiquées en (1.2.3.2),
est une conséquence de (1.2.1.3) et (1.2.2.5).
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Une famille quelconque d’éléments C,eM définit une fonction f par la
formule (1.2.3.1). Les opérateurs A* s’appliquent terme a terme a la série f, et les
relations (1.2.2.7) donnent (1.2.3.2).

(x.2.4) Théoréme (Mahler [22]). — Soit f une application continue de Z;, dans un

Z -module complet M (11, 2.2.4). Alors les différences de f a Uorigine

(r.2.4.1) C.=24%f(0)
tendent vers zéro dans M, et, pour tout NeZj, f()) est égal a la somme de la série
(r.2.4.2) f= X ()\)Ca.

aEN\&X

Réciproquement, st (C,), aeN", est une famille d’éléments tendant vers zéro dans M, la formule
(1.2.4.2) définit une application continue f de Z;, dans M, qui vérifie (1.2.4.1), pour chaque aeN'.

Preuve. — L’ensemble N' est dense dans Z,, qui est compact. Une fonction continue f
définie sur Z}, est donc déterminée par sa restriction 2 N, et f(Z;) est 'adhérence de f(N").

T A . . N .
En particulier, pour un «eN’, (a) est une fonction continue de A a valeurs p-adiques

entiéres. Si les C,, pour «eN’, tendent vers zéro dans M, la série (1.2.4.2) est une série
uniformément convergente de fonctions continues, et définit une fonction continue f.
Les relations (1.2.4.1) ne concernent que la restriction de f a N’, et résultent donc
de (1.2.3).

Si f est donnée comme application continue de Z; dans M, etsi (1.2.4.1) définit
les C,, alors (1.2.4.2) vaut pour AeN’. Il nous reste seulement a prouver que les diffé-
rences @ Uorigine d’une fonction continue tendent vers zéro.

(x.2.5) Donnons-nous donc la fonction continue f :Z,—~M et un sous-module ouvert N
de M. L’image du compact f(Z;) dans le groupe discret de p-torsion M|N est finie. 11 existe
donc un entier meN, tel que

(r.2.5.1) p"f(M\)eN,  pour tout AeN'.

D’autre part f est uniformément continue, ce qui entraine ’existence d’un entier neN
tel que
(x.2.5.2) (T —1)f(0)eN,

pour tout AeZ; et toul i (1<i<7), les opérateurs T; et A, restant définis par les formules
(r.2.1.1) et (1.2.2.1). Posons, pour simplifier I’écriture,

(r.2.5.3) g=p"+",
et écartons le cas trivial o m=o0. Nous allons démontrer la relation
(r.2.5.4) Alf(\)eN,  pour r\eZ,.
Nous avons en eflet

9 —(T.—1)— _e—ifq i
(1.2.5.5) M=(T—rt=, 2 —ori(?) -,
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Distinguons deux cas relatifs aux termes de la derniére somme. Si o(j)>n, j est
divisible par p" et T/—1 est divisible par TP"—1; nous appliquons alors (1.2.5.2). Si,

par contre, u(j)<n—1, alors (q) est divisible par p™. En effet, si %eN, jeN, o<j<ph,

o

nous avons v((J.)):h—v( 7). Nous appliquons (1.2.5.1) dans ce deuxiéme cas, et

(1.2.5.4) est démontré. Pour presque tous les aeN', 'un des o; est >p™*"~1, Popérateur
A* est divisible par A?, et A*f(o)eN.

(x.3) Fonctions continues et fonctions analytiques.

(x.3.x) Séries de puissances. — Soient reN et M un Z,-module complet (II, 2.2.4).
A chaque famille (d,),cy d’¢éléments de M nous associons la série de puissances
(r.3.1.1) 2 x*.d,

a ENT

ot x*= Il xf. Nous supposons que cette série converge lorsque x appartient 2 un
1<i<r
voisinage V de zéro dans Z; elle définit alors une application f:V—>M.
Si le module M est sans torsion, nous pouvons dire que (1.3.1.1) est la série de
Taylor de f (a lorigine). En effet, la fonction f est alors indéfiniment dérivable, et, pour

chaque «eN’, nous avons la relation
(r.3.1.2) a!d,=D*f(0),
ou a! =l—.[ot'.! et D* est 'opérateur de dérivation d’ordre «. Par contre, si M a de la

torsion, lz; série (1.3.1.1) n’est pas univoquement déterminée par la fonction f; exemple :
si r=1, M=F,, la série x—x? représente la fonction nulle. Un autre aspect du méme
phénoméne est le suivant; si r=1 et M=Z,, la fonction polynéme x>p~(x—x?)
n’est pas représentable par une série (1.3.1.1).

(x.3.2) Difinition des fonctions analytiques sur un ouvert de Zj. — Soient M un
Z,-module complet, reN, V un ouvert de Z} et f une application de V dans M. Nous
disons que f est analytique si, pour chaque yeV, il existe heN tel que la fonction

(x.3.2.1) xf(y+4'%)

soit égale & la somme d’une série de puissances en x (1.3.1), pour tout xeZ.

Cette définition transcrit celle des fonctions analytiques réelles ou complexes. Nous
avons dii faire intervenir des homothéties de rapport p*, parce que nous travaillons avec
des modules (au lieu d’espaces vectoriels sur Q ).

Les fonctions localement constantes sont analytiques, ainsi que les fonctions polynimes,
dont voici la définition.

(x.3.2.2) Une fonction f:Z,—~M est dite fonction polyndme si elle est continue et si presque
toutes ses différences a Porigine sont nulles.
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D’apres le théoréme (1.2.4), cette définition équivaut a la suivante (valable pour
un Z,module M quelconque, non nécessairement topologique).

(x.3.2.3) Une fonction polynéme f:Z,—M est une application qui s’écrit comme une somme
Sfinie :
x
X2 ( ) C,,

*x

(les C, étant des éléments de M, presque tous nuls).

(x.3.3) Variétés analytiques sur Q,,. — Les variétés analytiques (« molles ») sur Q,,
se définissent en transcrivant I’'une des définitions des variétés analytiques réelles ou
complexes. Pour définir une variété de dimension reN, il est indifférent de prendre
comme « modeles » (a recoller) les ouverts de Z}, ou de Q.

Une variété analytique de dimension r est un espace topologique séparé. Au voisinage de
chaque point on peut prendre un systéme de r coordonnées analytiques et les fonctions qui
font passer d’un tel syst¢éme a un autre sont analytiques, au sens de (1.3.2). Comme dans
le cas classique, on définit le produit de deux variétés analytiques, et les applications
analytiques (ou morphismes) d’une variété analytique dans une autre.

(x.3.4) Fonctions analytiques tayloriennes ; variétés analytiques tayloriennes de type Z;,. —
Nous disons qu’une application f:Z;—M est analytique taylorienne si f est égale ala somme
d’une série de puissances (1.3.1.1). Cette série doit donc converger sur Z, tout entier ; ses
coefficients d, appartiennent @ M, et tendent vers o.

Nous appelons variété analytique taylorienne de type Zj, la structure constituée par un

espace topologique E et une famille non vide F d’homéomorphismes de E sur Z7 vérifiant
les deux axiomes suivants

(x.3.4.1) Si fi,2€F, alors fiof 51 est une application analytique taylorienne de Z;, sur lui-méme.
(x.3.4.2) La famille ¥ est maximale pour la propriété (1.3.4.1).

Autrement dit (par abus de langage), E est Z} ol I'on se permet les changements
de coordonnées définis par des séries de puissances convergentes a coefficients entiers.

Si E, et E, sont deux variétés analytiques tayloriennes, de types Z7! et Z} respecti-
vement, alors le produit E; X E, possede une structure de variété analytique taylorienne,
de type Zp*™. Nous définissons un morphisme g :E,—E, comme une application
analytique taylorienne, E, (resp. E,) étant identifié a Z! (resp. Z}?) par 'un quelconque
des homéomorphismes f de la famille F qui le définit.

(x.3.5) Fonctions analytiques strictes ; variétés analytiques strictes de type Z7,. — Une
application f:Z;—M est dite fonction analytique stricte si elle est somme d’une fonction
polyndme (1.3.2) et d’une fonction analytique taylorienne (1.3.4).

Lorsque M=Z,, une application f:Z;,—Z, est analytique stricte si et seulement
si iof 1 Z,—~Q , est analytique taylorienne, 1 désignant I'injection canonique de Z, dans Q.
Autrement dit, f est la somme d’une série %x“da a valeurs p-adiques entiéres (pour xeZj),

dont les cogfficients appartiennent a Q,, (et, presque tous, a Z,, puisqu’ils tendent vers zéro).
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Remplagant « analytique taylorienne » par « analytique stricte » dans la définition
des variétés analytiques tayloriennes de type Z (1.3.4), nous parvenons & la notion
de variété analytique stricte de type Z. 11 ’agit (par abus de langage) de Z; ot 'on se permet
les changements de coordonnées globaux définis par des séries de puissances (dont les
coefficients ne sont pas nécessairement tous entiers).

Le produit de deux variétés analytiques strictes de type Z}* et Z7* est une variété
analytique stricte de type Z7*™. De méme un morphisme de variétés analytiques strictes
est défini par une application analytique stricte.

Nous avons ainsi défini trois catégories : les variétés analytiques, analytiques strictes,
et analytiques tayloriennes.

(x.3.6) Critéres d’analyticité stricte ou taplorienne. — Soit f :Z;—M une application
continue.

D’aprés le théoréme (1.2.4) nous avons

(1.3.6.1) foy= = ()‘)Ca,

aENT\X

ou les C, sont les différences de f a Porigine.

(x.3.6.2) Critére d’analyticité taylorienne. — Pour que Iapplication f de (1.9.6.1) soit
analytique taylorienne, il faut et il suffit qu’existe, pour chaque oeN’, un élément C,eM, vérifiant
C,=alC., et que les C tendent vers zéro dans M (pour |a|—>00).

A A . . .
Preuve. — Pour chaque aeN’, «! (a) est un polyndme a coefficients entiers en A, ce qui

prouve la suffisance. Pour prouver la nécessité nous remarquons que la différence a I’origine
d’ordre 8 de la fonction polyndéme A* (c’est-a-dire II2}") est un entier divisible par B!.

(x.3.6.3) Critére d’analyticité stricte. — C’est le critére (1.3.6.2), a ceci pres
que les C. sont seulement définis pour presque tous les «cN" (ou encore pour |a| assez
grand).

(x.3.7) Applications analytiques d’ordre h. — Soient f:Z;—M une application
continue et keN. Nous disons que f est analytique d’ordre >h si, pour chaque yeZp, la
fonction définie par xp>f(y +p"x) est analytique stricte au sens de (1.3.5), x parcourant Z;.
Une fonction analytique d’ordre >4 est donc analytique, au sens de (1.3.2). Récipro-
quement si fest analytique, elle est analytique d’ordre & pour % assez grand, d’aprés (1.3.2)
et la compacité de Z;,. L’ordre d’analyticité de f est le plus petit entier / tel que f soit analytique
d’ordre >£h.

En particulier, les fonctions analytiques d’ordre o sont les fonctions analytiques
strictes (1.3.5).

(x.3.8) Critére d’analyticité d’ordre h. — Théoréme (Y. Amice). Soient heN et f: Z,—~M
une application continue. Notons C, la différence d’ordre o de f & Uorigine, si bien que

(1.3.8.1) foy= X (‘)ca.

aENT\ A
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Supposons que M soit un Z,-module saturé (1, 2.2.10), ou un Z-module valué de type fini.
Notons w la valuation de M et, pour o=(o;)eN", posons

(1.3.8.2) Schiffe= X Schiffo,.

1<isr
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(x.3.8.3) La fonction f est analytique d’ordre > h.

(1.3.8.4) w(C,)— (p—1)~(#~*|a|—Schiff o)
tend vers + oo avec |ol.

Preuve. — Pour h=o0, c’est une conséquence de (1.3.6.3), compte tenu
de (r.1.2.5).

Pour A>1, cela résulte de [1], chap. III

(x.3.9) Corollaire [10]. — Les hypothéses sur f et M étant celles de (1.3.8), les deux
assertions suivantes sont équivalentes.

(x.3.9.1) La fonction f est analytique (1.3.2).

. w(G,)
(r.3.9.2) lim >o.
|a]—>c0 ]ocl
Preuve. — Si nous notons log, le logarithme de base p, nous avons, pour neN’,
(x.3.9.3) Schiff n< (p—1) (1 + log,n),

ce qui établit (1.3.9) a partir du théoréme précédent et de (1.3.7).

2. GROUPES p-VALUES
(2.1) Groupes p-valués, p-divisibles, p-saturés.

(2.x.1) Soit G un groupe p-filtré (II, 1.2.10) vérifiant la condition suivante :

(2.x.x.1) Pour tout xeG, o(x)>(p—1)"" |

Alors le gradué associé gr G est une algébre de Lie mixte (11, 1.2.11) dont les compo-
santes homogénes de degrés < (p—1)~" sont nulles. Les seuls axiomes de la définition (1.2.5)
qui interviennent sont (II, 1.2.5.2) et (II, 1.2.5.5). L’opérateur P est donc additif,
c’est-a-dire F,-linéaire, et homogeéne de degré -+ 1. Nous pouvons le prolonger par
linéarité a toute ’algébre gr G, qui devient ainsi une algébre de Lie sur I’anneau de polynémes
I'=F,[x], étudié en (I, 1.2) : pour Eegr,G, nous posons nx=Px.

D’apres (II, 1.4.5.7), si x et_y sont deux éléments de G vérifiant

(2.1.1.2) o(x)<o(y)<ow,  alors
(2.1.1.3) o(y PP ()" >w(y)+ 1.
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Pour établir ces propriétés, il n’est pas nécessaire de disposer de I’énoncé complet
du lemme (II, 1.4.3). Si (2.1.1.1) est vérifié, les relations (II, 1.4.3.5), (I, 1.4.3.7%)
et (II, 1.4.3.9) deviennent inutiles. Il suffirait d’avoir démontré le lemme (II, 1.4.3)
sous la forme simplifiée suivante. Soient F le groupe libre engendré par les générateurs X et Y,
F; le i-iéme sous-groupe de la suite centrale descendante de F | et FP le sous-groupe engendré par les
p-iémes puissances des éléments de F ;. Alors nous avons les relations :

(2.1.1.4) (XY)P=XPY? mod F#}.%,.
(2.x.1.5) (X% Y)=(X,Y)? mod FL.4,,,.

(2.1.2) Définition. — Nous dirons qu’un groupe filtré G (II, 1.1.1) est p-valué
§’il vérifie les trois axiomes suivants

(2z.x.2.1) w(x)<oo pour xeG, x+1.
(2.1.2.2) o(x)>(p—1)"Y  pour tout xeG.
(2.1.2.3) o(xP)=o(x)+1 pour tout xeG.

Autrement dit, une p-valuation » du groupe G est une p-filtration (II, 1.2.10)
séparée (11, 1.1.5) pour laquelle gr,G=o0 si v<(p—1)~%, et gr G (qui est donc une
I'-algebre de Lie) est sans torsion.

Tout sous-groupe d’un groupe p-valué est p-valué (pour la filtration induite). Le
complété G d’un groupe p-valué G est p-valué.

Si nous avons une famille (w;);c; de p-valuations d’un méme groupe G, leur
borne inférieure (11, 1.1.4) est encore une p-valuation si et seulement si elle vérifie la
condition (2.1.2.2).

(2.1.3) Définition. — Soit G un groupe p-valué (2.1.2). Alors gr G est un I'-module
sans torsion, donc libre d’aprés le théoréme (I, 1.2.3). Nous appellerons rang de G le rang
sur I' du I-module libre gr G.

(2.1.4) Proposition. — Sotent % et y deux éléments d’un groupe p-valué G. Alors, pour
tout entier neN,

o(x Py =w(xY) +n

Preuve. — 11 nous suffit de traiter le cas ot n=1, 1’énoncé général s’en déduisant
par récurrence. Nous pouvons supposer «(¥)<w(y). Appliquons (2.1.1.3), ou nous
remplagons x et » par x et x~'y respectivement, ainsi que (2.1.2.3); nous obtenons

o((F™ ) P> 0@ y)+ 1 =0((x")"),
d’ou
o(x )= o((x"Y)") =@ y)+ 1.
(2.1.5) Définition. — Un groupe G sera dit p-divisible s’il est p-valué et possede
la propriété suivante.
Si %G et o(x)>p(p—1)"", dlors il existe yeG tel que Y’ =x.
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Autrement dit, un groupe p-divisible est un groupe p-valué ol tout élément,
auquel (2.1.2.2) et (2.1.2.3) n’interdisent pas d’étre une puissance p-iéme, est effective-
ment une puissance p-iéme.

(2.1.6) Définition. — Nous disons qu’un groupe G est p-saturé s’il est p-divisible
et complet.

(2.1.7%7) Proposition. — Le complété G dun groupe p-divisible G est p-saturé.

La preuve procede comme en (I, 2.2.10), compte tenu de (2.1.4).

(2.1.8) Proposition. — Soit G un groupe p-valué complet dont la filtration est discréte.
Alors, st gr, ,.G=mngr,G pour tout v>(p—1)~", le groupe G est p-saturé.

Preuve. — Compte tenu de (2.1.4), on construit par approximations successives
la racine p-iéme d’un élément x; cf. (I, 2.3.13).

(2.1.9) Exercice. — Soit G un groupe p-filtré complet, de filtration discréte et
vérifiant les axiomes (2.1.2.1) et (2.1.2.2) (mais non nécessairement (2.1.2.3)).
Alors gr G est une I'-algeébre de Lie (2.1.1). Supposons que gr,, ;G == gr,G pour tout
v>(p—1)~L Alors chaque élément de G,,, est puissance p-itme d’un élément de G,
(pour v>(p—1)~1). D’autre part, s’il existe xeG avec o(x*)>w(x)+1 (autrement dit
si (2.1.2.3) n’est pas vérifié), alors il existe yeG ayant méme terme dominant que x,
et tel que yP=r1.

(2.1.10) Exercice. — Soient x et y deux éléments d’un groupe p-saturé G (2.1.6).
Montrer que, pour tout zneN, il existe des éléments u,, 1,eG vérifiant

(2.1.10.1) ub" = xP"yP"

(2.1.10.2) o "= (", 57).

Montrer que les suites (%,) et (y,) convergent dans G. Si ’on note respectivement x -+ y
et [x, y] les limites de ces suites, montrer que les deux nouvelles opérations binaires ainsi
définies sur G font de cet ensemble une Z,-algebre de Lie (le produit de xeG par AeZ,
est pris égal a x* défini en (II, 2.1.6)).

(2.2) Bases ordonnées.

(2.2.1) Soient G un groupe topologique, noté multiplicativement, I un ensemble
totalement ordonné et (x,);c; une famille d’éléments de G. A toute partie finie J de I
nous associons le produit ordonné fini

xy= Il x,.
i€d

Si la famille (x;) converge vers xeG suivant le filtre des sections de ’ensemble
des parties finies de I, ordonnées par inclusion, nous disons que le produit ordonné II x;
est convergent, et nous écrivons el
(2.2.1.1) x=Ilx,.

i€l
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Si, en particulier, G est un groupe topologique complet, dont les sous-groupes
distingués ouverts forment un systéme fondamental de voisinages de 1’élément neutre,
alors le produit (2.2.1.1) converge si et seulement si x; tend vers I’élément neutre (suivant
le filtre des complémentaires des parties finies de I).

Plus particulierement, si G est un groupe p-valué (2.1.2) complet, si (x;);c; est une
famille totalement ordonnée d’éléments de G et (A);c; une famille d’entiers p-adigues,
alors le produit

A
(2.2.1.2) IT «;
i€l
converge si et seulement si

(2.2.1.3) v(\) + o(x) >+

(2.2.2) Lemme. — Soient G un groupe p-valué complet, 1 un ensemble totalement ordonné
et (%);c1 une famille d’éléments de G, distincts de I’élément neutre. Les deux assertions suivantes
sont équivalentes.

(2.2.2.1) La famille des termes dominants (1.1.7) des x; est libre sur I' dans gr G.

(2.2.2.2) Quelles que soient les familles (N);c1 et (w)ie1 dentiers p-adiques, si les pro-
duits y=1TLx} et z=TLa convergent, alors
iel iel
(2.2.2.3) m(}}‘l‘z)z%gfl‘((*)(xi)_l"v()‘i_ui))'
Preuve. — Pour vérifier, comme en (I, 2.3.12), que (2.2.2.2) implique (2.2.2.1),
il nous suffit de supposer (2.2.2.3) vérifiée lorsque tous les ,eZ, sont nuls.
Pour démontrer (2.2.2.2) a partir de (2.2.2.1), nous posons

v =inf( (%) + v(N—w;))

et nous remarquons que les éléments de G,/G,. sont centraux dans le groupe G/G...

(2.2.3) Lemme. — Soit G un groupe p-valué complet, de filtration discréte, 1 un ensemble
totalement ordonné et (%)), unme famille de générateurs de gr G considéré comme T'-module.

Alors, st (x;);c1 est une famille de représentants des €;, tout élément yeG  peut s’écrire comme un
produit ordonné

A . .
'y:-lglxil’ o NeZy,, iel.
13

Preuve par approximations successives.

(2.2.4) Définition. — Soit G un groupe p-valué complet. Nous appellerons base ordonnée
de G une famille d’éléments (x;);c1, indexée par Uensemble totalement ordonné 1, vérifiant les pro-
priétés suivantes. Tout élément yeG s’éerit, d’une maniére et d’une seule, comme un produit ordonné
(2.2.4.1) y=TIIx}

i€l
o NeZ, pour tout i€l, et nous avons

(2.2.4.2) o()=inf(w(x)+04)).
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La famille ());c; est déterminée par y et peut s’appeler « coordonnées de
deuxi¢me espéce » de p, car nous avons représenté le groupe G comme un produit

de groupes « & un parameétre ». Si I’ensemble I est infini, les X; sont assujettis a la
condition

(2.2.4.3) lim (o (%) + (%)) = + .

En particulier, si w(x;) >+ 00 (ce qui caractérise les groupes p-valués compacts), aucune
condition n’est imposée aux A;.

(2.2.5) Proposition. — Soit G un groupe p-valué complet. Si G posséde une base ordonnée
(%;);e1 alors la famille (E);c; des termes dominants des x; est une base du I'-module gr G.
Réciproquement, si la filtration de G est discréte, toute famille totalement ordonnée de représentants
d’une base (I, 1.1.6) du T'-module gr G est une base ordonnée de G.

Preuve. — La premiére assertion n’est qu’une traduction. La réciproque utilise les
lemmes (2.2.2) et (2.2.3).

(2.2.6) Proposition. — Considérons les quatre propriétés suivantes d’un groupe p-valué
complet G :

(2.2.6.x) G est de rang fini (2.1.3).

(2.2.6.2) G est de type fini (11, 2.1.4).
(2.2.6.3) G est compact.

(2.2.6.4) La valuation de G est discréte (II, 1.1.5).

Alors nous avons les implications
(2.2.6.1)=>(2.2.6.2)=>(2.2.6.3)=>(2.2.6.4).

Preuve. — Si (2.2.6.1) est vérifié, gr G est de type fini, donc de graduation
discréte, ce qui implique (2.2.6.4), et G possede une base ordonnée finie, d’apres la
proposition (2.2.5), d’ou (2.2.6.2). Si (2.6.6.2) est vérifié, le lemme (II, 3.1.2)
établit (2.2.6.3). Enfin si G est compact, chaque G/G, est fini, et il n’y a donc qu’un
nombre fini de A<v tels que gr,G=o0, ce qui exprime (2.2.6.4).

(2.2.%7) Bases ordonndes et groupes saturés. Proposition. — Soit G un groupe p-valué
complet, de filtration discréte. Choisissons (2.2.5) une base ordonnée (%);cq.

Pour que G soit p-saturé, il faut et il suffit que les valuations o(x;) vérifient les relations

(2.2.7.1) (p—1)"Re(x)<p(p—1)7)
pour iel.
Preuve. — Nous appliquons le critére (2.1.8).
(2.2.8) Proposition. — Soient G un groupe p-valué et (x;);c; une famille totalement

ordonnée d’éléments de G qui est une base ordonnée du complété G de G. Soit @ un nombre >o.
Déterminons, pour chaque icl, Uentier k,€Z par les conditions

(2.2.8.1) o(x)+hE—1<u<o(y) + 4.
468



GROUPES ANALYTIQUES p-ADIQUES 85

Alors nous obtenons un systtme complet de représentants de G modulo G, en prenant les
éléments

(2.2.8.2) P
i€l

o () parcourt Uensemble des familles d’entiers rationnels, presque tous nuls, vérifiant
(2.2.1.3) o<},<pk", pour chaque iel.
Preuve. — C’est une conséquence de la définition (2.2.4) et du lemme (2.2.2).
(2.2.9) Corollaire. — Considérons, dans Palgébre Z,[G], les produits ordonnés
(2.2.9.1) z“.—.il;[[(xi-_l)as

pour o=();c1€NW. Formons Palgébre ¥,[G|G,] et I'épimorphisme canonique
(2.2.9.2) f:Z,[G] = F,[G/G,].
Alors f(2*)=o0 st et seulement s’il existe un i€l tel que o;> pk‘. Ceux des f(2%) qui ne

sont pas nuls forment une base de F,[G/G,].

Preuve. — D’aprés (2.2.8) nous obtenons la base canonique de F,[G/G,] comme
ensemble des f(x*), avec

(2.2.9.3) x¢= 1«7
i€l
et
(2.2.9.4) aeNO; osai<pk‘ pour tout tel.

Or nous avons les formules (« du bindéme »)

(2.2.9.5) xa=e§a(g)zﬂ;
(2.2.9.6) zazﬂga(_l)m_m(g)xg.

Il en résulte que les f(z%), o « vérifie (2.2.9.4), forment eux aussi une base
de Fy[G/G,]. Quant aux autres f(z%), ils sont nuls, car chacun contient en facteur
f(x;—1)P" (pour un certain icl), et

Sl )P =f ()P —1 =o.

(2.3) Valuation de la Z -algébre d’un groupe p-valué.

(2.3.x) Filtratior nduite sur la Z,-algébre d’un groupe p-filtré. — Nous avons vu,
en (II, 1.2.1), comment une filtration w d’une Z,-algébre associative A induit une
p-filtration o (II, 1.2.10) sur certains sous-groupes G du groupe multiplicatif de A
par la formule

(2.3.1.1) o(x)=w(x—1).
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Si nous partons d’un groupe p-filtré G, et si nous cherchons & définir sa filtration
par la méthode rappelé€e, il nous suffit de traiter le cas ol A est algebre Z,[G]. En effet,
injection de G dans A se prolonge en un homomorphisme d’algébres f:Z [G] A,
et nous définissons la valuation ' de Z,[G] par la formule »’=uwof. Si nous avons pu

obtenir la p-filtration @ & partir de w par la formule (2.3.1.1), nous I'obtenons aussi
bien a partir de w'.

(2.3.1.2) Définition. — Etant donné un groupe p-filtré G, nous appelons filtration induite sur
Palgeébre Z,,[G] la borne inférieure w des filtrations (de Z,-algébre) qui vérifient
wx—1)zw(x),  pourtout xeG.

S’il existe une filtration w’ de Z,[G] telle que w'(x—1)=w(x) pour x€G, alors
la filtration induite w posséde la méme propriété.

(2.3.1.3) Soit f:G—>H un morphisme (11, 1.1.3) de groupes p-filtrés. Le prolongement
naturel g :Z,[G]—~Z,[H] est un morphisme de Z,-algébres filtrées, si Z,[G] et Z,[H]
sont munies de leurs filtrations induites.

(2.3.2) Le morphisme fonctoriel Uyer G — grZ,[G].
Soient G un groupe p-filtré (dont la filtration est notée w), et w la filtration induite

de Z,[G], définie en (2.3.1.2). A son tour la filtration w induit une p-filtration de G,
que nous noterons " :

(2.3.2.1) o () =w(x—1), pour xeG.

Par définition de w et w’, nous avons donc
(2.3.2.2) o' (x)>w(x)  pour xeG.

Autrement dit, I’application identique Idg est un morphisme de G (filtré par w)
dans G (filtré par «"), d’ott (II, 1.2.11) un morphisme d’algébres de Lie mixtes
(2.3.2.3) gr G—gr'G.

Mais, d’apres (I, 1.1.9) et (II, 1.2.1), nous avons une représentation canonique
(injective)

(2.3.2.4) grG —grZ,[G],

le gradué associé grZ,[G] étant calculé pour la filtration induite w. Nous composons
le morphisme (2.5.2.3) et la représentation (2.3.2.4) pour obtenir la représentation

(2.3.2.5) gr G - grZ,[G].

Enfin, par définition de l’algeébre enveloppante mixte (II, 1.2.7%), nous obtenons
le morphisme de T'-algeébres graduées :

(2.3.2.6) S Unixgr G — grZ,[G],
dont le caractére fonctoriel s’établit comme en (2.3.1.3).
Nous n’appliquerons la définition précédente qu’au cas d’un groupe p-valué. La
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structure d’algébre de Lie mixte se réduit alors a une structure de I'-algébre de Lie,

et I’algébre enveloppante mixte est I’algébre enveloppante en tant que I'-algébre.
(2.3.3) Théoréme. — Soit G un groupe p-valué (2. 1.2). Munissons son algébre A=2Z,[G]

de sa filtration induite w (2.3.1). Alors w est une valuation (de Z,-module) et le morphisme

(2.3.3.1) f:UgrG—»grZ|[G]

est un isomorphisme. St G est compact, Palgébre Al G (I1, 2.2.1) s’identifie, comme extension
topologique de A, au complété A de A pour sa valuation w.

Nous prouverons ce théoréme pour les groupes de type fini, puis nous passerons
au cas général, comme pour le théoréme (I, 3.2.1). Démontrons d’abord deux corollaires.

(2.3.4) Corollaire. — L’algébre A=2Z,[G] est valuée en tant qu’anneau par la valuation w.

Preuve. — Puisque w est séparée, le corollaire signifie (I, 2.3.6) que grZ [G] est
sans diviseurs de zéro. Puisque (2.3.3.1) est un isomorphisme, il s’agit de prouver
que U gr G est sans diviseurs de zéro. Or gr G est un I'-module libre, et, utilisant la
« filtration croissante » de U gr G ([2], § 2, n° 6), nous sommes ramenés a prouver que
Palgebre symétrique d’un module libre est sans diviseurs de zéro, résultat classique dans le langage
des polyndémes.

(2.3.5) Corollaire. — Soient f:G—>H une isométrie de groupes p-valués et

g :Z,[G] —Z,[H] le prolongement naturel de f. Si les algébres de groupes sont munies de leurs
[filtrations induites, g est encore une isométrie.

Preuve. — Nous avons une injection
(2.3.5.1) grf:grG—grH,

qui nous permet (I, 1.2.4) de prendre des bases adaptées a gr H et (gr f) (gr G). Le théoréeme
de Poincaré-Birkhoff-Witt ([2], § 2) prouve alors que le morphisme

Ugrf:UgrG—->UgrH

est injectif, ce qui (compte tenu du théoréme (2.3.3)) est le corollaire cherché.
(2.3.6) Lemme. — Si la filtration du groupe p-filtré G est discréte (11, 1.1.5), le morphisme

Sonctoriel (2.5.2)

(2.3.6.1) SfiUyugr G —grZ [G]

est surjectif.
Preuve. — Notons A" le sous-monoide additif de R, engendré par 1 et par les w(x),
xeG. L’ensemble A" est une partie discréte de R (I, 1.1.3).

Pour chaque ve#", nous définissons A, comme le sous-Z,-module de Z [ G] engendré
par les éléments

(2.3.6.2) z=p(n—1)...(y,—1), on
(2.3.6.3) hy neN, y, ..., 2,€G, et
(2.3.6.4) b4 o(p)+...+o(y,)2v.
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Nous avons A,=Z,[G], ADA, pour v<v et A, A,CA .. Si westla
filtration induite de Z,[G], nous avons d’autre part w(z)>v pour tout générateur z
de A, (2.3.6.2).

Il en résulte que la filtration w se définit, pour chaque xcA, par la _formule
(2.3.6.5) w(x)=supv, x€A,.

Si nous prenons, pour chaque yeG, l'image canoniquede y—1 dans gr,,Z,[G],
les éléments ainsi obtenus engendrent la I'-algébre associative gr A. Cela signifie que
le morphisme f (2.3.6.1) est surjectif.

(2.3.%7) Lemme. — Conservons les hypothéses et les notations du lemme (2.3.6). Soit w
un nombre >o. Formons Palgeébre Z,[G|G,], G, désignant (I, 1.1.2) Pensemble des yeG
tels que o(y)>v.

Notons g Pépimorphisme canonique de Z,[G] sur Z,[G|G,], et R Pidéal engendré dans
ce dernier anneau par p et par les éléments u—1, ot ueG|G,.

Alors, s1
(2.3.7.1) meN,  x€Z,[G], w(x)>m.max(y, 1),
nous avons
(2.3.7.2) g(x)eR™
Preuve. — D’aprés le lemme (2.3.6), nous pouvons nous ramener au cas ou x est
de la forme (2.3.6.2), avec
(2.3.7.3) h4+o(p)+. .. +o(y,)>m. max(y, 1).

Si 'un des y; vérifie o(y,)>u, alors g(x)=o.
Sinon la relation (2.3.7.3) implique

(2.3.7-4) h+n>m,

c’est-a-dire notre lemme.

(2.3.8) Cas d’un groupe p-valué précompact. — Soit G un groupe p-valué précompact;
sa filtration est discréte (2.2.6). Choisissons une base homogéne (§);cy du I'-module
libre gr G. Nous supposons I’ensemble d’indices 1 totalement ordonné.

Nous notons J I’ensemble NW. A chaque «€], nous associons le monéme £%
défini par le produit ordonné

(2.3.8.1) gr=I1ES,

i€l
calculé dans la T'-algébre UgrG (nous identifions gr G a son image canonique

dans U gr G). D’aprés le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt, les &% ac], forment une
base du T'-module libre U gr G.

Choisissons maintenant une famille de représentants (x;);c; des &; dans G (pour la
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filtration ©). Les #; constituent, d’aprés (2.2.5), une base ordonnée du complété G de G.
Posons, pour iel,

(2.3.8.2) m,=deg £, =o(x);
(2.3.8.3) z;=x—1€Z,[G].
Pour «€], nous écrivons
(2.3.8.4) o =i§Ir,-oc,-;
(2.3.8.5) =1z (produit ordonné).
i€l

Puisque les £* forment une base du I'-module U gr G, la surjectivité du morphisme f
(2.8.6) se traduit par la propriété suivante, oi A désigne l’algébre Z,[G], munie de
sa filtration induite (2.3.1) w.

(2.3.8.6) Pour chaque veR’., le module A, est engendré, modulo A.., par les éléments
2% avee heN, ac], et h+Ta=v.

Le lemme (2.3.7) prouve que la filtration w est séparée. En effet, si xeA avec
w(x)=o00, nous avons g(x)eR™ pour tout meN (avec les notations de (2.3.7)),
c’est-a-dire g(x)=o d’aprés (II, 2.1.7) puisque G/G, est un p-groupe fin.

Or, si x+o0, il existe un pu>o tel que g(x) soit non nul (II, 2.2.2).

Comme la filtration w est discréte, nous pouvons procéder par approximations succes-
sives & partir de (2.3.8.6), comme en (I, 2.3.13), et nous parvenons au résultat suivant.

Quel que soit Uélément xeA, il existe une famille (N,),c; d’entiers p-adiques (avec
v(A,) +Ta—>00), telle que

(2.3.8.7) xzaEJ)\az ;
(2.3.8.8) w(x)zgrelf; (v(n,) + Tar).
(2.3.9) Fin de la preuve pour les groupes précompacts. — Montrons que la famille

des A, est univoquement déterminée par la relation (2.3.8.%).
Nous devons prouver ’énoncé suivant :

2.3.9.1) St (A est une famille d’entiers p-adiques telle que 2 N, z* converge vers o,
(2.3.9.1) Wagd q que &, (4
alors h,=o0 pour tout «.

Supposons en effet que ces A, ne soient pas tous nuls. Soit 2eN Pentier défini par

(2.3.9.2) /z=°%rexf:I o(A,),
et soit PBe] tel que
(2.3.9.3) v(hg) = h.

Nous allons appliquer le corollaire (2.2.9). Nous choisissons d’abord p assez grand
pour que g(z!)+0, g étant défini comme en (2.3.%). La série

(2-3.9-4) 2 2a8(2%)
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est convergente dans Z,[G/G,], d’aprés le lemme (2.3.7), et sa somme est nulle
puisque %A“z“=o. Mais, d’autre part, nous avons choisi 4, B et p de telle sorte que,
d’aprés (2.2.9), la somme de la série (2.3.9.4) soit divisible par p* mais non par p**i
Cette contradiction prouve (2.3.9.1).

Pour un groupe p-valué précompact G, la valuation induite w de A=Z,[G] est
séparée (2.3.8). La famille (z%),c; est filtrée-libre (I, 2.1.16) dans A, car (2.3.8.7)
implique (2.3.8.8) par lunicité des A,, que nous venons d’établir. Les z* engendrent
un sous-module dense de A (existence des A,).

Le complété A de A pour la valuation w admet la base topologique (2% aess
c’est donc une algébre compacte (I, 3.1.5). Nous avons, pour chaque peR’, un
homomorphisme continu A—>ZP[G/GM], d’aprés (2.3.7). La famille de ces homo-
morphismes définit I'application continue A->Al G qui est surjective (car I'image
est dense et compacte) et injective (comme nous venons de le prouver). Clest
donc un homéomorphisme, et toutes les assertions de (2.3.3) sont établies si G est
précompact.

(2.3.10) Fin de la preuve : cas général. — Soit G un groupe p-valué. Ce groupe est
réunion de ses sous-groupes de type fini, qui sont précompacts (2.2.6). Si H et H’ sont
deux tels sous-groupes, avec HCH’, le théoréme (2.3.3) et son corollaire (2.3.5)
s'appliquent 2 H et H'. Autrement dit, la valuation induite de Z [H] est la restriction
de la valuation induite de Z,[H']. Par passage a la réunion, nous démontrons le
théoréme (2.3.3) pour le groupe G.

(2.3.1x) Application : puissances dans Ialgébre de groupe. — Soient G un groupe p-valué
complet et A=2Z,[G] son algébre munie de la filtration induite (2.3.3). Pour tout yeG
et tout AeZ,, nous avons le développement (1.1.6).

7\ n
(2.3.11.1) ylzna(n)(},_l) :
La série obtenue converge dans A, bien que cette algébre ne soit pas compléte (sauf si G
se réduit a 'unité).

Par multiplication terme & terme des séries, nous obtenons le développement d’un

produit ordonné (2.2.1). Avec les notations usuelles concernant les mondmes et les
produits de coefficients binomiaux, nous avons

A A A o\
(2.3.11.2) ) =i1;)’i —ag‘(l)(a)()’ 1)

Plus particuliérement, supposons G de rang r fini, et reprenons les notations
de (2.3.8), I'ensemble I étant formé des entiers 1, ..., r. Les éléments de G sont définis
par leurs « coordonnées de seconde espece » (2.2.5), et nous avons, pour AeZ;, la
formule

(2.3.11.3) = I xi= X ()\)za.
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3. GROUPES ANALYTIQUES
(3.1) Pro-p-groupes analytiques; groupes p-valuables et p-saturables.
(3-x.1) Groupes analptiques sur Q,. — Soit € une catégorie, o les objets sont des

ensembles et ou les morphismes sont des applications ensemblistes. Supposons, de plus,
que le produit de deux objets soit toujours défini dans ¥ et coincide (en tant qu’en-
semble) avec le produit ensembliste. Alors nous définissons un groupe dans la catégorie €

comme un objet G de € muni d’une structure de groupe (ensembliste), tel que
Papplication

(3.1.1.1) f:GxG->G

définie (en notation multiplicative) par f(x,y)==xp~! soit un morphisme dans %. Bien
entendu l’application f peut étre remplacée par les deux applications « produit » et
« inverse ».

Un groupe analytique sur Q , est, par définition, un groupe dans la catégorie des variétés
analytiques sur Q , (1.3.3). Nous pourrions définir de méme les groupes dans la catégorie
des variétés analytiques strictes (1.3.5) ou taploriennes (1.3.4).

(3-x.2) Premiére définition des pro-p-groupes analytiques. — Un groupe analytique
sur Q  posséde une structure sous-jacente de groupe topologique. Nous disons que c’est
un pro-p-groupe analytique si c’est un pro-p-groupe (II, 2.1.2). Cette définition est
provisoire, car elle suppose donnée une structure de variété analytique sur un groupe G,
alors que cette structure de variété analytique est déterminée par la structure de groupe
topologique, et méme de simple groupe « abstrait ». Comme exemple de groupes analytiques
sur Q , qui ne sont pas des pro-p-groupes, citons les groupes non compacts, ou les groupes
finis qui ne sont pas des p-groupes.

(3.x.3) Proposition. — Soit G un groupe analytique sur Q,, de dimension 7.
Alors G posséde un sous-groupe ouvert H qui peut éire défini (comme groupe topologique)
par une p-valuation o (2.1.2) & valeurs entiéres, pour laquelle H est de rang r (2.1.3) et
p-saturé (2.1.6).

Preuve. — Prenons des coordonnées analytiques au voisinage de ’élément neutre
de G, celui-ci ayant ses coordonnées nulles. Pour x =(x;)€Q/,, posons w(x)= ) sl?i v(x,),

v désignant la valuation p-adique du corps Q,. Par définition notre systtme de
coordonnées nous permet d’identifier un certain voisinage de zéro dans Q7 a un voisinage
de I’élément neutre dans G.

La fonction f de (3.1.1.1) s’écrivait xp~!, en notation multiplicative de G.
Par transport de structure, nous écrivons cette méme fonction comme somme d’une série
de puissances dans le systtme de coordonnées analytiques adopté :
(3.1.3.1) flo)=a—y+ X a, 05"
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Quitte & donner la nouvelle coordonnée p~*x au point du groupe G de coor-
données x, nous pouvons (en prenant I’entier /4 assez grand) supposer vérifiées les
propriétés suivantes.

(3-x.3.2) Le systeme de coordonnées identifie Zj, a un voisinage de I'élément neutre dans G.
(3.1.3.3) w(a, g)=0 pour tous o, BeN".
(3-1.3.4) La série (3.1.3.1) converge vers f(x,y) pour tous x, yeZr,.

Pour tout neN, les xeZ) vérifiant w(x)>n forment un sous-groupe ouvert de G.

Lorsque 7 varie, ces sous-groupes constituent un systéme fondamental de voisinages
de I’élément neutre. Pour obtenir le groupe H de I’énoncé, nous pouvons prendre I'un

de ces sous-groupes, correspondant a un entier n>2, et poser
(3.1.3.5) o(x)=wx)—n+1  si p>a2.
(3.1.3.6) ox)=wkx)—n+2 sl p=a2.

L’axiome (II, 1.1.1.1) a déja été vérifié. Pour établir (II, 1.1.1.2), remarquons
que le commutateur de deux éléments x et y de G est donné par une série de puissances
a coefficients dans Zj, qui s’annule lorsque x ou y est nul : chaque terme de la série contient
donc en facteur une coordonnée de x ¢t une coordonnée de y. Pour démontrer (2.1.2.3),
remarquons que la puissance p-ieme de xeG est donnée par une série de puissances en x
dont le terme linéaire est px; en effet, si nous écrivons que o est élément neutre, nous
obtenons a, =0 pour |a|+|B8|<1 dans la formule (3.1.3.1).

Le gradué associé au groupe H pour la filtration o coincide avec le gradué associé
au groupe additif p"Z;, pour la filtration w, au décalage prés des degrés de (n—1) ou (n—2).

(3.1.4) Corollaire. — La topologie d’un pro-p-groupe analytique G est déterminée par sa
Structure de groupe « abstrait ». Plus précisément, nous obtenons un systéme fondamental de voisinages
de Iélément neutre dans G en prenant, soit les ensembles des p™-iémes puissances d’éléments de G, soit
les sous-groupes engendrés par ces p"-iémes puissances (n parcourant N).

Preuve. — Par définition (3.1.2) G est un groupe analytique sur Q, et un
pro-p-groupe. Gardons les notations de (3.1.3). Le sous-groupe ouvert H doit étre
d’indice (G : H) fini, égal & une puissance de p, soit p°.

Comme H est p-saturé par la filtration w @ valeurs entiéres, nous voyons que, pour
chaque neN, ensemble E, des p"-iémes puissances des éléments de H est le sous-groupe des
éléments de filtration 2n+1 st p>2 (resp. de filtration >n+2 si p=2).

Si E, désigne ’ensemble des p"-iémes puissances des éléments de G, nous avons (pour
neN) les inclusions

(3.1.4.1) E,, .CE,CE,.
(3-1.5) Lemme. — Soient G un groupe p-valué complet (2.1.2) de rang fini r (2.1.3)

et (%)1<i<, une base ordonnée (2.2.4) de G. Soit (9,)1<;<, une famille d’éléments de G. A tout
weZ, nous associons le produit ordonné ’

(3.1.5.1) W= II 4
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puis les coordonnées NeZj de ce produit par rapport & la base ordonnée (x;), de telle
sorte que

(3.1.5.2) I xi= I1 4.

1<i<r 1<j<s

Alors \ est une fonction analytique stricte de p.. Plus précisément, les N, sont donnés par leurs
séries de Mahler (1.2.4).

(3.1.5.3) A Bgs(g)cl,a,
avec ¢; g€Z,, et
(3.1.5.4) ”(Ci,a)>(1<§<s@j®()’j))—@(xi)-

Preuve. — Plagons-nous dans I’algebre Z,[G] munie de la filtration induite (2.3.3),
ou dans son complété Al G.

Pour chaque BeN® posons

(3-1.5.5) (p—1)f= Il (5—1)% (produit ordonné).
1<j<s
Nous avons
—1)¥ = . .
(3.1.5.6) w((y—1)f)= 2 Bo(y),

d’aprés (2.3.3) et son corollaire (2.3.4) (ce dernier est d’ailleurs inutile ici : nous
pourrions remplacer, dans (3.1.5.6), le signe = par >).

Comme en (2.3.11.2), nous avons le développement

(3.1.5.7) 7= 3 (B)o—v
pexc\P
Nous écrivons les (y—1)® par rapport a la base topologique (z*) de A1G (2.3.8) :
(3-1.5.8) (—1)P= Z b, 52",
aEN"
avec b, z€Z, et
(3.1.5.9) w((y—l)“):igf(v(ba,‘,)—]—w).
Nous obtenons ainsi
(3.1.5.10) y“=£(‘g)ba,az“.
Nous égalons y* a
(3.1.5.11) xt = ()‘)z“,
aEN\&
d’ot, pour chaque «eN’,
A y.)
.1.5.12 = by a-
(3.x-5.x2) (“) Bens(ﬁ =P
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Pour «=3; (1.2.1), nousavons (2):7\,- et ta=1;=w(x;). Laformule (3.1.5.12)
se réduit donc a (3.1.5.3), en posant

(3-1.5.13) ¢i,p="bs,,p>

et la formule (3.1.5.4) est une conséquence de (3.1.5.9). Comme les w(y;) sont
tous strictement supérieurs & (p—1)~", le critére d’analyticité stricte (1.3.6.3) est
vérifié.

(3.x.6) Définitions. — Soit G un groupe « abstrait ». Nous disons que G est p-valuable
(resp. p-saturable) s’il existe une filtration w de G pour laquelle G est p-valué complet (resp. p-saturé)
de rang fini (2.1).

(3.x.7) La catégorie des groupes p-valuables. Théoréme.

(3.1.7.1) Un groupe p-valuable G posséde une structure canonique de variélé analytique stricte

de type Z, (1.3.5), pour un certain entier 1, dit « rang » ou « dimension » de G.

Le groupe G est un groupe dans la catégorie des variétés analytiques strictes, définie comme
en (3.1.1).

Une identification de G @ Zj, (qui défimt sa structure de variété analytique stricte) s obtient
en prenant les coordonnées (« de deuxiéme espéce ») par rapport & unme base ordonnée quelconque
pour une quelconque des filtrations dont existence est assurée par la définition (3.1.6). En parti-

culier G posséde une structure de pro-p-groupe analytique (3.1.2), et, plus particuliérement encore,
de groupe topologique.

(3-x.7.2) Soit f:G—>H un homomorphisme de groupes p-valuables (en tant que groupes
abstraits). Alors f est un morphisme dans la catégorie des variétés analytiques strictes.
(3.x.7.3) Le produit direct GXH de deux groupes p-valuables G et H est p-valuable; la

dimension de GXH est la somme des dimensions de G et de H.
(3-x.7.4) Tout sous-groupe fermé d’un groupe p-valuable est p-valuable.
(3.1.7.5) Toute chaine ascendante de sous-groupes fermés d’un groupe p-valuable est stationnaire.

(3.x.7.6) Soit H un sous-groupe distingué fermé du groupe p-valuable G, tel que le quotient
G/H soit sans torsion. Alors G[H est p-valuable.

Preuve. — Les assertions (g.1.7.1) et (g.1.7.2) sont des conséquences du
lemme (3.1.5).

Nous prouvons (3.1.7.3) en choisissant des p-valuations sur G et H, et en prenant
leur produit direct (II, 1.1.4) sur GXH. Sur les sous-groupes de G nous prenons la
valuation induite (II, 1.1.3), d’oi (3.1.7.4). Le gradué associé¢ gr G est un I'-module
libre de rang fini, qui est donc noethérien. A une chaine ascendante de sous-groupes fermés
de G correspond la chaine ascendante de leurs gradués associés, considérés comme
sous-modules de gr G (II, 1.1.8). La chaine des gradués associés étant stationnaire,
celle des sous-groupes fermés 'est aussi, d’apreés (I, 2.3.15) et (II, 1.1.8).

La preuve de (3.1.7.6) sera donnée en (IV, 3.4.2).
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(3.x.8) Proposition. — Soient G un pro-p-groupe analytique de dimension r et, pour
chaque neN, GP" le sous-groupe engendré par les p-iémes puissances des éléments de G. Nous avons

(3.1.8.1) r= lim n~'log,(G : GP"),

« log, » désignant le logarithme de base p.

Preuve. — Si G est p-saturé pour la filtration o les puissances p"-iémes sont les éléments
% qui vérifient

(3.1.8.2) o(x)>n+(p—1)7,
elles forment un sous-groupe, et nous avons, pour chaque neN

(3.1.8.2) log,(G : GP")=nr.

Dans le cas général nous appliquons la proposition (3.1.3), comme en (3.1.4).

(3-1.9) Proposition. — Soit & une p-valuation d’un groupe p-valuable G (3.1.6). Alors G
est complet et de rang fini pour w.

Preuve. — Par définition, G est complet et de rang 7 pour une certaine p-valuation «’.
Les puissances p-adiques entiéres x* sont définies & partir de la filtration ', c’est-a-dire
de la topologie des p"-iémes puissances (3.1.4). Elles restent donc définies (et gardent les
mémes valeurs) pour la filtration @. D’aprés (2.2.5), il nous suffit de montrer que G est
de rang fini pour w. Sinon le lemme (2.2.2) nous permettrait d’établir, pour chaque seN,
Pexistence d’un nombre g, tel que

(3.1.9.1) log,(G : GP")>s(n—a,),  pour tout neN,

contrairement a la relation (3.1.8.1) que vérifie G.

(3.1.10) Corollaire. — Toutes les p-valuations d’un groupe p-valuable G peuvent étre
définies comme des (x, =, p)-filtrations (11, 3.2.8).

Preuve. — Si (x;);<;<, est une base ordonnée de G pour la p-valuation w, et si
;= w(x;), nous voyons, d’apres (2.2.4), que o est la (x,, p)-filtration de G. La
filtration  est la borne inférieure des p-filtrations @’ pour lesquelles

Par contre une (x, 7, p)-filtration d’un groupe p-valuable G peut ne pas étre une
p-valuation, méme si tous les t; sont > (p—1)~"

(3.x.xx) Proposition. — Un groupe p-valuable G posséde une p-valuation & valeurs
rationnelles.

Nous prouverons ultérieurement cette assertion (IV, g.4.3). Si I’algebre Al G (II,
2.2.1) est valuée comme en (3.3.3), la valuation de Sat Al G (I, 2.2.11) est alors discréte.

(3.x.32) Proposition. — Soit G un groupe p-valué complet de rang fini. Notons t (resp. t')
le minimum (resp. le maximum) des filtrations des éléments d’une base ordonnée de G.

Pour tout nombre C vérifiant

(3.1.12.1) o<C<t—(p—1)"Y,
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la formule
(3.1.12.2) o' (x)=o(x)—C

définit une p-valuation ' de G pour laquelle le gradué associé est abélien. Pour qu’on puisse choisir C
de telle sorte que G devienne p-saturé (pour «') il faut et il suffit que

(3.1.12.3) ¢ —t<1.

La condition supplémentaire imposée a C est
(3.1.12.4) t—p(p—1)"'<C.
Prewve. — Cf. (II, 1.1.11.5) et (2.2.7).

(3.x.13) Corollaire. — Avec les notations de (3.1.12), soit v un nombre strictement
positif, vérifiant
(3.1.13.1) v>t —1.

Alors le sous-groupe G, est p-saturé pour la filtration ' définie par
(3.1.13.2) o' (®) =) —v+(p—1)" +¢,

ot € est un nombre strictement positif assez petit.
Preuve. — Nous obtenons une base ordonnée de G, (pour ) en appliquant (2.2.4),
et (3.1.13.1) nous assure que (g.1.12.3) est vérifié par le groupe G,.

(3.2) Deuxiéme définition des pro-p-groupes analytiques; exemples.

(3.2.1) Lemme. — Soient G un groupe analytique sur Q, (3.1.2) et K un sous-groupe
ouvert p-valuable (3.1.6) de G. Nous avons sur K deux structures de variété analytique (1.3.3) :
celle induite par la structure de G, et celle sous-jacente & la structure de variété analytique stricte
de K (3.1.7.1). Ces deux structures coincident.

Ce lemme pourrait étre admis, car il est connu que les coordonnées « de deuxiéme
espéce » sont des coordonnées analytiques. Voici cependant comment le prouver.

Nous allons utiliser une certaine « formule du bindme », donnée par la proposition (6. 1),
p- 339, de [16]. Corrigeons d’abord une faute d’impression : au lieu de

n
a)=,_ 2 (1)Cu,
il faut lire
n
a=,_Z__(})cuw.

Reprenons les notations et les hypotheses de (3.1.3), en particulier les rela-
tions (3.1.3.2) 4 (3.1.3.4). La fonction f a laquelle nous appliquons la proposition (6.1)
de [16] #’est pas celle définie par (3.1.4.1), mais la fonction qui exprime le produit de
deux éléments x et y dans le groupe G. Voici les informations que nous obtenons.
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Soit x un élément de G, identifié d un élément de Z;, (3.1.3.2). Pour AeN, la puissance x* G
s’éerit sous la forme (1.2.3)

A
.2.1.X ZC,@).
(3.2.x.7) E.em())

Les fonctions G, sont analytiques tayloriennes (1.3.4). La série qui définit C, est
d’ordre >n, c’est-d-dire que ses composantes homogénes de degré <n sont nulles. Enfin le terme
linéaire de C,(x) est x.

Prenons comme sous-groupe H (3.1.3) I’ensemble des x vérifiant w(x)>2.
Pour xeH nous avons ainsi w(G,(x))>2n, et la série (3.2.1.1) représente une fonction
analytique taylorienne de A€Z,, d’aprés le critére (1.3.6). La dérivée a Porigine de cette
série s’obtient par dérivation terme a terme. Nous trouvons que la dérivée est égale a
la somme de la série
(3.2.1.2) % (=)t Cya),

n € N*

et cet élément a méme lerme dominant que x (supposé =+o0), comme nous ’avons vu
en (1.1.5).

Si xeG est tel que les puissances p-adiques #* (\eZ,) soient définies (ou encore
si x appartient & un sous-groupe de G qui est un pro-p-groupe), l'application Ap>x*
de Z, dans G est analytique, car 'eH pour £ assez grand.

Comme G est un groupe analytique (3.1.1), le produit de deux applications
analytiques est analytique. Si les (9;);<;<s sont des éléments de G tels que les y?" soient
définis pour tous AeZ,, lapplication

A
(3-2.1.3) A=y, .. ) bot= I i
1<j<s
est analytique. De plus, si n; est la dérivée a l'origine de Papplication A+>y} (rappelons
que n; est un vecteur tangent & G), la dérivée a l'origine de ’application (3.2.1.3) est
(3.2.1.4) (VT W S Y W

1<j<s

Prenant s égal a la dimension de G, et choisissant convenablement les y; dans le
sous-groupe ouvert K, nous obtenons une dérivée (3.2.1.4) inversible (en tant qu’appli-
cation de Q -espaces vectoriels).

Choisissons une base ordonnée de K. Grace aux coordonnées de deuxiéme espéce
qu’elle définit, I’application Z;—G peut se factoriser en un produit de deux appli-
cations Z;—Z; et Z,—~G. Appliquant le lemme (3.1.5), nous voyons que l’injection
canonique de K (muni de sa structure analytique sous-jacente) dans G (donné comme
groupe analytique) est analytique et possede une dérivée a Iorigine surjective. Cela prouve
notre lemme.

(3.2.2) Deuxiéme définition des pro-p-groupes analytiques; groupes profinis p-analy-
tigues. Un groupe G analytique sur Q, (3.1.1) posséde des sous-groupes ouverts
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p-valuables (3.1.3). La donnée d’un sous-groupe ouvert p-valuable de G définit sa
structure analytique sur Q , (3.2.1).

Si, de plus, G est un pro-p-groupe, alors tous les sous-groupes ouverts sont d’indice
fini, égal a une puissance de p (II, 2.1.2), et tout sous-groupe d’indice égal & une puissance
de p est ouvert (3.1.4). Les sous-groupes engendrés par les puissances p"-iémes sont
p-valuables pour n assez grand (3.1.3).

La structure analytique d’un pro-p-groupe analytique (3.1.2) se reconstruit ainsi
a partir de sa structure de groupe abstrait. Nous remplagons donc (3.1.2) par la
définition suivante.

Un pro-p-groupe analytique est un groupe qui posséde un sous-groupe p-valuable (3.1.6)
d’indice égal @ une puissance de p.

Nous nous intéressons surtout aux pro-p-groupes. Mais nous pouvons, plus géné-
ralement, définir les groupes profinis p-analytiques comme les groupes qui possédent un
sous-groupe p-valuable d’indice fini. Un tel groupe a une structure analytique sur Q,, et
est compact (c’est-a-dire profini puisque totalement discontinu). Mis a part les groupes
finis, qui sont p-analytiques (de dimension zéro) pour tout p, un groupe profini ne peut
étre p-analytique que pour un nombre premier p au plus. Pour neN assez grand, le
sous-groupe engendré par les n!-iémes puissances est p-valuable.

(3.2.3) La catégorie des pro-p-groupes analytiques. Théoreme. — Soient G et H deux
pro-p-groupes analytiques.

(3-2.3.1) Tout homomorphisme f:G—H est analytique.

(3.2.3.2) Le produit G xH est analytique.

(3.2.3.3) Tout sous-groupe fermé de G est analytique.

(3-2.3.4) Toute chaine croissante de sous-groupes fermés de G est stationnaire.

(3-2.3.5) 81 K est un sous-groupe fermé distingué de G, le quotient G|K est un pro-p-groupe
analytique.

Preuve. — Pour i=1, 2, 3, 4,5 lassertion (3.2.3, (¢)) est une conséquence de
(3.1.7, (i+1)), compte tenu de la définition (3.2.2) des pro-p-groupes analytiques.
Précisons seulement la démonstration de (3.2.3.5). Nous prenons un sous-groupe
ouvert p-valuable G’ de G, et une p-valuation o de G’. Pour v assez grand, les sous-
groupes G, et G)nK sont tous deux p-saturés pour une valuation ', déduite de o
par translation, comme en (8.1.13). Le nombre v étant ainsi choisi, si un élément x€G,
a sa p-ieme puissance x* dans G;nK, il appartient lui-méme & G;nK. Cela prouve que
le groupe quotient G;/(G;nK) est sans torsion; il est donc p-valuable (3.1.7.6), et
il est isomorphe au groupe (G,K/K) dont l'indice dans G/K est une puissance de p.

(3-2.4) Exemple d’un groupe nilpotent de dimension quatre (exercice). — Considérons
le groupe G engendré dans la catégorie des pro-p-groupes (II, 2.1.2) par deux géné-
rateurs x,, ¥, liés par les relations

(3-2.4.1) (%3, %g) = (x4, X1) = (¥, %2) =1,
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ol nous avons posé
(3.2.4.2) X3 = (%3, %) ;
(3.2.4.3) Xy = (x3, %y).
Un élément yeG s’écrit, d’une maniére et d’une seule,

Ay

(3-2.4-4) y=x

Prarar A
ol Ay, Ag, Ay, M€Z,. Si z est un autre élément de G, donné par
(3-2.4.5) Z=aaptage g,

nous avons

(3-2.4.6) p2 =
/ vy =AN—Uq;
Vo ==hy— g}
(3.2.4.7) Vg = Ag— g + (o As) 3
‘ Vy=N—u,+ H1(F’~3“7‘3)+é(7‘2_@2)ﬂ1(91+ 1).

\

Pour tout nombre ¢>(p—1)~%, le groupe G est p-valué pour sa (¢, p)-filtration w,
qui vérifie

(3-2.4.8) 0(x) = 0(x) =t; o(x;)=2t; o(x)=3t,

et {x, %,, %3, x,} est une base ordonnée de G.
Pour p=2 ou 3, le groupe G n’est pas p-saturable, car 1’élément x,, qui est un
commutateur de poids g, devrait étre une p-ieme puissance. Par contre, pour p>3, le

groupe G est p-saturé pour sa (¢, p)-filtration, si (p—1)‘1<t<§p(p—1)‘1.

A

Les formules (3.2.4.7) sont a coefficients p-entiers pour p>g. Nous verrons
en (3.3) pourquoi il en est ainsi pour p>3.

Pour p=2, nous voyons que les formules donnant 'inverse d’un élément ne sont
pas a coefficients p-entiers. Si nous remplagons la base ordonnée {xy, %y, x5, %5} par la
base ordonnée {x,, x3, %5, %,}, les formules de transformation sont donc analytiques
strictes (1.8.5), mais non pas tayloriennes (1.3.4).

(3.2.5) Exemple d’un pro-p-groupe analytique sans torsion qui admet des coordonnées de
deuxiéme espéce mais west pas p-valuable (exercice).

Soit Q P’anneau valué obtenu en adjoignant a Z, une racine p-iéme primitive § de
'unité. Rappelons [25] que la valuation » de Q est unique et que »(E—1)=(p—1)" .
L’¢lément £'eQ est défini pour tout x€Z,, et ne dépend que dela classe de x modulo p.

Construisons un groupe G, produit semi-direct des groupes additifs de Z, et de €,
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un élément xeZ, opérant sur  en le multipliant par &". Les éléments de G sont les
couples {x,y}, ot xeZ, et yeQ. Le produit est défini dans G par

(3-2.5.1) {7 o=l 8040}

Les commutateurs et les p-iémes puissances sont donnés par les formules
(3-2.5-2) ({xmoh {0 ={o, @ —1)y—(E—1)y}
(3-2.5.3) {mo}={px (| 2_E)5}

Soit 8 un nombre >(p—1)~'. Définissons une fonction o sur G en posant
(3.2.5.4) o({xy})=min(s(x)+(p—1)7", 2(5) +3).

La fonction « est une p-filtration, et vérifie tous les axiomes des p-valuations, a
Pexception de (2.1.2.2) qui doit étre remplacé par une inégalité large :

(3.2.5.5) o({x,y})=(p—1)""', pour tout {x,}eG.

Le groupe G n’est pas p-valuable. En effet la formule (3.2.5.3) montre que
{x,} > {x,»}’ n’est pas une application injective dans G, contrairement aux groupes
p-valués (2.1.4).

Le groupe G admet des coordonnées de deuxiéme espéce, c’est-a-dire s’écrit comme
produit de groupes isomorphes & Z,, puisqu’il est produit semi-direct de deux groupes
commutatifs.

D’autre part les éléments {r,»} de G, ol x est divisible par p, constituent un
sous-groupe commutatif d’indice p. Du point de vue « infinitésimal » (algebres de Lie, etc.),
le groupe G ne se distingue pas des groupes commutatifs.

(3.2.6) Groupe multiplicatif d’une algébre (exercice). — Soit A une Z-algébre associative
valuée compléte (I, 2.2.4). L’ensemble G des éléments xeA vérifiant w(x—1)>(p—1)~?*
est un groupe multiplicatif p-valué complet pour la filtration w, définie par o(x)=w(x—1).

Dans le cas ot A est saturée (I, 2.2.10), nous pouvons calculer les logarithmes (1.1.5)
des éléments de G et, réciproquement, nous obtenons les éléments de G comme exponen-
tielles (1.1.4) des éléments de A de filtration >(p—1)~1. Nous voyons alors (1.1.8)
que G est p-saturé (2.1.6).

Si la Z,-algebre associative A est un Z,-module libre de rang fini, le groupe
multiplicatif A" des éléments inversibles de A est un groupe profini p-analytique (3.2.2).
L’algebre A est compléte pour chacune de ses valuations w (I, 3.1.4), alaquelle correspond
un sous-groupe p-valué G, ouvert dans A" (et qui dépend, en général, du choix de w).

(3.2.7) Les groupes GL,(Q) et leurs p-sous-groupes de Sylow (‘exercice). — Soit K une
extension algébrique finie du corps Q,, munie de sa valuation p-adique » [25]. Nous
notons ¢ l'indice de ramification absolue de K. C’est le plus petit entier naturel tel
que ev(x)eZ pour tout x€K. Nous avons donc I’équivalence

(3.2.7.1) v(x)>0 <> v(x)>e",  pour xeK.
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Appelons Q I’anneau des entiers de K, et A=M,(Q) ’anneau des matrices nXn
a coefficients dans Q.

Le groupe linéaire général GL,(Q) est le groupe multiplicatif des éléments inversibles
de A; le groupe linéaire spécial SL,(Q) est le sous-groupe de GL,(Q) formé des éléments
de déterminant 1.

Par restriction des scalaires, la Q-algebre A devient une Z,-algébre (de rang fini),
et nous pouvons appliquer les résultats de (3.2.6). La valuation la plus simple de A
est donnée par la formule ‘

(3.2.7.2) , w(X)=_ min o(x;),

1<ijsn

ol les x; sont les coefficients de la matrice XeA.

Pour chaque nombre réel v>o, nous avons un sous-groupe « de congruence »
de GL,(Q), formé des X vérifiant w(X—1)>v. Pour v=o0, ce sous-groupe est le
noyau de l’épimorphisme GL,(Q) — GL,(k), £ désignant le corps résiduel de K;
pour v=(p—1)""! nous obtenons le sous-groupe G de (3.2.6). Ces deux sous-groupes
coincident si (p—1)"1<e %

Pour obtenir un p-sous-groupe de Sylow ([29], chap. IeT, 1.4) de GL,(Q), nous
prenons I'image réciproque d’un p-sous-groupe de Sylow de GL, (k). Comme la seule
représentation irréductible d’un p-groupe fini sur un corps de caractéristique p est la
représentation unité ([25], théoréme 2, p. 146), les matrices triangulaires unipotentes
constituent un sous-groupe de Sylow dans GL,(k). Remontons dans GL,(Q), et précisons
les notations.

(3-2.7.3) Nous notons SY,(Q) le p-sous-groupe de Sylow de GL,(Q) formé des matrices
X=(x;) vérifiant v(x;—3;)>0 pour 1<j<i<n, odt J;; est le symbole de Kronecker.
(3.2.7.4) Nous notons SSY,(Q) le sous-groupe de SY,(Q) formé des matrices de déterminant 1.
Le groupe SSY, () est un p-sous-groupe de Sylow de SL,(Q).
Lorsque 7 est assez grand (en tout cas si n>p—1), le pro-p-groupe SY,(Q) contient
des éléments d’ordre p et n’est donc pas p-valuable. Par contre, si nous supposons vérifide
la condition

(3.2.7.5) ne<p—i,
les groupes SY,(Q) et SSY,(Q) sont p-saturables.

En effet, la condition (3.2.7.5) équivaut a ’existence d’un nombre rationnel o
vérifiant

(3.2.7.6) a>(p—1)"t et (n—1)a<el—(p—1)"L,

Choisissons un tel nombre «, puis une extension (algébrique finie) K’ de K qui
contient un élément a de valuation «. Notons Q' I’anneau des entiers de K’, w la
valuation de M, (Q’) définie par la formule (3.2.7.2), e¢ DeGL,(K’) la matrice diago-
nale de coefficients a’,-,-=a"8ﬁ. Appelons f Pautomorphisme intérieur de M, (K’) défini
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par f(X)=D7'XD et enfin B ’ensemble des XeM,(K) pour lesquels f(X)eM, (Q")
(cette derniére définition utilise les inclusions naturelles des anneaux de matrices).

Il en résulte que B est une Z -algébre (et méme une Q-algébre) associative saturée
pour la filtration w'= wof.

Le calcul montre que SY,,(Q) est_formé des X eB vérifiant o(X)=w'(X—1)>(p—1)" L
Ce groupe est donc p-saturé par la filtration o (3.2.6).

Si XeSY,(Q), nous avons v(1—det X)>(p—1)"'. Il en résulte que det XP=1
implique det X =1, ce qui prouve que SSY,(Q) est p-saturé par c.

Nous avons plongé un p-sous-groupe de Sylow de GL,(Q) dans un sous-groupe
de congruences de GL,(Q’). Cet artifice pourrait étre dissimulé par une définition
directe de la filtration .

(3.3) Les groupes p-saturables et le foncteur Ala.

(3.3.1) Lemme. — Reprenons les hypothéses et les notations du lemme (3.1.5). Supposons,
de plus, que le groupe G soit p-saturé (2.1.6). Alors N est une fonction analytique taylorienne
de p (1.5.4).

Preuve. — D’aprés (2.2.7), ’hypothése supplémentaire se traduit par les inégalités

(3-3.1.1) (%) <p(p—1)7"

vérifiées par les filtrations des éléments x; de la base ordonnée de G. Si ¢ désigne le
minimum des «(y;), pour 1<j<s, la formule (3.1.5.4) nous donne

(3-3.1.2) v(c; )2t Bl —p(p—1)7},

pour tout BeN’ et 1<i<r. Comme nous avons »(B!)=(p—1)" (| B|—Schiff B), nous
obtenons

(3-3.1.3) 0o —o(B)>|B[(t—(p—1) ")+ (p—1) "(Schiff p—1)—1.

D’aprés le critére d’analyticité taylorienne (1.g.6.2), notre lemme équivaut a
affirmer que le premier membre de (3.3.1.3) est toujours >0 (nous savons déja qu’il
tend vers 4o avec |B|, d’aprés (3.1.5)). Or, le nombre en question est entier,
et il nous suffit de montrer qu’il est >—1. Comme ¢>(p—1)"%, le résultat cherché
est mis en évidence par la formule (3.3.1.3) si f#o0; si =0, nousavons ¢ z=o.

(3-3.2) La catégorie des groupes p-saturables. Théoréme.

(3.3-2.x) Un groupe p-saturable G posséde une structure canonique de variété analytique
taylorienne de type Z;, (1.3.4), r désignant la dimension de G. Le groupe G est un groupe
dans la catégorie des variétés analytiques tayloriennes, définie comme en (3.1.1).
Une identification de G a Z;, (qui définit sa structure de variété analytique taylorienne)
s’obtient en prenant les coordonnées par rapport & une base ordonnée pour une quelconque des filtrations
qui font de G un groupe p-saturé.
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(3.3.2.2) Soit f: G—>H un homomorphisme de groupes p-saturables. Alors f est un morphisme
dans la catégorie des variétés analytiques tayloriennes.

(3-3.2.3) Le produit direct GxH de deux groupes p-saturables est p-saturable.

(3-3-2.4) Soit H un sous-groupe distingué fermé du groupe p-saturable G, tel que le quotient
G [H sout sans torsion. Alors G [H est p-saturable. Plus précisément, si « est une filtration pour
laquelle G est p-saturé, le groupe G [H est p-saturé pour la filtration quotient de « (I, 1.1.4).

(3-3.3) Preuve. — Les assertions (3.3.2.1) et (3.3.2.2) sont des conséquences
du lemme (3.3.1). Nous prouvons (3.3.2.3) en prenant sur GXH le produit direct
de deux filtrations pour lesquelles G et H sont p-saturés. Démontrons enfin (3.3.2.4).

Appliquons le théoréme des bases adaptées (I, 1.2.4) au I'-module gr G et a son
sous-module gr H (calculés pour la filtration  de G et sa restriction a H). Alors la base
de gr H est une partie de la base de gr G. Sinon il existerait un élément homogéne {ecgr G
vérifiant £¢gr H et n€egr H. Unreprésentant x de &€ dans H posséderait une racine p-iéme
dans G, mais non dans H, contrairement a I’hypothése que G/H est sans torsion.

D’aprés (2.2.5), nous pouvons prendre une base ordonnée de G, soit (x;);<i<,»
de telle sorte qu’une base ordonnée de H soit formée des x;, out s<<i<r.

Si f désigne I’épimorphisme canonique G—G/H, la filtration quotient de G/H
est définie par la formule (I,2.1.7.1)

(3-3.3.1) w(G/H;x)=I(SI)1£ o(9).

Parmi les yeG tels que f(»)=wx, il en existe un, et un seul, de la forme

(3-3-3.2) y= TII (NeZ)

1<1<s

et, d’aprés (2.2.4.2), la borne supérieure de (3.3.3.1) est atteinte en cet élément.
Il en résulte que la filtration quotient est une p-valuation pour laquelle G/H admet
les éléments f(x;), ol 1<i<s, comme base ordonnée. Les relations «(G/H; f(x;)) = w(x;)
montrent (2.2.7) que G/H est p-saturé.

(3-3.4) Applications analytiques tayloriennes d’un groupe p-saturable dans un Z,-module
complet. — Soient G un groupe p-saturable (3.1.6) et M un Z -module complet (I, 2.2.4).
Choisissons une filtration o de G pour laquelle ce groupe est p-saturé, et une base
ordonnée (x,);<;<, pour cette filtration. Un élément xe€G posséde alors comme
coordonnées I’élément A€Zj, selon la formule

(3.3.4-1) x= Il x¥ (produit ordonné).

1<i<r

Une application analytique taylorienne de G dans M est une application f:G—>M
donnée par une série de puissances (1.3.4).

(3-3.4.2) fla)= Z d,

ot les d, sont des éléments de M qui tendent vers zéro (suivant le filtre des complémentaires
des parties finies de N7).
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D’aprés (3.3.2) cette définition des applications analytiques tayloriennes est indé-
pendante du choix de la filtration et de la base.

Si g:M—>M’ est une application linéaire et continue de Z,-modules complets,
I’application composée gof est analytique taylorienne.

Le critére d’analyticité taylorienne (1.3.6.2) entraine la conséquence suivante.

(3-3-4.3) 1l existe un Z,-module complet sans torsion My et une application analytique taylo-
rienne fy : G—>M,, tels que toute application analytique taylorienne f : G—M se factorise
en f=gofy, o g est un morphisme dans la catégorie des Z,-modules complets (c’est-d-dire
(I1, 2.2.4) une application linéaire continue). La factorisation est unique si M est sans
torsion.

Nous pouvons prendre pour M, le module produit Z], ot J=N". Ecrivons les
éléments de M, comme des séries : ZJp.aea, ou p,eZ,. Définissons P'application f;,
aE

dans un syst¢tme de coordonnées de G, par la formule

(5:3-4-4) fow)= Z at(2)ea

La propriété universelle explicitée en (3.3.4.3) définit le couple (M,,f;) & un
isomorphisme canonique prés. .

Remarquons que, si nous remplagions « analytique taylorienne » par « analytique
stricte » (1.3.5), le problém: d’a-plication universelle n’admettrait pas de solution (sauf
si G se réduit a I’élément neutre).

(3-3.5) Le foncteur Ala. — Conservons les notations de (3.3.4). Nous allons
montrer que le module M, défini en (3.3.4.3) par une propriété universelle posséde
une structure canonique de Z,-algébre associative compacte, qui en fait une extension de I’algébre
complétée Al G, définie en (II, 2.2.1).

Nous appliquons d’abord le théoréme (2.3.3) : le choix de @ nous permet de
considérer Al G comme une Z -algebre valuée, possédant la base topologique (z%),¢;
(avec les notations de (2.3.8)). Nous avons (2.3.11.3)

3.5. I =3 (X) >
(3-3.5.%) 1<i<rxl aed\a o
(3-3.5.2) w(zt)= X wo(x).

Nous construisons (I, 2.2.11) Palgébre Sat Al G, saturée de I’algébre valuée Al G.
L’algébre Sat Al G contient des éléments e, vérifiant

(3-3.5-3) *=ale, (pour tout aeN"),

et ces éléments tendent vers zéro dans Sat Al G.
Notons Ala G le sous-module fermé de Sat Al G engendré par les e,, acN'. Nous voyons
que le module Ala G s’identifie canoniquement au module M, de (3.3.4.3), 'appli-
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cation f, étant remplacée par l'injection canonique de G dans Ala G. Nous avons les
inclusions

(3-3.5-4) Al GCAla GCSat Al G.

L’injection canonique (ou inclusion) de G dans Ala G est analytique taylorienne,
tandis que l'injection dans Al G n’est méme pas analytique stricte (sauf si G={1}).

L’application G XxG—G définie par x, y>xp est analytique taylorienne (3.3.2.1).
Il en est de méme de 'application composée G X G—Ala G. Identifions GXG a Z;xZ;
par notre syst¢tme de coordonnées, et traduisons notre derniére assertion, compte tenu
du critére (1.3.6.2) et de (3.3.5.1). Nous voyons que, pour tous «, BGN', Pélément
(«! B1)712%2%, Clest-a-dire ¢,e,, appartient & Ala G. Autrement dit Ala G est une sous-
algébre compacte de Sat Al G. La structure d’algébre de Ala G est déterminée par la propriété
d’étre une extension de Al G. Résumons les résultats obtenus.

A chaque groupe p-saturable G nous associons une Z-algébre compacte Ala G, qui est une
extension de Palgébre A1 G (I1, 2.2.1). L’injection canonique de G dans Ala G est analytique
taylorienne. Chaque application analytique taylorienne de G dans un Z-module complet M se prolonge
en une application linéaire continue de Ala G dans M; ce prolongement est unique si M est sans
torsion. Chaque p-valuation « de G défimt sur Ala G une structure de Z-algébre valuée, et Ala G
s’identifie & une sous-algébre de Sat A1 G (2.3.3).

La propriété (3.3.2.2) montre que Ala est un foncteur covariant défini sur la catégorie
des groupes p-saturables.

Si G et H sont deux groupes p-saturables, alors Ala(G X H) s’identifie au produit
tensoriel complété Ala G%Ala H (I,3.2.9).

(3.4) Critéres d’analyticité; extensions de groupes analytiques.

(3-4-1) Position du probléme. — Nous avons défini les pro-p-groupes analytiques
comme des groupes abstraits possédant certaines propriétés (g.2.2). La vérification
directe de ces propriétés est parfois malaisée; c’est pourquoi nous allons indiquer des
conditions qui entrainent qu’un groupe G est un pro-p-groupe analytique. Les principaux
résultats concernent le cas ou G est donné comme un pro-p-groupe (II, 2.1.2) de type
Sini (I1, 2.1.4).

(3-4-2) Proposition. — Supposons que la p-filtration o définisse la topologie du pro-p-
groupe G, et qu’il existe un nombre m>(p—1)" " tel que, pour tout v=m Uapplication
(3-4.2.1) P:gr,G —gr, ;G

définie en (I1, 1.2.11) soit surjective. Alors G est un pro-p-groupe analytique.
Preuve. — Le quotient du groupe compact G par son sous-groupe ouvert G,,,, est
fini. Il n’y a donc qu’un nombre fini de nombres v vérifiant

(3.4.2.2) m<v<m-41, et
(3-4-2.3) gr,G+o.
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Pour ces nombres v, le groupe gr,G est fini, c’est-a-dire est un espace vectoriel
de dimension finie sur le corps premier F,, et nous avons (par hypothése) la suite d’épimor-
phismes (F -linéaires)

(3.4.2.4) gr,G—>gr,,,G—...—>gr, ;Gogr, . ;,,G—>..

La dimension de gr,, ;G est une fonction décroissante de 7, a valeurs dans N.
Elle est donc stationnaire, ce qui signifie que gr,,;G—gr, ;.G est bijectif pour 7 assez
grand.

Il existe donc un nombre m’'>m, tel que, pour A>m’, D'application

(3-4.2.5) gnG—>gn, G
soit bijective. Cela entraine que le sous-groupe G,, est p-valué de rang fini (et méme
p-saturable).

(3-4-3) Théoréme. — Soient G un pro-p-groupe de type fini, (%;)1<i<, une famille de
générateurs de G, et (v)1<i<, une famille de nombres strictement positifs. Munissons G de sa

(%, 7, p)-filtration (I1, g.2.8). Soient t le plus grand des T, et m un nombre >(p—1)~% Si
les applications

(3.4-3-1) P:gr,G—gr,,G
sont surjectives pour tous les nombres v vérifiant
(3.4-3-2) m<v<m ¢,

alors G est analytique.

Preuve. — Nous avons vu, en (I, 3.2.8), que la p-filtration « définit la topologie
de G et que I’algébre de Lie mixte gr G est engendrée par les images respectives des x;
dans gr.G.

La proposition (II, 3.3.6) prouve que les hypothéses de la proposition précé-
dente (3.4.2) sont vérifiées.

(3-4-4) Uncritére simple. — Nous allons appliquer le théoréme précédent dans le cas
particulier de la (1, p)-filtration, dont nous avons précisé la construction en (II, 3.2.6.3).
L’algebre gr G est alors graduée de type N*, le nombre ¢ figurant dans (3.4.3.2) est égal a1,
et nous n’avons a vérifier la surjectivité de P que pour un seul degré v. Traduisons le
théoréme (3.4.3) en prenant successivement m =1 (ce quinous oblige & supposer p>2),
puis m=2.

(3-4.4.-1) Supposons p>2. Si, dans le pro-p-groupe de type fini G, chaque commutateur (x, y)
est contenu dans le sous-groupe engendré par les p-iémes puissances, le groupe G est analytique.

Ce critére est évidemment en défaut si p=2 (car il est vérifié par n’importe quel
groupe!).
(3-4-4-2) S, dans le pro-p-groupe de type fini G, chaque commutateur de poids trois ((x,9), z)

est contenu dans le sous-groupe engendré par toutes les puissances p2-iémes et par les puissances
p-iémes des commutateurs, alors G est analytique.
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Nous obtenons un critére simple, valable pour tout p, en remplacant les hypothéses
de (8.4.4.2) par une condition un peu plus forte.

(3-4-4.3) Si, dans le pro-p-groupe de type fini G, chaque commutateur est contenu dans le
sous-groupe engendré par les p>-iémes puissances, alors G est analytique.

Le critére (3.4.4.3) n’est pas vérifié par tous les pro-p-groupes analytiques, mais
par des sous-groupes arbitrairement petits convenables.

(3.4-4-4) Un pro-p-groupe analytique G admet comme systéme fondamental de voisinages de
Punité ses sous-groupes qui vérifient le critére (3.4.4.3).

Preuve. — Nous appliquons la proposition (3.1.3), en remarquant que, dans un
groupe p-saturé H, le sous-groupe H, des éléments de filtration >2 vérifie le
critere (3.4.4.3).

(3.4.5) Théoréme (Serre). — Soient G un groupe topologique séparé, N un sous-groupe
fermé de G, et H le groupe quotient G|N. Supposons que les topologies de N et de H soient sous-
Jacentes & des structures analytiques sur Q , (3.1.1). Alors G posséde une structure analytique sur Q
et une seule, compatible avec sa topologie.

Preuve. — D’aprés un théoréme de Vilenkin [24], G est localement compact, et
totalement discontinu (puisque N et H le sont). D’apres [23], p. 54 et 56, G admet comme
systeme fondamental de voisinages de I'unité ses sous-groupes ouverts compacts, c’est-a-dire
profinis.

D’aprés (3.1.3), nous pouvons choisir un sous-groupe ouvert compact G’ de G
assez petit pour que G'AN et l'image canonique de G’ dans H (isomorphe a
G'/(G'nN)) soient des pro-p-groupes analytiques (3.2.3.3). Cela entraine que G’ est
un pro-p-groupe ([29], chap. I¢T, 1.3), d’ol l'unicité de la structure analytique sur G’,
et par conséquent sur G (3.2.2). Démontrons I’existence de cette structure, en supposant
désormais que G est un pro-p-groupe.

D’aprés [29], chap. IeT, prop. 1, il existe une section continue s :H-—->G. Pour
tous x, yeH, nous avons

(3.4.5.1) s(x)s(9)=s(0)f(x,»), ol
(3-4.5-2) f:HxH->N

est une fonction continue. Quitte a translater la section, nous pouvons supposer que s(1)=1,
d’ou

(3-4-5-3) f1, 1)=1.

Choisissons un sous-groupe ouvert N, de N qui vérifie le critére (3.4.4.3),
c’est-a-dire

(3-4.5-4) (No, No)CNF',
ol N?' est le sous-groupe engendré par les p*-iémes puissances des éléments de N,.
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Il existe un sous-groupe ouvert Hy, de H qui vérifie les trois conditions suivantes :

(3-4-5-5) flx, y)eNF* pour tous x, yeH,.
(3-4.5.6) (s(x), z) eNE* pour tous xeH,, zeN,.
(3-4.5-7) (Ho, Ho)cHE.

En effet la continuité de f et (3.4.5.3) montrent que (3.4.5.5) est vérifié
pour x, y voisins de P'unité, puisque NP* est ouvert dans N. La continuité de s et la
compacité de N, montrent que (3.4.5.6) est vérifié pour x voisin de l'unité. Enfin
(3.4.4.4) nous permet de vérifier (3.4.5.7%), c’est-a-dire le critére (3.4.4.3), pour un
sous-groupe ouvert H, arbitrairement petit.

L’ensemble G, des éléments de la forme s(x)z, ou xeH, et zeN, est un sous-groupe
ouvert de G qui vérifie le critére d’analyticité (3.4.4.3).

En effet nous avons la relation

(3-4-5-8) s(x)zs(9)t=s(x) f (%, )2(z, s(2))t,

valable pour tous x, yeH et z, teN. Nous en déduisons que G, est un sous-groupe de G;
il est ouvert puisque G s’identifie topologiquement au produit HXN. La méme
formule (3.4.5.8) nous montre enfin que le quotient G,/N?* s’identifie au produit direct
H, % (Ny/N#Y, ce qui prouve que G, vérifie (3.4.4.3).
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CHAPITRE IV

APPLICATIONS DIAGONALES
GROUPES ET ALGEBRES DE LIE

1. ALGEBRES DIAGONALES

(x.1) Algébres diagonales strictes.

(x.x.1) Définition. — Soit Q un anneau commutatif. Nous appellerons Q-algébre
diagonale stricte 1a donnée d’une Q-algébre supplémentée A et d’un homomorphisme
(r.x.x.1) A, 1 A A®QA.

Précisons que A®yA est munie de sa structure de Q-algébre supplémentée (son
augmentation est £®¢, si ¢ désigne 'augmentation de A), et ’homomorphisme A, est
un morphisme de Q-algébres supplémentées. Pour simplifier, nous écrirons parfois A au lieu
de A,.

(x.x.2) Exemple : algébre d’un monoide. — Soit G un monoide multiplicatif (avec
élément neutre noté 1).

Appelons A Palgébre Q[G] de ce monoide. Définissons ’augmentation € de A en
posant e(x)=1 pour tout xeG.

L’algébre Q[GXG] du monoide GXG s’identifie au produit tensoriel
Q[G]®4Q[G], et application diagonale x}>(x,x) de G dans G XG se prolonge en
un homomorphisme unique A, : A>AQ®A.

Nous avons ainsi défini A comme Q-algébre diagonale stricte. Notons la relation

(r.x.2.1) Ayx=xQ®x,  pour tout xeG.

(x.x.3) Exemple : algébre enveloppante d’une algébre de Lie. — Soit L une algébre de Lie
sur ’anneau commutatif Q. L’augmentation € de son algébre enveloppante UL est définie
par la condition eoc =0, o désignant I’application canonique de L. dans UL. L’algébre
enveloppante U(L X L) s’identifie canoniquement 2 UL®,UL ([2], § 2, n° 2, prop. 2).
L’application diagonale de L dans LXL détermine un morphisme de Q-algebres
supplémentées UL—>U(LxL), c’est-a-dire le morphisme

(r.x.3.1) Ay, : UL - UL®, UL,
qui définit UL comme une Q-algébre diagonale stricte.
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Notons la relation
(r.1.3.2) Aypo(x)=0(x)®1 +1Q®0c(x),  pour tout xeL.

(x.x.4) Morphismes de Q-algébres diagonales strictes. — Soient A et A’ deux
Q-algebres diagonales strictes (1.1.1). Nous appelons morphisme f: A—A’ un morphisme
pour les structures de Q-algébres supplémentées qui rend commutatif le diagramme

A— A
(r.x.4.1) Ay Ay

A®A — A'®A’
10t

Par exemple, Q[G] devient (1.1.2) un foncteur covariant a valeurs dans la catégorie
des Q-algébres diagonales strictes, lorsque G parcourt la catégorie des monoides. De méme
la définition (1.1.3) fait de UL un foncteur covariant en L.

(x.x.5) Définition de G et de . — Soit A une Q-algébre diagonale stricte (1.1.1),
d’augmentation e.

(r.x.5.x) Nous notons FA Pensemble des xcA qui vérifient

Ayx=x®x e e(x)=1.

(x.1.5.2) Nous notons LA Pensemble des xeA qui vérifient
Ax=x®1 4 1®2.

(x.x.6) Propriétés de 9. — Pour chaque Q-algebre diagonale stricte, A est un
sous-monoide multiplicatif de A. En effet, si x, x’'€e JA, nous avons e(xx')=ge(x)e(x')=1
et Axx' =Ax. Ax' =(x®x) (¥’ Qx') = xx'®xx’.

Si f:A—>A’ est un morphisme de Q-algébres diagonales strictes (1.1.4), alors
S(FA)CFA’, ce qui montre que ¥ est un foncteur covariant en A (a valeurs dans la catégorie
des monoides).

Enfin I'injection de A dans A se prolonge en une application Q-linéaire

(x.1.6.1) Q[YA] A,

qui, d’aprés (1.1.2) et (1.1.4) est un morphisme fonctoriel de Q-algébres diagonales
strictes.

(x.x.7%) Propriétés de ¥. — Une Q-algeébre diagonale stricte est, en particulier,
une algébre de Lie pour le crochet [a, b]=ab—ba. L’ensemble FA est une sous-algébre
de Lie de A. De plus, si Q est un anneau de caractéristique p, A est une algébre de Lie
restreinte (au sens de Jacobson [13]) pour la p-application xi>x?, et ZA est une sous-
algébre de Lie restreinte. En effet, si x, x” appartiennent a £A, c’est-a-dire vérifient (1.1.5.2),
nous avons ‘

(r.x.7.1) Ayxx' =xx'®1 4 1Qxx" + 2Qx" 4 x'®x,
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d’olt [x, " ]Je#ZA. La linéarité en x de la relation (1.1.5.2) montre que £LA est un
sous-Q-module de A.

Enfin nous avons
(x.1.7.2) Agx? =xP@1 4+ 1®xP 4 X ([f)x"@x"“",

0<i<p\1l

ce qui prouve que xPe LA si Q est de caractéristique p.

Tout morphisme f: A—A’ de Q-algébres diagonales strictes (1.1.4) applique £A
dans FA’. Ainsi LA est un foncteur covariant en A.

Les éléments de LA appartiennent a l'idéal d’augmentation (car la relation
(1.1.5.2) implique &(x)=2¢(x)) etl’injection de LA dans A se prolonge en un morphisme
Sonctoriel de Q-algebres diagonales strictes

(r.x.7.3) UZA—A.

Si Q est de caractéristique p, nous avons de méme un morphisme fonctoriel d’algebres
diagonales strictes

(x.1.7.4) T2A—A,

ou UL désigne ’algébre enveloppante restreinte de L ([13], th. 12, p. 191).

(x.x.8) Lemme. — Soient K un corps commutatif, M un XK-espace vectoriel et
A :M->MQyM une application K-linéaire. Alors les éléments xeM qui vérifient x=+o0 et
Ax=x®x sont linéairement indépendants sur K.

Preuve. — Si ces éléments n’étaient pas indépendants, ils seraient liés par
une relation primordiale de dépendance linéaire, que nous pourrions écrire sous la
forme

(xr.1.8.1) Xo= 2 NX.
1<i<n
Les x,eM vérifieraient Ax;=x,®x; pour o<i<n; ils seraient linéairement indé-
pendants sur K et se trouveraient multipliés par des scalaires NeK tous non nuls pour 1<i<n.
La relation (1.1.8.1) nous donne

(r.1.8.2) Ax0=1<§<n)\‘xi®x,-;
(r.x.8.3) x0®x0=1<i,2i<n7\i7\jxi®xj.

Comme les éléments x®x; sont linéairement indépendants dans M®M, la
comparaison de (1.1.8.2) & (1.1.8.3) nous donne n=1 et A}=);, ce qui prouve
le lemme.

(x.x.9) Lemme. — Soient A une algébre diagonale stricte sur le corps commutatif K de
caractéristique o, et (%);cp une famille d’éléments de LA linéairement indépendants sur K.
Supposons Uensemble d’indices 1 totalement ordonné. Alors les mondmes ordonnés x* sont linéairement
indépendants sur K, a parcourant Pensemble NV,
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Preuve. — Notons (m, n) le coefficient binomial (m-+n)!/m!n! (m, neN) et
posons
(1.1.9.1) (.0)=11 (g, 7)  pour g, yeND.

Les relations
(r.x.9.2) Ax;=x,01 4 1®x
conduisent, pour chaque aeN{®, 2
(r.1.9.3) Ax*= 2 (B, v)x*®xY

Bt+ty=a

Démontrons, par récurrence sur n, 'indépendance linéaire des x* pour lesquels
|ee|<n. Cela est vrai, par hypothése, pour n=1. Supposons une relation de dépendance
linéaire

(r.1.9.4) y= 2 rx*=o.

ac N

En calculant Paugmentation ¢(y) nous trouvons A,=o0. Puis nous écrivons la
relation

(r.1.9.5) Ay—y®1—1®y=0,
c’est-a-dire, d’aprés (1.1.9.3) et (1.1.9.4),
(r.1.9.6) E,YZM(B, YAy 2* @2 =0.

Si 7 est le maximum des |«| correspondant aux A, non nuls, la relation (1.1.9.6)
ne fait intervenir que des x® et #* pour lesquels |B|, |y|<n (si n>0) et notre hypo-
thése de récurrence entraine que ces éléments x°®x¥ sont linéairement indépendants
dans A®gA. Nous concluons que A, =0 pour |«|#1, puis pour |«|=1I.

(x.x.9.7%7) Remarque. — Nous avons utilisé essentiellement le fait que K est de caracté-
ristique zéro, quand nous avons déduit la relation 2z, ,=o0 de (B, y)2z,y=0.
Si K était de caractéristique p, notre lemme resterait valable aprés la modification
suivante : le multidegré o ne devrait pas parcourir N tout entier, mais seulement la partie
définie par les relations o;<p pour tout icl.

(x.1.10) Lemme. — Extension des scalaires dans une algébre diagonale stricte. Soient A
une Q-algébre diagonale stricte (1.1.1) et Q' un anneau commutatif, extension de Q.
Notons A’ la Q'-algébre supplémentée Q'®yA (dont Paugmentation &’ est 1®c). Alors le
produit tensoriel A'®(, A’ s’identifie canoniquement a3 Q'®y(A®,A), ce qui permet
de définir la structure de Q'-algébre diagonale stricte de A’, en posant A,, =1®A,, compte
tenu de I'identification rappelée.

Preuve. — Ces assertions sont banales. Plus généralement, si M et N sont
deux Q-modules, alors (Q'®ZM)Q®, (Q'®,N) s’identifie & Q' ®,(M®N), I’élément
(A®m)®(n®n) du premier module correspondant a I’élément (Ap)®(m®n) du second.
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(x.x.xx) Théoréme. — Soient Q un anneau intégre, K son corps des fractions, et A une
Q-algébre diagonale stricte (1.1.1).

(x.x.xx.1) S% nous supposons A et A®yA sans torsion, alors le morphisme (1.1.6.1)

Q[ZA]-A
est injectif.
(x.x.xx.2) 8%, de plus, nous supposons K de caractéristique zéro et UL A sans torsion, alors
le morphisme (1.1.7.3)
UZA—A
est injectif.

Preuve. — Si Q était un corps, les assertions (1.1.11.1) et (1.1.11.2) résulteraient
respectivement des lemmes (1.1.8) et (1.1.9). Les hypothéses faites ont pour but de
ramener les propriétés de A a celles de la K-algébre diagonale stricte K®jA=A’,
définie en (1.1.10). Pour établir (1.1.11.2), il faut vérifier que la K-algeébre de Lie LA’
s’identifie 2 K®gy LA, puis que UZLA’ (algébre enveloppante en tant que K-algébre)
s'identifie 8 K®,UZLA. Ce dernier point est traité en [2], § 2, n° q.

(xr.x.x1x.3) Remarque. — Si le corps K était de caractéristique p, nous pourrions modi-
fier (1.1.11.2). Nous supposerions que UZA est sans torsion, et nous en déduirions
que le morphisme (1.1.7.4)

Tza—-A
est injectif.

(x.2) Algébres diagonales valuées.

(x.2.x) Insuffisance de la notion d’algébre diagonale stricte. — Reprenons I’exemple
(1.1.3) dans le cas oit L est un Q-module libre de rang 1. Alors UL et UL®UL s’iden-
tifient & des anneaux de polynémes Q[T] et Q[T, T'], et ’application diagonale A est
déterminée par la relation

(r.2.1.1) AT=T+T".

Il n’existe pas de prolongement « naturel » de A & l’algebre de séries formelles
Q[[T]] qui fasse de cette derniére une algeébre diagonale stricte. En effet, la formule
(1.2.1.1) définit encore un homomorphisme de Q[[T]] dans Q[[T, T’]], mais nous
disposons seulement d’un homomorphisme canonique

(1.2.1.2) Q[[T]]®Q[[T]] — Q[[T, T'1]

qui n’est pas surjectif (ni méme toujours injectif).

(x.2.2) Une notion générale d’algébre diagonale. — Si nous voulons définir Q[[T]]
comme une algébre diagonale par la formule (1.2.1.1), il nous suffit de remplacer,
dans la définition (1.1.1), le produit tensoriel ordinaire par un « produit tensoriel
complété » (« complété » signifiant parfois « séparé-complété »).
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Nous parviendrions ainsi & la notion générale de Q-algébre diagonale. Ce serait
la donnée de deux Q-algébres supplémentées A et B, et de deux morphismes A, : A—>B et
Ji :A®,A—B. Nous n’étudierons qu’un cas trés particulier de cette notion.

(x.2.3) Définition des algébres diagonales valuées. — Faisons d’abord une premiére
convention : quand nous parlerons d’une algébre diagonale valuée sur un anneau Q, nous
sous-entendrons que € est un anneau de valuation discréte complet, d’inégales caractéristiques
avec v(p)==1 (I, 3.1.1). L’anneau Q contient toujours Z,.

Une Q-algébre diagonale valuée est constituée par la donnée d’une Q-algébre supplé-
mentée valude (1, 2.2.4) et d’un morphisme de Q-algébres supplémentées valuées

(r.2.3.1) A, 1 A —> Sat(A®yA).

Rappelons (I, 3.2.8) que Sat(A®A) est I’algebre saturée de 1’algébre valuée A®A.

(x.2.4) Morphismes d’algébres diagonales valuées. — Soient A et A’ deux Q-algebres
diagonales valuées (1.2.3). Un morphisme f: A—A’ est un morphisme pour les structures
de Q-algébres supplémentées valuées qui rend commutatif le diagramme

A ——— 5 A
(1.2.4.1) Ay Ay

Sat(A®A) ——— Sat(A’®A’)
Sat(f ®1)

(x.2.5) Algébre diagonale valuée définie par une algébre diagonale stricte. — Soit A une
Q-algébre supplémentée valuée, et A, : A>A®A un homomorphisme qui définit une
structure d’algébre diagonale stricte (1.1.1). Comme Sat(A®A) est une extensionde A®A,
nous pouvons considérer A, comme un morphisme de Q-algébres supplémentées, a valeurs
dans Sat(A®A). Pour que A devienne ainsi une Q-algébre diagonale valuée, il faut et il
suffit que A, soit un morphisme de Q-modules filtrés (I, 2.1.4).

(x.2.6) Proposition. — Soit A une Q-algébre diagonale valuée (1.2.3). Alors chacune
des algebres A (I, 2.1.14), divA (I, 2.2.9) et Sat A (I, 2.2.11) posstde une structure de
Q-algébre diagonale valuée, déterminée univoquement par la condition que Iinjection canonique de A
dans A (resp. div A, Sat A) est un morphisme (1.2.4).

Cela signifie que P'application diagonale A, se prolonge naturellement & chacune
des algébres considérées.

Preuve. — Si B désigne P'une des algébres A, div A et Sat A, nous avons vu en

‘ (I, 3.2.8) que Sat(B®B) s’identifie & Sat(A®A). Le prolongement unique de A,
4 B résulte alors des propriétés du foncteur Sat (I, 2.2.11).

(x.2.7) Les Z,-algébres diagonales associées a un groupe p-valué. — Soient G un

groupe p-valué (III, 2.1.2) et A=Z,[G]. Munissons A de la valuation induite
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par celle de G (III, 2.3.3). Alors la structure de Z,algébre diagonale stricte
de A (1.1.2) est aussi une structure de Z,-algébre diagonale valude (1.2.5). Si
nous appliquons (1.2.6), nous obtenons les Z,-algébres diagonales valuées A divA
et Sat A.

Si G est un groupe p-saturé de rang fini, nous avons vu (IIl, 3.3.5) que Ala(GxG)
'identifie au produit tensoriel complété Ala G®Ala G, qui est lui-méme une sous-
algébre de Sat(Ala G®Ala G). Nous avons donc une structure de Z,-algébre diagonale
valuée sur Ala G.

(x.2.8) Algébres diagonales valuées construites d partir d’une algébre associative libre. —
Soit A une Q-algebre associative, libre pour la famille de générateurs (X;);c;. Nous
considérons A comme une algébre supplémentée, en posant ¢(X;)=o0 pour tout zel.
Nous pouvons définir une structure d’algébre diagonale stricte (1.1.1) sur A en nous
donnant les éléments AX; dans A®,A (ces éléments doivent seulement étre d’augmen-
tation nulle). En particulier nous pouvons prendre

(r.2.8.1) AX;=X®1 419X,

et nous retrouvons ’exemple (1.1.3), car A s’identifie a I’algébre enveloppante de I’algébre
de Lie libre engendrée par les X;. Si nous nous donnons une famille de nombres >0, (1;);c1,
nous pouvons munir A de la borne inférieure des filtrations pour lesquelles w(X;)>r;.
Cette filtration est une valuation facile a expliciter, et nous obtenons A comme algébre
diagonale valuée (1.2.5). L’algebre complétée A est Ialgtbre de Magnus étudiée
en (II, g.1.3). Nous utiliserons plus loin (g.2.1) la structure d’algébre diagonale
valuée de Sat A (1.2.6).

(x.2.9) Structures d’algébre diagonale valuée sur Z,[T] : exercice. — Prenons sur
A=Z,[T] la structure d’algebre diagonale stricte définie par AT =T®1 4 1®T. Les
valuations de A pour lesquelles les monémes (T"), .y constituent une base filtrée (I, 2.1.16)
et A une algébre diagonale valuée s'obtiennent comme suit. Si (#);cy désigne une suite
de nombres positifs vérifiant

(r.2.9.1) pL<t o <pt;+1 (ieN),

etsi n=2a,p' est le développement de P’entier z dans le systéme de base p (III, 1.1.1),

nous posons

(1.2.9.2) w(T") = 2at,.

Pour t,=p't, nous retrouvons un cas particulier de (1.2.8).

(x.2.30) Extension des scalaires dans une algébre diagonale valuée : exercice. — Soient A
une Q-algébre diagonale valuée (1.2.3) et Q' un second anneau de valuation discréte
complet, contenant Q. Alors Palgébre Q'®,A, valuée comme en (I, 3.2.1), possede
une structure naturelle de Q’-algébre diagonale valuée.
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(1.3) Propriété fondamentale des algébres diagonales saturées.

(x.3.1) Définition de L, &°, % et G dans les algeébres diagonales valuées. — Soit A
une Q-algébre diagonale valuée (1.2.3). Rappelons que le produit tensoriel saturé
Sat(A®A) est une extension du produit tensoriel A®A. Nous pouvons donc définir A
et £A comme nous ’avons fait en (1.1.5) pour les algebres diagonales strictes, c’est-a-dire
par les relations

(x.3.x.1) xeGA < xcA,e(x)=1 et A, x=x®x.
(r.3.1.2) reLA < xcA et Ayx=2x®1+ 192,

Dans (1.3.1.1), la condition e(x)=1 pourrait étre remplacée par e(x)+o0, car
la derniére condition entraine que (x) est un idempotent de Q.

Définissons maintenant ¥°A et #°A, qui sont respectivement des parties de A
et LA,

(r.3.1.3) x€ G A < xeGA et wx—1)>(p—1)"L
(x.3.1.4) xe L A < xe LA et w(x)>(p—1)"L

(x.3.2) Propriétés de &, ¥, % et 9". — Etendons aux algébres diagonales valuées
les résultats élémentaires de (1.1.6) et (1.1.7%).

(x.3.2.1) La partie A (resp. °A) de A est un sous-monoide multiplicatif de A. Si A est
complet, alors 9" A est un groupe. Le sous-Q-module de A engendré par FA (resp. ¥ A)
est une sous-algébre supplémentée. Cette sous-algébre posséde une structure d’algébre
diagonale stricte, définie par la restriction de A,.

(x.3.2.2) La partie LA (resp. £ A) de A est une sous-Q-algebre de Lie. Si A est divisible
(en particulier si A est saturée) LA s’identifie & div #*A. La sous-algébre associative
de A engendrée par FA (resp. ¥ A) posséde une structure d’algébre diagonale
stricte définie par la restriction de A,.

(r.3.2.3) Soit f:A—A’ un morphisme de Q-algébres diagonales valuées (1.2.4).
Alors fapplique A, ¥°A, LA, £ A respectivement dans YA’, ¥°A’, PA’, L*A’,
ce qui nous permet de parler des foncteurs covariants 9, 4, L et L.

Preuve. — Contentons-nous de préciser ’application diagonale Ay de I'une des
algeébres diagonales strictes définies en (1.8.2.1) ou (1.3.2.2). Si M est un sous-module
de A, nous savons (I, 3.2.1.4) que M®M s’identifie 2 un sous-module de A®A,
donc de Sat(A®A). La restriction Ay de A, est ainsi définie lorsque A,(M)CM®M.

(x.3.3) Application du théoréme (1.1.11). — Soit A une algeébre diagonale valuée.
Alors les morphismes fonctoriels
(x.3.3.1) Q[FA]-Q[ZA] A, et
(x.3.3.2) UZ A-UZA —A,

sont injectifs.
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Preuve. — Nous vérifions les hypothéses de (1.1.11). Il faut savoir que UZLA est
sans torsion, et que UZ'A — UZLA est injectif. Nous démontrons plus loin des résultats
plus forts : (2.2.5) et (2.2.6).

(x.3.4) Définition. — Une Q-algébre diagonale saturée est une Q-algébre diagonale
valuée au sens de (1.2.3), qui est saturée au sens de (I, 2.2.10).

(x.3.5) Théoréme. — Soit A une Q-algébre diagonale saturée.

(x.3.5.1) La fonction exponentielle (111, 1.1.4) applique L*A sur " A. La fonction logarithme
(I1L, 1.1.5) applique G"A sur L*A. Ces fonctions, réciproques une de Iautre, mettent
LA et G°A en correspondance biunivoque et bicontinue.

(x.3.5.2) Lalgébre de Lie LA est saturée. Lalgébre de Lie LA s’identifie aux éléments de
valuation > (p—1)~" de son algébre saturée (ou divisée) LA.

(x.3.5.3) Le monoide G"A est un groupe p-saturé (111, 2.1.6) pour la filtration o induite par la
Siltration w de A (Cest-a-dire définie en posant (x)=w(x—1), comme en (II, 1.1.9)).

(x.3.5.4) Les gradués associés gr LA et gr G°A sont canoniquement isomorphes.

(x.3.5.5) Les parties LA et G A engendrent dans A la méme sous-algébre associative
saturée. Celle-ci posséde une structure d’algébre diagonale saturée, définie par la restriction
de A,.

Preuve. — 11 s’agit d’une simple vérification qui fait intervenir les définitions des
fonctions exp et Log et leurs propriétés (III, 1.1) ainsi que la définition des algébres
diagonales saturées, et de &, ¥", ¢". Précisons cependant la propriété (1.3.5.4). Nous
munissons Z*A de sa valuation de sous-module; alors gr #*A s’identifie & une sous-
gr Q-algeébre de Lie de gr A; par restriction des scalaires, nous considérons gr #*A comme
une I-algebre de Lie, ot I'=grZ,. Le groupe ¥ A est muni de sa p-valuation définie
en (1.3.5.3). D’apreés (II, 1.1.9) et (I, 1.2.1), la I'-algébre de Lie gr ¥"A s’identifie
4 une sous-I'-algébre de Lie de gr A. Si x est un élément de ¥°A (x+ 1) alors le terme
dominant de x dans gr A est identifié au méme élément de gr A que le terme dominant
de y=Logx dans gr Z*A.

(x.3.6) Remarques.— Le théoréme (1.3.5) ne nous apprend rien sur le monoide ZA.
Nous aurions pu sans inconvénient supposer que A coincide avec sa sous-algebre définie
en (1.3.5.5); nous définirons plus loin (3.1.5) les algébres diagonales saturées normales qui
vérifient une condition plus stricte.

Nous aurions pu introduire des algebres diagonales valuées sur un anneau de
valuation discréte complet, de caractéristique zéro ainsi que son corps résiduel. Nous avons cru
préférable de ne pas allonger ’exposé.

La correspondance biunivoque établie en (1.3.5) entre £*A et ¥° A nous permettra
de transporter 4 lalgébre #"A la structure de groupe de %A, et de transporter au
groupe 9" A la structure d’algébre de #*A. C’est ce que nous ferons en (3.2). Cependant,
si Q+Z,, nous renoncerons a transporter au groupe %" A la multiplication de #*A par
les €léments de Q (c’est-a-dire & définir les €léments x* pour xe @ A, 1eQ). Si Q est une
extension algébrique finie de Z,,, et si la dimension de #" A est finie, le groupe %" A posséde
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une structure analytique sur le corps des fractions K de Q; nous ne I’étudierons pas.

Avant d’aborder les transports de structure, nous allons démontrer un théoréme
de Poincaré-Birkhoff-Witt pour les algébres de Lie valuées sur un anneau de valuation
discrete complet (quelconque) Q. Cela nous permettra de construire le foncteur Sat U.

2. LE THEOREME DE POINCARE-BIRKHOFF-WITT
(2.1) Généralités : le cas gradué.

(2.x.1) Algebre enveloppante : définitions et notations. — Soit L une algébre de Lie
sur Panneau commutatif Q. Dans Palgébre tensorielle TL du Q-module L (I, 3.3.1),
considérons ’idéal bilatére J engendré par les éléments

(2.1.1.1) x.y—y.x—[x, 9],

ou x, yeL. L’algébre quotient UL =TL[JL est I'algébre enveloppante de D’algébre de
Lie L (cf. [2], § 2, n° 1). Nous avons ainsi la suite exacte

(2.1.1.2) 0—-]JL—-TL—-UL—o.

(2.x.2) Définitionde T,, ], et U,. — Pour chaque neN, nousnotons T, L la somme
directe des puissances tensorielles T*L pour o<i<n :

(2.1.2.1) T,L= II TL.

0<i<n

Les sous-modules T,L de TL croissent avec z, et leur réunion est TL. Nous avons,
pour chaque neN’, la suite exacte scindée

(2.1.2.2) o—~T,_,L->T,L->T"L—o.

Pour chaque neN, nous notons J,L le sous-Q-module de T,L engendré par les éléments
(2.1.2.3) a(x.y—y.x—[x, y])b,
oit x, yeL, aeT, beTi, et i+j+2<n.

Nous avons en particulier JoL=];L=o0; les modules J,L croissent avec 7, et leur
réunion est JL :

(2.1.2.4) U J,L=]L.

neN

Si nous composons I'injection canonique de J,L dans T,L avec la projection
(2.1.2.2) de T, L sur T"L, nous obtenons une application f:J,L — T"L. L’image par f
d’un générateur de J,L écrit sous la forme (2.1.2.3) est nullesi i+j+2<n, ou égale a

(2.1.2.5) a(x.y—y.x)b
si i+j+2=n. Cela signifie que f(J,L) est le module I"L défini en (I, 3.3.1), ou encore
(2.1.2.6) J.L+T,_,L=I"L+T,_,L.
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Définissons enfin le module U,L comme le quotient de T,L par J,L. Nous avons
ainsi, pour chaque 2eN, la suite exacte
(2.1.2.%7) 0—]J,L—-T,L->U,L—o.
Cette définition de U, L ne coincide pas toujours avec celle de [2], § 2, n° 6.
(2.x.3) Les diagrammes D,L et le théoréme de Powncaré-Birkhoff-Witt. — Pour chaque

entier neN’, nous noterons D,L le diagramme commutatif suivant, ot les fleches repré-
sentent des applications Q-linéaires.

o o o

0o—J,sL —T,

n—

o— JJL — T,L — U,L —o0

(D,L)

o— I"L — T'L — S'LL — o0

o (o] o

Les deux premiéres lignes sont des suites exactes (2.1.2.7), et les morphismes du
carré supérieur gauche sont des inclusions.

La ligne inférieure est une suite exacte (I, 3.3.1.4). Nous avons remarqué I’exis-
tence du morphisme J,L—I"L, qui entraine celle du morphisme U,L-—S"L.

La deuxie¢me colonne est une suite exacte scindée.

Nous avons donc un diagramme D, L avec #rois lignes et une colonne exactes. De plus,
nous savons que l’application J,L—I"L est surjective, ce qui équivaut a la relation

(2.1.3.1) Ker(U,L - S"L)=Im(U,_,L - U,L).

Les applications U,_,L—U,L nous permettent de construire la limite inductive
des U,L. D’aprés (2.1.2.4), cette derniére s’identifie & UL :
(2.1.3.2) h_n)lU,,L=UL.

La conclusion du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt est que tous les diagrammes D, L
sont exacts (C’est-a-dire ont toutes leurs lignes et leurs colonnes exactes, pour chaque neN").
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Quant a I'Aypothése de ce théoréme, elle peut étre que le Q-module sous-jacent & L est
libre [2], ou, plus généralement, est une limite inductive de sommes directes de Q-modules
monogenes [15]. Cette derni¢re hypothése est vérifiée lorsque Q est un anneau principal.

Pour chaque neN’, lexactitude du diagramme D,L équivaut a 'une des deux
relations suivantes

(2.1.3.3) Ker(U,_,L - U,L)=o0;
(2.1.3.4) J.LnT,_,L=],_,L.

Si le théoréme est vérifié, les relations (2.1.3.3) nous permettent d’identifier
chaque module U,L a I'image canonique de T,L dans UL : nous retrouvons alors les
notations de [2].

(2.x.4) Le cas gradué. — Supposons que Q soit un anneau gradué (I, 1.1.1) et L
une Q-algébre de Lie graduée (I, 1.1.9). Nous avons vu (I, 3.3.2) que TL et SL possédent
des graduations naturelles. La forme (2.1.2.3) des générateurs du module J,L montre
que celui-ci est gradué, ainsi que l'idéal JL. Nous pouvons donc prendre la graduation
quotient sur chaque module U, L, ainsi que sur ’algé¢bre UL. Le diagramme D, L devient
alors un diagramme dans la catégorie des Q-modules gradués (I, 1.1.4), et la relation (2.1.3.2)
reste valable dans cette catégorie.

(2.2) Le cas filtré; algébres de Lie valuées sur un anneau de valuation
discréte complet.

(2.2.x1) Les filtrations canoniques. — Supposons désormais que €2 soit un anneau
filtré (I,2.1.1) et L une Q-algébre de Lie filtrée (I, 2.1.11). Les algebres TL et SL
sont munies de leurs filtrations canoniques (I, 3.3.3).

Définissons la filtration de JL (resp. de J,L) comme induite (I, 2.1.5) par celle
de TL, puis la filtration de UL (resp. de U,L) comme filtration quotient (I, 2.1.7)
de TL (resp. de T,L).

La filtration de UL peut encore étre définie comme la borne inférieure des filtrations
de Q-algébre pour lesquelles Iapplication canonique de L dans UL est un morphisme.

Chacun des diagrammes D,L (2.1.3) devient un diagramme dans la catégorie
des Q-modules filtrés (I, 2.1.4). Pour chaque nombre veR_, nous définissons le
diagramme (D, L), & partir de D,L en appliquant le foncteur « v en indice ». Autrement
dit, nous remplagons chacun des modules M figurant dans D,L par le sous-module M,
des éléments de filtration >v, les morphismes de D, L étant remplacés par leurs restrictions
correspondantes.

La formule (2.1.3.2) reste valable dans la catégorie des Q-modules filtrés (I, 2.1.8).

(2.2.2) Les morphismes fonctoriels. — Conservons les notations précédentes. Nous
avons une algeébre de Lie graduée gr L sur anneau gradué gr Q (I, 2.3.11), et nous
pouvons construire son algebre enveloppante U gr L ainsi que les diagrammes D,gr L
dans la catégorie des gr Q-modules gradués (2.1.4).
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D’autre part, nous pouvons prendre les gradués associés des modules filtrés définis
en (2.2.1).

Si nous appliquons le foncteur gr au diagramme D,L dans la catégorie Fil(Q),
nous obtenons le diagramme gr D,L dans la catégorie Gr(gr Q).

Les suites exactes (2.1.1.2) et (2.1.2.7%) conduisent (I, 2.3.8) aux suites exactes :
(2.2.2.1) o—>grJL —»grTL — gr UL;
(2.2.2.2) o—>grJ,L—>grT,L—>grU,L.

Le morphisme fonctoriel T gr L—gr TL nous donne, par restriction, les morphismes
fonctoriels

(2.2.2.3) JegrL —»gr]JL,
(2.2.2.4) J.gr L —>gr],L,

puis, en complétant le diagramme exact

o—>JgrL>TgrL—->UgrL—>o

L

o—grJL —grTL — gr UL,
le morphisme fonctoriel
(2.2.2.5) UgrL —gr UL,

et, de méme, les morphismes fonctoriels
(2.2.2.6) U,gr L - gr U, L.

Au moyen de (2.2.2.4), (2.2.2.6) et des morphismes déja définis en (I, 3.3.1)
nous obtenons les morphismes fonctoriels de diagrammes commutatifs

(2.2.2.7) D,gr L > grD,L.

(2.2.3) Définition des suites exactement filtrées. — Soit

(2.2.3.1) o—>M’—i>M—g>M”—>o

une suite de morphismes de Q-modules filtrés (I, 2.1.4). Nous disons que la suite (2.2.3.1)
est exactement filtrée si, pour chaque nombre veR,, la suite des restrictions

(2.2.3.2) 0> M;>M,- M/ o

est une sutte exacte (dans la catégorie des Q-modules).
(2.2.4) Théoréme. — Soient Q un anneau de valuation discréte complet (I, 3.1.1) et L
une Q-algébre de Lie valuée (I, 2.2.4). Alors, pour chaque neN’,
(2.2.4.3) les lignes et les colonnes du diagramme D,L sont exactement filtrées ;
(2.2.4.2) le diagramme D,gr L est exact ;
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(2.2.4.3) le morphisme fonctoriel D,gr L — gr D, L est un isomorphisme de diagrammes
commutatfs.

Nous prouverons ce théoréme, ainsi que les corollaires qui suivent, en (2.3).
Remarquons déja que (2.2.4.2) est vérifié parce que ’anneau gr Q est principal (2.1.3).

(2.2.5) Corollaire. — Avec les notations précédentes, I’algébre filtrée UL est une Q-algébre
valuée, et valuée en tant qu’anneau. Le morphisme fonctoriel U gr L — gr UL est un isomorphisme.

(2.2.6) Corollaire. — Si f: L—L' est un homomorphisme et une isométrie de Q-algébres
de Lie valuées, alors Uf : UL—UL’ est une isométrie.

(2.2.7) Corollaire. — Soit (x,);cy une famille filtrée-libre (I, 2.1.16) dans une
Q-algébre de Lie valuée L. St nous ordonnons totalement I’ ensemble d’indices 1, les mondmes ordonnés x*
forment une famille filtrée-libre dans UL, « parcourant Uensemble N, Si les (x;) constituent une
base fultrée (resp. base topologique) de L, alors les (x*) constituent une base filtrée de UL (resp. une
base topologique du complété OL de UL).

(2.3) Preuves du théoréme (2.2.4) et de ses corollaires.

(2.3.1) Lemme. — Soit (2.2.3)
o->M->M-M"-o0

une suite exactement filtrée (sur un anneau filtré Q quelconque). Alors la suite des gradués associés

o—»>gr M'—>gr M—gr M —o0
est exacle.

Preuve. — Pour chaque veR_, nous considérons le diagramme commutatif

o (o} [0}

o— M, — M, — M —o0

, — M/ —so

o —gr,M — grM —gr M’ —so0
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Les trois colonnes sont exactes, par définition du foncteur gr. La seconde ligne
est exacte, par la définition (2.2.3); Ja premiére ligne est exacte (par passage a la réunion,
ou limite inductive, des suites exactes pour les nombres v'>v). Par conséquent la troisiéme
ligne est exacte.

(2.3.2) Lemme. — Soit

(2.3.2.1) 0—>M’—f>M—>M”—>o
g

une suite de morphismes de Q-modules filtrés. Pour que cette suite soit exactement filtrée (2.2.3),
il faut et il suffit que les trois conditions suivantes soient vérifides.

(2.3.2.2) La suite (2.3.2.1) est exacte dans la catégorie des Q2-modules (non filtrés).
(2.3.2.3) Le morphisme gr f est injectif.
(2.3.2.4) Pour chaque veR_, Uapplication g,: M,—~M.' est surjective.

Preuve. — Ces trois conditions sont nécessaires. En effet, (2.3.2.2) s’obtient en
faisant v=o0 dans (2.2.3.2). L’injectivité de gr f résulte de (2.3.1). Enfin (2.3.2.4)
est une partie de (2.2.3.2).

Réciproquement si nous supposons vérifiées les trois conditions, la seule propriété
non immédiate relative a ’exactitude de la suite

o—>M,->M,->M;] —o
fy 9y
est la relation Ker g,CImf,. Or, si xeKerg, il existe yeM’ tel que x=f(y),
d’aprés (2.3.2.2) et w(M';y)=w(M;x) d’aprés (2.3.2.3), ce qui entraine yeM,
et xelmf,.

(2.3.3) Lemme. — Considérons, dans une catégorie de modules, le diagramme commutatif

sutvant, dont nous supposons les lignes et les colonnes exactes

o o

Lo

o—> A" —B —C —o0

Lo

(2.3.3.1) o—A —B —C

Lo

o AII Bll C/I o

Lo

[0} o}

St lintroduction d’un morphisme f:C’'—C (resp. g : C—C") conserve la commutativité du
diagramme, alors f est injectif (resp. g est surjectif).
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(2.3.4) Preuve du théoréme (2.2.4). — Soient Q un anneau de valuation discréte
complet et L une Q-algébre de Lie valuée.
(2.3.4.1) Pour chaque neN’,
o—»T, ,L-T,L->T"L—o

est une suite exactement filtrée de Q-modules valués.

En effet ces modules sont valués, d’apres le théoréme (I, 3.2.7%) et une suite exacte
scindée (dans la catégorie des Q-modules filtrés) est exactement filtrée.

(2.3-4.2) Pour chagque neN,
o—-»I"L-T"L—-S"L—o0

est une suite exactement filirée de Q-modules valués.
C’est une conséquence du théoréme (I, 3.2.7%).

(2.3.4.3) Pour chaque neN,
o—~>J,_,L->J,L—>I"L—>o

est une suite exactement filtrée de Q-modules valués.

En effet, la condition (2.g.2.2) du lemme (2.3.2) est vérifiée, car le théoréme
de Poincaré-Birkhoff-Witt est valable (I’anneau Q étant principal). La condition (2.3.2.3)
est vérifiée puisque J,_,L est un sous-module valué de J,L. Enfin, la condition (2.3.2.4)
résulte du théoréme (I, 3.2.7) et de la forme (2.1.2.3) des générateurs de J,L.

(2.3.4.4) Pour chaque neN et chaque veR_, nous avons les suites exactes
o - (J.L), - (T,L), = (G,L),,

et
o—gr]J,L—->grT,L—>grU,L.

Ces assertions résultent de la définition des filtrations canoniques (2.2.1) et
de (I, 2.3.8).

(2.3-4.5) Démontrons maintenant les assertions (2.2.4.1) par récurrence sur z. Nous
prouvons que la suite

o—-»U, ,L->UL-~>SL->o

est exactement filtrée en lui appliquant le lemme (2.3.2). La condition (2.3.2.2)
résulte de la validité du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt (2.1.3). Pour vérifier
(2.3.2.3), nous montrons que l'application gr U,_,L —gr U,L est injective, en
appliquant le lemme (2.3.3) au diagramme gr D,L, compte tenu de (2.3.4.1),
(2.3.4.2), (2.3.4.3), de notre hypothése de récurrence, et du lemme (2.3.1). Enfin
nous vérifions (2.3.2.4) en appliquant le lemme (2.3.3) au diagramme (D,L),.

Le diagramme (D,L), posse¢de ainsi trois colonnes et deux lignes exactes, ce qui
implique Pexactitude de la ligne restante. Nous venons de prouver (2.2.4.1).
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(2.3.4.6) Les seules assertions de (2.2.4.3) qui ne figurent pas dans P’énoncé du
théoréme (I, 3.3.7) concernent les isomorphismes

J.grL—->grJ L e U,grL-—>grU,L.
Nous les prouvons par récurrence sur n, 2 partir des diagrammes exacts

o—> J,_grL - J,grL - I"grL— o

|

o—>grJ,_L—->grJ,L - grI"L — o

o—U,_,erL—->U,grL »>S"2srL—o0

o

o—> grU,_,L—-grU,L -grS"L - o

(2.3.5) Lemme. — Soit
o->M ->M->M"'"—-o0

une suite exactement filtrée de Q-modules filirés. Si M’ et M’ sont valués, alors M est
valué.

Preuve. — Nous vérifions que M est séparé. D’aprés (2.3.1), le module gr M est
sans torsion, comme extension de modules sans torsion.

(2.3.6) Preuve du corollaire (2.2.5). — Nous prouvons que les modules U,L sont
valués par récurrence sur n, en appliquant le lemme (2.3.5) aux suites exactement

filtrées
o—-»U,_,L->U,L—S"L->o.

Le module UL s’obtient alors (2.2.1) comme limite inductive de modules valués,
calculée pour une famille d’isométries. 11 est donc valué (I, 2.3.9). Nous pouvons passer
a la limite inductive dans les isomorphismes U,gr L. - gr U,L, et nous obtenons ainsi
I’isomorphisme
(2.3.6.1) UgrL — gr UL.

Cet isomorphisme vaut pour les structures d’anneaux (ou de gr Q-algebres) de U gr L
et de gr UL. Pour démontrer que UL est valué en tant qu’anneau, nous sommes donc
ramenés & prouver que U gr L est sans diviseurs de zéro. Or, pour sa « filtration crois-
sante » canonique, U grL a comme gradué associé¢ S grL qui est une algebre de
polynémes (I, 1.2.3).

(2.3.%7) Preuve du corollaire (2.2.6). — D’aprés le théoréeme (I, 3.3.7), les
applications

(2.3.7.1) S*f:S"L — S"L/
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sont injectives. Nous en déduisons que les applications

(2.3.7-1) U, f:U,L—-1U,L

sont injectives, par récurrence sur z au moyen des suites exactes
o—-»U, ,L-UL-—>S"L—o.

Cela prouve le corollaire, puisque UL est réunion (par abus de langage) des U, L.

(2.3.8) Preuve du corollaire (2.2.7). — Nous prouvons, par récurrence sur z, que
les (x*) forment une famille filtrée-libre pour |a|<n. Cela est vrai pour n=1 (rappelons
que les x; sont d’augmentation nulle). Le passage de (rn—1) a =z utilise le théoréme
(I, 3.3.7), et la suite exacte o - U,_,L - U,L - S"L — o.

3. GROUPES ET ALGEBRES DE LIE
(3.1) Le théoréme de saturation des algébres de Lie.

(3.1.x) Les algébres diagonales valuées UL et leurs extensions. — Désignons de nouveau
par Q un anneau de valuation discréte complet, d’inégales caractéristiques, avec v(p)= 1.
Soit L. une Q-algébre de Lie valuée. Nous avons défini en (1.1.3) I’algébre envelop-
pante UL comme une algébre diagonale stricte. D’autre part Palgebre UL est
valuée (2.2.5) et son application diagonale est un morphisme de Q-algébres valuées.
Nous avons donc une structure de Q-algébre diagonale valuée sur ’algébre UL (1.2.5),
ainsi que sur les algébres complétée, divisée ou saturée de UL (1.2.6). Nous utiliserons
surtout l’algébre saturée Sat UL. Tout morphisme f:L-—L’ se prolonge en un
morphisme Sat Uf : Sat UL — Sat UL’ (ce qui exprime le caractére fonctoriel de Sat U);
si f est une isométrie, alors Sat Uf est une isométrie, d’aprés (2.2.6) et (I, 2.2.11).

(3.x.2) Lemme. — Pour toute Q-algébre de Lie valuée L, le morphisme fonctoriel

(3.1.2.1) Sat UL — Sat U Sat L,
déduit de Uinjection L—Sat L, est un isomorphisme.
Preuve. — L’isométrie L—div L se prolonge en une isométrie UL—U div L.

Si nous identifions UL a un sous-module de U div L, le quotient est un Q-module de
torsion, ce qui prouve (I, 2.2.9) que le morphisme

(3.1.2.2) div UL - divU divL
est un isomorphisme, ainsi que le morphisme des complétés :

(3.1.2.3) Sat UL — Sat U div L.

Comme divL est dense dans SatL, I'image de div UdivL est dense dans
div U Sat L, et le morphisme

(3.1.2.4) Sat U div L. - Sat U Sat LL
est un isomorphisme. Les relations (3.1.2.3) et (3.1.2.4) prouvent notre lemme.
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(3.1.3) Théoréme de saturation. — Soit L une Q-algébre de Lie valuée. Dans Ialgébre
diagonale valuée Sat UL nous avons les relations

(3.1.3.1) & Sat UL =Sat L.
(3-1.3.2) % Sat UL = ¢"Sat UL.

Rappelons que les foncteurs .#, ¢, %" ont été définis en (1.3.1), et que nous
identifions Sat L & un sous-module de Sat UL. D’apreés le lemme (3.1.2), nous pouvons
supposer que L est une algeébre saturée. Nous nous ramenerons au cas ou L possede
une base topologique, au moyen des lemmes (3.1.6) et (3.1.%), d’ou résulteront respec-
tivement des énoncés un peu plus précis que (3.1.3.1) et (3.1.3.2). Formulons d’abord
un corollaire.

(3.x.4) Corollaire. — Toute Q-algébre de Lie saturée L peut s’obtenir sous la forme LA,
ot A est une algébre diagonale saturée.

I1 suffit en effet de prendre A =Sat UL.

Soit A une Q-algébre diagonale saturée. Posons L=.%A et B=Sat UL. Le
morphisme fonctoriel (1.3.3.2)

(3.1.4.1) UL—-A

se prolonge en un morphisme de Q-algébres diagonales saturées
(3-1.4.2) f:B—A,

Comme I’a montré 'exercice (1.2.9), le morphisme f n’est pas nécessairement
une isométrie. Néanmoins sa restriction & ¥B (resp. £ B, ¥'B) est un isomorphisme
sur LA (resp. LA, 9°A). Cela justifie la définition suivante.

(3.1.5) Définition. — Une Q-algébre diagonale saturée A sera dite normale si le morphisme
Jfonctoriel Sat ULA—>A est un isomorphisme.

(3.x.6) Lemme. — Soit L une Q-algébre de Lie valuée admettant la base topologique (9;); 1
(I, 2.1.17). Supposons Pensemble d’indices 1 totalement ordonné. Notons K le corps des fractions
de Panneau Q, A Palgébre diagonale saturée Sat UL, w la valuation de A et A son application
diagonale. Posons ~,=w(y;) pour icl.

(3.x.6.1) Si xeA, x¢Sat L, nous avons

w(Ax—x®@1—1®x)<d+ 1,
oit
d= sup w(x—z).
z€BatL

(3-1.6.2) Les éléments de GA s’écrivent univoquement comme des produits ordonnés

x= Il exp(; %)
1e1

oiv les N, sont des éléments de K vérifiant les conditions suivantes : pour chaque i€l
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o)+ 1> (p—1)"Y et o(N)+7; tend vers Uinfini (suivant le filtre des complémentaires des
parties finies de 1). Nous en déduisons (111, 1.1.4)

w(x):w(x—r):érelf( ) +7),
et GA=9"A.

St Q=2Z,, les éléments exp(p"iy;) constituent une base ordonnée du groupe p-saturé F" A,
les entiers h;eZ étant déterminés par les conditions

(p—1) " <m+h<p(p—1)7h
Preuwve. — Posons NP =], et m=§lrioc,. pour «e]. D’aprés (2.2.7), les

mondmes ordonnés y* (x€]) constituent une base topologique du complété UL de ’algébre
enveloppante UL, et nous avons w(»*)=r<a (2.2.5). Nous obtenons donc une base
topologique de A en divisant les y* par des puissances convenables d’'une uniformisante
de Q (I, 3.1.7). II est plus simple d’écrire les éléments de A comme des séries

(3.1.6.3) x= Z )%

ou les A, sont des éléments de K qui vérifient les conditions suivantes : »(A,)+ ta>0

pour tout «€], et v(A,)+ra—>o0 (suivant le filtre des complémentaires des parties
finies de A). Nous avons alors

(3.1.6.4) w(x) = inf, (o0r)+ 72).
L’application diagonale A est définie, comme en (1.1.9), par les formules

(3.1.6.5) M= X (B, YDy
B+y=a

Pour I’élément x€A donné par la série (3.1.6.3), nous obtenons

(3.1.6.6) Ax—x®1—1®x =—2A 11 +9 Z>0([3, Y4 PO
» Y

La derniére somme est étendue aux couples B, y d’éléments de J, avec p>o
et y>o.

Le nombre d défini en (3.1.6.1) est égal a
(3.1.6.7) d= (2(Ay) + ).

aEJII#l

La preuve de (3.1.6.1) s’achéve en remarquant que, si «€] avec |a|>1, il
existe B et yeJ], avec B>o, y>o, B+y=a et o((B,y))<I.
Passons a la preuve de (3.1.6.2). Pour le méme élément x (3.1.6.3), nous avons

(3.1.6.8) x@x—Ax= X (Rahy—(B; Y)hg 1y 0@

B,yed
Pour que cet élément appartienne & #A, il faut et il suffit que Ay=1, et que
(3.1.6.9) A Ay — (B Y)Ag 4y =0
512



GROUPES ANALYTIQUES p-ADIQUES 129

pour tous B, yeJ. Ces équations montrent que les A, sont déterminés par la seule donnée
des A;=A;, (rappelons que 3; est I'élément « de J vérifiant «;=1 et |x|=1). Plus
précisément, les relations (3.1.6.9) équivalent, si Ay=1, a

(3.1.6.10) )\az(a!)—lxah—_(a!)-lr‘[;\?’

pour tout a«€]. Comme o(A,)+ 7« doit tendre vers linfini, nous devons avoir
o(0) + > (p—1)7Y, daprés (III, 1.1.2), et o(A)+7; tend vers Pinfini. Les éléments
exp();9;) sont donc définis dans A (III, 1.1.4), et leur produit converge vers x.
(3-x.7) Lemme. — Conservons les notations du lemme (3.1.6). Soit x un élément de A,
d’augmentation 1, et vérifiant
w(x—1)< (p—1)"%

Nous avons alors la relation

(3.1.7.1) w(x®@x—Ax)<p(p—1)~ 1

Preuve. — Supposons d’abord que la base topologique de L se réduise au seul
élément y, avec w(y)=r. Ecrivons x sous la forme
(3.1.7.2) x= Eulny" (r,€K).

Posons, pour chaque neN,
(3.1.7.3) c(n)=v(r,)+ tn.
Pour que x appartienne a A, nous devons avoir ¢(n)>0 pour tout neN, et c¢(n)

doit tendre vers 'infini avec n. Nous avons, par hypothése, Ay=1 et il existe un neN"
tel que

(3.1.7.4) c(n)< (p—1)~ N

Supposons que w(x®x—Ax)>p(p—1)~". D’apres la formule (3.1.6.8), cela équi-
vaut aux relations

(3.1.7.5) (A== (m, )N, 4 ) +7(mA-m)>p(p—1) 7"

pour tous m, neN.

Désignons par r le plus petit entier n>1 pour lequel ¢(n) atteint son minimum.
Nous avons donc r>1 et

(3.1.7.6) c(m)>e¢(r) pour 1<n<r.
D’aprés (3.1.7.4), nous avons
(3.1.7.7) o)< (p—1)7"
Supposons d’abord que r ne soit pas de Ja forme p*, ot £eN. Il existe alors m, neN’,
tels que m—+n=r et v((m,n))=o0. Nous avons, d’aprés (3.1.7.6)
(3.1.7.8) c(m)+c(n)>2¢(r)=c(r).
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Nous en déduisons la relation
(3179) v()‘m)‘n)>v()‘r)=v((m: Il)l,.),

et les relations (3.1.7.5) et (3.1.7.7) sont contradictoires.

Nous sommes donc ramenés au cas ot =" Supposons, plus généralement, que,
pour. un certain £eN, nous ayons la relation

(3.1.7.10) (< (p—1)7
Nous en déduisons, par récurrence sur z, a partir de (3.1.7.5),
(3.x.7.11) (@M =ic(p?),  pour 1<i<p,
puis la relation
(3.1.7.12) (Pt ) =pe(p)—1.
Cette derniére relation s’écrit encore
(3.1.7.13) () —(p—1) T =p(e(N—(p—1)7).

La relation (3.1.7.10) reste donc valable si I’on y remplace % par k-4 1. Plus
généralement, nous obtenons par récurrence sur zeN,

(3.1.7.14) () —(p—1) T =p"(c(PN)—(p—1)7Y),
d’ou, puisque ¢(n) est toujours positif,
(3.x.7.15) (PP =(p—1)"' pour tout neN,

ce qui contredit ’hypothése que ¢(n) tend vers l'infini avec z.
Traitons maintenant le cas général Soit xeA, avec x= Z )\ «J% Ag=1. Suppo-
sons que w(x®x—Ax)>p(p—1)" " Cela équivaut aux relations

(3.1.7.16) 2(Aghy—(Bs Y)Ag ) FT(B+1)>p(p—1)7,

pour tous B, ye]. Nous venons de voir que (A,)+ta>(p—1)"! pour chaque «e]
de la forme nd;, neN, iel. Si nous avons w(x—1)<(p—1)~% choisissons ae] tel que
o(A)+Ta< (p—1)7!, et que le nombre d’indices iel avec >0 soit minimum. Il
existe alors B et yeJ, vérifiantlesrelations : B4y =ua, 0((B,Y))=0, v(Ag) + B> (p—1)7},
o(hy)+7y> (p—1) 71

Ces relations sont incompatibles avec (3.1.7.16), et notre lemme est prouvé.

(3-1.8) Preuve de (3.1.3). — Supposons l’algébre de Lie L saturée. Si
xeZ Sat UL, x¢L, posons
(3.1.8.1) d=sup w(Sat UL; z—x).
2€L

Soit M une sous-algéhre saturée de L, engendrée par une famille finie d’éléments.
Nous pouvons identifier Sat UM & une sous-algébre de Sat UL (2.2.6). Lorsque M
varie, les sous-algébres Sat UM forment une famille filtrante croissante de sous-modules

514



GROUPES ANALYTIQUES p-ADIQUES 131

divisibles de Sat UL. Leur réunion contient UL, donc div UL, et est dense dans Sat UL.
Nous pouvons donc choisir la sous-algébre de Lie saturée de type fini M de telle sorte
qu’il existe un élément x'eSat UM, avec

(3.1.8.2) w(Sat UL; x—=x")>d+ 1.
La relation (3.1.8.1) implique alors
(3.1.8.3) sup w(Sat UM; 2’ —x')<d,
2 EeM

et la relation xe.% Sat UL implique
(3.x.8.4) w(Sat UM; Ay’ —x'®1—1Qx')>d + 1.

Or lalgeébre de Lie saturée M posséde une base topologique, d’apreés (I, 3.1.10), et
les relations (3.1.8.3), (3.1.8.4) sont incompatibles, d’aprés (3.1.6.1). Cela prouve la
premiére assertion du théoréme (3.1.3); la seconde s’établit par la méme méthode, grace
au lemme (3.1.7). Nous démontrons un résultat plus précis que le théoréme (3.1.3) :

les lemmes (3.1.6.1) et (3.1.7) restent valables sans supposer que L poss¢éde une base
topologique.

(3.2) Transport de structures.

\

(3.2.1) Application du théoréme de saturation a une algébre de Lie libre. — Soient L
laZ -algebre de Lie libre engendrée par deux éléments x et y, et funnombre >o. L’algébre
enveloppante UL est une Z -algebre associative libre engendrée par x et y. Munissons L
de la borne inférieure w des filtrations d’algeébre pour lesquelles w(x)>¢ et w(y)>¢ (ou
encore pour lesquelles tous les éléments ont une filtration >¢). Cette filtration est une
valuation, et la structure d’algébre diagonale valuée de UL définie en (3.1.1) coincide avec
une de celles définies en (1.2.8).

L’algébre saturée Sat UL dépend de f#, mais nous pouvons toujours considérer
Sat UL comme un sous-anneau de I’algebre de Magnus engendrée par x et y sur le
corps Q, (II, 1.1.10).

Un élément z de Sat UL (resp. de Sat L) s’écrit univoquement comme une série

(3.2.1.1) 2= Z t(%7)

ou, pour tout neN, u,(x,y) est un polyndme associatif (vesp. polyndme de Lie) a coefficients
dans Q, homogéne de degré total n en x et y.

Pour chaque neN, notons k, le plus petit entier (€Z) tel que ph"un(x, ) soit un
polynéme & coefficients dans Z,, (si u,=o, posons h,=—o0). Nous avons alors les relations
(3.2.x.2) nt—h,>0 pour chaque neN;

(3-2.1.3) nt—h, tend vers l'infini avec n;
(3.2.1.4) w(Sat UL; z)=ﬂig£(nt—h,,).
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Supposons maintenant ¢>(p—1)~% Nous avons alors x, ye.# Sat UL. Nous en
déduisons, d’apres (1.3.5), exp x, expye ¥ Sat UL, puis (1.3.2) (exp x) (exp y)e ¥ Sat UL,
d’ott, d’aprés (1.4.5) et (3.1.3), les relations
(3.2.1.5) z==Log(exp x)(exp_y)eSat L;

(3.2.1.6) w(Sat UL; z)> (p—1)~ L
L’¢lément Log(exp x)(exp_y) s’écrit donc sous la forme (3.2.1.1), les u, étant des

polyndmes de Lie. Pour calculer u,(x, y) il suffit de connaitre les termes des séries logarithme
et exponentielle jusqu’au degré n. Les #,(x, y) sont donc des polynémes de Lie a cogfficients

rationnels. Nous avons u;(x,9)=x-+y et uy(x,?) =é[x, 9]

Les relations (3.2.1.4) et (3.2.1.6) nous donnent

(3.2.1.7) nt—h,>(p—1)"1  pour t>(p—1)7",
c’est-a-~dire
(3.2.1.8) h<[(n—1)(p—1)"'  pour neN.

(3.2.2) Théoréme : la formule de Hausdorff, sa majoration p-adique, et son application
aux algébres diagonales saturées. — Dans algébre des séries formelles associatives en x et y a
coefficients rationnels (algébre de Magnus), I’élément
(3.2.2.1) ®(x, y) =Log(exp x) (exp_y)
s’écrit sous la forme

I

(3.2.2.2) (D(x,_y)=x—|-y—|—5[x,y] 4+ .o tu, )+

oit, pour chaque neN’, u,(x,y) est un polynéme de Lie en x, y & coefficients rationnels, homogéne
de degré total n. Si nous posons

(3-2.2.3) by=[(n—1)(p—1)71],

les polyndmes de Lie ph”u,,(x,_y) sont @ coefficients p-entiers.

Si A est une algébre diagonale saturée (1.3.4), et si x', y' sont deux éléments de L"A,
alors u,(x', y') est, pour chaque neN’, un élément de L’ A, et nous avons
(3.2.2.4) Log(exp #) (expy) =_ 5 u,(x',¥),
o la série du second membre converge dans L A.

Preuve. — Toutes ces assertions ont été établiesen (3.2.1), a ’exceptionde (3.2.2.4).
Pour vérifier cette derniére formule, posons ¢=min(w(A; x"), w(A;y')); construisons une
Q-algebre de Lie libre L de générateurs x et y; valuons L par la borne inférieure w des
filtrations pour lesquelles w(x)>¢, w(p)>¢ Il existe alors un morphisme d’algébres
diagonales saturées f : Sat UL—A défini par f(x)=x" et f(»)=y". Laformule (3.2.2.4)
est vérifiée par x et y dans Sat UL; I’existence de f montre que cette formule est encore
vérifiée par x’ et » dans A.
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(3-2.3) Proposition. — Inversion de la formule de Hausdorff (cf. exercice (111, 2.1.10)).

Sotent A une algébre diagonale saturée, et x, y deux éléments de F* A. Nous avons alors les relations
sutvantes :

(3-2.3.1) exp(Log x4+ Log y) = }in% (xP‘),P‘)p"',
(3.2.3.2) exp[Log ¥, Log y]= lim (s, yp)P~*

Les racines p'-iémes qui figurent dans ces formules doivent étre calculées dans. le groupe %" A
ou elles sont untvoquement déterminées.

Preuve. — Posons Logx=x" et Logy=)'. D’apres le théoréme (3.2.2), nous
avons

Log()=#++y'+ Z u,(x’, "),

et de méme, pour chaque ieN,

(3-2.3.3) Log(sy™)=p (' +5)+ Z, o un(x', )
(3-2.3.4) Log(«P5P)P™" = +y' +4 T p"~Hun(x', 5').

Nous obtenons la formule (3.2.3.1) en transformant les deux membres de (3.2.5.4)
par la fonction exponentielle, qui est continue, et en passant a la limite.

Pour démontrer la formule (3.2.3.2), nous utilisons la série donnant le « commu-
tateur de Hausdorff »

(3.2.3.5) ¥ (x,y)=Log(e~ "¢ "¢ ¢") = L 1,(x,7).

Les u,(»,y) sont des polynémes de Lie a coefficients rationnels, homogénes de

degré total n. A partir de (3.2.2.2), nous calculons ,(x, ¥) qui est égal & [x, ]. Nous
avons, dans Palgébre saturée A

Log(x, 9) =[x, 51+ Z u(x,5)

et de méme, pour chaque ieN,

(3-2.3.6) Log(+”', y7) =p¥[xy]+ T p"oa(x', ),
(3.2.3.7) Log(xP yP)P* <[, y] 441 T pn=5n, (v’ ).

Cette derniére relation nous donne la formule (3.2.3.2).

(3.2.4) Corollaire. — Soient A une algébre diagonale saturée (1.3.4), et G un sous-
groupe p-saturé de G° A pour la filtration induite o (111, 2.1.6). Alors Pensemble L des éléments
Log x, o x€G, est une sous-Z -algébre de Lie de LA, et L s’identifie & Pensemble des éléments
de filtration > (p—1)~" de Palgébre Sat L (algébre saturée de la Z -algeébre de Lie L).

Preuve. — Soient x, yeG, ¥’ =Log x et »' =Log y. Nous avons, pour chaque ieN,
(¥ 9PY>i 4 (p—1)"1 et w((xP', yP*))>2i + 2(p—1)"L Puisque le groupe G est p-saturé,
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cela prouve que les éléments (xP'yP P~ et (xP', yP")P% appartiennent 2 G. Comme
ce groupe est fermé, la proposition (3.2.3) nous donne
(3.2.4.1) ¥ +yel et [x,y]eL.

Nous avons aussi, pour AeZ,,
(3.2.4.2) A’ = Log(x*) eL.

La Z,-algebre valuée L est compléte, car isométrique au groupe complet G. Si zeL,
alors w(L; 2)>(p—1)~" et, si w(L;2)>p(p—1)"", z est divisible par p dans L. Nous
en déduisons la relation

(3.2.4-3) divL=SatL,

et L s’identifie & ’ensemble des éléments de filtration >(p—1)~! dans Sat L.

(3-2.5) Théoréme de saturation des groupes. — Soient G un groupe p-saturé, et A=Sat Z[G]
la Z -algeébre diagonale saturée, définie en (1.2.8). Alors nous avons la relation

(3.2.5.1) G'A=G,

et A est une Z-algebre diagonale saturée normale, au sens de (3.1.5).
Preuve. — Par définition de I’algébre A, nous avons

(3.2.5.2) GC¥'A.

Soit L ’ensemble des logarithmes des éléments de G, calculés dans A. D’aprés le
corollaire (3.2.4), L est une Z-algébre de Lie, et, si nous appliquons le théoréme (3.1.3)
a Dlalgébre diagonale saturée B =Sat UL, nous obtenons la relation

(3.2.5-3) L=9'B.

L’injection canonique de L dans A se prolonge en un morphisme de Z -algébres dia-
gonales saturées

(3.2.5.4) -~ f:BsA,

Si nous posons G'=%'B, le groupe G’ est ’ensemble des exponentielles des
éléments de L (calculées dans B), d’aprés (3.2.5.3) et le théoréme (1.3.5). La
restriction de f & G’ est une isométrie (I1I, 1.1.3) de G’ sur G. D’aprés (1.3.3), les
éléments de G’ sont linéairement indépendants dans B, c’est-a-dire qu’ils engendrent
la sous-algébre B’=Z,[G'] CB. D’aprésla définition de la filtration induite de Z,[G] (111,
2.3.1), la restriction de f a B’ est une isométrie. Comme B==SatB’ (1.3.5.5), le mor-
phisme f est une isométrie surjective, ce que nous voulions prouver.

(3-2.6) Isomorphisme de catégories. — Nous venons de voir que n’importe quel
groupe p-saturé G est de la forme &°A, ot A est une Z -algebre diagonale saturée. Nous
pouvons donc définir sur le méme ensemble G une structure d’algébre de Lie, au moyen
des formules de la proposition (3.2.3). Réciproquement, si L est ’ensemble des éléments
de valuation >(p—1)~! d’une Z -algebre de Lie saturée, nous pouvons définir sur le
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méme ensemble L une structure de groupe au moyen de la formule de Hausdorff (3.2.2).
Nous obtenons ainsi un isomorphisme de catégories. Rappelons les axiomes qui défi-

nissent les objets de ces deux catégories :

L’ensemble G est un groupe, et « est
une application de G dans

R+u{+oo}.

Pour tout x€G, (x)>(p—1)"1; w(x) =00
équivaut 2 x=1, et o(x’)=ow(x)+1; si
o(x)>p(p—1)71, il existe yeG tel que
Y=z

Pour tous x, yeG, nous avons

w(r™")> min(a(x), o(y))
et o((%,))>6(®) + ().

Si G, désigne I’ensemble des xeG, avec
w(x)=n, les G, (neN) constituent un sys-
teme fondamental de voisinages de 1 pour
une topologie de groupe. Le groupe G est
complet pour cette topologie.

L’ensemble L est une algébre de Lie,
et w est une application de L dans

R, u{+ o}

Pour tout xeL, w(x)>(p—1)"1; w(x) =0
équivaut & x=o0, et w(px)=w(x)+1; si
w(x)>p(p—1)71, il existe yeL tel que
y==x.

Pour tous x, yeL, nous avons

w(x—p) > min(w(x), (7)),
et w([x,7]) > w(x) +w(y).

Si L, désigne ’ensemble des xeL, avec
w(x)=n, les L, (neN) constituent un sys-
téme fondamental de voisinages de o pour
une topologie d’algebre de Lie. L’algébre L
est compléte pour cette topologie.

(3-2.7) Automorphismes intérieurs. — Soient A une algébre diagonale saturée et x
un €élément de #*A. Notons g, (resp. d,) ’endomorphisme de A défini par la multipli-

cation a gauche (resp. a droite) par x :

(3.2.7.1) LI=%;  dy=yx
Nous avons, par définition du crochet
(3.2.7.2) ad x=g,—d,.

La multiplication & gauche (resp. & droite) par ’élément exp xe@ A s’écrit
encore exp g, (resp. exp d,). L’automorphisme intérieur

(3-2.7-3)

y>(exp x)p(exp x) ™1 (yeA),

s’écrit donc (exp g,)(exp(—d,)), ou encore, puisque g, et d, sont des endomorphismes
permutables, exp(ad x). Nous obtenons la formule

(3-2.7.4)

(exp x)y(exp x) "' = (exp(ad 1)) .5,

pour tout yeA. Nous avons en particulier, pour ye #"A,

(3-2.7.5)

Log((exp x)(exp y) (exp (—x))) =(exp(ad x)) ..

(3-2.8) Proposition. — Soient G un groupe p-saturé et H un sous-groupe p-saturé de G.
Alors le normalisateur N de H dans G est un sous-groupe p-saturé.
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Preuve. — Soit A la Z,-algebre diagonale saturée SatZ,[G] (3.2.5). Notons
Log G (resp. Log H, Log N) I’ensemble des logarithmes des éléments de G (resp. de H,
de N). D’aprés (3.2.4), Log G et Log H sont des Z -algébres de Lie complétes, et Ialgébre
des endomorphismes du module Log H, valuée comme en (I, 2.2.4.1), est saturée.

Pour qu’un élément xeLog G appartienne a Log N, il faut et il suffit, d’aprés
(3.2.7), que Log H soit stable pour I’endomorphisme exp(ad x). Comme I’algébre des
endomorphismes de Log H est saturée, cela équivaut a dire que Log H est stable pour
I’endomorphisme ad x. Autrement dit, Log N est le normalisateur de la sous-algébre Log H
dans l'algébre de Lie Log G. Notre proposition en résulte.

(3.3) Les foncteurs Sat et div dans la catégorie des groupes p-valués.

(3-3-1) Définition du groupe saturé d’un groupe p-valué. — Soit G un groupe p-valué
(ITI, 2.1.2). Munissons l’algebre Z,[G] de la filtration induite (III, 2.3.3), et construi-
sons I’algébre diagonale saturée SatZ,[G], comme en (1.2.7).

Nous appelons groupe saturé du groupe p-valué G, et nous notons Sat G le groupe
(3.3.1.1) Sat G=9%"SatZ,[G].
Nous identifions G au sous-groupe de Sat G qui lui est canoniquement isomorphe,

et nous notons Zy I'injection canonique de G dans Sat G, qui est donc une inclusion.
(3-3-2) Propriétés du foncteur Sat.

(3-3.2.1) Pour tout groupe p-valué G, le groupe Sat G est p-saturé, et Uinclusion iz : G—Sat G
est une isométrie.

C’est une conséquence de (III, 2.3.3) et de (1.3.5.3).
(3-3-2.2) St le groupe G est p-saturé, alors Sat G=G.

C’est la relation (§.2.5.1).

(3-3.2.3) Soit f:G—>H un morphisme de groupes p-valués. Alors f se prolonge en un mor-

phisme Sat f : Sat G—>Sat H, qui achéve de définir le foncteur Sat dans la catégorie
des groupes p-valués.

En effet, f se prolonge en un morphisme des algébres de groupes : Z,[G]—~Z,[H],
d’aprés (III, 2.3.1.3), puis en un morphisme d’algébres diagonales saturées (I, 2.2.11) :
Sat Z,[G] — Sat Z,[H], dontlarestriction a Sat G donne (1.3.2.3) le morphisme cherché
Sat f: Sat G — Sat H. La relation « Sat f prolonge f » s’écrit encore igof=Sat foig.
(3-3-2.4) Soient G un groupe p-valué, H un groupe p-saturé, et f: G—H un morphisme. Alors

tl existe un morphisme g :Sat G—>H, et un seul, qui prolonge f.

Nous venons de voir (3.3.2.3) larelation izof=Sat foiy, quiseréduita f= Sat foi,
puisque iy est I'identité sur H (3.3.2.2). D’autre part, si g : Sat G=H est un morphisme
vérifiant f=goi,, nous en déduisons Satf= Sat goSatig, c’est-a-dire Satf=g.
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La propriété (3.3.2.4) définit le foncteur Sat comme solution d’un probléme
d’application universelle.

(3-3.2.5) St f: G>H est une isométrie de groupes p-valués, alors Sat f :Sat G—>SatH est
une isométrie.

C’est une conséquence de (IIl, 2.3.5) et de (I, 2.2.11).

(3.3-3) Proposition. — Soit H un sous-groupe du groupe p-valué G, muni de sa filtration
induite. Alors Sat H s’identifie & un sous-groupe de Sat G. Si H est distingué dans G, Sat H est
distingué dans Sat G.

Preyve. — La premiére assertion équivaut a la propriété (3.3.2.5). Supposons
donc H distingué dans G, et soit xeG. Notons f’automorphisme intérieur de G associé
a x, et g la restriction de f a H, considérée comme application dans H. Alors Sat f est
P’automorphisme intérieur de Sat G défini par x; la restriction de Satf a SatH et la
composée de Sat g avec l'inclusion de Sat H dans Sat G coincident, d’apres (3.3.2.4).
I1 en résulte que I’élément x normalise le sous-groupe Sat H. Or le normalisateur de Sat H
dans Sat G est p-saturé, d’aprés (3.2.8). Comme il contient G, c’est le groupe Sat G,
d’aprés (3.3.2.4).

(3-3-4) Définition du foncteur div dans la catégorie des groupes p-valués. — Soit G un groupe
p-valué. Nous notons div G Pintersection des sous-groupes p-divisibles (111, 2.1.5) de Sat G qui
contiennent G.

Le sous-groupe div G est p-divisible.

Si f:G—H est un morphisme de groupes p-valués, alors I'image réciproque du
sous-groupe div H par le morphisme Satf (3.3.2.3) est un sous-groupe p-divisible
de Sat G. Il existe donc un morphisme divf:div G—div H, dont le prolongement
est Sat f.

(3.3.5) Propriété du foncteur div; remarques. — Le foncteur div posséde toutes les
propriétés analogues a celles du foncteur Sat énoncées en (3.3.2). Le groupe div G
est une extension p-divisible du groupe p-valué G; si f est un morphisme de G dans un groupe
p-divisible H, alors il existe un morphisme unique g :div G—>H qui prolonge f. Si f: G—-H
est un isométrie de groupes p-valués, alors div f est une isométrie.

Le groupe div G est dense dans Sat G (III, 2.1.7) et, par conséquent, nous obtenons
Sat G en complétant div G.

Contrairement au cas des modules (I, 2.2), nous avons construit le foncteur Sat
avant le foncteur div dans la catégorie des groupes p-valués.

Jignore si les propositions (3.2.8) et (3.3.3) restent valables quand on y remplace
« saturé » par « divisible » et Sat par div.

(3-3.6) Lemme. — Soit G un groupe p-valué complet admettant la base ordonnée (x;); ¢
(II1, 2.2.4). Alors le groupe Sat G admet la base ordonnée (x;);cy, o les x; sont reliés aux x;
par des relations

(3.3.6.1) % =% (heN, iel).
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St le groupe G est p-saturé, les éléments (Log x;);cy constituent une base topologique de
la Z,-algébre de Lie valuée " Sat Z,[G].

Preuve. — Nous procédons comme en (8.1.6). Notons A P’algébre diagonale
saturée SatZ,[G] et B I'adhérence de Z,[G] dans A, c’est-a-dire I’algébre complétée
de Z,[G]. Posons J=N¥ r,=w(x), ta= erioc; pour a€].

i€

Notons, pour a€], z* le produit ordonné z*= Hx (x,—1)%,
i€

(3-3.6.2) La famille (2*),cy est une base topologique de B, avec w(z*)= ra.
En effet les (z*) forment une famille filtrée-libre d’apres le théoréme (III, 2.3.3),

et le sous-module complet-libre engendré par les z* dans B contient G, donc coincide
avec B.

Nous obtenons une base topologique de A en divisant les z* par des puissances
convenables de p, mais nous préférons écrire les éléments de A comme des séries

(3.3.6.3) 2 2,25 =),

xE€J

ou 2,eQ, et v(r,)+ra>0 pour tout «eJ;v(A,)+ 7o tend vers linfini (suivant le filtre
des complémentaires des parties finies de J), et

(3-3.6.4) w(y)= inf (o(0,) +<a).

L’application diagonale A est définie par les formules

o!

(3.3.6.5) Az*= 'z8®z7

2

Y (a—B)! (a—)! (B+v—o)!
ou la sommation est étendue aux couples B, y d’éléments de J vérifiant
(3366) BSOL, Y<a, B"‘Y}a'

Ces formules résultent de I'identité
n!

.3.6. =2 .
Pour que I’élément y de (3.8.6.3) appartienne a A, il faut et il suffit que Ay=1,
et que
ol

(33.6.8) T ) ) (B

pour tous B, yeJ, la sommation s’étendant aux «e] vérifiant (3.3.6.6).

Les équations (3.3.6.8) montrent que les A, sont déterminés, quand on connait
les As;=2; (puisque Ay=1), par les formules

(3.3.6.9) xa=(*)= ) (*)

o ieI\%

522



GROUPES ANALYTIQUES $-ADIQUES 139

Nous sommes ramenés au cas élémentaire ot G est isomorphe (comme groupe abstrait)
au groupe additif Z,,.
Pour chaque i€l, nous déterminons I’entier /; par la relation

(3-3.6.10) (p—1) 7' <m—h<p(p—1)7"

Les éléments x; sont alors bien déterminés dans &°A par la relation (3.3.6.1).
Pour que I’élément yeA donné par (3.3.6.3) appartienne & A=A, il faut et il
suffit que les A, soient donnés par (3.3.6.9), ou les 1,cQ , doivent vérifier

(3.3.6.11) v(N)+h=0  pour tout iel.
L’élément y est alors égal au produit ordonné
(3.3.6.12) y=II%% o vi:ph'?\i, 1el.

iel

Si le groupe G est p-saturé, nous avons #;=yx; pour tout iel.
Dans le cas général, les éléments de ZA sont les éléments y de la forme (3.3.6.3),
ou les A, satisfont aux équations A,=o0 et

ol

.3.6.1 z =
(3:3.0.23) B () By

pour tous les couples B, ye] tels que B>o0, y>o, l'indice de sommation «€] vérifiant
(3.3.6.6). Ces équations entrainent A,=o0 si « n’est pas de la forme n3; (reN, iel).

Nous sommes encore ramenés au groupe de dimension 1, oll nous prouvons la derniére
assertion du lemme.

(3.4) Groupes p-valués de rang fini; remarques et exemples.

(3.-4.-1) Théoréme. — Soit G un groupe p-valué complet de rang fini r. Alors le groupe
saturé Sat G a le méme rang r. Si x est un élément de Sat G, xP" appartient & G dés que Pentier n
est assez grand. Le groupe divisé div G coincide avec Sat G. Le groupe G est ouvert dans Sat G.

Preuve. — Le groupe G posséde une base ordonnée (x,);<;<, (III, 2.2.5). Notre
théoréme est alors une conséquence du lemme (3.3.6). Celui-ci nous donne méme un
énoncé plus précis : nous obtenons une base ordonnée (¥;) en prenant respectivement
des racines pli-iemes des x;, les entiers h; étant déterminés a partir des relations
(p—1) "' <o(x)<p(p—1)""

(3.4.2) Quotients sans torsion de groupes p-valuables : preuve de (III, g.1.7.6). —
Soit H un sous-groupe fermé distingué du groupe p-valuable G tel que le quotient G/H
soit sans torsion. Choisissons une p-valuation » de G, qui devient ainsi un groupe p-valué
de rang fini 7.

Construisons le groupe saturé Sat G, dont Sat H est un sous-groupe distingué,
d’apres la proposition (3.3.3). Le groupe Sat G est encore de rang r (3.4.1).

Le groupe quotient Sat G/Sat H est sans torsion, puisque Sat H est saturé, et nous
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avons prouvé (III, 3.3.2.4) que le groupe Sat G/Sat H est p-saturé pour la filtration
quotient de Sat G.

Or nous avons (Sat HinG=H, d’aprés (3.4.1), puisque G/H est sans torsion.
Le groupe G/H est donc isomorphe au groupe p-valué de rang fini (G.Sat H)/Sat H.

(3-4-3) Valuations rationnelles : prewve de (III, 3.1.11). — Soit G un groupe
p-valuable. Choisissons une p-valuation o de G, qui devient donc p-valué de rang r.
Construisons le groupe Sat G =H, qui est p-saturé de rang r. Nous allons prouver que H
peut étre muni d’une p-valuation & valeurs rationnelles. La méme propriété vaudra pour son
sous-groupe G.

D’aprés le transport de structures (3.2.6), il revient au méme de démontrer que
la Z -algébre de Lie L associée 2 H (et que nous pouvons écrire Log H dans I’algébre
diagonale saturée SatZ,[H]) admet une valuation a valeurs rationnelles. L’algébre de
Lie L est de rang 7 sur Z,, (3.3.6). Soit (x;);<;<, une base filtrée de L. Le crochet de Lie
est donné par les constantes de structure ¢;€eZ, :

(3-4.3-1) [xiaxi]= % Cijge Xy

1<k<r
et les valuations t;=w(x;) vérifient les inégalités
(3-4-3.2) 7+ 1< 0 (Ge) + T
pour tous i, j, .
Réciproquement, si les t; sont r nombres >0 vérifiant les 7° inégalités (3.4.3.2),

ils définissent une valuation de la Z -algeébre L (I, 3.3.6). Cette algebre de Lie devient,

par transport de structure, un groupe p-saturé, pourvu que les t; vérifient en outre
les r inégalités

(3-4-3-3) (p—1) 7 <m<p(p—1)~L

Les relations (3.4.3.2) et (3.4.3.3) constituent une famille finie d’inégalités en
les ~;, @ coefficients rationnels. Si cette famille admet une solution réelle, elle admet une solution
rationnelle [33]. Cela prouve notre assertion.

(3-4-4) Structures d’algébres de Lie sur les groupes p-saturables ; coordonnées « de premiére
espéce ». — Soit G un groupe p-saturé. Nous avons une structure d’algébre de Lie sur G,
définie par transport de structure (3.2.5). Les formules (3.2.3.1) et (3.2.3.2) qui défi-
nissent la somme et le crochet ne font intervenir que la structure de groupe topologique de G.

Un groupe p-saturable G (111, 3.1.6) posseéde donc une structure d’algebre de Lie
sur Z,. Notons L’ la Z -algébre de Lie ainsi associée & G. Le rang de G est égal au rang
du Z_-module libre L’ (3.3.6). Or un Z -module libre de rang r posséde une structure
de variété analytique taylorienne de type Z7, : le choix d’une base définit une identification
a Z3, et les fonctions de passage sont linéaires, donc analytiques tayloriennes.

Nous avons ainsi deux structures de variété analytique taplorienne sur le groupe
p-saturable G : celle définie en (III, 3.3.2) au moyen des coordonnées « de seconde
espéce », et celle définie au moyen de coordonnées par rapport 4 une base de L" (identifi¢
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a G) qu’on appelle encore « coordonnées de premiére espéce ». Ces deux structures de variété
analytique taylorienne coincident : les coordonnées de premiére (resp. de seconde) espéce sont fonctions
analytiques tayloriennes des coordonnées de seconde (resp. premiére) espéce.

(3.4.5) Preuve de (3.4.4). — Enoncons d’abord une généralisation de la formule
de Hausdorff (3.2.2). Soit r un entier naturel; posons J=N’. Nous avons une identité

(345 I) Log(exp xl) e (CXp xr)=a§Jua(xla R xr))

o les uy (xy, ..., x,) sont des polyndmes de Lie a coefficients rationnels, homogénes de multidegrés
respectifs o« en (%, ..., %,). Si nous posons

(3-4-5-2) hy=[(|a|—1)(p—1)7"]

les polynsmes de Lie phoeu,(x,, ..., x,;) sont & coeficients p-entiers.

La relation (3.4.5.1) peut étre considérée comme une égalité dans Palgébre
de Magnus engendrée par les x; sur Q, mais la formule (3.4.5.1) est encore valable
quand on y remplace les x; par des éléments de £ A (A désignant une algébre diagonale
saturée); les u,(%;, ..., %,) représentent alors des éléments de Z"A.

Ces assertions s’établissent soit par récurrence sur r a partir du théoréme (3.2.2),
soit directement comme ce théoréme.

Prenons un groupe G, p-saturé de rang r. Notons A Palgebre diagonale saturée
SatZ,[G] et L (resp. L") Palgebre de Lie LA (resp. #°A). Choisissons une base
filtrée (x;);<i<, de L'. Les éléments u,(#,, ..., %,) appartiennent & L’ et tendent vers
zéro. Nous avons des formules

(3453) ua(xb'“,xn): % di,axi:

1<i<r
ou les coefficients d; , appartiennent 4 Z, et tendent vers zéro (selon le filtre des complé-
mentaires des parties finies de J).
Les éléments (exp #;);<;<, constituent une base ordonnée du groupe G, d’aprés

(3.1.6). L’élément x dont les coordonnées de second espéce par rapport a cette base
sont (A, ..., A,)€Z; est

(3-4-5.4) x= I (expnx).

1<i<r
Nous avons, d’aprés (3.4.5.1),
(3-4-5-5) Logx= X Nuy(¥, «- 5 %)-

Les coordonnées de premiére espéce (g, ..., 1,) de 'élément xeG sont définies
par la relation

(3-4.5.6) Logx= 2 ux,.

1<i<r

Nous obtenons ainsi

(3-4-5-7) W= 2 A%, pour I1<i<r.
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Ces derniéres formules signifient que w est fonction analytique taplorienne de ).
Prouvons maintenant que A est fonction analytique taylorienne de .
Nous procédons comme pour le lemme (III, §.3.1). Posons, pour aeg],
2= Il (exp x;—1)%.
1<i<r

Nous avons

A

(3-4.5-8) x= 2 ( )z“,

acJ\X
et ‘
(3-4.5-9) xzexp(gy“@'xi)=”§“(”!)—1(§i:“fxi)n'

Pour chaque neN, posons
-1t )= 8

(3-4-5.10) ()7 2 wx)"= 2 v,

ou les éléments yzeA vérifient les relations
(3-4-5.11) w(yg)>|B|t—0(|B]Y),

¢t désignant le plus petit des nombres w(x;). Comme les 2% divisés par des puissances
convenables de p, constituent une base topologique de A, nous avons

(34512) yﬂzanga,ﬂz,
avec d,,€Q,, («, B€]), et
(3-4-5-13) v(dy, )+ w(2%) Zw( ).
Nous parvenons ainsi aux relations
A . 8 gr
(3-4-5-14) (a)‘ai“ 455

. A . s , ,
pour ac]. Si a=3;, (a) se réduit a };, et nous avons, en posant dg g=d; g :

4.5. N= X pbd/,.
(3-4-5-15) = 2 wdi

Nous obtenons, & partir de (3.4.5.11), (3.4.5.13) et des relations w(x;)<p(p—1)"",
les inégalités

(3-4.5-16)  0(d;g)>|B|(t—(p—1)7")+(p—1) 7" (Schiff | | —1)—1.

La preuve s’achéve comme en (III, 3.3.1).

(3-4-6) Les grands corps gauches. — Rappelons ([13], théoréme 6, p. 166) que
’algebre enveloppante UL d’une algébre de Lie L de dimension finie sur un corps posséde
un corps des fractions @ gauche (ou a droite).

Le méme résultat vaut pour une Z -algébre de Lie L valuée de rang fini. De plus, la
valuation de I’algébre UL (2.2.5) se prolonge au corps des fractions de UL (I, 2.2.5).
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Nous obtenons ainsi un corps gauche valué K (commutatif'si et seulement si L est abélienne).
Le corps K contient I’algébre divisée div UL. Si nous complétons le corps K pour la
structure uniforme associée a sa valuation, nous obtenons le corps gauche K, qui contient
comme sous-algébre valuée le complété Sat UL de div UL.

Soit maintenant G un groupe p-valué de rang fini. Nous construisons (1.2.7%) P’algébre
diagonale saturée SatZ,[G]=A, et nous prenons l'algeébre de Lie L=%A. C’est une
Z ,-algébre valuée de rang fini (3.3.6), et Sat UL s’identifie 2 A (3.2.5). Le corps K
construit & partir de L est dit le grand corps gauche associé a G. Il contient la Z -algébre
SatZ,[G], et c’est un foncteur covariant en G.

(3-4.7) Lextension p-saturable minima d’un groupe p-valuable. — Soit G un groupe
p-valuable (III, 3.1.6). Pour chaque p-valuation « le groupe G est complet et de rang
fini r (III, g.1.9); il lui correspond alors un groupe p-saturé que nous notons Sat, G,
qui est de rang r (3.4.1). L’indice (Sat,G : G) est donc fini.

Le groupe Sat,G dépend en général du choix de la p-valuation w, comme on le
voit sur I’exemple du groupe Z,.

Si o et o’ sont deux p-valuations de G, telles que

(3-4.7-1) o(x)<o’(x)  pour chaque x€G,
alors I’application identique de G se prolonge en un morphisme
(3.-4-7-2) Sat, G — Sat,, G,

qui est injectif, d’aprés (3.4.1).

Convenons de dire qu’une p-valuation du groupe G est minimisante si Pentier (Sat,G : G)
a sa valeur minima (pour toutes les p-valuations de G).

Soient « une p-valuation minimisante et ' une p-valuation de G. Notons o'’ la
borne inférieure de « et w’; c’est encore une p-valuation de G. Nous avons alors deux
morphismes canoniques :

(3.4-7.3) Sat,.G — Sat,G
(3-4-7-4) Sat,.G — Sat,, G.

Le premier est bijectif (puisque « est minimisante); le second est injectif. Nous
pouvons ainsi définir le morphisme injectif (3.4.7.2), sans supposer que w<o'. Le
groupe Sat, G est, au sens qui vient d’étre précisé, le plus petit groupe p-saturable contenant G.
Rappelons (III, g.1.12) que la borne inférieure des p-valuations de G n’est pas une
p-valuation (sauf si G se réduit a I’élément neutre).

(3.4-8) Groupes et algébres de Lie transportables ; exercice. — Soit G un groupe p-valuable.
Choisissons une p-valuation w de G et construisons la Z -algébre diagonale saturée
A=S8atZ,[G] (1.2.7). La propriété suivante

(3-4.-8.1) « Pensemble Log G des éléments de la forme Log x, x€G, est une sous-algébre de Lie
de Z°A »

est indépendante du choix de la p-valuation . Nous dirons que le groupe G est transportable s’il
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posséde la propriété (3.4.8.1) et nous dirons qu'une Z -algebre de Lie est transportable si
elle s’obtient sous la forme Log G, ot G est transportable.

Toute la théorie du transport dé¢ structures (3.2) vaut pour les groupes et algébres
de Lie transportables.

Le groupe p-valuable étudié en (III, 3.2.4) n’est pas transportable pour p=2.

Voici un exemple d’algébre de Lie transportable dont le groupe associé n’est pas
saturable.

Soit p=4g. Construisons une Z,-algébre de Lie M, libre pour les générateurs x, y, z.
Munissons M de sa graduation naturelle (les générateurs ont le degré 1). Formons I’idéal I
de M engendré par les éléments suivants :

(3.4.8.2) tous les éléments de degré >3;
(3.4-8.3) les 6 éléments déduits de [[x, ], »] par permutation des générateurs x, y, z;
(3-4.-8.4) Uélément [[x, 5], 2]+ [[x 2], 5]

L’algeébre quotient L= M|I est transportable. Cependant L ne correspond pas a un
groupe g-saturable puisque I'image de [[x, y], 2] n’y est pas divisible par 3.

(3-4-9) Valuation de sly(Z,) ; exercice. — Pour tout anneau commutatif Q, ’algébre de
Lie s1,(Q) des matrices 22 de trace nulle a coefficients dans Q admet la base {X, Y, H},
ou

o 1 o o I o
(3-4-9.1) X=(0 0), Y-—(I o)’ H_(o ———1)6
Les crochets se calculent par les formules
(3-4.9-2) [H, X]=2X; [H Y]=—2X; [X Y]=H.

Nous avons repris les notations de [2], exemple, p. 85.
Prenons désormais Q=2Z,; notons L° I’algebre de Lie sl,(Z,) et A I’algébre de
matrices My(Z,).

D’apres (I, 3.3.6), les formules (3.4.9.2) montrent I’existence d’une valuation w
de L° pour laquelle {X,Y, H} est une base filtrée, avec

(3-4.9-3) wX)=w(Y)=-; wH)=1

N =

Cette valuation w peut encore étre définie comme la borne inférieure des filtrations

d’algébre de L° vérifiant w(x)?é pour tout xeL® Elle est donc invariante par chaque
automorphisme de L°.

Nous notons L Palgébre de Lie divisée (ou saturée) de L° pour la valuation w.
Cette algébre a comme base filtrée les éléments X, Y et éH

Nous notons L’ ’ensemble des éléments de L de valuation >1. Cette algébre a
comme base les éléments 2X, 2Y, 2H, si bien que L'=2L"
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Notons &/ I’algébre associative des endomorphismes du module valué L. L’algébre o,
valuée comme en (I, 2.2.4) est saturée.

(3-4.9-4) L'application ad : L~/ qui associe @ xeL la dérivation intérieure ad x est une
isométrie, et un morphisme d’algébres de Lie (pour le crochet [a, b]=ab—ba de &Z).

Nous notons I' le groupe des automorphismes de L (['C.#Z), et I le sous-groupe
de I' formé des uel' vérifiant w(o/;u—1)>1.

(3-4.9.5) A chaque xeL’ nous associons I’automorphisme exp(ad x)eI™. L’image de L' par
Papplication exp ad : L'—>T" est un sous-groupe de T, d’aprés (3.2.2).

(3-4.9.6) En fait, T"=expadL’, car, si uel”, Logues/ est une dérivation de L, donc
une dérivation intérieure ad x, xeL', d’aprés [2], corollaire g, p. 73 et (3.4.9.5).

(3-4.10) Les groupes GLy(Z,) et SLy(Z,); exercice. — Conservons les notations

de (3.4.9). Notons G le groupe GL,(Z,) et S=SL,(Z,) son sous-groupe des éléments
de déterminant 1.

Le centre C de G est formé des matrices scalaires, et 'intersection SAC se réduit
au groupe {+1}.
Pour neN’, notons G, le sous-groupe de congruence de G (cf. 111, 3.2.7) défini par

(3.4.10.1) xeG, < xeA et x—1e2". A.

Posons S,=SnG, et C,=CnG,. Nous avons C=0C,, et la décomposition
classique en produit direct : C={+1}xC,; le groupe multiplicatif C, est isomorphe
au groupe additif Z,.

A chaque xeG correspond un automorphisme intérieur y+>xyz~! de Palgebre A.

Cet automorphisme conserve 1’algébre de Lie L? et se prolonge donc en un automorphisme
de I’algeébre de Lie L.

Nous obtenons ainsi un homomorphisme
(3-4.10.2) F:G-»T
de G dans le groupe des automorphismes de L. Le noyau de F est le centre C de G, si bien
que l'image est isomorphe au groupe projectif, G/C=PGL,(Z,). L’homomorphisme F
est surjectif (nous n’utiliserons pas cette propriété).

Les considérations de (III, g3.2.6) s’appliquent a I’algébre A. Comme la formule
(3.4.10.3) det exp x =exp Tr «
est valable pour tout x€4A et que P’application exponentielle est injective, nous parve-
nons au résultat suivant.
(3.-4.10.4) Les éléments de G, (resp. de S,) s’obtiennent univoquement sous la forme exp(4x),

ot xeA (resp. xeL?).

Pour xeA, convenons de noter ad x I’application y>[x,»], ou yeL, si bien
que ad xes.
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Les considérations de (g.2.7) sont applicables, et nous donnent la formule

(3-4.10.5) F exp(4x)=exp ad(4x),  pour tout xeA.

Une base sur Z, du module A est constituée des trois éléments X, Y, H (3.4.9.1),

et de I’élément é(H—l— 1)=2Z. Nous avons adZ=%ad H, d’ou (3.4.10.5) :
(3.-4.10.6) F exp(4Z)=exp ad(2H).

Remarquons que I'élément exp 2H n’existe pas dans A ; cette affirmation peut étre
précisée comme suit.

(3-4.10.7) Le groupe S ne contient aucun élément x vérifiant F(x)= exp ad(2H).

En effet, ’entier 2-adique exp 4 n’est pas un carré dans Z, (car »((exp 4)—1)=2).
Par contre les éléments X et Y (3.4.9.1) vérifient X®*=Y?=o0. Pour tout AeZ,,
nous pouvons donc calculer exp(AX)=1+42X (resp. exp(AY)=1+41Y), et nous avons

F exp(AX) = exp ad (2 X),

(3.4.!0.8) F €Xp(7\Y):CXp ad()\Y).

Notons a et b les éléments

a=—(1 4 2X)=—exp(2X);

(3-4.70.9) b=—(1+2Y) =—exp(2Y).

Nous avons a, beS;, et F(a)=-exp ad(2X), F(b)=exp ad(2Y).
Notons K le sous-groupe de G engendré par G,, a et b.

(3-4.10.10) Le sous-groupe K est distingué dans G et —1¢K.

En effet, nous avons G;2KDG,, et le groupe multiplicatif G,/G, s’identifie au
groupe additif de I’algebre A=A/2A :aun éément de G,/G,, représenté par xeG,

. I \ .. .
nous associons la classe de E(x—l) modulo 2A. Les éléments de K /G, sont ainsi associés

aux éléments o, 1+ X, 1+Y, X+Y de A (nous notons encore X et Y les matrices
(3.4.9.1) a coefficients dans F,). Nous obtenons alors la définition suivante de K, qui
montre son invariance dans G, et la relation —1¢K.

xeG, ou

(3-4.70.11) reh = x¢G,, xeG,, x—3¢4A et (x—1)’—4€8A.

Le sous-groupe exp ad(4L’) de I admet comme base ordonnée les éléments
exp ad(4X), exp ad(4Y) et exp ad(8Z). Nous obtenons le groupe 2-saturé exp ad L’ (qui
est d’ailleurs égal a4 T", d’aprés (3.4.9.6)) en adjoignant a exp ad(4L®) des racines
carrées des éléments de cette base ordonnée (3.4.1).

Comme le groupe K contient S,, ainsi que les éléments exp(4Z), a et b, nous avons

(3.4.10.12) F(K)=expad L'=T".
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Le noyau de la restriction de F 4 K est C,, d’aprés (3.4.10.10).
Notons U le sous-groupe SnK.

(3-4.10.13) La restriction de I’homomorphisme ¥ au sous-groupe U est injective. Celui-ci est donc
isomorphe au groupe 2-valué ¥ (U), qui est d’indice 2 dans T". Le groupe U nest pas trans-
portable, au sens de (3.4.8).

Le groupe F(U) contient en effet F(a), F(b), F(S,), mais non exp ad(2H), d’apres
(3.4.10.7). Si le groupe U était transportable, nous pourrions appliquer la formule
de Hausdorff a I’algébre de Lie engendrée sur Z, par les éléments 2X, 2Y et 4H, ce qui
est impossible.

Le groupe G/G; est isomorphe 2 GL,(F,), donc au groupe symétrique S; (le
groupe GL,(F,) permute de toutes les six maniéres possibles les trois vecteurs non nuls
du plan F?).

Le groupe S/S,; est canoniquement isomorphe & G/G,;. Le groupe S, est le produit
direct Ux{*1}.

Enfin, le groupe S/U est produit semi-direct d’un sous-groupe distingué cyclique
d’ordre g par un sous-groupe (non distingué) cyclique d’ordre 4.

(3.4.1x) Remarques sur les groupes libres ; exercice. — Soit F le groupe libre pour
une famille de générateurs (x,);<;<,. Pour chaque nombre réel ¢>(p—1)7%, Ila
(¢, p)-filtration fait de & un groupe p-valué (III, 3.2.5); notons G(¢) le saturé de F
pour sa (¢, p)-filtration (3.9.1). Pour tout couple ¢, t', avec

(3-4-11.1) (p—1)71<egt
nous avons un homomorphisme continu
(3.4-11.2) Joo 2 G(t) = G(t)

qui prolonge l'identité sur #. Ces homomorphismes sont injectifs, si bien que la limite
projective

(3.-4.11.3) G:li(_mG(t)

des G(¢) pour les morphismes f, , est une simple intersection. Le groupe G, muni de
sa topologie de limite projective, est compact, et les formules (3.2.3) permettent de définir
sur lui une structure de Z,-algebre de Lie compacte.

Le groupe G posséde la propriété universelle suivante : il contient une famille d’¢lé-
ments (%;);<;<,> €t, pour tout groupe p-saturé H et toute famille (;);<;<, d’éléments
de H, il existe un unique homomorphisme continu f:G—-H qui vérifie f(x;)=y;
pour 1<i<7.

Cependant aucune filtration ne fait de G un groupe p-saturé si r>1.
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CHAPITRE V

COHOMOLOGIE

1. COMPLEXES STANDARD ET COHOMOLOGIE CONTINUE

(x.1) Complexes filtrés et cohomologie continue.

(x.x.x) Complexes de modules gradués ou filtrés. — Soit A un anneau. Nous appelons
complexe de A-modules la donnée d’une famille (X"), ., de A-modules et d’une différen-
tielle d, c’est-a-dire une famille d’applications A-linéaires d" : X" — X"*! vérifiant
d"*'od"=0. Nous notons X' un tel complexe.

Un morphisme de complexes f: X" —Y" est constitué par une famille d’applications
A-linéaires f" : X"—>Y", telles que d%of"=f"*tod}.

Si A est un anneau gradué (resp. filtré), nous définissons les complexes de A-modules
gradués (resp. filtrés) et leurs morphismes en imposant que les applications A-linéaires d"
ou ™ soient des morphismes de A-modules gradués (resp. filtrés) tels que nous les avons définis
en (I, 1.1.4) et (I, 2.1.4). Autrement dit, nous considérons les complexes dans la catégorie
des A-modules gradués (resp. filtrés).

Un complexe de chaines, ou complexe d gauche, est un complexe X° tel que X"=o
pour n>o0. Nous posons alors, selon 'usage, X, =X7", etnous écrivons X, pour indiquer
qu’il s’agit d’'un complexe de chaines.

Il est parfois plus commode de définir un complexe X* comme la somme directe
des X"; la différentielle d devient un endomorphisme de carré nul.

(x.x.2) Foncteurs de complexes filtrés. — Soit X* un complexe filtré sur ’anneau
filtré A (1.1.1). Pour chaque veR_ et chaque 7neN, la différentielle d" applique X
(resp. X%) dans X"*!' (resp. X%*'). Nous obtenons ainsi, par restriction, les
complexes X; (resp. XS.).

De méme, quand nous prenons les gradués associés, nous obtenons le complexe
gradué gr X° sur P'anneau gr A; il est constitué par les modules gr X" et les applica-
tions grd” (I,2.3.5).

Nous nous intéresserons au cas out A est une algébre valuée supplémentée (I, 2.2.4)
sur un anneau de valuation discréte complet Q (I, §.1.1); nous pourrions méme supposer
que Q=Z,. Soit alors X' un complexe de A-modules filtrés (1.1.1), valués en tant
que Q-modules.
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Nous obtenons les complexes de A-modules filtrés X° (resp. div X°, SatX'), en
remplacant chaque X" par Xr (resp. div X", Sat X") et d" par d* (resp. div d", Sat dr).
Dans la construction du complexe divisé ou saturé, les X" sont considérés d’abord comme
des Q-modules (I, 2.2.9 et 2.2.11); la définition de div et de Sat comme foncteurs
additifs montre que les div X" et Sat X" ont des structures naturelles de A-modules filtrés.

(x.x.3) Résolutions acycliques filtrées. — Revenons au cas général ot A est un anneau
filtré quelconque. Tout A-module filtré M peut étre considéré comme un complexe de
chaines M_, comme en [4], p. 75. Une résolution acyclique de M (loc. cit.) est constituée
par un complexe de chaines X, et un morphisme de complexes € : X, M, qui induit
des isomorphismes par passage a I’homologie.

Cette définition posséde un sens dans la catégorie des complexes de A-modules
filtrés, mais nous préférons la remplacer par la définition suivante.

(x.x.3.x) Une résolution acyclique filtrée de M est constituée par un A-complexe de chatnes filtré X,
et un morphisme < : X —M, tels que, pour chaque veR __, le morphisme ¢, : X, - M,
induise des isomorphismes par passage aux modules d’homologie.

Autrement dit, pour chaque veR_, le sous-complexe X, doit étre une résolution
acyclique du sous-module M,, au sens de [4].

(x.x.3.2) Proposition. — St X est une résolution acyclique filtrée de M, alors le complexe gr X,
est une résolution acyclique graduée du gr A-module gr M.

La preuve est analogue a celle du lemme (IV, 2.3.1).

(x.x.4) Résolutions scindées. — Soient A une algebre filtrée sur ’anneau filtré Q,
et M un A-module filtré. Donnons-nous un complexe a4 gauche de A-modules filtrés X,
et un morphisme ¢ : X ,—~M,. Cela revient (par un petit abus de notations) a se donner
Papplication ¢ : X,—M, dite augmentation du complexe X, qui doit vérifier la condition

(r.x.q4.1) god, =o.
L’augmentation e, ainsi que les différentielles d,, sont des applications A-linéaires.

Une résolution scindée de M par un complexe de A-modules filtrés est constituée, en plus
des données précédentes, par une application Q-linéaire.

(r.1.4.2) n: M-=>X,,

et par une famille d’applications Q-linéaires

(r.1.4.3) 5, X,~>X, ., (neZ),

qui doivent étre des morphismes de Q-modules filtrés, et vérifier les relations suivantes
(x.x1.4.4) gon(x)=x pour tout xeM.

(r.x.4.5) seon(x)=o0 pour tout xeM.

(r.x.4.6) (dy 4108, + 5, _10d,) (%) =x pour tout neN" et tout xeX,,.
(r.x.4.7) dyosy(x)=x—(noe)(x)  pour tout xeX,.
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L’application 7 est une isométrie de M sur un sous-Q-module de X,. Si nous identi-
fions M a son image (ce que nous ferons dans le cas ou A est une Q-algébre supplémentée
et ou M=Q), Papplication ¢ devient un projecteur (Q-linéaire) de X, sur son sous-
Q-module M. Si nous considérons X, comme une somme directe des X, les propriétés
de ’endomorphisme A-linéaire d et des endomorphismes Q-linéaires s et ¢ s’expriment
par les relations

(r.1.4.8) dd=de =ed=sc =es=¢(1—¢)=0;
(r.1.4.9) ds+sd=1—c¢.

Une résolution filtrée scindée est une résolution acyclique filtrée. — Cela résulte des propriétés
des complexes de modules (non filtrés), et de ce que 7 et s sont des morphismes de modules
filtrés.

Si X, est une résolution filtrée scindée de M, nous pouvons appliquer le foncteur gr
aussi bien a n et s qu’a d et ¢, et nous obtenons le complexe gradué gr X, comme résolution
graduée scindée de gr M.

La principale utilité des résolutions scindées résulte de la relation

(r.1.4.310) dsd=d.

Si x est un bord, c’est le bord de I’élément s(x), qui a méme filtration que x.

(x.x.5) Résolutions acycliques par des modules complets-libres. — Soit A un anneau
complet. Nous avons défini en (I, 2.1.17%) les A-modules complets-libres, qui sont les
modules libres dans la catégorie des A-modules filtrés complets. La proposition suivante
généralise la proposition 1.1 de [4] p. 76.

(x.x.5.1) Proposition. — Soient X et X deux A-complexes @ gauche sur les A-modules filtrés
M et M’ (les augmentations sont notées e : Xo—M et &' : Xg—>M’). Supposons que X
soit une résolution acyclique filtrée de M’ (1.3.3), que tous les A-modules X, soient complets,
et que tous les A-modules X, sotent complets-libres. Alors, si f: M—M' est un morphisme
de modules filtrés, il existe un morphisme g de complexes filtrés (1.1.1) vérifiant € ogy= fos.
Deux tels morphismes sont homotopes (dans la catégorie des complexes filirés).

Cette proposition justifie la définition (1.1.3.1) des résolutions acycliques filtrées.

(x.x.5.2) Définition. — Nous appelons résolution acyclique compléte-libre d’un A-module filtré
complet M une résolution acyclique filtrée X, de M dont les modules X, sont complets-libres
pour chaque neZ. Nous écrirons, en abrégé, que X est une racl de M.

Tout A-module filtré complet M posséde une racl; deux racl de M sont homotopes,
d’apres (1.1.5.1).

Si X, est une racl du A-module M, alors gr X, est une résolution acyclique libre
du gr A-module gr M.

(x.x.6) Choix normaux des morphismes et des homotopies. — Reprenons les notations
de la proposition (1.1.5.1). Supposons que les modules complets-libres X, aient des
bases topologiques données (dont les éléments seront dits « basiques »). Supposons aussi
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que A soit une Q-algebre, et que X! soit une résolution filtrée scindée de M’ (1.1.4), dont
nous notons v’ et s’ les applications notées v et s en (1.1.4).

Parmi les morphismes g : X, —X définis en (1.1.5.1), il en existe un, que nous
appellerons normal, déterminé par les conditions suivantes.

(x.x.6.1) Si x est un élément basique de X, alors g(x)=(n'ofoc)(x).
(x.x.6.2) 87 x est un élément basique de X,,, ot neN", alors g,(x)=(s,_,08,_,0d,)(x).

De méme, si nous avons deux morphismes g, g’ au-dessus de f, il existe une
homotopie que nous appellerons normale, déterminée comme suit (rappelons qu’une
homotopie % est une famille d’applications A-linéaires £, : X, — X, ; vérifiant les
relations g,—g,=h,_,od,+d,  ,oh,). ‘

(x.x.6.3) Pour chaque neZ et chaque élément basique xeX,,
hn (x) = (‘lezo (gn_—gr’n_—hn - lodn)) (x) .

Les « choix normaux » que nous venons de définir nous serviront a construire
sans ambiguité certaines applications. Leur intérét n’est que technique. Si X, est une racl
de M, si le complexe X, est scindé et si les X, ont des bases topologiques données, alors
le morphisme normal g : X, — X, au-dessus de 'identité de M n’est pas toujours ’identité
de X, (voir aussi les deux derniéres phrases de [4], chap. XI, § 6).

(x.x.7%) Cohomologie continue d’une algébre supplémentée filtrée compléte. — Soient Q un
anneau filtré complet et A une Q-algebre supplémentée filtrée compléte. (Il nous suffirait
de prendre Q=Z, et de supposer A valuée compleéte.)

Notons €, la catégorie des A-modules topologiques complets linéairement topologisés
(C’est-a-dire admettant leurs sous-A-modules ouverts comme systéme fondamental de
voisinages de zéro). Les morphismes dans €, sont les applications A-linéaires continues.

Soit X un A-module complet-libre, de base topologique (x;);c;; posons
w(X; x)=r;. Si Mec, (il nous semble superflu d’écrire MeOb €,), un morphisme
f:X—>M est déterminé par la donnée des y;=f(x;). Les (9);c; sont une famille
d’éléments de M, qui doivent seulement vérifier la propriété suivante : si (A;);c; est
une famille d’éléments de A telle que w(A;N,) -+, tende vers Pinfini, alors N, y; tend vers zéro
dans M (suivant le filtre des complémentaires des parties finies de I).

En particulier (ce sera le cas le plus important), si <; tend vers l’infini, les y; doivent
tendre vers zéro dans M, et ils déterminent alors univoquement le morphisme f:X—M.

Choisissons une racl X, (1.1.5) de Q, considéré comme A-module. Nous pouvons
sans inconvénient supposer que X,=A, ce qui nous permettra de parler sans équivoque
de Paugmentation e.

Si Mec,, formons le complexe de cochaines

(1.1.7.1) Hom((X,, M),

défini par les applications A-linéaires continues, c’est-a-dire par les morphismes dans la
catégorie C,.
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Nous appelons n-ieme groupe de cohomologie continue de A a valeurs dans M, et nous notons
H}(A, M) le groupe

(xr.x.7.2) H"*(Hom;(X,, M)), o2 neN (neZ, si Pon préfére).

Comme deux racl de Q sont homotopes dans la catégorie des A-modules filtrés
complets (et & plus forte raison dans C,) les groupes de cohomologie continue sont définis
a isomorphisme canonique prés, comme en [4], chap. X.

(x.x.8) Comparaison de la cohomologie continue @ la cohomologie discréte. — Conser-
vons les notations de (1.1.7). A tout module MeC, nous associons les groupes de
cohomologie du A-module discret sous-jacent & M, c’est-a-dire les groupes

(1.1.8.1) H"(A, M) = Ext}(Q, M).

Pour calculer ces derniers, nous pouvons prendre une résolution acyclique projective Y,
de Q, et nous avons

(1.1.8.2) H"(A, M)=H"(Hom' (Y., M)).

Si X, désigne une racl de €, nous avons (dans la catégorie des A-modules discrets)
un morphisme Y,—X, au-dessus de I’identité de Q. Nous en déduisons un morphisme
Hom;(X,, M) - Hom"(Y,, M) qui, par passage a la cohomologie, donne les morphismes
Sonctoriels

(r.1.8.3) H!(A, M) - H"(A, M),

qui sont indépendants du choix de X, et de Y,.

Lorsqu’il existe une racl X, de Q dont les modules X, sont de rang fini (c’est-a-dire
ont des bases topologiques finies), alors X est une résolution acyclique libre de Q, nous
pouvons prendre Y,=X, et, comme toutes les applications A-linéaires de X, dans M
sont continues, les morphismes fonctoriels (1.1.8.3) sont des isomorphismes : la coho-
mologie continue H,(A, M) s’identifie & la cohomologie discréte H'(A, M), pour tout A-module
topologique complet MeC,.

(1.2) Complexes standard complétés et cohomologie continue d’un pro-p-groupe.

(x.2.x) Complexe standard d’une algébre supplémentée. — Soient Q un anneau commu-
tatif et A une Q-algébre supplémentée, dont ’augmentation est notée «.

Le complexe standard de A est une résolution acyclique scindée X, de €, définie comme
suit.

(x.2.x.1) Pour chaque neN, X =A®,T"A.

Autrement dit, X, est la puissance tensorielle (74 1)-iéme du Q-module A; la

structure de A-module de X, s’obtient en faisant opérer a gauche A sur le premier facteur
de X,.
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(x.2.x.2) Pour chaque neN", Popérateur d,:X,—X,_, est défini par la formule

d(%®...®x)= X (—1)'%®...0x%,®...08+(—1)"%®...8x,_,c(x,).

0<i<n "
(x.2.x.3) Pour chaque neN, Ulopérateur s,:X,—>X, | est défini par la formule

5,(%® ... Qx,)=10%x,®...®x,

Si I’on forme la somme directe des X,,, on vérifie les formules (1.1.4.8) et (1.1.4.9),
qui expriment que X, est une résolution acyclique scindée de Q. Le lecteur peut se
reporter a [4], chap. IX, § 6 et chap. X, § 2.

(x.2.2) Le complexe standard normalisé d’une algébre supplémentée. — Conservons les
notations précédentes, et désignons par I le noyau de ’augmentation e.

Nous avons ainsi A=IunQ, et 1—e est un projecteur Q-linéaire de A sur
'idéal I.

Le complexe standard normalisé de A est une résolution acyclique scindée X de Q, définie
comme suit.

(r.2.2.1) X, =A®,T"I,  pour tout neN.

La structure de A-module est définie par I'opération de A sur le premier facteur.

(x.2.2.2) d,(%,®@. . .®x")=0<z (—1)i%®...0x%,,®...®x,, pour chaque neN'.
<t <n
(r.2.2.3) 5 (%,® ... 0x) =10 (x,—e(x,))®x,®...®x,, pour chaque neN.

On vérifie encore les formules (1.1.4.8) et (1.1.4.9) : cf. [4], loc. cit.

Le projecteur 1—e : A—I conduit aux épimorphismes Q-linéaires T"A—T"I,
puis aux épimorphismes A-linéaires X,—X,. Nous obtenons ainsi un morphisme de
complexes X —X! qui commute aux opérateurs s.

De méme, I'injection I—-A conduit & un morphisme X!—X, (qui ne commute
pas aux opérateurs s).

En composant ces deux applications, nous obtenons le projecteur P : X —X, qui
applique X, sur le sous-complexe identifié & X].

11 existe une homotopie S du complexe X, (ou encore une famille d’application A-linéaires
S, : X,—~X,,y) qui vérifie
(r.2.2.4) P—1=dS+8Sd.

(r.2.2.5) PS=SP=P(1—P)=o.

Nous pouvons définir S par S;=o0, et par la relation de récurrence :
(xr.2.2.6) S, (x,®...0®x,)=x,.(s,0(P,—1,—S,_;0d,)o0s,_1)(%,®...8x),

ou 1, note Pidentité sur X,.

(x.2.3) Cohomologie d’un groupe abstrait; cochaines. — Soient G un groupe, Q un
anneau commutatif, et A ’algébre supplémentée Q[G], avec ’augmentation ¢ définie
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par e(x)=1 pour xeG. Le Q-module A (resp. I) posséde alors une base canonique
formée des éléments xeG (resp. des éléments x—1, pour x€G, x=1).

Les complexes standard X, et X! de A sont alors des résolutions acycliques libres de Q.
Si M est un A-module, c’est-a-dire un Q-module ot G opére par automorphismes, les
groupes de cohomologie des complexes Hom*(X,, M) et Hom" (X!, M) s’identifient aux
groupes de cohomologie de G a valeurs dans M. Comme X, =A®T"A, le A-module X, possede
une base en correspondance bijective avec G”, et une application A-linéaire de X, dans M
s’identifie ainsi a une application quelconque de G" dans M, qu’on appelle une n-cochaine.

La formule (1.2.1.2) conduit a ’expression suivante du cobord d’une n-cochaine f :

(r.2.3.1) Sf (% « ooy By yn) =21 f (%5 - ooy %y yq) +
+ % (—I)if(xls sy KiXip 1 ,_.,x”+1)+(——l)"+1f(x1, "-yxn)'

1<i<n

Nous considérons X;, comme un quotient de X, (1.2.2), ce qui nous permet d’iden-
tifier Hom(X;,, M) a un sous-groupe de Hom(X,,, M), donc a un sous-groupe du groupe des
n-cochaines. Nous obtenons ainsi les n-cochaines normalisées. Ce sont les applications de G
dans M qui prennent la valeur zéro si 'une des variables (€G) est égale a 1.

(x.2.4) Complexes standards d’une algébre supplémentée filtrée. — Soit A une algébre
supplémentée filtrée sur I’anneau filtré Q (I, 2. 1. 11). Munissons les modules X, =A®T"A
et X, =A®T"I de leurs filtrations de produits tensoriels (I, 2.1.10). Alors toutes les
applications d, s, s’, P, S définies en (1.2.1) et en (1.2.2) sont des morphismes de modules
filtrés. Nous obtenons ainsi des résolutions filtrées scindées de €, au sens de (1.1.4).

Supposons que € soit un anneau de valuation discréte complet, et A une Q-algébre
supplémentée valuée. Alors les complexes X, et X! sont formés de Q-modules valués (I,
3.2.1), et nous pouvons construire les complexes complétés X, et X! (1.1.2), qui sont encore
des résolutions scindées de Q. Si nous supposons en outre que I est un Q-module complet-
libre, alors tous les modules X, et X/ sont complets-libres et les complétés X, X! nous
fournissent des résolutions acycliques complétes-libres de Q, dont nous avons vu l'usage
en (1.1.7).

(x.2.5) Le complexe standard complété d’un groupe p-valué complet de rang fini. — Soit G
un groupe p-valué complet de rang fini (III, 2.1.2 et 2.1.3). Notons B l’algébre Z ,[G],
munie de sa filtration induite. Le théoréme (III, 2.3.3) affirme que B est une Z -algébre
supplémentée valuée. De plus, 'algébre complétée A de B s’identifie (en tant que
Z,-algebre topologique) a l'algeébre Al G, définie en (II, 2.2.1). Le choix d’une base
ordonnée de G (111, 2.2.4) entraine celui d’une base topologique de A sur Z,, (111, 2.3.8).

Le complexe standard de I’algébre B permet le calcul de la cohomologie « discréte »
de G opérant dans un Z,module M (1.2.3). Ce complexe standard est valué (1.2.4)
et s’iudentifie a un sous-complexe dense du complexe standard de A (I, 3.2.1). Les complexes
standards de A et de B ont donc méme complexe complété (I, 3.2.6). Ce complexe sera dit
complexe standard complété du groupe G; notons X, ce complexe.

Si M est un A-module linéairement topologisé complet, les groupes de cohomologie
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du complexe Hom;(X,, M) sont les groupes de cohomologie continue H},(A, M) définis
en (1.1.7).

Rappelons qu'un A-module linéairement topologisé complet n’est qu’un Z -module
linéairement topologisé complet, ot G opere contintiment (II, 2.2.6).

Nous définissons le complexe standard normalisé complété de G comme le complété du
complexe standard normalisé (1.2.2) de A ou de B.

(x.2.6) Proposition. — Conservons les notations de (1.2.5). Les groupes de cohomologie
continue H,(A, M) s’identifient aux groupes de cohomologie continue H,(G, M), définis au moyen
des cochaines continues et de la formule du cobord (1.2.3.1).

Nous donnerons deux démonstrations de cette proposition : ’'une est une vérifica-
tion directe qui s’appuie sur le théoréme de Mahler (III, 1.2.4); I’autre fait intervenir
une notion plus générale de « complexe standard complété », qui s’applique & tous les
pro-p-groupes.

Lorsque le module M est discret, les groupes de cohomologie continue H}(G, M)
sont les groupes de cohomologie de Tate, tels qu’ils sont définis en [29], chap. I, 2.2.
Cependant nous avons supposé que M est un Z,-module complet. S’il est discret, cela signifie
qu’il est un p-groupe additif (ou groupe de p-torsion), non nécessairement fini. Ainsi la
cohomologie continue, telle que nous ’exposons ici, n’englobe pas la cohomologie de
Tate : par exemple, les groupes H}(G, Z) ne sont pas définis.

(x.2.7) Preuve de (1.2.6) par le théoréme de Mahler. — Choisissons une base
ordonnée (x;);<;<, du groupe p-valué complet G, de rang r. Posons w(x;)=r;. Notons J
Iensemble N”. L’algébre de groupe B=Z,[G] contient les éléments
(r.2.7.1) 2= I (x;—1)%,

1<isr
pour xe]. Les (z*),¢; constituent une base topologique de ’algébre complétée A de B,

avec w(A;z%)=1a= 2 T
1<i<r

Le module X, du complexe standard complété de G est égal, par définition,
a3 A®T"A. Il admet donc comme base topologique sur A les éléments z* définis par la_formule

(x.2.7.2) F=10779...0,
ou a=(d, ..., a") parcourt ensemble J".
Nous avons w(X,;z*)=1a= X tal. Les éléments z* tendent donc vers zéro
1<j<n

dans X,, et les applications A-linéaires continues de X, dans un A-module linéairement
topologisé complet M sont en correspondance biunivoque avec les familles d’éléments (c,), ¢
qui tendent vers zéro dans M. La correspondance est définie par la formule

(x.2.7.3) ca=f(2"%)

ou feHom, (X,, M) et ac]”
Notons Y, le complexe standard de B. Nous identifions Y, a un sous-module dense
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de X, et les éléments f de Hom,(X,, M) sont ainsi déterminés par leurs restrictions 2 Y,,.
Rappelons que Hom(Y,, M) s’identifie au groupe des n-cochaines de G (1.2.3). Si
Y=, --.,9,)€G,, la valeur en y de la n-cochaine ainsi associée 3 fe Hom,(X,, M) est

(x.2.7.4) f1e9,®...9y,).

Notons A;€Zj les coordonnées de y par rapport a la base ordonnée (x;),<;<,
de G, et posons A=Ay, ..., Ay)-
Les formules (III, 2.3.11.3)

_ A\ e
wars -5

conduisent a

(r.2.7.6) 1®yl®...®y”———u§y,(2)z“,
ol nous avons posé
(x.2.7.7) )= JL (%
B a) 1sise\d )
Appliquant (1.2.7.4), nous voyons que la valeur de la n-cochaine en yeG”" est
(1.2.7.8) )y ()\)caeM.
acJ?\ A

D’aprés le théoréme (III, 1.2.4), une n-cochaine de G a valeurs dans M, considérée
comme application A-linéaire de Y, dans M, est la restriction d’une application A-linéaire
continue de X, dans M si et seulement si elle est continue. Cela prouve notre proposition,
puisque Y, est un sous-complexe de X,.

(x.2.8) Définition générale du complexe standard complété d’un pro-p-groupe. — Soit G
un pro-p-groupe. Pour chaque sous-groupe ouvert distingué U de G, notons X! le
complexe standard (1.2.1) de lalgébre supplémentée Z,[G/U]. La forme fonctorielle
des opérateurs d (1.2.1.2) et s (1.2.1.3) montre que nous pouvons construire la limite
projective X, = lg__n XU des complexes XU, et que nous obtenons ainsi une résolution acyclique
scindée de Z, par des A-modules linéairement topologisés compacts, o A désigne I’algébre
complétée Al G:l(ir_an[G/U]. Le complexe X, sera dit complexe standard complété du
pro-p-groupe G.

(x.2.9) Propriété du complexe standard complété d’un pro-p-groupe, et deuxiéme preuve
de (1.2.6). — Conservons les notations de (1.2.8). Notons C, la catégorie des A-modules
linéairement topologisés complets. Soit MeC,. Alors les groupes de cohomologie du complexe
Hom*(X,, M) s’identifient aux groupes de cohomologie continue de G & valeurs dans M.

Précisons que, dans Hom*(X,, M), il s’agit de morphismes au sens de C, (appli-
cations A-linéaires continues) et que la « cohomologie continue » de G est définie au
moyen des cochaines continues.

En effet, si Y, désigne le complexe standard de l'algébre supplémentée Z,[G],
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chaque Y, s’identifie 2 un sous-Z,[G]-module dense de X,, ce qui permet d’identifier
Hom®(X_,, M) 4 un complexe de cochaines.

D’aprés la proposition (I, 3.2.11), le module X, s’identifie au produit tensoriel
topologique complété A®T"A. Le produit tensoriel complété TrA sidentifie & I’algebre
complétée Al(G"), d’apres (II, 2.2.8), et le groupe des n-cochaines continues de G
a valeurs dans M s’identifie au groupe des applications Z -linéaires continues de Al(G")
(ou de TrA) dans M, d’aprés (II, 2.2.6). Les applications A-linéaires de A®T"A
dans M s’identifient aux applications Z -linéaires de T"A dans M; nous vérifions que les
applications continues se correspondent, ce qui achéve la démonstration.

Supposons maintenant que ’algébre A=Al G soit Palgébre topologique sous-jacente
a une Z ,-algébre valuée. Alors la proposition (I, 3.2.10) montre que le complexe standard
complété de I’algebre valuée A, tel que nous ’avons défini en (1.2.4), posséde comme
complexe sous-jacent de modules topologiques le complexe standard complété de G,
défini en (1.2.8). Nous voyons ainsi que, pour un groupe p-valué complet de rang fini G,
les deux définitions du complexe standard complété données en (1.2.5) et (1.2.8) sont compatibles.
La propriété démontrée du complexe standard complété d’un pro-p-groupe nous fournit
une deuxiéme preuve de (1.2.6).

(x.2.310) Remarques. — Le complexe standard normalisé complété d’un pro-p-groupe peut
se définir comme en (1.2.8).

Nous verrons plus loin comment l’algébre complétée Al G d’un pro-p-groupe
analytique G (III, g.2.2) peut toujours étre considérée comme ’algébre topologique sous-
jacente a4 une algébre valuée.

(x.3) Aide-mémoire et compléments.

(x.3.1) Produits tensoriels de complexes. — Soient Q un anneau commutatif, et X°,
Y® deux complexes de Q-modules. Le produit tensoriel Z°'=X'®,Y" est un complexe de
Q-modules défini par les formules suivantes.

(xr.3.1.1) Z”:HI;I:nX"@QY".
(x.3.1.2) d(x®y) = dx® y + (—1)*x®@dy,

pour i,jeZ, xeX' et yeY.

Si A et B sont deux Q-algebres, et si X°, Y° sont respectivement des complexes
de A-modules et de B-modules, alors Z°=X'®Y" est un complexe de A®,B-modules.

Le produit tensoriel des complexes est associatif.

Le produit tensoriel des complexes est anticommutatif (ou « commutatif au sens
de ’algébre homologique ») : nous obtenons un isomorphisme f:X'®Y" - Y'®X" en
posant f(x®y) = (—1)"y®x pour i,jeZ, xeX’, yeYl

(x.3.2) Produits tensoriels de résolutions scindées. — Soient A (resp. A’) une Q-algébre
associative, M (resp. M’') un A-module, X, (resp. X!) une résolution scindée de M
(resp. M’) dont les opérateurs ¢, 7, s (resp. €', %', s’) sont définis comme en (1.1.4).
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Nous faisons du complexe X!'=X ®,X! de A®A’-modules une résolution scindée
de M®M’, en posant

(r.3.2.1) e (x®x") = ¢(x)®e(x’) pour xeX, et x' €X,.

(x.3.2.2) 7 (x®x") = n(x) ®n(x") pour xeM et ¥’ eM’.

(x.3.2.3) s"(x®x") = s(x)Qx, pour ieN*,j.eN, xeX;, x' €X;
s (x®x") = s5(x)®x" + ne(x)®s'(x'),  pour xeX,,jeN, x' eX..

Le produit tensoriel des résolutions scindées est encore associatif, mais il n’est pas anti-
commutatif (le choix de opérateur s” fait jouer des réles différents aux facteurs X, et X!).

(x.3.3) Complexe de Koszul. — Soit M un module sur ’anneau commutatif Q.
Construisons I’algébre symétrique SM et ’algébre extérieure EM. Le module M s’injecte
canoniquement dans SM et dans EM, mais il est ici essentiel de ne pas identifier les
images canoniques dans SM et EM d’un élément x de M. Nous convenons donc d’iden-
tifier xeM A son image dans SM, et d’écrire x* son image dans EM. Construisons le
produit tensoriel

(r.3.3.1) Ko M =SM®,EM
Pour tout neN, posons
(r.3.3.2) Ko,M =SMQ®,E"M, et
(x.3.3.3) d,(xy...x) =1<§<n(—1)i+1(x;. KKK ),

pour tous Xy, ..., x,eM.

Ces définitions nous permettent de considérer Ko M comme une algébre associative,
ainsi que comme un complexe de SM-modules sur Q (pour I'augmentation naturelle
Ko M —Q).

Si M est un Q-module libre de rang r, ot nous avons choist une base ordonnée (;);<;<,,
nous définissons Ko M comme une résolution scindée de Q par le procédé suivant.

Si r=1, lopérateur s,:SM —SM®E'M est défini par

(xr-3.3.4) so(O8) =271 pour neN" et s(1)=o.

Si r>1, le module M est somme directe des modules M;=Q.y;; nous venons
de définir chaque complexe Ko M; comme une résolution scindée de € par des
SM;-modules. Le produit tensoriel des résolutions scindées Ko M; (calculé dans l’ordre
croissant des indices, comme en (1.3.2)) s’identific ¢ Ko M.

(x.3.4) Complexe standard d’une algébre de Lie. — Soient L une Q-algébre de Lie,
A une Q-algebre associative et p : L>%2A un homomorphisme de L dans I’algébre
de Lie des dérivations de A (que nous faisons opérer & gauche sur A). Formons I’algébre
enveloppante UL de L; supposons, pour simplifier, que I’application canonique de L
dans UL soit injective et identifions L a son image dans UL. Alors il existe sur le module

(x.3.4.1) X=UL®,A
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une structure de Q-algebre associative, univoquement déterminée par les conditions suivantes.
(x.3.4.2) x>x®1 est un homomorphisme de UL dans X.
(x.3.4.3) y1>1®y est un homomorphisme de A dans X.
(x.3.4.4) (x®1).(1®y)=2®y pour x€UL et yeA.
(r.3.4.5) x®y—(1®y). (x®1)=1®p(x).y, pour xcLCUL et yeA.

L’existence de I’algebre X se prouve commodément en construisant sa représen-
tation réguliere a droite (cf. [17], Appendice).

Supposons maintenant que A soit algébre extérieure EL. Nous n’identifions pas L

4 E'L, mais nous écrivons x* 'image canonique dans E!L de xeL. Nous prenons la
représentation p de L dans les dérivations de EL=A qui est définie par la relation :

(r.3.4.6) e(®) ' =[x,0]",  pour tous x,yeL.
Posons, pour chaque neN,

(r.3.4.7) X,=UL®yE"L;

(r.3.4.8) d(xy...x) :1<6<n(—1)i+1(x;' X KiXiq e %),

pour tous x,, ..., x,€L.

Ces formules nous permettent de définir I’algébre X comme un complexe de
UL-modules. Lorsque L est abélienne, UL=SL et nous retrouvons le complexe de
Koszul Ko L. Dans le cas général, bien que la formule (1.3.4.8) ne se distingue pas
de (1.3.3.3), on doit se rappeler que X a été défini comme produit tensoriel « gauche »
de UL et EL. Le complexe X, de UL-modules sera dit complexe standard de L. Ce n’est
pas un complexe standard de UL au sens de (1.2.1) ou (1.2.2), mais le lecteur peut
voir dans [4], Chap. XIII, comment X, s’identifie 2 un sous-complexe du complexe
standard normalisé¢ de UL.

(x.3.5) Lemme. — Soient X un groupe additif, A Panncau des endomorphismes de X,
et d, e, o trois éléments de A. Supposons vérifides les relations

(r.3.5.1) e(1—e—dos—od)=o0, et

(r.3.5.2) d(1—e—do—ocd)=(1—ec—do—od)d.
Défimissons, pour neN, les éléments o, €A par les relations de récurrence

(r-3.5.3) Go) =03

(r.3.5.4) O(n)—O(n—1) = 0(1 —e—do—ad)".

Alors nous avons les relations
(xr.3.5.5) 1—e—do(,y—o(,d=(1—e—doc—od)"*!

pour chaque neN.
La preuve s’obtient par récurrence sur 7.
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Dans les applications que nous ferons de ce lemme, nous aurons les rela-
tions (1.1.4.8)

(x.3.5.6) d=de=ed=ce=coc=¢(1—¢)=0,

qui entrainent (1.3.5.1) et (1.3.5.2). Nous chercherons & définir un élément seA
comme limite de o,, de telle sorte que nous ayons (1.1.4.9)

(x.3.5.7) ds+sd=1—ce, et
(x.3.5.8) se=ges=o.

(x.3.6) Application au complexe standard d’une algébre de Lie. — Soit L une Q-algébre
de Lie; nous supposons que L est un Q-module libre de rang 7, et nous choisissons une
base ordonnée (;);<;<, de L. Ce choix détermine un isomorphisme (de Q-modules)
de UL sur SL : si ¥ note I"image canonique dans SL de xeL, l’isomorphisme met en
correspondance les bases de UL et de SL, formées respectivement des mon6émes ordonnés
= H Jfoet yr= H_'y_j‘- (xeN"). L’isomorphisme UL—SL se prolonge en un isomor-
phisme (de Q-modules)

(x.3.6.1) f:X=UL®,EL - Ko L = SL&,EL.

Le choix de la base ( ;) entraine celui d’une homotopie s de Ko L, qui en fait une
résolution scindée de Q (1.9.3). Définissons Popérateur Q-linéaire o : X—X par la
formule :

(x.3.6.2) c=f"tosof.

Alors nous pouvons appliquer le lemme (1.3.5) aux opérateurs d, ¢, ¢ de X.
Pour tout xe€X, o, (x) a une valeur constante s(x) pour n assez grand, et Popérateur s achéve de
défimir X comme une résolution scindée de Q par des UL-modules.

En effet, notons U,L les modules définis en (IV, 2.1.2 et 2.1.3), que nous iden-

tifions a leurs images canoniques dans UL. Les modules U, L sont facteurs directs dans UL.
Posons, pour ieN,

(x.3.6.3) X%= I UL®,E L,

0t

Les X® forment une famille croissante de sous-Q-modules et de sous-complexes de X.
Leur réunion est X; on a X@=Q. IIs sont stables pour 'opérateur .
Le quotient X®/X6¢=1 gidentifie d’aprés (IV, 2.1.3), 2

(x.3.6.4) Il S'L®,E~'L.

0<i<i

Ce dernier module s’identifie & un sous-complexe de Ko L, stable pour s. Nous en
déduisons les relations

(x.3.6.5) (1—e—do—oad)(x)eX"* 1,
pour ieN et xeX% qui nous permettent d’appliquer le lemme (1.3.5). Nous avons
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ainsi une homotopie s bien déterminée sur le complexe standard d’une algébre de Lie dont nous
connaissons une base ordonnée.

(x.3.7%7) Complexes gradués, filtrés et valués. — Lorsqu’il s’agit d’anneaux et de modules
gradués (resp. filtrés), la forme explicite des opérateurs de bord, d’augmentation et
d’homotopie montre que ce sont des morphismes de modules gradués (resp. filtrés). Dans le
cas des modules gradués, la base d’un module libre doit étre formée d’éléments homo-
geénes (I, 1.1.6). Dans le cas filtré, ’homotopie d’un complexe de Koszul Ko M (1.3.3)
est définie a partir d’une base filtrée (1, 2. 1.16) ordonnée; de méme I’homotopie du complexe
standard d’une algébre de Lie L est définie & partir d’uue base filtrée ordonnée de L.

En particulier, si L est une algébre de Lie valuée de rang fini r sur un anneau
de valuation discréte complet , nous avons vu en (I, 3.3) eten (IV, 2.2) que SL, EL,, UL
sont des algeébres valuées. Nous vérifions que la structure d’algébre du produit tensoriel
gauche X =UL®LEL est compatible avec sa structure de Q-module valué (I, 3.2.1).
Considéré comme UL-module, X est filtré-libre, donc valué puisque UL est valué en
tant qu’anneau.

2. COHOMOLOGIE CONTINUE DES PRO-y-GROUPES ANALYTIQUES

(2.1) Un lemme de Serre.

(2.x.1) Enoncé du lemme. — Soient Q un anneau commutatif filiré complet, et A
une Q-algébre supplémentée filtrée compléte, d’augmentation . Nous supposons que [l’idéal
d’augmentation 1(=Ker €) est un Q-module complet-libre (I, 2.1.17). Nous notons I'
Panneau gr Q, B la T'-algébre supplémentée gr A, et € Paugmentation gr ¢ de B.

Soit Y, une résolution scindée de ' (1.1.4) par des B-modules (Y,),cx gradués libres
(I, 1.1.6) de graduations discrétes (1, 1.1.3). Le module Y, est B, Paugmentation est <;
la différentielle et I’homotopie du complexe Y, sont notées d et s ; ce sont des morphismes de
B-modules (resp. I'-modules) gradués.

Alors 1l existe une résolution scindée X, de Q par des A-modules complets-libres, de telle
sorte que

(2.1.1.1) . grX =Y,.

Plus précisément, X,=A et ’augmentation de la résolution scindée X, est ’aug-
mentation e de A. Pour chaque neN, il existe un isomorphisme de gr X, sur Y, de telle
sorte que (par transport de structure) :

(2.x.1.2)grd=d, grs=75, et gre==c, dets désignant la différentielle et ’homotopie
de X,.
(2.x.1.3) Corollaire. — Si, pour un entier neN, Y, est un B-module libre de rang fini, alors

X, est un A-module libre de méme rang. Plus particuliérement, si Y, =o0 pour n>r, alors
X,=0 pour n>r.

545
21



162 MICHEL LAZARD Chap. V

(2.x.2) Construction des X, de dy et de so. — Posons X,=A. Pour chaque neN’,
choisissons une base %, du B-module gradué Y,, prenons un ensemble &, en correspon-
dance bijective avec %, (xed, correspondant & xe%,) et construisons le A-module
complet-libre X, de base topologique %, de telle sorte que

(2.1.2.1) w(X,; x)=degx,  pour xeB,.

Alors la bijection %,—>%, détermine un isomorphisme de B-modules gr X,—Y,.
Nous identifierons désormais Y, a gr X,.

Pour définir les applications A-linéaires d,, il nous suffira de donner les valeurs d,(x)
pour xe€4%,. Ces valeurs devront vérifier les relations

w(X,_s; (%)) 2 w(X,; %).

Soit xe%,. Nous avons d,(¥)egr I, puisque td,=o. Nous pouvons donc choisir

dans 1 un représentant de d,(x); appelons cet élément d,(x).
Nous définissons ainsi une application d; : X;—>X,. Nous avons

(2.1.2.2) edy=o0 et grd;=d,.
Choisissons maintenant un morphisme de Q-modules filtrés o, : Xo—>X; qui vérifie
les relations

(2.1.2.3) Goe=0 e  groyg==s,.

I1 nous suffit de définir la restriction de o, a I. Par hypothése I est un Q-module
complet-libre. Nous choisissons une base topologique de I; si y est un élément de cette
base et y le terme dominant de », nous choisissons un représentant de s,(») dans X; et
nous I’appelons oy( y). Ces choix définissent o,.

Posons X=X uX,;. L’application d:X-—+X est définie par sa restriction d
a X;(t=o0,1), et ¢: X—>X estla projection sur QCX,; définissons ¢ : X—X, dont
la restriction a X, est oy (o est nul sur X,). Appliquons le lemme (1.3.5). Comme
1—e—do—od est un endomorphisme Q-linéaire de X, que la restriction a gr X,=Y, de
Papplication gr(1—e—do—od) est nulle (car c’est 1—e—d,;5,=0, par hypothése), et
que X, est complet pour une filtration discréte, les applications oy définies en (1.3.5)
convergent dans X,. Nous posons

(2.1.2.4) so(x)zilirg og(x),  pour xeX,,
et nous avons
(2.1.2.5) SpE=0, grsy,=2s5, ¢t
(2.1.2.6) 1—e—d so=0  sur X,.
(2.x.3) Hypothése de récurrence ; construction de d, . ,. — Nous avons construit les X,
ainsi que d; et s5. Supposons que, pour un certain entier 7>1, nous ayons construit
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les applications A-linéaires d; : X;—X,;_; pour 1<i<n et les applications Q-linéaires
5; 1 X;—>X, ., pour o<i<nm, de telle sorte que

(2.1.3.1) d;_id;=o0 pour 1<i<n;
(2.1.3.2) di i+ si_di=1  sur X;, pour 1<:i<n.
(2.1.3.3) gr d,=d, pour 1<i<n.
(2.1.3.4) grs;=s; pour o<i<n.

Les relations (2.1.2.2), (2.1.2.5) et (2.1.2.6) font partie de notre hypothése
de récurrence.

La construction de d,,; équivaut au choix des éléments 4, ,(x), pour xeZ, .,
(base topologique de X, .,). Le terme dominant de 4, ,(x) doit étre d, +1(%¥) (cela
équivaut a grd, +1=En +1)- Prenons un représentant y de d, +1(%). Nous n’avons pas
nécessairement d,( »)=o0, mais noussavons que w(X, _,; d,(»))>w(X,;») : cela exprime

la relation d,d,,,(¥)=o. Nous pouvons donc poser
(2'1'3'5) dn+1(x)=.y_sn—-1dn(.y)’

et, les choix des y étant faits pour tous les xe%,, ,, nous obtenons par prolongement une
application A-linéaire d, ,: X, ;—X,, qui vérifie

(2.1.3.6) grdn+1=(_jn+1a et
(2.1.3.7) d,d, . =o.

Pour établir (2.1.3.7) nous utilisons (2.1.3.2),avec t=n—1, si n>2, et (2.1.2.6)
si n=1.

(2.x.4) Construction de s,, et fin de la preuve. — Le Q-module A=Qul est complet-
libre. Les Q-modules X,,, qui sont des A-modules complets-libres, sont donc des Q-modules
complets-libres. Cela nous permet de choisir une application Q-linéaire o, : X, ->X, .,
telle que

(2.1.4.1) gro,=s,.

Posons X=O<A]<_I" +1X,,. Définissons les endomorphismes ¢, d, ¢ de X. L’endo-

morphisme ¢ est ’augmentation (projection sur QCX,); la restriction de 4 a X, est dj;
la restriction de ¢ a X, est 5; pour o<i<n, ¢, pour ¢=mn, et o pour i=n-+1. Ces
endomorphismes sont des morphismes de Q-modules filtrés.

Appliquons le lemme (1.3.5). Comme X est un Q-module complet de filtration
discréte, et que gr(1—e—do—od) a une restriction nulle a gr X; pour o< j<n, les appli-
cations o, définies en (1.3.5) convergent dans X, (si x€X;, 7<n, a(x) =s;(x) pour tout
1eN). Nous posons

(2.1.4.2) s”(x)zil_ifg og(x),  pour xeX,.
Nous obtenons

(2.1.4.3) 8T 5, =15,;

(2.1.4.4) dyyiSy+S_1d, =1  sur X,.
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Notre hypothése de récurrence est maintenant prouvée pour n-+ 1, ce qui achéve
la démonstration.

(2.1.5) Lemme. — Soient A un anneau filtré complet, M et M’ deux A-modules filtrés
complets, X, et X deux complexes de A-modules filtrés, enfin e : X, —>M, et & : X! —>M! deux
morphismes (1.1.3). Nous supposons que les modules X, sont complets-libres, que les modules X,
sont complets, pour neN, et que X est une résolution acyclique filtrée de M’ . Soient f: M—>M’
un morphisme de A-modules filtrés et g :gr X —gr X! un morphisme de gr A-complexes
gradués (1.1.1) tels que gr e'og=gr fogr «.

Alors il existe un morphisme de A-complexes filtrés h : X —X!, tel que grh=g et
que &' oh=foce.

Preuve. — Choisissons une base topologique %, de X,. Soit x€%,. Prenons le
terme dominant ¥ de x dans gr X,, et choisissons un représentant » de g(x) dans X.
La relation gr ¢’og=gr fogr ¢ entraine

(2.1.5.1) w(M'; &' (y) —fe(x))>w(M; x).

D’aprés la définition des résolutions acycliques filtrées (1.1.9.1), il existe un
élément zeX| vérifiant

(2.1.5.2) ¢'(2)==¢'(0) —fe(%);

(2.1.5.3) w(Xg; 2) = w(M’; €' () —fe(¥))-
Nous posons alors

(2.1.5.4) ho(x) =y—z.

Les choix étant faits pour tous les xe%,, nous obtenons par prolongement une
application

(2.1.5.5) Ry Xo—>Xg,

qui vérifie grhy,=g, et foe=¢c'oh,.

Les morphismes #;, ieN", se construisent de méme, par récurrence sur 1.

(2.x.6) Corollaire. — Reprenons les notations du lemme (2.1.1). Si X, et X. sont deux
complexes vérifiant les conclusions de ce lemme, alors X, et X! sont des A-complexes filtrés
isomorphes (1.1.1).

Un isomorphisme de X, sur X! ne commute pas nécessairement aux homotopies
de ces complexes.

(2.2) Le complexe quasi-minimal d’un groupe p-valué complet de rang fini.

(2.2.1) Structure de algébre A=Al G. — Soit G un groupe p-valué (IIl, 2.1.2)
complet de rang fimi r (III, 2.1.3). Rappelons les propriétés principales de G et de sa
Z -algébre complétée A1 G (II, 2.2.1) que nous noterons A.

L’algebre de Lie graduée associée gr G est une I'-algébre de Lie graduée, libre de rang r
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en tant que T'-module ; anneau gradué T' est gr Z,, que nous pouvons écrire F,[x], = dési-
gnant le terme dominant de p.

Si (x);<i<, est une famille de représentants dans G d’une base ordonnée de gr G,
alors les x; constituent une base ordonnée de G (III, 2.2.4), c’est-a-dire que tout
élément yeG s’écrit univoquement comme un produit ordonné y= II x?", ou AzeZp,
et nous avons alors tsisr

o()=_1nf (o(x)+2(8)).

1<i<r

L’algebre A=AlG est la complétée de V'algeébre Z,[G] pour la borne inférieure des
Sfiltrations w qui vérifient w(x—1)>w(x) pour tout x€G.

L’algébre A est un Z,-module complet-libre, admettant la base topologique 2% aeN"
(ou z*= Il (x;—1)% et w(A;2%)= 2 ww(x;)). La T-algtbre graduée associée gr A

1<isSr 1<isr
s’tdentifie canoniquement & Ialgébre enveloppante U gr G (I11, 2.3.3).

La Z, -algébre topologique sous-jacente a A est indépendante du choix de la
valuation de G. Il existe toujours des p-valuations de G pour lesquelles gr G est une
algébre de Lie abélienne (ITI, g.1.12). L’algébre gr A est alors algébre symétrique d’un
T-module libre de rang r.

(2.2.2) Définition du complexe quasi-minimal de G. — Conservons les notations
de (2.2.1). Notons Y, le complexe standard de la I'-algébre de Lie gr G (1.3.4) (qui
se réduit au complexe de Koszul KogrG si gr G est abélienne). Nous savons,
d’aprés (1.3.6) et (1.3.7), que Y, est une résolution acyclique de I" par des U gr G-modules
libres. Plus précisément, le choix d’une base ordonnée de gr G détermine celui d’une
homotopie qui fait de Y, une résolution scindée de T.

Si nous posons B=gr A et Q=2Z,, nousretrouvons les notations du lemme (2.1.1)
et nous vérifions les hypothéses de ce lemme.

(2.2.2.1) Définition. — Nous appelons complexe quasi-minimal de G le complexe X construit
a partir du complexe standard Y, de I’algébre de Lie gr G par application du lemme (2.2.1).

(2.2.2.2) Tout groupe p-valué complet G de rang r posséde un complexe quasi-minimal.

(2.2.2.3) Le complexe quasi-minimal X, de G est une résolution filtrée scindée (1.1.4) de Z,
par des Al G-modules filtrés-libres X, (I, 2.1.16), de rangs respectifs (;)

En effet Y, est un U gr G-module libre de rang égal a celui de E"gr G sur T’

(1.3.4.7), C’est-a-dire a (r) Comme A est complet, les A-modules filtrés-libres de rang
fini sont complets-libres.

(2.2.2.4) Le complexe quasi-minimal X, de G est déterminé a un isomorphisme (non cano-
nique) prés. Il s’agit d’un isomorphisme en tant que complexe, mais non en tant
que résolution scindée.

C’est une conséquence du corollaire (2.1.6).
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(2.2.3) Premiéres conséquences de Pexistence d’un complexe quasi-minimal. — Conser-
vons les notations précédentes. Soit M un A-module linéairement topologisé complet,
c’est-a-dire un Z -module complet ot G opére continliment.

L’existence du complexe quasi-minimal X, montre que nous sommes dans le
cas étudié en (1.1.8) : la cohomologie continue H,(A, M) s’identifie @ la cohomologie
discréte H'(A, M), cest-d-dire ¢ H (Hom ,(X,, M)).

D’autre part (1.2.6) la cohomologie continue de G s’identifie & la cohomologie continue
de A. Nous obtenons donc :

(2.2.3.1) H}(G, M)=Ext}(Z,, M),  pour tout neN.

Ce résultat ne fait pas intervenir la valuation de G. Il est donc vrai pour un
groupe p-valuable G (III, g.1.6). Nous verrons plus loin (3.2.%7) qu’il vaut pour tout
pro-p-groupe analytique (III, 3.2.2).

Dans le cas du groupe G, p-valué de rang r, nous avons

(2.2.3.2) H?(G, M) = H"(Hom}(X., M)),
d’ou
(2.2.3.3) H}(G,M)=o0  pour n>r,

La dimension cohomologique de G est donc <r.
Si nous posons M =F, (sur lequel G opére trivialement), nous avons, pour chaque 7

N r
(2.2.3-4) dimg, Hom, (X, Fp)=(n),
d’ol
. n r
(2.2.3.5) dimy, HZ(G, Fy)< ().

(2.2.4) Proposition. — Soit G un pro-p-groupe analytique. Alors Palgébre Al G est un
anneau local compact noethérien (@ droite et & gauche).

Preuve. — Nous savons que Al G est un anneau local compact, pour chaque
pro-p-groupe G (II, 2.2.2). Si G est analytique, il contient un sous-groupe ouvert
p-valuable U (III, 3.2.2) que nous pouvons supposer p-valué. L’algébre Al G est un
Al U-module de type fini (II, 2.2.7), et il nous suffit de prouver que Al U est noethérien.
Or gr Al U est noethérien ([13], th. 4, p. 164) et la filtration de I’algébre compleéte Al U
est discréte.

(2.2.5) Complexes minimaux. — Soient A un anneau local noethérien et R son
radical. Rappelons quelques points de la théorie des résolutions minimales d’Eilenberg [7].

Nous nous plagons dans la catégorie des A-modules de type fini. Un épimorphisme P—M,
ou P est libre, est dit minimal si le morphisme associé P/RP —~ M/RM est bijectif.

(2.2.5.1) Une résolution acyclique libre X, d’un module M est dite minimale si les
épimorphismes ¢ : Xg—+>M, X;>Kere et X, ;—Kerd;(:eN") sont minimaux.
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(2.2.5.2) La résolution minimale X, de M est déterminée & un isomorphisme (non cano-
nique) prés ([7], prop. 7). Toute résolution libre de M contient la résolution mini-
male comme facteur direct (ibid., th. 8).

(2.2.5.3) Pour qu’une résolution libre X, de M soit minimale, il faut et il suffit que le complexe
quotient X |[RX_ ait une différentielle nulle (ibid., prop. g). Ce complexe peut encore
s’écrire k®,X,, en désignant par £ le corps résiduel AJR.

Nous appliquons ces notions a ’algébre complétée A=AlG d’un pro-p-groupe
analytique G (2.2.5).

(2.2.5.4) Définition. — Nous appelons complexe minimal d’un pro-p-groupe analytique G une
résolution minimale de Z, par des Al G-modules libres.

(2.2.6) Critére de minimalité du complexe quasi-minimal. — Soient G un groupe p-valué
complet de rang 7, et X, un complexe quasi-minimal de G (2.2.2).

Pour que le complexe de Al G-modules X, soit un complexe minimal du pro-p-groupe
analytique G (2.2.5.4), il faut et il suffit d’aprés (2.2.5.8) que le complexe

(2.2.6.1) X, =F,®,X,

ait une différentielle nulle. Cette condition peut se mettre sous la forme suivante :
(2.2.6.2) dim,pH"(Hom;,p(X:, Fp)) =dim,,pX:,,

pour tout neN.
Or le complexe Hom;,p(X:, F,) s’identifie a Hom; (X, F,), et dimeX:, = (;) Nous
obtenons donc le critére de minimalité suivant.

(2.2.6.3) Pour que le complexe quasi-minimal du groupe p-valué G complet de rang r soit
minimal, il faut et il suffit que
dimg, H(G, Fp) = (;)
pour tout neN.
Il est aisé de construire des groupes p-valués qui ne vérifient pas le critére (2.2.6.3).
En effet, Pentier dimeH}(G, F,) est égal au nombre minimum de générateurs de G ([29],

chap. Ier, corollaire de la prop. 25). Le groupe étudié en (III, 3.2.4) est de rang 4 et
posséde deux générateurs.

(2.2.7) Groupes équi-p-valués. — Nous dirons qu’un groupe G est équi-p-valué s’il
est p-valué complet de rang fini et s’il posséde une base ordonnée dont tous les éléments ont la

méme filtration t. Il revient au méme d’exiger que le module gr G soit engendré par ses
éléments de degré .

(2.2.7.x) Tout pro-p-groupe analytique contient un sous-groupe ouvert qui est équi-p-valué (pour
une filtration convenable).

C’est une conséquence de (III, 3.1.3), ou de (II, 1.1.11).

(2.2.7.2) Le complexe quasi-minimal X, d’un groupe équi-p-valué G est minimal.
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En effet le radical R de I’algébre Al G est constitué par les éléments de valuation> o.
Si ¢ est la valuation des générateurs de G, les éléments basiques de X, ont tous la
valuation n¢ (1.3.4). Nous avons donc dX CRX_, ce qui équivaut (2.2.5.3) a la
minimalité de X,.

(2.2.8) Théoréme. — La dimension cohomologique d’un groupe p-valuable de rang r est
égale a r.

Soit en effet G un groupe p-valuable de rang r. Nous avons c¢d G<r (2.2.3), et G
contient des sous-groupes ouverts de dimension cohomologique 7, d’aprés (2.2.6)
et (2.2.7). La proposition 14 de [29], chap. I€T, achéve notre preuve.

(2.3) Cohomologie continue et cohomologie analytique.

(2.3.1) Cochaines analytiques. — Soit G un groupe profini p-analytique (III, 3.2.2)
opérant continfiment sur un Z,-module complet M (II, 2.2.4). Les n-cochaines analytiques
de G a valeurs dans M sont les applications analytiques de G" dans M (III, 1.3.2).

Si, de plus, G est p-valuable (resp. p-saturable (III, 3.1.6)), nous savons définir les
cochaines analytiques strictes (II1, 1.3.5) (resp. analytiques tayloriennes (III, 1.3.4)).

Sous certaines hypothéses, ces cochaines analytiques (resp. analytiques strictes,
analytiques tayloriennes) constituent un sous-complexe du complexe des cochaines
continues. Nous obtenons alors des groupes de cohomologie analytique (resp. stricte,
taylorienne) de G a valeurs dans M, qui s’appliquent canoniquement dans les groupes
de cohomologie continue.

Nous montrerons que la cohomologie analytique s’identifie a la cohomologie continue,
lorsque G est un groupe profini p-analytique (111, 3.2.2) et M un Z -module sans torsion de
rang fini.

(2.3.2) Les Z,-modules sans torsion de rang fii. — Nous appelons rang d’un
Z,-module M la dimension du Q p-espace vectoriel Q,®; M.

Un Z,-module sans torsion de rang d est isomorphe & un module de la forme Z;x Q7
ou s+s'=d. Un tel module M posséde une topologie naturelle : c’est la topologie induite
par celle de lespace vectoriel de dimension finie Q,®OM sur le corps valué complet Q.

Il nous sera commode de parler de valuations des Q ,-espaces vectoriels, ou (par
restriction) de leurs sous-modules : ce sont les valuations a valeurs réelles (non nécessaire-
ment positives) qui prolongent les valuations positives de Z,-modules, comme en (I, 2.2.8).

Le théoréme d’équivalence des normes prend la forme « additive » suivante.

(2.3.2.1) Si w et w' sont deux valuations d’un Q -espace vectoriel NV de dimension finie, il
existe un nombre ceR  tel que

|w(x)—w'(x)|<c¢  pour tout xeV.

(2.3.3) Lemme. — Soient V un Q -espace vectoriel de dimension finie d, et G un
pro-p-groupe qui opére contindment sur V. Alors G laisse stable un sous-Z -module compact de rang d
de V. Un tel sous-module est libre de rang d sur Z,.
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Preuve. — L’espace V est un Al G-module topologique (II, 2.2.6), I’algébre Al G

est compacte, et, si (¥;);<;<s €St une base de V sur Q , le sous-Al G-module <E< AlG.x;
1<i<d
est compact de rang d. '

(2-3.4) Lemme. — Soit G un pro-p-groupe opérant contindment sur un Z,-module M,
libre de rang d. Alors il existe une valuation w de M et une constante b>d ™", telles que
(2.3.4.1) wx.y—y)>w(y)+b

pour tous x€G et yeM.
Preuve. — Le groupe G opére continfiment sur M/pM, et tout G-module topolo-
gique fini simple est isomorphe & F, (o G opére trivialement).
Si nous « remontons » une suite de Jordan-Holder du G-module M /pM, nous
obtenons une base (¢),<;<; de M vérifiant les relations
.3.4.2 xe,—ec 2 pZ.e+ X Zy.¢
(234 ) ] ‘Osisip?’+i<iadp’
pour tout xeG.

Nous vérifions les conclusions du lemme en prenant les ¢; comme base filtrée de M,
avec

(2.3-4-3) w(e) =1id~t  pour o<i<d.

Remarque. — En faisant opérer convenablement le pro-p-groupe Z, sur M, on
voit qu’il est parfois impossible d’obtenir la relation (2.3.4.1) avec une constante
b>d~t.

(2.3.5) MNotations. — Reprenons et complétons les notations de (2.2.1). Nous
désignons par G un groupe p-valué complet de rang r, dans lequel nous avons
choisi une base ordonnée (;);<;<,. Les coordonnées de deuxiéme espéce par rapport
a cette base nous permettent d’identifier G & Z;; c’est ainsi que nous pourrons
parler d’applications analytiques d’ordre h de G dans un module M (III, 1.3.7). Nous
posons

(2.3.5.1) o(x) =17, pour I1<iI<7;
(2.3.5.2) t= min T,
(2.3.5.3) t'= max .

Nous appelons X, le complexe standard complété de G, et nous reprenons les notations
de (1.2.7). Pour chaque neN", X, posséde une base topologique sur ’anneau A=Al G
formé des éléments z* ou a parcourt J".

Nous notons Y, le complexe quasi-minimal de G, défini en (2.2.2). Pour chaque neN,

Y, est un A-module filtré-libre admettant une base %, formée de (;) éléments.
Rappelons que X;,=Y,=A.
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Les complexes X, et Y, sont deux résolutions acycliques complétes-libres de Z, par des
A-modules. 11 existe donc (1.1.5) deux morphismes de A-complexes filtrés (1.1.1)

(2.3.5-4) ¢ X, =Y,
(2-3-5-5) ¢ Y, >X,,
dont les composés sont homotopes a l'identité.

Il nous suffira d’introduire ’homotopie % :X,—X, ou, plus précisément, la
famille de morphismes de A-modules filtrés :

(2.3.5.6) b, : X,»X,.; (neN),
qui vérifient
(2-3.5-7) Ypo@—1=4d,  yoh,+h,_,od,.

Nous notons enfin M un Z -module sans torsion de rang fini sur lequel G opére contindment,
et nous supposons M muni d’une valuation.

(2.3.6) Proposition. — Conservons les notations de (2.3.5).
(2.3.6.x) Il existe un nombre a>o et un nombre ceR tels que

w(M;x.9)= aw(A; x) +w(M; ) +¢

pour tout xcA et tout yeM. Ces nombres a et ¢ une fois choisis, nous notons hy le plus petit
entiter heN vérifiant

at> (p—1)"1p~"
(2.3.6.2) Pour tout yeM, [Papplication x\>x.y de G dans M est analytique d’ordre >h,
(IT1, 1.3.7).

(2.3.6.3) Pour tout entier h>hy, les cochaines de G dans M analytiques d’ordre >h
constituent un sous-complexe.

(2.3.6.4) Pour tout feHom,(Y,, M), la n-cochaine associée a foe, est analytique d’ordre > h,.

(2.3.7) Preuve de (2.3.6.1). — D’aprés le lemme (2.3.3), le groupe G laisse
invariant un sous-module M’ de M isomorphe 4 ZZ£. Il nous suffit de prouver (2.3.6.1)
pour les éléments yeM’. De plus, d’aprés (2.8.2.1) nous pouvons prendre n’importe
quelle valuation sur M (ou M’), quitte a modifier la constante ¢. Nous supposons donc

que la valuation de M’ vérifie le lemme (2.3.4), pour une certaine constante 5>o.
Posons, pour tout xeA,

(2.3.7.1) ! ()= inf (w(M; x.9)—20(M; 7).
Alors ' est une filtration de la Z -algebre A : cf. (I, 2.2.4.1). Le lemme (2.3.4)
équivaut a la relation
(2.3.7.2) w'(x—1)>b  pour tout x€G.
Nous en déduisons
(2.3.7-3) w'(2*)2|a|b  pour tout a€].

554



GROUPES ANALYTIQUES p-ADIQUES 171

Comme d’autre part

(2.3.7-4) | >7aft,

nous avons

(2.3.7.5) w'(2%) = (b[t)w(A; 2%).
Si nous posons

(2.3.7.6) a=min(1, b/t’),

nous avons

(2.3.7.7) w'(x)zaw(A; x),

pour tout xeA. C’est ’énoncé de (2.3.6.1) pour c¢=o.

(2.3.8) Fin de la preuve de (2.3.6). — Si xeG est donné par ses coordonnées AeZ],
nous avons, pour yeM,

(2.3.8.1) xy= 2 (x)z“._y.

aeJ\X

Nous obtenons, d’aprés (2.3.6.1),
(2.3.8.2) w(M; 2*.y)2a(ra) +w(M; p)+c.

Comme ra>t|a«|, le critére d’analyticité (III, 1.3.8) démontre I’assertion (2.3.6.2).

Rappelons que I’application GXG—G, définie par le produit, est analytique
stricte (III, g.1.7), c’est-a-dire analytique d’ordre o. Si nous prenons une zn-cochaine f,
analytique d’ordre >4, cela prouve que tous les termes de son cobord 3f, défini
en (1.2.3.1), sont analytiques d’ordre >#, sauf éventuellement le premier terme :
%, f(%3, ..., %, 1) Or ce dernier point résulte de (2.3.6.2).

Soit enfin feHom,(Y,, M). La n-cochaine associée a foq, est donnée, en fonction
des coordonnées A de xeG”", par la formule :

(2.3.8.3) 2 ()‘)cu,
ac ¥\

ou
(2.3.8.4) o =J(94(2%))-

Comme ¢, est un morphisme de A-modules filtrés, nous avons, pour tout ae]”,
(2.3.8.5) (&)=, 2, duy-2>
ou
(2.3.8.6) d, A, et
(2.3.8.7) w(A; d,,,) +w(Y,;9) >

Nous obtenons ainsi

(2.3.8.8) o= 2 d,,.f()).

YEA,

N
[
(3]
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Les relations (2.8.6.1) et (2.3.8.7) conduisent aux inégalités

(2.3.8.9) w(M; ¢,)>at|a| +¢,
ol
(2.3.8.10) ¢'=min (w(M; f(9))—aw(Ys; 5)+2).

La relation (2.3.8.9), valable pour tout ac]J”, prouve (2.3.6.4) d’aprés le critére
d’analyticité.

(2.3.9) Remarques. — La constante a qui apparait dans (2.3.6.1) est toujours <1
(sauf si M =o0). Comme I’application AXM-—>M est bilinéaire et continue, I’existence
d’une norme pour les applications multilinéaires continues d’espaces vectoriels normés réels
pourrait faire croire qu’on peut toujours prendre a=1. Il n’en est rien, comme le
montre la remarque de (2.3.4).

La propriété (2.3.6.2) montre que toute représentation continue de G dans un
Z ,-module libre de rang fini est analytique. Nous le savions déja, d’apres (III, 3.2.3.1).

(2.3.10) Théoréme. — Soit G un groupe profini p-analytique (111, 3.2.2) opérant
contindiment sur un Z,-module sans torsion M de rang fini. Alors les cochaines analytiques de G
dans M forment un sous-complexe du complexe des cochaines continues, et les applications canoniques
des groupes de cohomologie analytique dans les groupes de cohomologie continue sont des isomorphismes.

Preuve. — Nous allons démontrer ce théoréme pour un groupe p-valuable G
(II1, g.1.6). Nous supposons que G est p-valué, que M est valué, et nous appliquons
(2.3.6).

Les cochaines analytiques forment un sous-complexe du complexe des cochaines
continues, d’aprés (2.3.6.3). Nous avons donc des groupes de cokomologie analytique
H;(G, M), et des homomorphismes canoniques

(2.3.10.1) H:(G, M) — H(G, M).

D’aprés (2.3.5.7) et (2.3.6.4), un n-cocycle continu f est cohomologue au n-cocycle
analytique foy,oq,. Cela prouve que les applications (2.3.10.1) sont surjectives.

Pour montrer qu’elles sont njectives, nous devons prouver qu’un n-cocycle analy-
tique f, qui est le cobord d’une (n—1)-cochaine continue, est aussi le cobord d’une
(n—1)-cochaine analytique. D’aprés (2.3.5.7) et (2.3.6.4), il nous suffit de montrer
que, pour toute n-cochaine analytique f, la (n—1)-cochaine foh, _, est analytique.

La n-cochaine f est définie au moyen des éléments

(2.3.10.2) &) =¢,, acJ™

D’aprés (III, 1.3.9), Panalyticité de f équivaut a Pexistence de deux nombres
réels ¢;>0 et ¢, tels que

(2.3.10.3) w(M;e)>elal +c,
pour tout ac]”.
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L’application 4,_, est définie par les formules

(2.3.10.4) h_y(@)= X P
acI®

avec ¢ ,€A pour tous BeJ""! ac]”, et
(2.3.10.5) w(A; eq,,) + Ta>1p.

La cochaine foh,_, est donc définie par
(2.3.10.6) (foh”_l)(z”)zc",=u§Jnea,acm
pour tout BeJ" L

Si nous appliquons (2.8.6.1), nous obtenons

(2.3.10.7) w(M; cg)> rréi%(aw(A; €. o) +w(M;c,)+c).

Posons, pour tous aeJ" et BeJ"~1,
(2.3.10.8) Uy g =aw(A; e ) +w(M;ec,)+ec.

Pour un BeJ"~! fixé, considérons d’abord les ae]" vérifiant ta>7@. La
relation (2.3.10.5) ne nous apprend rien et nous la remplagons par

(2.3.10.9) w(Aj e ,)>0.

Comme ra>tf implique |e|>(#/t')|B]|, les relations (2.3.10.3) et (2.3.10.8)
nous donnent

(2.3.10.10) Uy o= (61t [t))| B[4 +c.

Supposons maintenant que ta=0tf, avec 0<0<1. Nous obtenons, a partir
de (2.3.10.3), (2.3.10.5) et (2.3.10.8) :

(2.3.10.11) Uy o= a(1—0)t|B| 4 0(tc, [t')|B| +-ca+c.

Nous minorons le second membre de (2.3.10.11) en remplagant 6 soit par 1
(et nous retrouvons (2.3.10.10)), soit par o, ce qui donne

(2.3.10.12) Uy g>at|B|+co+c.
Si nous posons
(2.3.10.13) ¢; =min(at, ¢, tft'),
(2.3.10.14) Ca =¢34+,
nous avons ¢;>0 et
(2.3.10.15) w(M; cg)=cl|B| + ¢,
pour tout BeJ"~!. Cela prouve ’analyticité de la (n— 1)-cochaine foh,_, (III, 1.3.9).

Nous étendrons la démonstration aux groupes profinis p-analytiques quelconques
en (3.2.8).
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(2.4) Cohomologie de groupes et cohomologie d’algébres de Lie.

(2-4-x) Lalgébre de Lie d’un groupe analytique sur Q ,. — Nous n’avons utilisé qu’une
seule fois (III, 3.2.1) la notion d’espace tangent en un point & une variété analytique
sur Q. Il nous faut maintenant définir Palgébre de Lie d’un groupe analytique sur Q , (III,
3.1.1). Reconnaissons que la définition la plus simple s’obtiendrait en transcrivant l'une
quelconque des définitions classiques de I’algébre de Lie d’un groupe analytique sur
le corps R : voir, par exemple, [5], chap. IV, § 2.

L’algebre de Lie d’un groupe analytique sur Q,, est donc une Q -algébre de Lie.

Des difficultés se présentent lorsqu’on veut étendre au cas p-adique la théorie de
Papplication exponentielle (ibid., § 8). Si G est un pro-p-groupe analytique (de dimension >o0)
et L son algébre de Lie, I'application exponentielle ne peut étre définie que sur un
voisinage de zéro dans L et non pas sur L tout entiére. De plus, il n’est pas toujours
possible de définir sans ambiguité une application exponentielle « maximale », comme
le montre ’exemple suivant.

Le groupe G est le pro-p-groupe commutatif engendré par deux générateurs x,

et x, liés par la relation #f=xf. Nous pouvons identifier L & Q,. L’application
exponentielle

(2.4.1.1) pZ,~G
est alors définie par la formule
(2-4.1.2) Aap =),

Nous pouvons prolonger cette application & Z, de différentes maniéres (raisonnables),
par exemple en appliquant AeZ, sur x} ou x3.

Ces remarques ont pour but de justifier auprés du lecteur la définition suivante
(2.4.2) de l'algebre de Lie d’un groupe analytique.

(2.4.2) Définition de I’algeébre de Lie d’un groupe analytique sur Q,, au moyen des sous-
groupes p-saturables. — Rappelons qu’a tout groupe p-saturable G (III, 3.1.6) nous avons
associé une Z,-algébre de Lie, que nous noterons désormais Log G. Nous renongons a
identifier G 4 Log G, comme nous ’avions fait en (IV, 3.2.6) et (IV, 3.4.4). Par contre
nous nous permettrons d’appeler Log aussi bien le foncteur qui transforme G en Log G
que le morphisme fonctoriel qui, pour chaque G, définit la bijection

(2.4.2.1) Log : G - Log G.
Si nous avons un monomorphisme
(2.4.2.2) f:G=>G
de groupes p-saturables de méme dimension, nous en déduisons un monomorphisme
(2.4.2.3) Logf:Log G - Log G’
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de Z,-algébres de Lie qui sont des Z,-modules libres de méme rang. En construisant les
produits tensoriels par Q,, nous obtenons une béjection

(2.4.2.4) Q,8,,Log G + Q,®,,Log G’

(que nous n’osons pas noter Q ®Logf) de Q -algébres de Lie.

Rappelons enfin (III, 3.1.3) qu’un groupe G, analytique sur Q,, admet comme
systtme fondamental de voisinages de I'unité I’ensemble de ses sous-groupes ouverts
p-saturables.

(2.4.2.5) Définition. — Soit G un groupe analytique sur Q p. Associons & chaque sous-groupe
ouvert p-saturable H de G la Q p-algébre de Lie Q p®,,LogH, que nous noterons Ly.
8§t H et H' sont deux tels sous-groupes de G, avec HCH', nous avons (2.4.2.4) une
bijection canonique Lyg—Ly.. Nous appelons algébre de Lie de G la limite projective

(2.4.2.6) L=1(1_r§LH

des algebres Ly, construite sur Uensemble des sous-groupes ouverts p-saturables, ordonnés par anti-
inclusion.

Les morphismes canoniques
(2.4.2.7) L—>Ly
sont donc tous des bijections.

(2.4.2.8) Lorsque G est un pro-p-groupe analytique (ou, plus généralement, un groupe
compact analytique sur Q ), la limite projective (2.4.2.6) peut étre construite
sur I’ensemble des sous-groupes ouverts p-saturables distingués dans G, ainsi qu’il
résulte du lemme suivant.

(2.4.3) Lemme. — Soient G un groupe compact analytique sur Q,, H un sous-groupe
Jermé p-valué de G et o la filtration de H. Notons H' Pintersection des conjugués de H dans G et
posons, pour tout xeH’,

’ 1 —1
(2.4-3.1) o'(x)=inf «(p™).

Alors H' est un sous-groupe fermé distingué de G et o' une p-valuation de H' invariante par G.

87 H est ouvert dans G, il en est de méme de H' et, pour tout nombre v assez grand, le sous-
groupe H, (formé des xeH' vérifiant o'(x)>v) est un sous-groupe p-saturable ouvert distingué
dans G.

Preuve. — Les applications x>w(yxy~') sont des p-valuations du sous-groupe
distingué fermé H' de G. Comme G est compact et o continue (en tant qu’application

dans R), la borne inférieure (2.4.3.1) est atteinte en un certain yeG (I’élément xeH’
étant fixé). Nous avons donc

(2.4-3.2) o' (2)>(p—1)7"

pour tout xeH’, ce qui prouve que o’ est une p-valuation (III, 2.1.2),

[0
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Si H est ouvert, il est d’indice fini dans G, ainsi que H'. La derniére assertion
résulte de (III, 3.1.13).

(2.4.4) Lemme. — Soit G un groupe profini p-analytique opérant contindment sur un
Z -module libre de rang fini M. Alors il existe un sous-groupe ouvert U de G qui posséde la propriété
sutvante.

Soient H un sous-groupe de U et o une filtration de H, pour laquelle ce groupe est p-saturé.
Construisons Palgeébre saturée Sat A1 H de Palgebre Al H, valuée comme en (III, 2.3.3). Alors
la structure de (Al H)-module de M se prolonge univoquement en une structure de (Sat Al H)-module
topologique.

Preuve. — Munissons M d’une valuation pour laquelle ce module est saturé. Si
nous avons
(2.4.4.1) w(M; x.9)>w(M;y)+w(Al H; x)

pour tout xcAlH et tout yeM, lopération de Al H sur M se prolonge a div Al H,
puis, par continuité, & Sat Al H.

Reprenons les notations de la proposition (2.8.6). La relation (2.4.4.1) n’est
autre (apres remplacement de G par H) que la relation (2.3.6.1), avec ¢=0 et a=1.
Comme H est p-saturé, le nombre ¢’ (2.3.5.3) vérifie

(2.4-4.2) r<p(p—1)L
D’aprés (2.3.7.6), la relation (2.4.4.1) est donc vérifiée si nous avons
(2.4.4-3) w(M; x.y—y)2w(M; )+ p(p—1)7"

pour tout xeH et tout yeM. Or cette derniére relation est vraie pour tout x assez
voisin de I’élément neutre de G.

(2.4.5) Lemme. — Soit L une Q -algébre de Lie de dimension r opérant sur un Q -espace
vectoriel M de dimension finie. Soit L® un sous-Z-module de L, libre de rang r. Alors, pour tout
entier h assez grand, pPLO est une sous-Z-algébre de Lie L' de L et L' peut étre munie
d’une valuation w, de telle sorte que Popération de UL’ sur M se prolonge en une opération continue
de Sat UL’ (IV, 2.2.5).

(2.4.6) Représentations de groupes et d’algébres de Lie : « dérivation » et « intégrations », —
Le lemme (2.4.4) nous montre que, si un pro-p-groupe analytique G opére contintiment
sur un Z-module sans torsion M de rang fini, alors 'algébre de Lie L. de G opére sur
Q;®;,M : c’est la représentation « infinitésimale » associée a celle de G.

Le lemme (2.4.5) nous montre que, si ’algébre de Lie L opére sur M, il en est
de méme du pro-p-groupe analytique exp L', oi L’ désigne une sous-Z, -algébre de Lie
ouverte assez petite de L. Ce sont les représentations « intégrales » associées a celle de L.

Pour éviter les ambiguités, nous préférons parler de A-modules, A désignant une
Z -algébre diagonale saturée normale (IV, 3.1.5). Rappelons que, si nous posons L=%"A
et G=¢"A, Talgebre A s’identific & Sat UL ainsi qu’a SatZ,[G]. Un A-module M est
donc (par restrictions) un module de représentation pour le groupe G et pour ’algébre de Lie L.
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(2.4.7) Lemme. — Soient Q un anneau de valuation (I, 2.2.6), K le corps des fractions
de Q, A une Q-algébre associative valuée (I, 2.2.4) et M un A-module filtré-libre (I, 2.1.16)
de rang fini.

Construisons la Q-algébre saturée Sat A et le Sat A-module Sat M (I, 2.2.11). Notons B
la K-algébre

(2.4.7.1) B=K®,Sat A.

Alors les modules K®ySat M et B®,M sont canoniquement isomorphes.

Preuve. — Rappelons comment nous avons construit Sat A en (I, 2.2.8) et
(I, 2.2.11). Nous avons pris I’algébre A’ =K®yA. Les éléments de A’ s’écrivent sous
la forme A7'®x, avec AeQ, A+0 et xeA. Nous avons prolongé la valuation de A en
une application de A’ dans R (et non plus dans R ) définie par

(2.4.7.2) w(A"; A 71®x) = w(A; x) —o(N).
Les éléments yeA’ vérifiant
(2.4.7.3) w(A’;y)>0

constituent I’algébre div A (I, 2.2.8), et nous obtenons Sat A en complétant div A (I,
2.2.11).

Nous vérifions que ’algébre B (2.4.7.1) s’identifie a la complétée A’ de Ialgebre A’
pour la topologie définie par w (c’est-a-dire la topologie ou div A est une sous-algébre
ouverte de A’).

Puisque le foncteur Sat, ainsi que les produits tensoriels, permutent aux sommes
directes finies, nous pouvons supposer que M est un A-module possédant la base filtrée {e},
avec w(M;e) =t. Nous avons construit div M en prenant, dans le module A’.e les
éléments x.e vérifiant

(2.4.7.4) w(A’; x) +1=>o.

Nous obtenons Sat M en complétant div M. Cela équivaut a prendre le sous-
module de A’.¢ formé des éléments x.e vérifiant

(2.4.7.5) w(A’; x) +t> o.

L’assertion du lemme résulte alors de ’identification des deux modules K®,Sat M
et B®,M au A’-module libre A’ .e.

Remarquons que Sat M n’est pas nécessairement un Sat A-module de type fini.

(2.4.8) Lemme. — Soient Q un anneau de valuation complet, K le corps des fractions
de Q, A une Q-algébre supplémentée valuée (I, 2.2.4). Notons B la K-algébre supplémentée
B=K®,Sat A. Supposons qu’il existe une résolution filtrée scindée de Q par un complexe X,
de A-modules filtrés-libres de rangs finis (1.1.4). Alors les hypothéses du « mapping theorem » ([4],
p- 150) sont vérifides par A et B (pour Pinjection canonique de A dans B).

Plus précisément, nous pouvons considérer le complexe B®yX, comme une résolution scindée
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de K par des B-modules libres de rangs finis. Nous en déduisons, pour chaque B-module M, un
isomorphisme canonique

(2.4-8.1) H' (B, M)—-H’(A, M).

Preuve. — Le complexe Sat X, (1.1.2) est une résolution scindée de Sat Q=Q
(pour les opérateurs Sat s, Sat v, avec les notations de (1.1.4)). En tensorisant par K
sur Q, nous obtenons une résolution scindée de K : K®,Sat X,. Or, d’aprés les hypo-
théses sur X, et le lemme (2.4.7), B®, X, s’identifie 8 K®,Sat X,.

Si M est un B-module, les complexes Hom3(B®,X,, M) et Hom;(X,, M)
s’identifient.

Leurs groupes de cohomologie s’identifient respectivement 2 H'(B, M) et H'(A, M).

(2.4.9) Théoréme. — Soit G un groupe p-valué complet de rang fini. Sa Z,-algebre
complétée Al G est valuée comme en (I1I, 2.8.3), et nous pouvons identifier I'algébre de Lie L
de G (2.4.2) a
(2.4.9.1) L=0Q,®,,(Z Sat Al G).

Soit M un Q -espace vectoriel muni d’une structure de (Sat Al G)-module topologique complet.
Alors les groupes de cohomologie continue de G & valeurs dans M (1.2.6)

(2.4.9.2) H;(G, M)

s’identifient canoniquement aux groupes de cohomologie de L & valeurs dans M

(2.4.9.3) H'(L, M).
Les opérations de G et de L sur M sont définies naturellement & partir de I opération de Sat Al G.
Preuve. — Posons

(2.4.9.4) B=0Q,®;,(Sat Al G).

Nous allons appliquer deux fois le lemme (2.4.8). Nous prenons Q=2Z,, K=Q .

Posons d’abord A=Al G. Alors Pexistence d’un complexe quasi-minimal de G
(2.2.2) montre que les hypothéses de (2.4.8) sont vérifiées par A=Al G. Comme un
B-module n’est pas autre chose qu’un Q,-espace vectoriel ou opére Sat Al G, nous
identifions H'(A, M) a4 H'(B, M). Or H;(G, M) s’identifie (1.2.6) a H'(A, M).

Prenons maintenant A =TUL’, ou L est la Z -algebre de Lie valuée & Sat Al G.
Alors Sat Al G s’identifie & Sat A, car Sat AlG est une algébre diagonale saturée
normale (IV, 3.1.5 et 3.3.6), qui s’identifie d’ailleurs a Sat Al Sat G (IV, 3.3.1).
D’aprés (1.3.6) et (1.3.7), Palgtbre A= UL’ vérifie les hypothéses du lemme (2.4.8).
Nous identifions ainsi H (B, M) 4 H'(UL®, M), donc 2 H'(UL, M) puisque M est un
Q,-espace vectoriel. Or H'(UL, M) est, par définition, H'(L, M).

(2.4.10) Théoréme. — Soit G un groupe profini p-analytique (111, 3.2.2) opérant
contindment sur un Q j-espace vectoriel M de dimension finie. Alors P'algébre de Lie L de G (2.4.2)
opére sur M (2. 4..6). Définissons les groupes de cohomologie stable de G a valeurs dans M, Hy (G, M),
en posant, pour chaque neN,

(2.4.10.1) H%(G, M)—_—li_n)l H}(H, M).
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La limite inductive est calculée sur Iensemble des sous-groupes ouverts H de G, ordonnés par anti-
inclusion. Les morphismes sont définis par la restriction de la cohomologie.

Le groupe G opére sur lui-méme & gauche par automorphismes intérieurs, et opére sur M.
Ces deux opérations définissent I’ opération de G sur tout ce qui est canoniquement attaché & la structure
constituée par G et le G-module M, en particulier H}(G, M).

Nous avons les propriétés suivantes :

(i) H;,(G, M) s’identifie canoniquement & H'(L, M).

(i1) Le morphisme canonique
(2.4.10.2) H)(H, M) - H'(L, M),

déduit de Uisomorphisme (i), est un isomorphisme dés que le sous-groupe ouvert H est assez petit.
Plus précisément Uapplication (2.4.10.2) est un isomorphisme si H est p-valuable et si, pour une
p-valuation convenable de H, I opération continue de Al H sur M se prolonge en une opération continue
de Sat Al H.

(iii) Le stabilisateur de Hy(G, M) dans G est un sous-groupe ouvert, et les groupes de
cohomologie continue H,(G, M) s’identifient aux groupes des points fixes Hy(G, M)¢ de H (G, M)
pour Popération de G.

Preuve. — D’aprées le lemme (2.4.4), nous pouvons appliquer le théoréme (2.4.9)
dés que H est assez petit. Nous prouvons ainsi (i) et (ii).

Prenons pour H un sous-groupe ouvert distingué de G, assez petit pour que (2.4.10.2)
soit un isomorphisme. Alors G opére sur H par restriction des automorphismes intérieurs,
et opére donc sur tout ce qui est attaché 2 H et M, en particulier sur H)(H, M). Les
opérations de G sur H;(H, M) et H (L, M) permutent & I’isomorphisme (2.4.10.2).

Or nous avons la suite spectrale de Hochschild-Serre (3.2.6.4)

(2.4.10.3) H’(G/H, H{(H, M)) = H,(G, M)

(r désigne le degré filtrant). Comme les groupes H;(H, M) sont des Q -espaces vectoriels
et que G/H est fini, la suite spectrale (2.4.10.3) dégénére et se réduit a
(2.4.10.4) H?(G, M)=H°(G/H, H*(H, M))

=H"H, M)¢

=H"(G, M)¢.

En particulier, le stabilisateur de H},(G, M) dans G contient le sous-groupe H.

(2.5) Cup-produits et dualité de Poincaré.

(2.5.1) Cup-produits pour les algébres diagonales strictes. — Soient Q un anneau
commutatif, et A une Q-algébre diagonale stricte (IV, 1.1.1) dont nous notons A
Papplication diagonale.

Grace a lapplication A, chaque (A®jA)-module posséde une structure de
A-module. En particulier, si M et M’ sont deux A-modules, le (A®A)-module M®,M’
devient un A-module.
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Donnons-nous trois A-modules M, M’ et N, ainsi qu’une application A-linéaire
de M®,M' dans N (nous noterons mxm’'eN DI'image de m®m'eM®M’). Pour
tous 7, seN nous avons des applications bilinéaires

(2.5.1.1) H'(A, M)x H*(A, M’) — H"+*(A, N)

appelées cup-produits ([4], chap. XI). Rappelons la définition du cup-produit.
Soit X, une résolution acyclique de Q par des A-modules libres (ou projectifs). Construisons
le complexe (1.3.1)

(2.5.1.2) Y, =X ®,X

Nous obtenons une résolution acyclique de Q par des (A®qA)-modules libres (ou pro-
jectifs). Au moyen de A, Y, peut étre considérée comme une résolution acyclique de Q
par des A-modules, et nous en déduisons un morphisme de A-complexes sur Q :

(2.5.1.3) D:X -X®X =Y,.

Soient £eH"(A, M) et neH’(A, M), représentés respectivement par les cocycles
f:X,-M et g:X,—->M’. Il est commode de considérer f (resp. g) comme une appli-
cation de X=,,](;—INX" dans M (resp. M’) nulle sur X, pour n=r (resp. n=s). Nous

définissons I’application A-linéaire

(2.5.1.4) h: X®X >N
en posant
(2.5.1.5) h(x®x") = f(x)xg(x').

Alors hoD, ., : X, ,—N est un (r4s)-cocycle dont la classe est le cup-produit
EuneH t*(A, N). Cette définition est indépendante des choix de X,, D, f et g.

(2.5.2) Cas des groupes. — Soient G un groupe et A =Q[G] l’algébre diagonale
stricte associée (IV, 1.1.2). Alors M, M’ et N sont des Q-modules ol opére G, et nous
devons avoir

(2.5.2.1) x.(mem')=(x.m)x(x.m’),

pour tous x€G, meM et m'eM'.

Si nous désignons par X, le complexe standard (1.2.1) ou le complexe standard
normalisé (1.2.2) de A, nous avons une application D (2.5.1.3) définie par les
formules (cf. [4], p. 221)

(2.5.2.2) D(x,®x,...®x,)= (%0®@x; .. . Ox)B((%9%;. . .%;)®%; 1. ..9%,),

n.

pour tous Xy, ¥y, ..., %,€G.
Le cup-produit peut étre défini au moyen du produit des cochaines (1.2.3). Si f
(resp. g) est une r-cochaine (resp. s-cochaine), k=fug estla (r+s)-cochaine définie par

(2.5.2.3)  A(xy, ..x, )= (%1, o x )Xy x,) 8(X, pys ey Xy )l
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(2.5.3) Cas des algébres de Lie. — Soient L une Q-algébre de Lie et A=UL
Palgébre diagonale stricte associée (IV, 1.1.3). Alors M, M’, N sont des Q-modules
ou opére L, et nous devons avoir

(2.5.3.1) x.(mxm')=(x.m)*m'+mx(x.m’),
pour tous xel, meM et m'eM’'.

Supposons que L soit un Q-module libre de rang fini. Notons X le complexe
standard de L (1.3.4), considéré comme Q-algébre associative graduée. Formons le produit
tensoriel anticommutatif (cf. [4], p. 164)

(2.5.3.2) Y =X®,X.

Si xeX,, #'eX,, nous avons
(2.5-3-3) A®x" =(—1)"x'®x
dans l’algébre associative graduée Y.

Or Y s’identifie au complexe standard de 1’algebre de Lie LuL (somme directe
de deux copies de L). Comme le complexe standard est un foncteur covariant de
Palgeébre de Lie, I’application diagonale de L dans LuL définit le morphisme
(2.5.3.4) D:X—>X®,X=Y.

Cette application nous donne le morphisme de complexes cherché (2.5.1.3).
En particulier, si

(2.5-3.5) M=M=N=Q,

le complexe des cochaines Homg(EL, Q) s’identifie, pour la multiplication définie par
le cup-produit, & l’algébre extérieure EL" du dual L'=Homg(L, Q) de L.

Si lalgebre L est abélienne, la différentielle du complexe EL" est nulle, et 1’algébre
de cohomologie H' (L, Q) s’identifie canoniquement & EL’.

(2.5-4) Cup-produits pour la cohomologie continue des groupes topologiques, des pro-
p-groupes et des groupes p-valuables. — Reprenons les notations de (2.5.2). Supposons
que G soit un groupe topologique, opérant continfiment sur les modules topologiques M,
M’, N, et que I’application bilinéaire MXxXM’—N soit continue. Alors la formule (2.5.2.3)
montre que le cup-produit de deux cochaines continues est une cochaine continue.

Soient G un pro-p-groupe, et X, son complexe standard complété (1.2.8). La
formule (2.5.2.2) et la proposition (I, 3.2.11) nous permettent de définir ’application

(2.5.4.1) D:X, »>X,8,X,
par passage aux limites projectives, .a partir des complexes standard des quotients
finis G/U.

Si G opére continfiment sur les Z,-modules complets M, M’, N et si ’application
linéaire M®M'—-N est continue, 'application D définit, d’aprés (1.2.6), un cup-produit

(2.5.4.1) H}(G, M)x H,(G, M) - H}(G, N).
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Ce cup-produit coincide avec celui défini par les cochaines continues et la formule
(2.5.2.3). La preuve de cette assertion procéde comme en (1.2.9).

Lorsque G est un groupe p-valué complet de rang fini, son complexe standard
complété est valué (1.2.5). Plus précisément, si A désigne I’algébre Al G, le complexe
standard complété X, de G est une racl (résolution acyclique compléte-libre) de Z, par
des A-modules. Le complexe X.®sz. est une racl de Z, par des (A®A)-modules.
L’algébre A est une algébre diagonale valuée au sens de (IV, 1.2.3) et l’application
diagonale A applique A dans A@)sz. D’aprés (1.1.5.1) et (I, 3.2.10), application

D:X, »>X8&, X,

est un morphisme de A-complexes filtrés, qui est défini & une homotopie prés par la structure d’algébre
diagonale de A.

(2.5.5) Exercice. — Enoncer et démontrer le complément au théoréme (2.4.9)
qui affirme la compatibilité des identifications avec les cup-produits. Compléter de méme
le théoréme (2.4.10). Montrer en particulier que Valgébre de cohomologie H(G, Q)
sidentifie canoniquement a la sous-algébre des poinis fixes par G de H'(L, Q).

(2.5.6) Calcul du cup-produit au moyen du complexe quasi-minimal; application aux
groupes équi-p-valués. — Soient G un groupe p-valué complet de rang fini et X, un complexe
quasi-minimal de G (2.2.2). Notons A I'algebre Al G et Y, =gr X, le complexe gradué
associé a X, . Par définition du complexe quasi-minimal, Y, est le complexe standard (1.3.4)
de la T-algébre de Lie gr G.

Lorsque deux complexes sont homotopiquement équivalents, il en est de méme
de leur produit tensoriel ([21], p. 164). Le complexe quasi-minimal X, de G peut donc
nous servir & calculer les cup-produits pour la cohomologie continue au moyen d’un
produit tensoriel complété, tout comme le complexe standard complété de G utilisé
en (2.5.4).

Construisons donc le produit tensoriel X, ®X_, et complétons-le pour obtenir le
complexe de (A®A)-modules X &X,. Considérons ce dernier comme un complexe
de A-modules, grice A application diagonale A : A>A®A.

Nous cherchons un morphisme de A-complexes filtrés (1.1.1)

(2.5.6.1) D*: X, » X8, X,

au-dessus des augmentations naturelles de ces complexes. D’aprés le lemme (2.1.5)
nous pouvons nous donner gr DX, pourvu que ce morphisme de complexes gradués soit
compatible avec les augmentations. Or la complétion ne modifie pas le gradué associé,
et nous avons (I, 3.2.1) un isomorphisme canonique de gr(X,®X,) avec Y,®.Y..
Nous pouvons donc supposer que

(2.5.6.2) gr DX=DY,
ol
(2.5.6.3) DY:Y, > Y, ®.Y,
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est le morphisme défini en (2.5.3.4) pour le calcul du cup-produit de la cohomologie
des algebres de Lie.

Supposons maintenant que tous les éléments d’une base ordonnée de G ont la méme
filtration ¢, c’est-a-dire que G est équi-p-valué au sens de (2.2.7).

Pour chaque seN, X, est un A-module filtré-libre de rang (:), r désignant le
rang de G, et les générateurs de X, ont tous la méme filtration st.

Le complexe Hom;(X,, F,) a une différentielle nulle, et les groupes de cohomo-
logie H;(G, F,) s’identifient aux groupes de cochaines Hom,(X,, F,), ou encore aux
espaces vectoriels (gryX,)” (o0 nous notons M’ le dual d’un F,-espace vectoriel M).

Les relations (2.5.6.1) a (2.5.6.3) nous permettent de déterminer la structure
d’algébre de H(G, F,).

En effet, soit L la F,-algébre de Lie gr G/n.gr G (rappelons que = est le terme
dominant de peZ, dans I'=grZ,). C’est une algébre de Lie abélienne et son rang sur F,
est r. Notons Z, le complexe standard de L (1.38.4). L’épimorphisme canonique de gr G
sur L se prolonge en un épimorphisme de complexes

(2.5.6.4) f:Y>Z,

et,si D?:Z, — Z_®FPZ. est ’application (2.5.3.4) correspondant & L, nous avons un
diagramme commutatif.

Yy, 2 ve.v,
(2.5.6.5) I [rer
DZ
Z,— Z.®sz-

L’application f, : Y,—~Z, est injective sur la composante homogéne de degré st
de Y,, et nulle sur les autres composantes homogénes.

L’identification de H:(G, F,) a (gr,X,)" permet d’identifier ce méme groupe 2
Z,=H*(L,F,) et lidentification de H,(G,F,) ¢ H'(L, E,) est compatible avec les structures
d’algébres.

(2.5.7%7) Dualité de Poincaré. — Notre dernier résultat peut s’énoncer comme suit.

(2.5.7.1) Proposition. — Soit G un groupe équi-p-valué (2.2.7%) de rang r. Alors Ualgébre de
cohomologie H(G, E,) s’identifie & Ualgébre extérieure de Hy(G, F,), qui est un F-espace
vectoriel de dimension 1.

Il en résulte que G est un groupe de Poincaré de dimension 7, au sens de [29],
chap. Ier, 4.5. Recopions la définition. Le pro-p-groupe G est dit groupe de Poincaré de
dimension 7 si

(i) H'(G)=H(G,F,) est fini pour tout seN.

(i) dimgH"(G)=1.

(i) Le cup-produit H*(G)xH'~*(G)—H"(G) est une forme bilinéaire non dégénérée
pour tout seN.
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Ces hypothéses entrainent, d’aprés Serre et Tate, une « dualité de Poincaré » (ibid.,
proposition 30).

1l existe sur le groupe additif Q ,|Z, une structure de G-module topologique, soit I, possédant
la propriété suivante.

Le groupe H(G, 1) est isomorphe ¢ Q |Z,. Si M est un p-groupe additif fini sur lequel G
opére contindment, et si nous posons

(2.5.7.2) M = Homy,(M, I),
le cup-produit
(2.5.7.3) H(G, M)x H;~*(G, M) - H(G, I)

met en dualité les deux groupes finis H(G, M) et H~*(G, fIT/I) pour tout seN.
Rappelons qu’il s’agit de la « dualité de Pontrjagin » des p-groupes additifs finis.
Si I’application de M X M dans I est notée (m|m), Popération de G sur M est définie par

(2.5.7-4) x.(m|m)=(x.m|x.m),
pour tous xeG, meM, meM.

(2.5.7.5) Tout sous-groupe ouvert d’un groupe de Poincaré est un groupe de Poincaré de méme
dimension (ibid., Corollaire, p. 1, 51). — Le « module dualisant » I pour un sous-
groupe ouvert de G s’obtient par restriction des scalaires.

(2.5.7.6) Proposition (Serre-Tate-Verdier); cf. [29], chap. V, prop. 4.%7). — St un pro-
p-groupe G est de dimension cohomologique finie et contient un sous-groupe ouvert de Poincaré,
alors G est un groupe de Poincaré.

(2.5.8) Théoréme. — Soit G un pro-p-groupe analytique (1I1, 3.1.2) de dimension r
et de dimension cohomologique finie. Alors G est un groupe de Poincaré de dimension r.
S, pour tout x€G, nous notons Ad(x) I’automorphisme de I’algébre de LieL.de G (2.4.2.5)

induit par Uautomorphisme intérieur (yt>xyx~*) de G, Popération de x sur le module dualisant 1
de G est la multiplication par

(2.5.8.1) x (%) =det Ad(x).

Preuve. — La premiére assertion résulte de (2.5.7.1) et (2.5.7.6), puisque tout
pro-p-groupe analytique contient des sous-groupes ouverts qui peuvent étre équi-
p-valués (II1, 3.1.3).

Le module dualisant 1 de G est le groupe additif Q ,/Z, muni d’une certaine structure
de G-module, c’est-a-dire d’un komomorphisme de G dans le groupe des automorphismes
de Q,/Z,. Ce dernier groupe s’identifie canoniquement au groupe U, des unités p-adiques
(€léments inversibles de Z,). Tout revient donc a déterminer ’homomorphisme

(2.5.8.2) x: G-,
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La donnée de y permet de faire opérer G sur d’autres groupes additifs que Q /Z,,
par exemple sur Q . Le lemme suivant, conséquence de la « dualité de Poincaré », donne
une caractérisation de y.

(2.5.8.3) Lemme. — Soient G un pro-p-groupe de Poincaré de dimension r et M un Q -espace
vectoriel de dimension 1. Supposons que G opére contindment sur M, [I’opération étant
donnée par homomorphisme ' : G—U,. Alors H}(G, M) =0 si et seulement si y' = y.

Ce lemme nous permettra d’appliquer le théoréme (2.4.10). Rappelons quelques
résultats concernant les algébres de Lie. Soit L une Q-algebre de Lie, qui est un Q-module
libre de rang r. Nous avons défini la représentation adjointe de L sur EL (1.3.4). L’opération
d’un xeL sur E'L est la multiplication par Tr ad x (trace de endomorphisme y >[x, y]
du module L). D’autre part, avec les notations de (1.3.4.8), nous avons
(2.5.8.4) de;...e) =1<§<r(—1)"((Tr ade)—e)ey...6_ 16, 1.6,
si {¢,...,¢,} est une base de L sur Q. Les r-cochaines de L a valeurs dans un
L-module M ¢’identifient aux éléments de Homg(E'L, M). Si M=E'L, la formule
(2.5.8.4) montre que les r-cobords sont nuls, et nous avons un isomorphisme canonique
de H'(L, E'L) avec Q, I’élément basique privilégié étant la classe du r-cocycle défini
par Papplication identique de E'L sur lui-méme.

Si Q est un corps, et M un Q-espace vectoriel de dimension 1, alors H"(L, M)+o0
si et seulement si M est isomorphe a E’L.

Reprenons les notations du théoréme (2.4.10). Comme la classe fondamentale
de L correspond a I’application identique de E"L, cette classe estinvariante par ’opération
de G. Il reste a vérifier que 'opération de G sur E’L est bien la multiplication par
det Ad(x). Cela résulte de (IV, g3.2.7).

3. LE HOCHSCHILD-SERRE SELON C.T.C. WALL

(3.1) Complexes de Wall.

(3-x.x) Complexes doubles et complexes de Wall. — Soient A un anneau et X, une
famille de A-modules; les indices 7 et j parcourent Z, mais X; ;=0 pour i<o0 ou j<o.
Définissons les modules X, comme les sommes directes (finies)

(3.1.1.1) X":HI,'I:nX"”" pour nel.

Pour obtenir un complexe de chaines X,, il ne nous manque plus que la différen-
tielle d, c’est-a-dire la famille des d, : X,—X,_;. D’aprés (3.1.1.1) la donnée des d,
équivaut a celle des applications

k) .
(3.1.1.2) d,-(,,-) P X Xk h—1s

5969
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définies comme composées des applications

di+f
(3!!3) Xi,f_>Xi+i'__)Xi+j-1__)Xi—k,i+k—1‘

En omettant les indices inférieurs, nous pouvons écrire

— *)
(3-1.1.4) d kéza’ ,
et la relation dd=o équivaut a la famille de relations
(k—h) by _
(3.1.1.5) ;Ezd d® =o,

pour tout keZ. Si nous explicitons complétement cette formule, nous obtenons

(3.1.1.6) hz]zd.("—h) od=o,

i—h, j+h—1

qui doit étre vérifiée pour tous ¢,j, keZ.
La notion usuelle de complexe double (de chaines) s’obtient en supposant d{=o0

pour k=#o0,1. Nous avons alors ([4], chap. XV) deux filtrations du complexe X_,
auxquelles correspondent deux suites spectrales.

(3-1.1.7%7) Définition. — Nous appelons complexe de Wall X,, la donnée de la famille de
A-modules X, ; et d’applications A-linéaires a’,"‘} (3.1.1.2) qui sont supposées nulles
pour k<o. Les relations (3.1.1.5), (3.1.1.6), que nous supposons vérifides, se réduisent a

(3.1.1.8) DI Ll (CET

0<h <k
pour tout keN, cest-d-dire a

(3.1.1.9) > dk-w od®=o,

ohg B—hi+h—1
pour tous 1,3, keN.

Lorsque A est un anneau gradué (resp. filtré), nous supposons que les X, . sont
des modules gradués (resp. filtrés) et que les d,("z sont des morphismes dans la catégorie
correspondante.

(3.1.2) Complexes fibres, filtration et suite spectrale d’un complexe de Wall. — Si nous
posons, pour tous 7, neN,
(3.1.2.1) FX,= U X

L i i T
i<

-

nous définissons une « filtration croissante » du complexe X , compatible avec sa différen-
tielle, c’est-a-dire telle que 4,F X, CF X, _,.
Plus précisément, le fait que la filtration F soit compatible avec la différentielle
équivaut a la nullité des d,(",) pour k<o, C’est-a-dire caractérise les complexes de Wall.
A la filtration canonique d’un complexe de Wall X_, correspond une suite spectrale

([4], chap. XV). Le « terme E° » est donné par
(3.1.2.2) E);=X,;

"1,

et la différentielle d° du complexe E° s’identifie & 4.
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Nous obtenons ainsi, pour chaque ieN, un complexe de chaines X; , pour la diffé-
rentielle df"l Ces complexes seront dits les complexes fibres du complexe de Wall, et nous
écrirons parfois d' au lieu de 4.

Le « terme E' » de la suite spectrale est donné par I’homologie des complexes
fibres. Plus précisément nous avons

(3.1.2.3) Eii=Hi(X;.)

La différentielle d* du complexe E! est définie & partir de d¥, par restriction et
passage au quotient, comme dans le cas d’un complexe double.

Bien entendu la suite spectrale « converge » vers ’homologie du complexe X,.

Supposons maintenant vérifiées les relations

(3.1.2.3) Hi(X,,.)=o,
pour tout ieN et tout jeN". Posons, pour ieN,
(3.1.2.4) HO(Xi..)=Y|'°

Alors nous pouvons considérer chaque complexe fibre X, comme une résolution
acyclique du module Y;. Munis de la différentielle d*, les Y; constituent un complexe Y, que nous
appelons le complexe base (et dont nous notons parfois d° la différentielle). La suite spectrale
est dégénérée, et nous obtenons

(3.1.2.5) H,(X,)=H,(Y,)  pour tout neN.

En particulier, si Y, est une résolution acyclique d’un module M, il en est de méme
de X,.

(3-1.3) Théoréme [32]. — Soient A un anneau gradué (resp. filtré, filtré complet) et Y,
un complexe de A-modules gradués (resp. filtrés, filtrés complets). Donnons-nous, pour chaque ieN,
une résolution acyclique projective (resp. filtrée-libre, complete-libre) X; , du module Y;. Alors il
existe un complexe de Wall & suite spectrale dégénérée dont les X; | sont les complexes fibres et Y, le
complexe base.

Prewve. — Nous construisons les applications d*} dans lordre croissant des
triplets (k, j, {) que nous ordonnons lexicographiquement. Pour k=o0, d¥ est formé
par les différentielles des complexes fibres :

(3.1.3.1) d® =d!,

%) LY

pour tous ¢,jeN.
Pour k=1, =0, nousdevons définir des morphismes 4{") qui rendent commutatifs
les diagrammes

&)
Xz.o - Xi——l,o
(3.1.3.2) el Jsi_l
\
Y; > Yi_4
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C’est possible, d’aprés les hypothéses du théoréme.
Dans la construction des 4/, nous n’avons plus qu’a vérifier les relations (3.2.1.9)

Il

(3.1.3.3) by (l}’c_—h”‘}Jrh_loa’i(,"}

0Sh<Ek

O.

Nous écrivons cette derniére relation sous la forme
%
(3-1.3.4) g i n—r0dfl=ul,

ol le morphisme
K

(3-1.3.5) ”H 'Xi,y‘_>Xi—k,7'+k—2
est construit au moyen des applications df), telles que (&', ', i")<(k,j, i), C'est-a-dire
est donné, d’aprés notre hypothése de récurrence concernant la construction des d¥) et
la vérification des relations (3.1.3.3).

D’aprés les propriétés des résolutions acycliques projectives (resp. filtrées-libres,
complétes-libres), Pexistence d’un morphisme 4} vérifiant (3.1.3.4) équivaut a

(3.1.3.6) dl_piin_sot=0 st j+k>2,

(K

(3.-1.3.7) e_joull=0 s j+k=2.

La relation (3.1.3.7) ne peut se présenter que pour £=1,j=1, ou k=2, j=o.

Si nous explicitons les égalités a vérifier, nous obtenons
(3.1.3.8) el _yododf)
o

(3-1.3.9) 52—20411'(1—)1,00‘4,2)

:0’
=O,
qui résultent des relations de commutation (§.1.3.2).

I1 ne nous reste plus qu’a vérifier (3.1.3.6). Nous avons, en omettant les indices

inférieurs,
W S g gt—n
(3.1.3.10) e )
et nous voulons vérifier la relation
.1.3.1I dOyk = 23 JOgngk—h —q
(3.1.3.11) e )

appliquée au module X, ;. D’apres notre hypothése de récurrence sur (£, j), nous pouvons
remplacer dans (3.1.3.11) chacun des facteurs dd™® par

(3.1.3.12) — X d94r—9=404m,

1<g<h
La relation a vérifier devient ainsi

(3.1.3.13) T (X Jogn-oygk-N_g,

1Shsk 1<g<h

L’interversion des sommations nous donne le résultat cherché, d’aprés I’hypothése
de récurrence sur £.
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(3.1.4) Morphismes de complexes de Wall. — Soient X, et X, deux complexes
de Wall (3.1.1.7) sur un méme anneau A. Nous appellerons morphisme f de X, dans X,
un morphisme des complexes (simples) associés :

(3.1.4.1) f:X, —X,
compatible avec les filtrations (3.1.2.1), c’est-a-dire vérifiant
(3.1.4.2) L(F,X,)cF X,
pour tous 7, reN. La donnée de f équivaut & celle des morphismes
(3.1.4.3) AED FED VIR
définis comme composés des applications

X, _>Xl+lﬂ)xl+]__>xl kj+ ke

La compatibilité avec les filtrations se traduit par les relations f# =0 pour k<o.

La propriété pour f d’étre un morphisme de complexes se traduit (en notant d la diff¢-
rentielle de X) par

(3-1.4.4) Jfi=df,
c’est-a-dire

(k—h) (h)_ “Jk—h) £(k)
(3.1.4.5) o, ST = B dRRf,

pour tout keN. En explicitant complétement nous obtenons

(3.1.4.6) (.ftkhh)+h 1°d 1, h7+h°fz )—0:

0<h<k
pour tous 1i,j, keN.
Le morphisme f définit un morphisme des suites spectrales de X_, et X,,. Pour
chaque ieN, nous avons un morphisme des complexes fibres

(3.1.4.7) O X =X,

que nous noterons parfois f;.
Ces morphismes des complexes fibres doivent vérifier les conditions

(3.1.4.8) E£—1°(fi’—1,o°di(,lz)_zg)o°ﬁ{o)=0,
pour tout :eN, en notant €/ le morphisme canonique
(3.1.4.9) e 1 X0~ Hy(X)=Hy(X, ).

(3.x.5) Proposition. — Soient X, et X, deux complexes de Wall sur A, que nous supposons
gradué (resp. filtré, filtré complet). Supposons que les modules X ; soient projectifs (resp. filtrés-
libres, complets-libres), et que les complexes fibres Xl,. sotent acychque& (resp. acycliques filtrés,
acycliques filtrés complets). Donnons-nous des morphismes des complexes fibres

S Xie _’X.',.»
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pour tout ieN, vérifiant les conditions (1.3.4.8). Alors il existe un morphisme f:X,  —>X,,
(3.1.4) qui induit les morphismes donnés f] sur les complexes fibres. Ce morphisme est défini & une
homotopie pres.

La preuve Procédc comme en (3.1.3) : nous construisons les f{) par récurrence
sur le triplet (£, j, 7).

(3.1.5.1) Corollaire. — Reprenons les notations et les hypothéses du théoréme (3.1.3). Soient X,

et X, deux structures de complexe de Wall sur la_famille des X,.i qui vérifient les conditions du
théoréme. Alors il existe un isomorphisme f: X,  —X,, quiinduit Pidentité sur les complexes

Jibres X; .

(3.1.6) Choix normaux. — Reprenons I’énoncé du théoréme (3.1.3). Supposons
que chaque complexe fibre X; | soit donné comme résolution scindée (1.1.4) de Y;, et que
les modules X, ; soient libres (resp. filtrés-libres, complets-libres) avec des bases (resp. bases
filtrées, bases topologiques) données. Alors nous pouvons préciser la construction
des d¥ (3.1.3), en effectuant & chaque étape le « choix normal » du morphisme d¥,
tel que nous I’avons défini en (1.1.6). Nous obtenons ainsi un complexe de Wall complé-
tement déterminé.

Supposons, de plus, que le complexe base Y, soit une résolution scindée (1.1.4) du
module M. Nous allons montrer que le complexe X, peut étre défini comme une résolution scindée
de M.

Nous notons d/, s/, &, o (resp. d° s° €%, 7®) les opérateurs des complexes fibres
(resp. du complexe base). Nous omettons les indices inférieurs. L’augmentation & du
complexe X, est

(3.1.6.1) =" : X,—>M;
Popérateur 7 est
(3.1.6.2) T =77 : M—>X,.
Quant 3 Popérateur s%, nous le calculons par application du lemme (1.3.5) &
partir d’un_opérateur ¢ qui vérifie
(3.1.6.3) (1—n*eX—do—od) (x)eF,_X,,
pour tout reN et tout xeF,X,. Nous définissons cet opérateur o par la formule

(3-1.6.4) o =sl—yfs*ef—s'dW s>,

(3.2) Extension de groupes.

(3-2.1) Les complexes de Wall d’une extension de groupes. — Soient G un groupe,
H un sous-groupe distingué de G et Q un anneau commutatif. Notons respectivement A,
B et C les algebres Q[G], Q[H] et Q[G/H]. L’algébre C est canoniquement isomorphe
a A®gQ; Talgebre A est un B-module libre (4 gauche ou a droite).
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Soit Z, une résolution acyclique de Q par des B-modules. Le complexe de A-modules
(3.2.1.1) A®GZ,

est une résolution acyclique de G par des A-modules.

Si les B-modules Z, sont libres (resp. projectifs), les A-modules A®yZ, sont
libres (resp. projectifs).

Donnons-nous maintenant une résolution acyclique libre Y, de Q par des C-modules,
et posons, pour tout neN
(3.2.1.2) Y,,=C®Qv”,
ol ?,, est un Q-module libre.

Pour tous i, jeN, notons X;; le A-module
(3.2.1.3) A®RZ®,Y;=X, ..

Si Z, est une résolution acyclique projective de Q, les hypothéses du théoréme (3.1.3)
sont vérifiées lorsque nous prenons comme complexes fibres les complexes

(3.2.1.4) A®,Z 8.V, =X;..

En effet Y, est un complexe de A-modules griace & I’épimorphisme A—C, et
chaque X, est une résolution acyclique projective de Y.

Nous obtenons donc un complexe de Wall X, (3.1.3), dont le complexe simple
associé X, (3.1.1) est une résolution acyclique projective de Q par des A-modules.

Supposons, de plus, que Z, (resp. Y,) soit une résolution scindée de Q par des
B-modules (resp. C-modules) libres ayant des bases données, et donnons-nous une section
G/H—->G de lextension de groupes (notée E£1>£). Nous obtenons ?',, en prenant le
sous-Q-module de Y, engendré par la base de ce module sur C. La section nous donne
une base de A sur B, qui nous permet de définir chaque complexe fibre X; , comme une
résolution scindée de Y;. Alors, comme nous I’avons vu en (3.1.6), nous pouvons
construire un complexe de Wall déterminé qui est une résolution scindée de Q.

(3-2.2) La suite spectrale de Hochschild-Serre pour la cohomologie des groupes discrets. —
Conservons les notations précédentes. Soit M un A-module. Nous avons, puisque X, est
une résolution acyclique projective de Q par des A-modules :

(3.2.2.1) H'(G, M)=H'(A, M) = H'(Hom} (X,, M)).

Le complexe X, est muni de sa « filtration croissante » F (3.1.2). Le complexe

Homj), (X,, M) posséde donc une « filtration décroissante » associée, que nous pouvons
noter encore F : le sous-complexe

(3.2.2.2) F"Hom, (X, M)

est constitué par les morphismes de X, dans M qui s’annulent sur F X,.
A partir de cette filtration du complexe Homj(X,, M) nous obtenons la
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suite spectrale de Hochschild-Serre [12], comme nous le montrerons par un calcul expli-
cite (3.2.3).

(3.2.2.3) Exercice. — Démontrer, a partir de (3.1.5), que le terme E, de la suite
spectrale est indépendant du choix du complexe de Wall X ,.

(3-2.3) Opération de G sur la cohomologie de G|H; calculs explicites. — Le groupe G
opére a gauche sur H (par restriction des automorphismes intérieurs) et sur M. Il opére
sur les cochaines de H dans M, selon la formule

(3231) (Jgf)(yb .. ".yn):"ff(x——l.ylx9 L) x_l,ynx)s

pour x€G, y;, ...,5,eH et f:H"-M.

Le groupe G opére sur la cohomologie H (H, M). En fait, son sous-groupe H opére
trivialement, et le quotient G/H opére sur H'(H, M). Nous retrouvons ces résultats
comme suit.

Notons Z, le complexe standard de B (avec les notations de (3.2.1)). Puisque M
est un A-module, le complexe Hom3(Z,, M), dont la cohomologie est H'(H, M), s’iden-
tifie au complexe

(3.2.3.2) Hom’, (A®;Z,, M).

Nous faisons opérer a droite G sur le complexe A®yZ, en posant, pour
(3.2.3-3) U=1x®y,9...09cAQ,Z =A®,T"B, et x€G,
(3-2.3-4) Ux=2x,x@x 1y x® ... ®x1y x.

(Les éléments y; appartiennent & B, auquel nous prolongeons I’automorphisme
yix"Yyx de H.)

Par I’identification de Hom,(A®yZ,, M) au module des n-cochaines de H dans M,
l'opération a droite de G sur A®pZ, (3.2.3.4) conduit & Popération a gauche de G
sur les cochaines (3.2.3.1).

Si xeH, la formule (3.2.3.4) montre que la multiplication & droite par x définit
un endomorphisme du complexe Z, compatible avec son augmentation, donc homotope & Iidentité.
Cela prouve que G opére sur H'(H, M) par l'intermédiaire de G/H.

Prenons comme complexe Y, le complexe standard de C, avec (§.2.1.2)
(3.2.3-5) ?;L:T"C.

Les modules X, ; de notre complexe de Wall sont donc définis par

(3.2.3.6) X, i=A®,TB®,TC.

La différentielle d est définie, comme différentielle des complexes fibres (3.1.2),
par le complexe standard de B.
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Pour écrire les applications ", donnons-nous une section G/H—G (notée £|>E ).
Posons alors, pour tous i, jeN, ueA®,T/B, &,, ..., £eG/H :

(3.2.3.7)  (—1)dl)u®,®... 08)=(E,) 00, . O+
2 (—1)u®E®.. . Q5 1®... QL+ (—1)u®E®. .. QF_,.

1<k<t

Si nous notons généralement C"(K, M) le module des n-cochaines d’un groupe K
dans un module M (ou K n’opére pas nécessairement) le terme Ej/ de la suite spectrale
s’identifie a

(3.2.3.8) E»i =C{G/H, Ci(H, M)).
Le terme E' est donné par

(3.2.3.9) B/ — C(G/H, Hi(H, M)),

et enfin le terme E&7 est

(3.2.3.10) HY(G/H, H'(H, M)).

Lorsque G est produit semi-direct de H et G/H, c’est-a-dire lorsque nous pouvons
supposer ET%:E—IE; pour tous &,,%,eG/H, Dlapplication 4" définie en (3.2.3.%)
vérifie d"d¥=o0. Nous posons alors d¥ =0 pour £>1, et notre complexe de Wall
est un complexe double. Par le choix d’un homomorphisme section de G/H dans G, AQ;Z,
devient un complexe de C-modules a droite, et nous avons

X, =(A®,Z,)®,Y..

(3.2.4) Valuation de Palgébre complétée d’un groupe profini p-analytique. — Soient G
un groupe profini p-analytique (III, g.2.2), H un sous-groupe ouvert de G et A (resp. B)
la Z -algébre complétée Al G (resp. Al H). Nous étendons la définition de Al (II, 2.2.1),
si bien que A est encore (I, 2.2.%) un B-module libre de rang fini (G : H), & gauche
et a droite.

Supposons maintenant que H soit p-valuable (I11, 3.1.6) et distingué dans G. D’apres
le lemme (2.4.3), nous pouvons supposer H muni d’une p-valuation o invariante par G.

Prenons alors sur A la borne inférieure « des filtrations d’algébre qui vérifient

(3.2.4.1) ox—I1)>w(x)  pour tout xcH.

Alors la restriction de w a B est la valuation induite par o (111, 2.9.3). Une famille de
représentants (£, <i<s de G[H dans G est une base filtrée du B-module A (a gauche ou a droite),
avec o(E)=o0 pour 1<i<s. L’algébre topologique A devient ainsi une Z-algébre supplémentée
valuée compléte pour la filtration w.

En effet, notons »’ la valuation du B-module A définie par la valuation de B
(II1, 2.5.3) et le choix des représentants (Z,). Nous avons

(3.2.4.2) w'(x) <w(x) pour tout xeA,
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et il nous suffit de montrer que w’ est compatible avec la structure d’algébre de A, ce qui
résulte de I'invariance de o par G.

(3.2.5) Complexe standard complété d’un groupe profini p-analytique. — Conservons les
notations de (3.2.4) et construisons le complexe standard (1.2.1) de I’algébre supplé-
mentée A. Ce complexe standard est valué (1.2.4). Son complété, que nous notons X,
est une résolution acyclique compléte-libre (et scindée) de Z, par des A-modules.

Explicitons les bases topologiques. Reprenons, pour le sous-groupe ouvert dis-
tingué H de G, les notations de (1.2.7). Notons J I’ensemble produit

(3.2.5.1) (GH)xJ=]J.
Ayant choisi la section £1>% de G/H dans G, posons
(3-2.5.2) =T.z%A
pour tout ®= (&, a)e].
Les ¢léments 2% «e], constituent une base topologique de A sur Z,, avec
(3-2.5-3) w(A; 2%) =12 =1at.

Nous obtenons, comme en (1.2.7), une base topologique de X, sur A en prenant les
éléments

(3.2-5-4) F=10"®...97*",

ol a=(a, ..., x"eJ" Nous avons

(3.2.5.5) w(X,;2*)=1a, avec
oL — v )
(3.2.5.6) Ta——1<§<”~m.

La proposition (1.2.6) s’étend sans modification. St M est un A-module linéairement
topologisé complet, les groupes de cohomologie continue (1.1.7) H;(A, M) s’identifient aux groupes
de cohomologie continue de G, H,(G, M).

Les notations que nous avons introduites permettent d’étendre la démonstration
exposée en (1.2.7). Une application A-linéaire continue

(3.2.5.7) f:X,-M
est donnée par la famille des éléments
(3.2.5.8) a=fz), @],

qui doivent tendre vers zéro dans M (suivant le filtre des complémentaires des parties
finies de J").

Les éléments ¢; nous donnent d’autre part les coefficients de Mahler de la n-cochaine
associée G"—>M, ou, plus précisément, de ses restrictions aux classes a gauche de G"
suivant H" (ces classes étant identifiées & Z}" par la section de G/H et la base ordonnée
de H).
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Le critere d’analyticité (III, 1.3.9) nous donne le résultat suivant.

(3-2.5.9) Soit M un Z,-module sans torsion de rang fini sur lequel G opére contindment, que
nous supposons valué (2.3.2). Pour que la n-cochaine associée & Uapplication A-linéaire
S X,—>M donnée par ses coefficients c; (3.2.5.8) soit analytique, il faut et il suffit que

. w(cg)
lim ——>o.
lal>w ||

(Nous posons [E|=§|B€"] pour aeJ” et |a|=|x| pour x=(% a)e]).

(3-2.6) Résolutions acycliques complétes-libres de Z,. — Conservons les notations
de (3.2.4) et cherchons comment il convient de modifier les considérations de (3.2.1)
pour construire des résolutions acycliques complétes-libres de Z, par des A-modules.
Nous posons de nouveau C=Z,[G/H].

Nous prenons maintenant comme complexe Z_, une résolution acyclique compléte-libre
de Z,, par des B-modules. Le complexe A®gZ, est formé de A-modules complets libres : pour

chaque neN, une base topologique de Z, sur B nous donne une base topologique
de AQ®gZ, sur A. Le complexe

(3.2.6.1) A®gZ,

est donc une résolution acyclique complete-libre de C par des A-modules.

Nous prendrons comme C-complexe Y, un complexe dont les modules sont donnés
sous la forme

(3.2.6.2) Y,=0C® Y

ZP no

ou les Y, sont des Z,-modules libres de rangs finis. Chaque Y, est valué par sa valuation
p-adique (une base sur Z, est une base filtrée dont les éléments ont la filtration o).
Nous construisons enfin les produits tensoriels valués

(3.2.6.3) X, =(A®Z)®, Y,

et nous avons satisfait aux conditions du théoréme (3.1.3), qui nous donne un complexe
de Wall X, et une résolution acyclique compléte-libre X, de Z, par des A-modules.

Si nous prenons pour Y, (resp. Z,) le complexe standard (resp. complété) de C
(resp. B), nous pouvons encore définir Popération a4 droite de G sur A®zZ, par la
formule (3.2.3.4), puis définir 4% par (3.2.3.7) aprés avoir choisi une section. Nous
obtenons explicitement la suite spectrale ‘

(3.2.6.4) HY(G/H, Hi(H, M)) = H}(G, M).

(3.2.7) Théoréme. — Soit G un groupe profini p-analytique (II1, g.2.2). Supposons que
Palgébre A=Al G soit munie d’une valuation, comme en (3.2.4). Alors il existe une résolution
acyclique compléte-libre de Z,, par des A-modules de rangs finis. Pour tout A-module linéairement
topologisé complet M, les groupes H}(G, M), H}(A, M) et Ext}(Z,, M) s’identifient canoni-
quement (neN).
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Preuve. — Avec les notations de (3.2.6), prenons comme complexe Z_ le complexe

quasi-minimal de H (2.2.2). Alors Z, est un B-module filtré-libre de rang (;) Comme
nous prenons des Z -modules ?" libres de rangs finis, les X; ; (3.2.6.3) sont des A-modules
filtrés-libres de rangs finis, ainsi que les X, (3.1.1.1). Les dernieres assertions du théoréme
se prouvent comme en (2.2.3).

(3.2.8) Fin de la preuve du théoréme (2.9.10). — Nous avons prouvé ce théoréme
pour un groupe p-valuable G. Nous avons valué I’algéebre A ==Al G, et nous avons utilisé
deux résolutions acycliques complétes-libres de Z, par des A-modules : X, et Y,. Le
complexe X, était le complexe standard complété de I’algébre supplémentée valuée A.
Il nous a servi a traduire la définition des cochaines analytiques et a formuler un critére d’analyticité.
Le complexe Y, était le complexe quasi-minimal de G, mais il intervenait par la seule
propriété que les Y, sont des A-modules filtrés-libres de rangs finis. Nous avons étendu toutes
ces notions aux groupes profinis p-analytiques généraux en (3.2.4), (3.2.5) et (3.2.7),
et nous étendons de méme la démonstration du théoréme (2.3.10).



APPENDICE

A.1. Commutateurs, puissances et critéres d’analyticité dans les pro-p-groupes
de type fini.

(x.x) Définition. — Soient G un groupe, n et k deux entiers positifs. Nous noterons
(r.x.x1) CP(G; n; k)
Uassertion suivante :

« tout commutateur de poids n dans le groupe G est une pP-iéme puissance ».

Dans la notation CP(G;n; /) le nombre premier p est sous-entendu. Quand il
n’y aura pas d’équivoque possible sur le groupe G, nous écrirons
(r.1.2) CP(n; k)

au lieu de CP(G; n; k). Rappelons que les commutateurs de poids z sont définis par
récurrence sur 7 : tout élément de G est un commutateur de poids 1; si # et » sont deux
commutateurs de poids 7 et j respectivement, alors (u, v)=u"'v"'uv est un commutateur
de poids (i+j).

(x.2) Théoréme. — Soit G un pro-p-groupe analytique de dimension r (>o0). Alors il
existe un entier acN lel que, pour tout neN,
(1'2'1) CP(G;n; [(n——a)r‘l]).

Rappelons que le crochet désigne la partie entiére.

Preuve. — Appliquons a G le lemme (V, 2.4.3) en partant d’'un sous-groupe
ouvert p-valué H dont nous supposons la filtration & valeurs entiéres (III, 3.1.3). Alors,
avec les notations de (V, 2.4.3), la valuation invariante «’ du sous-groupe distingué H’
est encore a valeurs entiéres.

Il en résulte que, pour 7 assez grand, le groupe H;/H,  , est abélien élémentaire
d’ordre p” (II1, 3.1.13). Soit v le plus petit entier n pour lequel cette propriété est vérifiée;
posons, pour tout AeN,

(r.2.2) K,=H; ,.

Les groupes K, sont tous distingués dans G et K, coincide avec ensemble des
p-iémes puissances des éléments du groupe K,. Les automorphismes intérieurs de G
définissent (par restriction et passage au quotient) des automorphismes des p-groupes
abéliens K,;/K;,,;. Nous pouvons intercaler entre K, et K,,, des sous-groupes
distingués K, ot i=h+r"Y h+2r™!, ... A4+ (r—1)r~%, de telle sorte que G opére trivia-
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lement sur les quotients K,[K;, . pour i=h, h+rY .. h+(r—1)r ! : cf. (I, 2.1.7)
et (V,2.3.4).

Il en résulte, par 'identité de P. Hall (II, 1.1.6.3), que, si ¥ est un commutateur
de poids z dans G et y un élément de K, (ier~'N), alors le commutateur (x, ») appartient
au groupe K; ..

Nous achevons la preuve en définissant @ comme le plus petit entier n tel que les
commutateurs de poids z dans G appartiennent a K,.

(x.3) Exemple. — Soit Q I'anneau obtenu en adjoignant & Z,, une racine p-iéme pri-
mitive £ de 'unité. Construisons le produit semi-direct des groupes additifs

(r.3.1) G=F,xQ.
L’image canonique 7 dans F, d’un élément neZ opére sur le sous-groupe distingué Q
de G en multipliant ses éléments par "

Le pro-p-groupe G est de dimension (p—1). C’est un quotient du groupe construit
en (III, 3.2.5).

Utilisant les formules (III, 3.2.5.2) et (III, 3.2.5.3) qui restent valables, on voit
que P'énoncé du théoréme (1.2) est « le meilleur possible ».

(x.4) Notations. — Jusqu’a la fin de ce paragraphe, G désignera un pro-p-groupe
engendré par des éléments x; (1<i<r) auxquels sont associés des nombres strictement
positifs ;. Nous posons
(x.4.1) t=max 1;,

13

(r.4.2) 6=miin T

Le groupe G est muni de sa (x, -, p)-filtration (II, g.2.2), qui se réduit a la
(¢, p)-filtration (II, 3.2.1) si ¢=0. Nous posons L=gr G; rappelons (II, 3.2.4) que L
est engendrée, en tant qu’algébre de Lie mixte, par les images canoniques &; des éléments x;
dans les composantes homogénes de L de degrés respectifs 7;. Nous notons L’ la sous-
algébre de Lie (non mixte) de L engendrée par les &; (1<i<r). Nous écrivons L, (resp. L)
la composante homogéne de L (resp. L") de degré v.

Nous notons log, le logarithme de base p et ¢ la fonction définie en (II, 1.2.2) :

@(v)=min(v-+1, pv). Pour keN, o* désignera la h-idme itérée de ¢ :
M=y,  @FV)=0(¢"().

(x.5) Lemme. — (i) Soit m>o0; si Pon a L,=o0 pour tout v vérifiant
(r.5.1) m<v<mt,
alors L,=o0 pour tout v>m.

(ii) Si ¢t=0, et si L, =0 pour un entier n>o0, alors Ly=o0 pour tout v>nt.

Preuve. — C’est une conséquence du lemme (II, 3.3.3).

(x.6) Proposition. — S’il existe m>o tel que L,=o0 pour m<v<m-+¢, ousi t=0
et s'il existe un entier n>o tel que L,,=o, alors G est analytique.
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Preuve. — D’apreés (1.5) et le lemme (II, 3.3.5), les hypothéses de la proposition
(II1, 3.4.2) sont vérifides.

(x.7) Lemme. — Soient v un nombre >o, et n, h deux entiers >o0. Alors les relations

(x.7.1) CP(G; n; k),
(r.7.2) (n—1)t<v<nt, et
(x.7.3) 9" (8)>v
impliquent
(x.7.4) L, =o.
Preuve. — La composante homogéne L; est engendrée, en tant que groupe additif,

par les images modulo G,. de certains commutateurs de poids >n : c’est une consé-
quence de (1.7.2) et de la définition de L. D’aprés (1.7.1) ces commutateurs sont
des p-iémes puissances, et leur filtration vaut au moins ¢*(0).

(x.8) Critéres de nullité de L, — Pour appliquer le lemme précédent nous allons
expliciter la condition (1.7.3). Chacune des relations suivantes implique (1.7.3) :

(x.8.1) h4-0>v.

Cette relation vaut quel que soit 0, mais elle peut étre améliorée, sauf si 0> (p—1)"",
(x.8.2) p(p—1)"1>06>.
Cette relation correspond & la plus rapide croissance de la fonction ¢.
(1.8.3) 0<(p—1)7" e h—[log,(6(p— 1)) ]—(p—2)(p—1)"'>v.
Posons en effet
i=1+[log,(6(p—1))7"],
ce qui équivaut a
0p' 1< (p—1) 7 <0p’.
Nous avons alors, pour />,
"(0) =6+ h—i.
La relation (1.8.3) peut s’écrire sous la forme
h—izv—(p—1)"L
Comme le premier membre de cette derniére relation est entier et que v est strictement
positif, nous avons bien h>7 et ¢*(0)>v.
Lorsque #=0, nous pouvons remplacer la relation (1.7.2) par
v =nfi,
car Li=o0 si v n’est pas multiple entier de 2.

Indiquons encore une relation qui précise un peu (1.8.3) dans un cas particulier.

(x.8.4) t=0=(p—1)"2p"7 pourun jeN, et h>n(p—1)"'p I +j—(p—1)"L
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(x.9) T héoréme. — Pour que G soit analytique, il faut et il suffit qu’existent deux entiers n, h
tels que

(r.9.1) CP(G;n; k), et
(xr.9.2) P>n.

Preuve. — Si G est analytique, le théoréme (1.2) nous permet de vérifier (1.9.1)
et (1.9.2) dés que n est assez grand. Réciproquement, supposons ces deux relations vérifiées
et choisissons #(=0) assez petit pour que

wr<p(p—1)~%

Alors la proposition (1.6) établit I’analyticité de G, compte tenu du lemme (1.7%)

et de (1.8.2).

(x.x0) Corollaire. — Supposons le groupe G analytique. Alors, pour tout nombre m>o
(resp. m>(p—1)""), les hypothéses de la proposition (1.6) (resp. du théoréme (111, 3.4.3))
sont vérifides par la (2, p)-filtration dés que le nombre t est assez petit.

(x.xx) Proposition. — Si le groupe G est analytique de dimension r (>o0) et st
(x.x1x.1) tr<i,

alors les hypothéses de la proposition (1.6) et du théoréme (111, 3.4.3) sont vérifiées pour tout
nombre m assez grand.

Preuve. — Nous appliquons le critére (1.8.3).

A.2. Filtrations restreintes de groupes et algébres de Lie restreintes.

(2.x) Anneaux filtrés de caractéristique p. — Développons des considérations analogues
a celles de (II, 1.2) pour des anneaux de caractéristique p, c’est-a-dire pour des
F,-algebres associatives.

Soient A un tel anneau, filtré par w, et G un sous-groupe du groupe multiplicatif
des éléments inversibles de A, tel que

(2.1.1) w(x—1)>0  pour tout xeG.
Nous posons
(2.1.2) o(x)=wx—1),  pour tout xeG

et nous obtenons ainsi une filtration de G; de plus nous avons une injection canonique

(2.1.3) t:grG—>grA

de P’algébre de Lie graduée associée & G dans ’anneau gradué associé a A (II, 1.9.9).
L’identité

(2.1.4) W—1=(x—1)?

valable dans tous les anneaux de caractéristique p, entraine
(2.1.5) o(x?)>pw(x)  pour tout xeG.
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L’algeébre de Lie gr G posséde une structure canonique de F-algébre de Lie restreinte
au sens de Jacobson [13]. La p-application (£1-£) est définie, pour les &léments fomo-
génes, par passage aux quotients a partir de la p-iéme puissance dans G. L’injection (2.1.3)
se prolonge en un homomorphisme

(2.1.6) T:ﬁng»grA

de Valgébre enveloppante restreinte 3] gr G de gr G dans gr A. Le morphisme d’anneaux
gradués (2.1.6) n’est pas nécessairement injectif, ni surjectif.

(2.2) Définition. — Nous appellerons filtration restreinte d’un groupe G une filtration
(II, 1.1.1) qui vérifie Paxiome suivant.

(2.2.1) o(xP)=po(x)  pour tout x€G.

La terminologie correcte serait « filtration p-restreinte ».

Toute filtration restreinte est une p-filtration (II, 1.2.10). Plus précisément,
filtrations restreintes et p-filtrations satisfont aux mémes axiomes tant qu’il ne s’agit
que d’éléments de filtration <(p—1)~*. En fait, nous pouvons presque ramener I’étude

des filtrations restreintes a celle des p-filtrations grace a la propriété suivante.

Soient o une filtration restreinte d’un groupe G et ¢ un nombre >o. Alors I’appli-
cation ' définie par

(2.2.2) o'(x)=tw(x)  pour tout xeG

est encore une filtration restreinte.

(2.3) Théoréme. — Soit G un groupe muni d’une filtration restreinte o (2.2). Pour tout
veR(, et tout Eegr,G, prenons un représentant x de &, puis Uélément xPeG,,, et enfin I'image
de x* dans gr,,G.

Ce dernier élément ne dépend que de %; nous le notons EP. L’application &r>EP se
prolonge univoquement & tous les éléments de gr G, de telle sorte que gr G devienne une F,-algébre
de Lie restreinte.

Preuve. — Quitte a remplacer & par o’ =tw pour un nombre ¢ assez petit, ’exis-
tence et les propriétés de ’élément £! (pour un £egr G homogéne donné) figurent parmi
les assertions du théoréme (I, 1.2.11), prouvé en (II, 1.4). Nous concluons en appli-
quant [13], chap. V, th. 11, p. 190.

(2.4) Corollaire. — Si f:G—H est un morphisme (I1, 1.1.3) de groupes munis de
filtrations restreintes, alors Uapplication gr f:gr G—gr H est un morphisme d’algébres de Lie
restreintes.

(2.5) Définitions des filtrations induites et d’un morphisme fonctoriel. — Soient G un
groupe muni d’une filtration restreinte w et A=F,[G] son algébre a coefficients dans
le corps premier F,. :
Munissons A de la borne inférieure des filtrations d’algébre qui vérifient

(2.5.1) wix—1)>w(x)  pour tout xeG.
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La filtration w de A sera dite induite par ». Nous noterons " la filtration restreinte
de G induite par w comme en (2.1), c’est-a-dire que nous posons

(2.5.2) o (®)=wx—1)  pour tout xeG.
L’application identique est donc un morphisme de G filtré par w dans G filtré
par ©'; nous en déduisons (2.4) un morphisme des gradués associés
(2-5-3) gr G—gr'G,
qui se prolonge en un morphisme des algébres enveloppantes restreintes
(2.5-4) UgrG—>UgrG.
Nous avons d’autre part le morphisme canonique défini en (2.1.6) :
(2.5-5) ﬁgr‘G—»grA:ngp[G].
Nous composons les morphismes (2.5.4) et (2.5.5) pour obtenir le morphisme
de F,-algebres associatives graduées
(2.5.6) J:UgrG—grE]J[G],
qui est un morphisme fonctoriel (sur la catégorie des groupes filtrés par une filtration
restreinte).

2.6) Théoréme. — Soit G un groupe muni d’une filtration restreinte. Alors le morphisme
4 4
Jonctoriel (2.5)

(2.6.1) j:UgrG—grF,[G]

est bijectif. De plus, si la filtration de G est séparée (11, 1.1.5), alors la filtration de F,[G] est

séparée.

(2.6.2) Corollaire. — St f: G—>H est une isométrie (11, 1.1.9) de groupes munis de filtra-
tions restreintes, alors le prolongement canonique g :¥,[G]—F,[H] de f aux algebres de
groupes est une isométrie pour les filtrations induites (cf. (III, 2.3.5)).

(2.7) Preuve. — Lorsque la filtration restreinte @ du groupe G est discréte (1.1.5),
la filtration induite (2.5) sur F,[G]=A peut étre explicitée comme suit (cf. (III, 2.3.6)).

Pour tout v>o, le groupe additif A, des éléments de filtration >v dans A est
engendré par ses éléments de la forme

(2.7.1) z=(1—1). - (Op—1),
ol 7, ...,96G, neN" et
(2.7.2) o(y)+...+o(p,)>v.

Il en résulte que le morphisme j (2.6.1) est surjectif.

Supposons, de plus, que G soit un groupe fini, d’ordre p’, et que la filtration o soit
séparée. Nous avons alors

(2.7.3) dimgr G=r,
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ce qui implique ([13], th. 12, p. 191)
(2.7.4) dimﬁng=p'.

Le signe « dim » note ici la dimension d’un espace vectoriel sur F,.
Comme nous avons

(2.7.5) dim F,[G] =/,
la relation
(2.7.6) dim gr F,[G]=p"

est vérifiée si et seulement si la filtration de F,[G] est séparée. Quand nous aurons prouvé
ce dernier point, nous saurons que j est un épimorphisme d’espaces vectoriels de mémes
dimensions (finies), donc un isomorphisme.

Or, puisque I'idéal d’augmentation de F,[G] est nilpotent (II, 2.1.7), I’élément
de (2.7.1) ne peut étre différent de zéro que si

(2.7-7) n<t,

ou ¢ désigne un certain entier. Si A est le maximum des w(x), pour xeG et x# 1, nous
voyons que

(2.7.8) w(z)>N  implique z=o,

ce qui prouve que w est séparé (cf. (III, 2.3.7%)).

Le théoréme (2.6) est donc prouvé dans le cas des groupes finis munis de filtrations
restreintes séparées.

Si G est un groupe de type fini muni d’une filtration restreinte w, alors tous les
quotients G/G, (v>0) sont des p-groupes finis, car, d’aprés (2.2), le lemme (II, g.1.2)
s’applique aux filtrations restreintes. Cela nous permet d’étendre la démonstration
de (2.6) aux groupes de type fini, par la considération des quotients finis séparés G/G,.
Nous prouvons alors le corollaire (2.6.2) pour les groupes de type fini : cf. (I1I, 2.3.5).

Nous atteignons enfin le cas général par passage aux limites inductives (I, 2.3.8).

A .3. Filtrations de Zassenhaus et séries de Golod-Chafarévitch.

(3.x) Définition du foncteur Alp sur la catégorie des pro-p-groupes. — Soit d’abord G
un pro-p-groupe discret, c’est-a-dire fini. Nous notons Alp G Palgébre F,[G] et (pour tout
neN) Alp,G la n-iéme puissance de Iidéal d’augmentation de Alp G.

Pour un pro-p-groupe quelconque G, nous posons

(3-x.1) AlpG=l<ir_nAlp G/U,
(3.1.2) Alp,G= h(_m Alp,G/U,

les limites projectives étant prises sur I’ensemble des sous-groupes distingués ouverts U de G.
Nous considérons les Alp,G et G comme des parties de Alp G.
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(3-2) Proposition. — Soit G un pro-p-groupe. Considérons les algébres Alp G (3.1)
et A1G (I1, 2.2.1); nous avons la suite exacte

(3.2.1) 0o—>p Al G—>Al G—>Alp G—o.

Lalgeébre Alp G est un anneau local compact de radical Alp,G; elle contient ¥,[G] comme
sous-algébre dense et G comme sous-espace compact. Les Alp,G sont des idéaux fermés de Alp G.
Ils défimssent la filtration canomique w : c’est la filtration de Alp G & valeurs entiéres telle que

(3-2.2) w(y)>n < yeAlp,G,

pour tous yeAlp G, neN.
Le pro-p-groupe G est de type fini (11, 2.1.4) si et seulement si

(3-2.3) dim gr; Alp G =d<oo.

Dans ce cas, d est le nombre minimum de générateurs de G, Alp, G est la n-iéme puissance
du radical de Alp G, tous les gr,Alp G sont de dimension finie, et la topologie de Alp G est définie
par sa filtration canonique.

Preuve. — Nous avons les suites exactes de groupes compacts

0—p Al GJU-Al G/U->Alp G/U o,

et nous obtenons (3.2.1) par passage aux limites projectives. Cela permet de ramener
les propriétés de Alp a celles de Al (II, 2.2.2); on peut aussi bien les prouver directement.
La caractérisation de 4 (3.2.3) comme nombre minimum de générateurs de G résulte
de (II, 2.1.9), qui montre que gr; Alp G est canoniquement isomorphe au quotient de G
par son sous-groupe de Frattini (adhérence du sous-groupe engendré par les commuta-
teurs et les p-iémes puissances).

(3-3) Définition. — Filtration de Zassenhaus d’un pro-p-groupe. Soit G un pro-p-groupe.
Considérons les filtrations restreintes (2.2) o de G qui vérifient les conditions suivantes :

(3-3.1) o(x)>1 pour tout x€G;
(3-3.2) pour tout v>o, le sous-groupe G, (des xeG vérifiant o(x)>v) est fermé.

La borne inférieure de ces filtrations est encore une filtration restreinte qui vérifie
ces deux conditions; nous I’appelons filtration de Zassenhaus de G.

(3-4) Lemme. — Sowent G, G’ deux pro-p-groupes, o, o' leurs filtrations de assenhaus
respectives, et f: G—>G' un homomorphisme continu. Alors f est un morphisme (II,1.1.3)
pour o et o'; de plus, si f est surjectif, o' est la filtration quotient de o (II, 1.1.4).

Preuve. — La fonction o’of est une filtration restreinte de G vérifiant les condi-
tions (3.3), d’ou o(r)<w’(f(x)) pour tout xeG, d’aprés la minimalité de w.

Supposons f surjectif, et notons " la filtration quotient de «. Nous avons
o' (x)<w’(x) pour tout xeG’, et, d’aprés la minimalité de «’, il nous suffit de prouver
que ' vérifie les conditions (3.3). La filtration « est restreinte et satisfait a (3.3.1).
Pour vérifier (3.3.2), il faut établir que, pour tout v>o, le sous-groupe

(3-4.1) /Gy -
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est fermé dans G’ : cf. (I, 2.1.7). Cela résulte de la compacité de G, de la continuité
de f et de ce que les G, sont fermés. En méme temps nous prouvons que le sous-
groupe (3.4.1) se réduit a f(G,).

(3-5) Théoréme. — Soient G un pro-p-groupe et o sa filtration de Zassenhaus (3.3).
Alors o est induite par la filtration canonique de Alp G (3.2). Autrement dit, o est & valeurs
enticres et

(3-5.1) o(x)=>n < x—1€Alp,G,

pour tous xe€G, neN.
St le pro-p-groupe G est de type fini (11, 2.1.4), sa topologie est définie par » (I, 1.1.5),
Palgébre de Lie restreinte gr G est engendrée par ses éléments de degré 1, et le morphisme (2.1.6)

(3.5.2) UgrG>grAlpG

est bijectif.

Preuve. — Supposons d’abord G fini. Notons w’ la filtration de F,[G]=Alp G
induite (2.5) par o, et w la filtration canonique de Alp G (3.2).

Comme nous avons »'(x—1)>1 pour tout xeG, nous en déduisons

(3-5-3) w'(y)=w(y) pour tout yeAlp G.

Nous avons d’autre part, d’apres (3.2) et (3.3), w(x—1)>ew(x) pour tout xeG,
d’ou nous tirons

(3.5-4) w(y)zw'(y) pour tout yeAlp G.

Les relations (3.5.3) et (3.5.4) équivalent 2 w=w’. Le théoréme (2.6) entraine
alors (3.5.1) et (3.5.2). Comme ﬁgr G est engendrée par ses éléments de degré 1,
d’aprés (3.5.2) et la définition de la filtration de Alp G, la théorie des algébres envelop-
pantes restreintes ([13], chap. V, § 7) montre qu’il en est de méme de gr G.

Si G est maintenant un pro-p-groupe quelconque, notons, pour chaque sous-
groupe ouvert distingué U de G, oy la filtration de Zassenhaus de G/U, et xy 'image
canonique dans G/U d’un élément x de G. Nous avons alors, d’aprés (3.4), o(x)<oy(ry)
pour tous x, U. Comme (3.5.1) a été prouvé pour les groupes finis G/U, la relation (3.5.1)
dans G équivaut a

(3-5-5) w(x)——-i{’xfcou(xu), pour tout x€G.
Si (3.5.5) n’était pas vrai, il existerait xeG et veR tels que
(3-5.6) w(x)<v<i%1fwu(xn).

Comme le sous-groupe G, des éléments de filtration >v dans G est fermé (3.3.2),

il existe un U tel que o(y)<v pour tout yexU. Or, d’aprés (3.4), nous avons
(3-5-7) wy(ry)= sup o()),

y €2l
ce qui contredit (3.5.6).
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Enfin si G est de type fini, une partie de nos assertions est contenue dans (3.2);
pour le reste, nous nous ramenons aux groupes finis par la considération des quotients G/G,.

(3.6) Proposition. — Soient G un pro-p-groupe de type fini, ¢ un nombre >o, o la filtration
de Zassenhaus de G (3.3) et o, sa (t, p)-filtration (11, 3.2.8). Nous avons alors

(3.6.1) o,(x)<Stw(x)  pour tout xe€G, et
(3.6.2) st () <p(p—1)7" @ x)=to(x).

Preuve. — Lia fonction x>tw(x) est une p-filtration de G (2.2) vérifiant les mémes
conditions que «,, exception faite de la minimalité : cela entraine (3.6.1).

Posons o'(x)=t""w,(x) si o,x)<p(p—1)7Y et o' (x)=400 si o(x)=p(p—1)""
Alors ' est une filtration restreinte de G vérifiant les mémes conditions que o, mise a
part la minimalité, d’ou (3.6.2).

(3.6.3) Corollaire. —— Soient gr G (resp. gr' G) Palgébre de Lie graduée associée @ G pour o
(resp. ;). Prenons le quotient de gr G (resp. gr' G) par Uidéal qu’engendrent les éléments
homogénes de degré >t'p(p—1)"1 (resp. =p(p—1)"Y), et multiplions les degrés
par t (I, 1.1.10). Les deux algébres obtenues sont canoniquement isomorphes.

(3.7) Théoréme. — Soient G un pro-p-groupe de type fii, L=gr G [Palgébre de Lie
restreinte associde & G pour sa filtration de Zassenhaus, et L" la sous-algébre de Lie (non restreinte)
engendrée dans L par griG. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(3.7-x) Le groupe G est analytique.
(3.7.2) I existe un entier neN" tel que la composante homogéne de degré n de L* soit nulle.

Preuve. — Le théoréme (1.9) prouve que (8.7.1) implique (3.%7.2). Pour établir
I'implication réciproque, nous utilisons (3.6.3) et la proposition (1.6).

Nous allons maintenant traduire diversement le théoréme (3.7). Remarquons
d’abord que, pour une F -algébre de Lie graduée L engendrée par L, (L, désignant
la composante homogeéne de degré z), les deux assertions suivantes sont équivalentes
d’apres (11, 3.3.3) :

@{) L,=o (pour un neN");

(i) L,,,=o0 pour tout AeN.

(3-8) Théoréme. — Soient G un pro-p-groupe de type fini et, pour chaque neN, GP" Padhé-
rence du sous-groupe engendré par les p"-iémes puissances des éléments de G. Alors G est analytique
st et seulement si

(3.8.1) lim n~log,(G : GP")< .

n—> oo
Dans ce cas la dimension r est donnée par la formule

(3.8.2) r=lim nlog,(G : GP").

n—> o
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Preuwve. — Si G est analytique, nous appliquons (III, §.1.8). Sinon nous avons
gr,G+ o pour tout neN", gr G désignant le gradué associ€ 2 la filtration de Zassenhaus,
ce qui entraine

(3.8.3) logy(G : GP")>pn
pour tout neN’,
(3.9) Définitions. — Pour chaque entier n>1 nous notons P, le polynéme
(3-9-1) P(T)=(—T")(1—T")""
Si G est un pro-p-groupe de type fini muni de sa filtration de Zassenhaus, nous
posons
(3'9'2) | an(G)zdim AlpnG/Alpn+1G,
(3-9.3) b,(G)=dim gr, G,
(3-9-4) gocha(G; T)= Z 4,(G)T".

La série (3.9.4) est dite série de Golod-Chafarévitch de G : cf. [8], [19].
(3-10) Proposition. — Pour un pro-p-groupe de type firi G nous avons la relation

(3.10.1) gocha(G; T)= IT P, (T)©,
n=1

Preuve. — Cette relation est une conséquence de (3.5.2) et de la structure d’une
algébre enveloppante restreinte. Si (x;);c; est une base homogéne de gr G, I’ensemble I
étant totalement ordonné, nous pouvons prendre comme base de U gr G les mondmes
ordonnés x* ot «eNU et «,<p pour tout iel. Le dénombrement de ces monémes
suivant leurs degrés s’exprime précisément par (3.10.1).

(3.1x) Théoréme. — L’alternative des gocha. Soit G un pro-p-groupe de type fini. Alors
deux cas seulement sont possibles :

1° Le groupe G est analytique de dimension r>o. Alors la série gocha(G; T) représente
une fraction rationnelle en T qui admet au point 1 un péle d’ordre r. Cette fraction peut s’écrire comme
un produit fini

(3.11.1) ﬁ(I—T"i)‘l. ﬁPm,(T),
i=1 j=1 1

ot les m; et m; sont des entiers positifs (non nécessairement distincts).
20 Le groupe G n’est pas analytique. Alors nous avons la relation

(3.11.2) lim n~3 log a,(G) > (2(p—1) 3p)z.

n —> a0

Plus précisément
(3.11.3) gocha(G; T)> P,(T)F(T)F(T?) ™",
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o F est la série des partitions

(3.11.4) FT)=II 1—T"~.
' n=1
(3.12) Corollaire. — Pour qu’un pro-p-groupe G de type fini soit analytique, il faut et il
suffit qu’il vérifie la relation

(3.12.1) lim (log n)~'log a,(G)< co.

n—> o

(3.13) Preuve du théoréme (3.11). — Supposons d’abord G analytique et appli-
quons (3.7). Si la composante homogeéne L, est nulle pour n>mn,, leslemmes (II, 3.3.4)
et (II, 3.3.5) donnent les résultats suivants.

(3.13.1) L,=o0 pour n=n, et pln;
(3-13.2) la p-application L, .,—L, est surjective et additive si n>n, et p|n.
Comme il s’agit d’espaces vectoriels de dimension finie sur F,, les p-applications

(3.13.2) deviennent bijectives pour les degrés assez grands. Autrement dit, il existe un
entier 7, tel que

(3.13-3) b,(G)=o0 pour n>n, et ptn.
(3-13-4) b,(G)=1b,.,(G)  pour nzn, et p|n.
Comme nous avons (3.9)

(3-13.5) HPp(T)=(1 =T

la formule (g3.11.1) résulte de (g.10). Il reste a montrer que l'entier r figurant
dans (3.11.1) est la dimension du groupe G. C’est une conséquence du théoréme (3.8).
Supposons maintenant G non analytique. Nous avons alors (3.7)

(3.13.6) b,(G)=1 pour tout n>1,
et
(3-13.7) b(G)>2

(sinon G serait un quotient de Z,, donc analytique). Nous obtenons ainsi la foriaule
(3.11.3), d’ott nous déduisons (g.11.2) en appliquant [g], p. 113 et 116.

(3.14) Exemples (exercices). — Soit & un pro-p-groupe libre pour les générateurs
X; (1<i<r). Alors Ialgébre Alp & s’identifie & Ialgébre de Magnus sur F, engendrée
par les X;=X;—1, d’aprés (II, 3.1.4). Nous avons

(3.14.1) gocha (% ; T)=(1—rT)"},
et gr Z est une algébre de Lie restreinte lbre pour les images canoniques des X;
dans gr; Z.

Si G est un pro-p-groupe admettant r générateurs, nous avons

(3.14.2) a,(G)<r"  (pour tout neN),
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I’égalité n’ayant lieu pour tout n que si G est libre. Plus généralement, si f: G—G’
est un épimorphisme continu de pro-p-groupes de type fini, alors

(3-14-3) gocha(G; T)zgocha(G’; T),

ce qui signifie, par définition, ¢,(G)>4,(G’) pour tout n. L’égalité ne peut avoir lieu
dans (3.14.3) que si f est un isomorphisme.

Soient G un pro-p-groupe de type fini,  sa filtration de Zassenhaus, G, ’ensemble
des xeG tels que w(x)>n (pour neN"), et I, I'adhérence du n-iéme sous-groupe de
la suite centrale descendante de G. Le gradué associé L=gr G est calculé pour o,
L’ est défini comme en (3.7) et L, est la composante de degré n de L". Choisissons, pour
chaque neN’, une partie A, de G, contenue dans G,,, et telle que 'image de A, modulo G, | ,
contienne L. Nous pouvons, par exemple, prendre A,=T,. Notons Aﬁj I’ensemble
des p/-iémes puissances des éléments de A,. Soient n un entier >1, et

(3-14-4) n=mp",  avec m, heN, ptm.
Nous avons alors

h hei
(3-14.5) anAP,;...AZPi...Amp;.GnH.

Cela résulte de ce que gr G est engendré par gr, G.
Notons G° le produit semi-direct

(3.14.6) G'=Z, XA,

ou A est ’algebre de séries formelles F,[[x]]; le générateur canonique de Z, opére sur A
en multipliant ses éléments par (14 x). Nous avons

(3-14.7) gocha(G; T)=(1—T)~*F(T)F(T?)~",
ou F est défini comme en (g.11.4). Cela entraine [g],
(3.14.8) lim 1™ log 4,(G°) = (2(p— 1) /3p)z.

Appelons maintenant G' le groupe nilpotent de classe g et de dimension 4 étudié
en (III, 3.2.4). Nous avons :

(3.14.9) gocha(GH; T)=(1—T) (1 —T% (1 —T% L

Si nous prenons le quotient G* de G* par le troisiéme sous-groupe de sa suite centrale
descendante nous avons

(3.14.10) gocha(G*; T)=(1—T) " ?(1 —T?) "1
Si p=2, et si nous posons

(3.14.11) G*=G*x(Z/2Z),

nous avons

(3.14.x2) gocha(G*; T)=(1—T) 2.
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Cela résulte de la formule
(3.14.13) gocha(G x G'; T)=gocha(G; T)gocha(G'; T),

valable pour les produits directs. Nous sommes ainsi obligés de constater un résultat
regrettable, a savoir

(3.14.14) gocha(Z3; T) = gocha(G?; T).
Enfin notons G* le groupe G de (1.4), pour un p quelconque. Nous obtenons
. - p—1 - .
(3.14.15) gocha(G%; T)=P,(T). Il (1 —T%)~L
i=1
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AlG : III, 2.2.1.

Ala G : III, 3.3.5.

Alp G; Alp, G : A, 3.1.

a,(G) : A, 3.9.

b, (G) : A, 3.0

C,:V,1.1.7.

CP(G;n; h); CP(n;h) : A, 1.1.
div G (groupe) : IV, 3.3.4.
div M (module) : I, 2.2.8.
gocha(G; T) : A, 3.9.

gr : gradué associé.

H"(A,M) : V, 1.1.8.

HI(A,M) : V, 1.1.7.

HY(G,M) : V, 2.3.10.

H}(G,M) : V, 1.2.6.

H{(G, M) : V, 2.4.10.

KoM :V,1.3.3.

log,, : logarithme de base p.

p ¢ un nombre premier fixe.
P:II 1.2

P,(T) : A, 3.9.

Q,, : corps des nombres p-adiques.
racl (résolution acyclique compléte-libre) : V, 1.1.5.
Sat G (groupe) : IV, 3.3.1.
Sat M (module) : I, 2.2.11.
Schiff : III, 1.1.2.

(t, p)-filtration : II, 3.2.1.

UL : algébre enveloppante d’une algebre de Lie L.

HL : algébre enveloppante restreinte d’une algeébre de Lie restreinte L.
UpixL : II, 1.2.7.

v : filtration d’un anneau.

o(Q;) ¢ I, 2.1.1.

w : filtration d’un anneau ou d’un module.
wM;x) : I, 2.1.3.

(%, T, p)-filtration : II, 3.2.2.

Z, : anneau des entiers p-adiques.

[x] : partie entiére du nombre réel x.

a|b : lentier a divise ’entier b.

o : filtration d’un groupe.
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Acyclique (résolution — filtrée d’un module filtré) : V, 1.1.3.
Analytique (cohomologie —) : V, 2.3.1.

(fonction —) : III, 1.3.2.

(groupe —) : III, 3.1.1.

(variété — sur Q) : III, 1.3.3.

Base (— filtrée d’un module filtré-libre) : I, 2.1.16.

(— ordonnée d’un groupe p-valué complet) : III, 2.2.4.
(— topologique d’un module complet-libre) : I, 2.1.17.
Borne inférieure (— d’une famille de filtrations de module ou d’anneau) : I, 2.1.6.
(id. de groupe) : II, 1.1.4.
Choix normal : V, 1.1.6.
Complet (groupe topologique —) : I, 2.1.14.
(Zy-module —) : II, 2.2.4.
Comptexe : V, 1.1.1.
(— quasi minimal) : V, 2.2.2.
(— standard d’une algébre supplémentée) : V, 1.2.1.
(— standard d’une algébre de Lie) : V, 1.3.4.
(— standard complété d’un groupe p-valué) : V, 1.2.5.
(— standard complété d’un pro-p-groupe) : V, 1.2.q.
(— standard normalisé) : V, 1.2.2.
Diagonale (algébre — saturée) : IV, 1.3.4.
(algébre — stricte) : IV, 1.1.1.
(algébre — valuée) : IV, 1.2.3.

Différence (— d’ordre a d’une fonction) : III, 1.2.2.

Discréte (graduation — de module ou d’anneau) : I, 1.1.3.
(filtration — de module ou d’anneau) : I, 2.3.4.
(filtration — de groupe) : II, 1.1.5.

Divisible (module) : I, 2.2.7.

Dominant (terme — dans un module ou anneau) : I, 2.3.

(terme — dans un groupe) : II, 1.1.7.

Equi-p-valué (groupe —) : V, 2.2.7.

Exactement filtrée (suite —) : 1V, 2.2.3.

Filtration (— d’un anneau) : I, 2.1.1.

(— d’un module) : I, 2.1.3.
(— d’un groupe) : II, 1.1.1.

Générateurs (— d’un pro-p-groupe) : II, 2.1.4.

Golod-Chafarévitch (séries de —) : A, 3.9.

Gradué (anneau —) : I, 1.1.1.

(module —) : I, 1.1.2.

(— associé a un anneau filtré) : I, 2.3.2.
(— associé a un groupe filtré) : II, 1.1.7.
(— associé a un module filtré) : I, 2.3.3.
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Induite (filtration — sur un sous-groupe) : II, 1.1.3.
(filtration — sur un sous-module) : I, 2.1.5.
(filtration — sur la Z-algébre d’un groupe p-filtré) : III, 2.3.1.
(filtration — sur la Fp-a]gébre d’un groupe muni d’une filtration restreinte) : A, 2.5.

Isométrie (— de modules filtrés) : I, 2.1.5.
(— de groupes filtrés) : II, 1.1.3.
Libre (famille filtrée — dans un module filtré) : I, 2.1.16.
(module gradué —) : I, 1.1.6.
(module complet —) : I, 2.1.17.
(module filtré —) : I, 2.1.16.
(pro-p-groupe — de type fini) : II, 3.1.1.
Magnus (algébres de —) : II, 1.1.10.
Mixte (algébre de Lie —) : II, 1.2.5.
(algebre enveloppante —) : II, 1.2.7.
p-analytique (groupe profini —) : III, 3.2.2.
p-divisible (groupe —) : III, 2.1.5.
p-filtration (— d’un groupe) : II, 1.2.10.
p-groupe : II, 2.1.1.
Polynéme (fonction —) : III, 1.3.2.
pro-p-groupe : II, 2.1.2.
p-saturable (groupe —) : III, 3.1.6.
p-saturé (groupe —) : III, 2.1.6.
p-valuable (groupe —) : III, 3.1.6.
p-valué (groupe —) : III, 2.1.2.
Rang (— d’un groupe p-valué) : III, 2.1.3.
Représentant (— dans un module ou anneau) : I, 2.3.4.
(— dans un groupe) : II, 1.1.7.
Restreinte (filtration — d’un groupe) : A, 2.2.
Saturé (module —) : I, 2.2.10.
Stricte (fonction analytique —) : III, 1.3.5.
(variété analytique — de type Z7) : III, 1.3.5.
Taylorienne (fonction analytique —) : III, 1.3.4.
(variété analytique — de type Z7) : III, 1.3.4.
Tensoriel (produit — filtré) : I, 2.1.9.
Transportable (groupe —; algébre de Lie —) : IV, 3.4.8.
Type fini (pro-p-groupe de —) : II, 2.1.4.
Valuation (anneau de —) : I, 2.2.6.
Valué (algébre —e) : I, 2.2.4.
(anneau —) : I, 2.2.1.
(module —) : I, 2.2.2.
Wall (complexe de —) : V, 3.1.1.
Zassenhaus (filtration de — d’un pro-p-groupe) : A, 3.3.
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