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Résumé 

S o i e n t p un nombre p r e m i e r e t K = U K l a 1 - e x t e n s i o n 00 n>o n p 
c y c l o t o m i q u e a t t a c h é e à une e x t e n s i o n a b é l i e n n e f i n i e K de Q de 
d e g r é d é t r a n g e r à p. Nous m o n t r o n s que n o t r e r é s u l t a t s u r l a 
c a p i t u l a t i o n d e s p - g r o u p e s de c l a s s e s d ' i d é a u x d e s c o r p s K v a u t 
e n c o r e pour l e s ( J > - c o m p o s a n t e s de c e s g r o u p e s r e g a r d é s comme 
ZZ [ G a l ( K / Q ) ] - m o d u l e s , l o r s q u e u> p a r c o u r t l e s c a r a c t è r e s p - a d i q u e s r 

i r r é d u c t i b l e s de G a l ( K / Q ) ; p u i s nous r e l i o n s l e s d é c o m p o s i t i o n s 
é l é m e n t a i r e s que n o u s o b t e n o n s aux t h é o r è m e s de s t r u c t u r e s c l a s -
s i q u e s pour l e s c l a s s e s i m a g i n a i r e s d a n s l e c a s m o n o g è n e . 

A b s t r a c t 
Le t p be a p r i m e number and K^ = U K t h e c y c l o t o m i c 

n^o 
2 p - e x t e n s i o n a t t a c h e d t o a f i n i t e a b e l i a n e x t e n s i o n K o f 1), o f 
d e g r e e d pr ime t o p. We show t h a t our r e s u i t a b o u t c a p i t u l a t i o n 
o f p - g r o u p s o f i d é a l c l a s s o f Kn f i e l d s i s s t i l l v a l i d f o r 
C f - c o m p o n a n t s o f t h e e s e g r o u p s v i e w e d as Z^CGal ( K/d)) ] - m o d u l e s 
when i s an i r r e d u c i b l e p - a d i c c h a r a c t e r o f Gai (K/CQ) . Then 
we c o n n e c t e l e m e n t a r y d é c o m p o s i t i o n s w h i c h we o b t a i n t o c l a s s i c a l 
s t r u c t u r e t h e o r e m s f o r i m a g i n a r y c l a s s in m o n o g e n i o u s c a s e . 

1 . I n t r o d u c t i o n . 

S o i e n t p un nombre p r e m i e r e t K une e x t e n s i o n a b é l i e n n e 

de J) de d e g r é f i n i d é t r a n g e r à p. N o t o n s d^ = U (I) l a 
r\>o n 

# p - e x t e n s i o n c y c l o t o m i q u e de d) e t K^ = U Kn c e l l e de K = K Q 

qui e s t d é f i n i par Kn = K (Çn. Le g r o u p e de G a l o i s A = Ga 1 ( K/(p ) 



s ' i d e n t i f i e a v e c son r e l è v e m e n t c a n o n i q u e Ga i (K^/Q^) ce qui 
permet d ' é c r i r e pour t o u t n : A = G a l ( K n / Q n ) - G a i ( K ^ / Q ^ ) . 

D é s i g n o n s par Cn l a p - c o m p o s a n t e du g r o u p e d e s c l a s s e s 
d ' i d é a u x de Kn e t par y un g é n é r a t e u r t o p o l o g i q u e de G a ^ K ^ / K ) 
de s o r t e que s i nous p o s o n s T = y - 1 e t A = ? [ [ T ] ] , l e s y s t è m e 

H, 
p r o j e c t i f d e s g r o u p e s Cn pour l e s a p p l i c a t i o n s normes d é t e r m i n e 
un A [ A ] - m o d u l e C=lim Cn qui e s t de t y p e f i n i e t de t o r s i o n . Si 
nous d é s i g n o n s p a r X l ' e n s e m b l e d e s c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s 
de A s u r Qp e t par ( e ^ ^ x c e l u i d e s i d e m p o t e n t s p r i m i t i f s de 
l ' a l g è b r e (Ç [ A ] , nous a v o n s QLCA] - n Q où - Q_CA] e ^ P P T T P T 

e s t l ' e x t e n s i o n non r a m i f i é e de Qp de d e g r é f y qui c o r r e s p o n d 
à c p . Les g r o u p e s Cn s e d é c o m p o s e n t a i n s i comme sommes de l e u r 

cp - c o m p o s a n t e s : 

C = © C 
n Çf>e X n > C P 

a v e c C i r , = e f n C . S o i t a l o r s l ' a n n e a u des e n t i e r s de 
n , y y n T ' 

e t A C p = î\pLLTJ] ; d ' a p r è s l e s t h é o r è m e s de s t r u c t u r e é t a b l i s 
par J . - P . S e r r e ( c f . [ 5 ] , Théorèmes 7 e t 8 ) i l e x i s t e un q u a s i -
i s o m o r p h i s m e de Cy, = l.im C^ dans un A ( ^ - m o d u l e de l a forme : 

y i © 
i N p / P A C p j = l A ç P 

où chaque g ^ , . e s t un po lynôme d i s t i n g u é de l ' a n n e a u 
Comme K e s t une e x t e n s i o n a b é l i e n n e de (!) on a d ' a p r è s un 
t h é o r è m e de F e r r e r o e t W a s h i n g t o n : y = l y ^ O ( c f . [ 6 ] , t h . 7 . 1 5 , 
p. 1 3 0 ) de s o r t e que l e s C ^ s o n t d e s Z ^ p - m o d u l e s de t y p e f i n i . 

Nous v i s o n s a v e c c e t t e n o t e un d o u b l e b u t . Tout d ' a b o r d 
dans une p r e m i è r e p a r t i e , nous g é n é r a l i s o n s l e t h é o r è m e é t a b l i 
dans [ 2 ] . En e f f e t nous m o n t r o n s , c ' e s t l e p o i n t e s s e n t i e l , que 
l e s o u s - g r o u p e de Cn ^ q u i c o r r e s p o n d aux c l a s s e s qui c a p i t u l e n t 
dans Kœ e s t , d è s que n e s t a s s e z g r a n d , f a c t e u r d i r e c t de C ^ . 

n , Y 



Nous u t i l i s o n s c e p e n d a n t pour é t a b l i r c e r é s u l t a t une 
m é t h o d e d i f f é r e n t e de c e l l e de [ 2 ] ; c e l l e - c i e s t r é s u m é e dans 
l e s deux lemmes é n o n c é s d a n s c e t t e p r e m i è r e p a r t i e . 

E n s u i t e , d a n s une d e u x i è m e p a r t i e , a p r è s a v o i r f a i t 
d e s h y p o t h è s e s j u s t i f i é e s par d e s " é v i d e n c e s " n u m é r i q u e s ( c f [ 3 ] ) 
nous é t u d i o n s l e c a s m o n o g è n e . 

Nous m o n t r o n s comment l a d é c o m p o s i t i o n d e s g r o u p e s 
Cn ^ pour l e s c a r a c t è r e s i m a g i n a i r e s é t a b l i e dans l a p r e m i è r e 
p a r t i e , e s t c a n o n i q u e , c ' e s t - à - d i r e comment e l l e e s t l i é e à l a 
s t r u c t u r e de A q j - m o d u l e de Cn ^p ( r a p p e l é e c i - d e s s u s ) de f a ç o n 
n a t u r e l l e . Nous i n d i q u o n s b r i è v e m e n t l a m é t h o d e u t i l i s é e par deux 
lemmes qu i s u i v e n t l ' é n o n c é du t h é o r è m e 2 . 

2 . S t r u c t u r e de l a c a p i t u l a t i o n dans une 1 - e x t e n s i o n c y c l o t o m i q u e 

S o i t K l ' e x t e n s i o n a b é l i e n n e d é f i n i e p l u s h a u t e t 

Kœ = U K son e x t e n s i o n c y c l o t o m i q u e . D é s i g n o n s par j m l ' h o m o -
n >o ' 

morphi sme de / \q>-module de Cn dans Cm ^ , pour m>n, i n d u i t 

par l ' e x t e n s i o n d e s i d é a u x e t par Nn m 1 ' h o m o m o r p h i s m e de Cm ^ 

dans C „ i n d u i t par l a norme a r i t h m é t i q u e . D é f i n i s s o n s l e 
s o u s - g r o u p e ©n q> d e s c l a s s e s qui c a p i t u l e n t par : 

®n ,q> { x n / x n C C n , c Ç ' 1 1 e x i S t e m > n t e 1 q U e j n , m ( x n ) = 1 } ' 

La c o n d i t i o n m' = 0 e s t é q u i v a l e n t e à r g ^ = vq, pour n a s s e z 
g r a n d , où r g ^ d é s i g n e l e ^ - r a n g de Cn ^ ; c ' e s t e n c o r e l a 
d i m e n s i o n s u r l e c o r p s d e s r e s t e s {fy = Z^/ p e x t e n s i o n de 

d e g r é f ^ de F p ) du q u o t i e n t / p C n ^ ( c f . [ 6 ] , lemme 1 3 . 2 0 , 

p . 2 8 2 ) . ' 

Nous s a v o n s que pour n a s s e z grand s i x n + ^ e s t un r e l è -

vement d a n s Cn + 1 ^ de x ^ C ^ ( i . e . s i l ' o n a Nn + 1 ^ ( x ^ ) = x n ) 

i l e x i s t e un é l é m e n t i n v e r s i b l e u de i n d é p e n d a n t de n e t 

t e l que j ^ ( x n ) = pu x n + ^ . Nous sommes m a i n t e n a n t en m e s u r e 

d ' é n o n c e r n o t r e r é s u l t a t : 



Théorème 1. 

S o i t Kto = U K l a T. - e x t e n s i o n c y c l o t o m i q u e d ' u n e 
n>o n p 

e x t e n s i o n a b é l i e n n e de Q de d e g r é é t r a n g e r à p . 

i ) I l e x i s t e un e n t i e r nQ t e l que l e s t r o i s c o n d i t i o n s 
s u i v a n t e s s o i e n t r é a l i s é e s pour t o u t n$.nQ : 

a ) rQ-n C ^ = v fn où e s t une c o n s t a n t e . 

b) j n + 1 n ( x p ) = pu x n + 1 pour un é l é m e n t i n v e r s i b l e u de 

c ) Les i d é a u x p r e m i e r s de Kn a u - d e s s u s de p s o n t t o t a l e m e n t 
r a m i f i é s dans Kœ . 

Sous c e s c o n d i t i o n s l e s p - g r o u p e s de c l a s s e s Cn s e 
d é c o m p o s e n t comme sommes de deux s o u s - m o d u l e s : 

C = S 9 T n,<p n ,cp n,cj> 

où l e s s o u s - m o d u l e s T „ s o n t deux à deux i s o m o r p h e s v i a l e s n ,(j> 
homomorphismes N n + 1 n : 

N • T ~ T n + 1 ,n ' n + 1 n ,cp 

e t o n t pour l i m i t e p r o j e c t i v e l e s o u s - m o d u l e de ^ - t o r s i o n de 

C^. Ce la i m p l i q u e en p a r t i c u l i e r Tn
 0

n q,-

i i ) I l e x i s t e de p l u s un rang n ^ n Q , de s c o n s t a n t e s A e t 
p a i n s i que des e n t i e r s r e l a t i f s a . ( i = 1 , . . . X) e t de s e n t i e r s i j Qf 
p o s i t i f s y . ('i = 1 . . . p ) t e l s que pour n^n, on a i t e x a c t e m e n t i ,cp i 
T - 0 e t : n , tf> n , q? 

C = S „ 9 0 „ 
n.cp n ,cf n ,cp 

a v e c 
' Sn,q> • V p 1 , C f ^ 

P Y,- JP 
9».q> • V P 



i i i ) Toute p s e u d o - b a s e de C s e r e l è v e v i a l a ' n , çp 
s u r j e c t i o n n a t u r e l l e Nn + j n de Cn + j s u r Cn en une p s e u d o - b a s e 

d e C n + 1 n + 1 , cp 

i v ) La l i m i t e p r o j e c t i v e des g r o u p e s Cn e s t i s o m o r p h e 
en t a n t que Zfy-module à l a somme d i r e c t e : ^ 

i x © cp cp 

où = 0„ que l que s o i t n^n-, . n » cp ^ i 

Nous nous appuyons pour d é m o n t r e r ce r é s u l t a t s u r l e s 

deux lemmes qui s u i v e n t : 

Lemme 1 . I l e x i s t e pour n a s s e z grand une p s e u d o - b a s e de 

C n s C p : e t u n e P s e u d 0 " b a s e d e Cn + l s C p
:
 +

 p o u r 

t e l l e s que pour t o u t i : Nn + U n ( x n + 1 J ) = x ^ . . 

Ces p s e u d o - b a s e s c o r r e s p o n d e n t aux d é c o m p o s i t i o n s é l é m e n t a i r e s 
s u i v a n t e s : 

v<f 6 , B-
C = © 2ftJp e t C -, = © HJp 1CD 

i = l T n + 1 ' C p i = i Y f 

a v e c = ou Bj = pour t o u t i . 

D ' a p r è s , ce lemme nous p o u v o n s é c r i r e : 
^ n a • P n y • 

C n . f 1 Î 1 V P *<P i ! l V P 2 ç P 
Àn a • + 1 pn y . 

6 t ^n + 1,^p ^ Y P ^ i ® ! Y P 

a v e c : + pn = v ^ . 

Nous o b t e n o n s à p a r t i r de l à l e s e c o n d lemme : 

Lemme 2 . 

Pour n a s s e z g r a n d , l e s g r o u p e s Cn ^ e t C n + 1 a y a n t 

des d é c o m p o s i t i o n s comme c i - d e s s u s ^ i l e x i s t e une p s e u d o - b a s e 



( x n + 2 , i ^ d e C n + 2 , c p p 0 u r i = 1 > - - - » v c p t e l l e 9 u e : 

+ l a . H pn + l Y . 

V p ' V p N 

a v e c Àn + 1.<An e t Pn + 1 > P n . Les x n + 1 J = Nn + 2 ^ n + 1 ( x n + 2 f i ) f o r m e n t 

une p s e u d o - b a s e de . De p l u s s i l e s 

x n i = Nn + 1 n ^ xn + l i^ f ° r m e n t é g a l e m e n t une p s e u d o - b a s e de Cn 

A i n s i à p a r t i r d ' u n c e r t a i n rang n^ : X = i n f X , 
p = sup pn s o n t c o n s t a n t s : l e t h é o r è m e 1 d é c o u l e a l o r s f a c i l e m e n t 
des d é c o m p o s i t i o n s p r é c é d e n t e s . 

3 . D é c o m p o s i t i o n d e s g r o u p e s Cn dans l e c a s m o n o g ë n e . 

Nous s u p p o s o n s dans c e t t e p a r t i e que p e s t un nombre 
p r e m i e r i m p a i r . Nous s u p p o s o n s é g a l e m e n t que K c o n t i e n t l e groupe 
\i de s r a c i n e s p - i è m e s de l ' u n i t é e t nous n o t o n s u) l e c a r a c t è r e 

P 
de l ' a c t i o n de Ga l (K/Q) qui l u i c o r r e s p o n d . Comme l a c o n j u g a i s o n 

c o m p l e x e J a une a c t i o n n a t u r e l l e s u r Cn i n d é p e n d a n t e du p l o n g e m e n t 
de K dans Œ c h o i s i ( p u i s q u e K e s t une e x t e n s i o n q u a d r a t i q u e t o t a -
l e m e n t i m a g i n a i r e de son s o u s - c o r p s t o t a l e m e n t r é e l K+) l e s g r o u p e s 
Cn s e d é c o m p o s e n t comme sommes d i r e c t e s de l e u r s c o m p o s a n t e s 
r é e l l e s e t i m a g i n a i r e s : 

Cn " Cn * Cn " < 1 + J > C n ' Cn = f 1 " 0 ' Cn 

Les g r o u p e s C" s e d é c o m p o s e n t à l e u r t o u r à l ' a i d e des i d e m p o t e n t s 
o r t h o g o n a u x e çp qui c o r r e s p o n d e n t aux c a r a c t è r e s i m p a i r s de X, 
c ' e s t - à - d i r e c e u x pour l e s q u e l s on a : J e ^ = - e ^ , . On o b t i e n t 
a l o r s : 

C" = © C 
n cp e X n ' < P 

X d é s i g n a n t l e s o u s - e n s e m b l e des c a r a c t è r e s i m p a i r s de X. 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t que C~ s o i t monogëne en t a n t que 
A - m o d u l e , c e qui e s t l e c a s s i par e x e m p l e l a c o n j e c t u r e de 

V a n d i v e r e s t v é r i f i é e pour K+ . On o b t i e n t a l o r s , pour l e s C p -



- c o m p o s a n t e s des g r o u p e s de c l a s s e C qui c o r r e s p o n d e n t aux n , v̂p* 
c a r a c t è r e s i m p a i r s a u t r e s q u e l e c a r a c t è r e c y c l o t o m i q u e to, l e s 

i somorphi smes de A v p - m o d u l e s : 

C n > 4 > * C S > / ù , n CH> * V ' U , n ) A4> 

pour un c e r t a i n po lynôme d i s t i n g u é g ^ de J ^ C T ] . 
T N ' 

( c f . C l ] , § 2 . 4 , p. 516 ) e t a>n = ( 1 + T ) P - 1 . 

Enonçons n o t r e r é s u l t a t : 

Théorème 2 . S o i e n t p un notabre p r e m i e r i m p a i r e t K une e x t e n s i o n 

a b é l i e n n e de q de d e g r é é t r a n g e r à p , c o n t e n a n t l e groupe y p des 

r a c i n e s p - i è m e s de l ' u n i t é . 

i ) Pour t o u t c a r a c t è r e i m a g i n a i r e cp de X i l e x i s t e un 

e n t i e r a ^ p o s i t i f ou nul t e l que 
a u> 

r ~ 71 ' • - a tp ' 

en p a r t i c u l i e r pour chaque v a l e u r de n on a 

l i ) S u p p o s o n s , en o u t r e , aue l e s c o n d i t i o n s s u i v a n t e s 
s o i e n t r é a l i s é e s : 

a) I l n ' e x i s t e dans K q u ' u n s e u l i d é a l p r e m i e r l " |p l e q u e l e s t 
t o t a l e m e n t r a m i f i é dans K . 00 
b) L e s o u s - g r o u p e C~ de CQ e s t e n g e n d r é s u r 2 [ G a i ( K / Q ) ] par un 
u n i q u e g é n é r a t e u r CT . 
c ) Les c a r a c t è r e s c o n s i d é r é s s o n t ceux de X d i s t i n c t s du c a r a c -
t è r e c y c l o t o m i q u e w. 

I l e x i s t e a l o r s un rang r t e l que pour n>r on a i t 
un i s o m o r p h i s m e ip de A<Û - m o d u l e : 

n s cp T Y 

^n . r « ' 2 C p / P * ^cp® Z ç f / P Y ^ C 

où a ^ e s t l e d e g r é de g e t x ^ e s t l a v a l u a t i o n p - a d i q u e de 

Nous nous b o r n e r o n s à q u e l q u e s i n d i c a t i o n s à p r o p o s de ce 
t h é o r è m e . Pour l a p a r t i e i ) l e s o u s - g r o u p e de Z ^ t o r s i o n de , 
s o i t e s t i s o m o r p h e à Gn ( c f . t h é o r è m e - 1 , i v ) or pourcpeX 
e t ç p tw on a d ' a p r è s l a f o r m u l e des c l a s s e s ambiqes 0 =1 . 1 n 

n , c p - H > Y <P n , 



Pour <̂ )=<JJ comme on a : 

0 n , çp* Ĥ  (Gai ( K^/K^) , B , E . J ^ 

e t comme l e s r a c i n e s de l ' u n i t é s o n t c o h o m o l o g i q u e m e n t t r i v i a l e s 

c ' e s t - à - d i r e : 

H ^ f i a K K . / K J , 2 p B foj*? = H1 ( G a T ( K ^ / ) , U | < J = 1 , 

on a b i e n dans t o u s l e s c a s 9^=1 ( v o i r à ce s u j e t [ 4 ] c h a p i t r e 

I I I ) . Quant à l a p a r t i e i i ) , c o n s i d é r o n s : 
V n a<p-l 

V P * Y P *cp Î 1 ) 

s o i t o un r e l è v e m e n t de a dans C a l o r s ip _ o p è r e de n , cp o , cp n , c p n , Cp 
l a f a ç o n s u i v a n t e : a y> 

T i - 1 
Ù ( X , X ) = ( E A . T ) A n.cp^ 1 ' a cp ' ^ = 1 i y n , 9 

C e t t e r e l a t i o n permet de d é f i n i r s u r l a somme d i r e c t e ( 1 ) une 
s t r u c t u r e de Acp-modul e . Remarquons que : 

> « f l T<\p-1 a u> V 1 V 1 " 1 

T > = - E1 a . T T ou g . = T ' + E a - T 
1 = 1 1 <P 1 = 1 1 

La d é c o m p o s i t i o n des g r o u p e s Cn s ' o b t i e n t en u t i l i s a n t l e s 
deux lemmes s u i v a n t s : 

Lemme 3 . S o i t oy= d ° g ^ , p o s o n s A A n j ( ^ = A(p/(g^» u
n ) A < p 

A l o r s t o u t é l é m e n t P e A n ^ a d m e t une u n i q u e r e p r é s e n t a t i o n s o u s 
l a forme : 

n w 
P = Z P N 

j = o w n - j 

a v e c P _ . = a . . TJ", l e s a . , é t a n t des r e p r é s e n t a n t s dans 
^ J -j _ Q ' J 'J 

du c o r p s r é s i d u e l Fcp e t P Q £ . 7 ^ / G ^ ( 0 ) 

Ce lemme permet d ' e x p r i m e r , d è s que n e s t a s s e z g r a n d , 
p1 pour i<fn de l a f a ç o n s u i v a n t e : 



n - i co 
pi = z _ J Î B . . . 

j = 0
 w n - i - j 

où B^ . . . e L [ T ] , d°f3 . . . < a , n - 1 . Nous d é d u i s o n s de l à n - 1 - j , i m n - i - j , i ip 

Lemme 4 . D a n s A „ l e s r e l a t i o n s s u i v a n t e s s o n t v é r i f i é e s n , cp 
w n - i . . 

r S p % - i - i i P ° u r i = 1 , . . . ,n . w n - i j = 0 n i j , i 

a v e c w j , i =
 k f 0

 a k , i , j j k ' a k , i j e F c p -

I l e s t a i s é à p a r t i r de l à de m o n t r e r que l a s u i t e 

V 1 ^cp 

e s t e x a c t e e t que l e noyau Nçp e s t é g a l à c e q u ' o n a t t e n d . 

Nous o b t e n o n s a l o r s l ' e x p r e s s i o n d e s . 
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