THEORIE DES NOMBRES Années 1984/85-1985/86
BESANCON Fascicule 2

ETUDE DES DECOMPOSITIONS DES GROUPES DES p-CLASSES
D'IDEAUX DANS LA ZP-EXTENSION CYCLOTOMIQUE
D'UNE EXTENSION ABELIENNE DE Q

Marc GRANDET



Etude des décompositions des groupes des p-classes d'idéaux
dans 1la Zp-extension cyclotomique d'une extension abélienne
de §.

par Marc GRANDET

Résumé

Soient p un nombre premier et K = A;% Kn la Zp-extension
cyclotomique attachée 3 une extension abélienne finie K de @ de
degré d étranger 3@ p. Nous montrons que notre résultat sur 1la
capitulation des p-groupes de classes d'idéaux des corps Kn vaut
encore pour Tes (?-composantes de ces groupes regardés comme
Zb[Ga](K/Q)] -modules, lorsque ¢ parcourt les caractéres p-adiques
irréductibles de Gal(K/Q) ; puis nous relions les décompositions
élémentaires que nous obtenons aux théorémes de structures clas-

siques pour les classes imaginaires dans le cas monogéne.

Abstract

Let p be a prime number and K = U K  the cyclotomic
n:o
Z -extension attached to a finite abelian extension K of @, of

degree d prime to p. We show that our result about capitulation
of p-groups of ideal class of Kn fields is still valid for
(p-componants of theese groups viewed as Zp[Ga](K/Q)J-modules
when ¢ 1is an irreducible p-adic character of Gal(K/Q). Then

we connect elementary decompositions which we obtain to classical
structure theorems for imaginary class in monogenious case.

1. Introduction.

Soient p un nombre premier et K une extension ab&lienne

de @ de degré fini d étranger a p. Notons Q_ = U Qn Ta
nzo
7 _-extension cyclotomique de Q et K, = U K celle de K = K
P nxo N °

qui est défini par Kn = K Qn' Le agroupe de Galois A = Gal(K/0)



s'identifie avec son relévement canonique Gal(K_/Q_) ce qui
permet d'écrire pour tout n : A = Ga1(Kn/Qn) = Gal(K_/Q).

Désignons par Cn la p-composante du groupe des classes
d'idéaux de Kn et par y un générateur topologique de Gal(K_/K)
de sorte que si nous posons T=y-1 et A=Zp[[TJ], le systéme
projectif des groupes Cn pour les applications normes détermine
un ALAl-module C=Lim Cn qui est de type fini et de torsion. Si
nous déssgnons par X 1'ensemble des caractéres irréductibles
de A sur Qp et par (e, X celui des idempotents primitifs de

1'algébre @ _[A], nous avons Q [A]l =T Q _ou 9 ~ Q [A] e
] p P pex PP 4

est 1'extension non ramifiée de Qp de degré ﬂP qui correspond

=

a(P . Les groupes Cn se décomposent ainsi comme sommes de leur
LP-composantes

C C

n zPSX ns @

avec C = eqnC . Soit alors 7 1'anneau des entiers de
ns? (P n kP QLF

et Aea= ZnlIT11 3 d'aprés les théorémes de structure établis

par J.-P. Serre (cf. [51, Théorémes 7 et 8) il existe un quasi-

isomorphisme de C9’= le Cn, dans un Aq-modu]e de Ta forme
s

r Us

@ Tp 0 .

8 A?/p A‘PJ=1 ACP/QCP’J A‘P

ol chaque g ,. est un polyndéme distingué de 1'anneau 2¥[T].
J

Comme K est ‘une extension abé&lienne de @ on a d'aprés un

théoréme de Ferrero et Washington : u = Z“1=° (cf. [61, th. 7.15,
p. 130) de sorte que Tles C\fsont des Z\P—modu1es de type fini.

Nous visons avec cette note un double but. Tout d'abord
dans une premiére partie, nous généralisons le théoréme établi
dans [2]. En effet nous montrons, c'est le point essentiel, que
le sous-groupe de Cn, qui correspond aux classes qui capitulent
dans K_ est, dés que n est assez grand, facteur direct de Cn,(P'



Nous utilisons cependant pour établir ce résultat une
méthode différente de celle de [2] ; celle-ci est résumée dans
les deux lTemmes énoncés dans cette premiére partie.

Ensuite, dans une deuxiéme partie, aprés avoir fait
des hypotheses justifiées par des "évidences" numériques (cf [3])
nous étudions le cas monogéne.

Nous montrons comment la décomposition des groupes
Cn, pour les caractéres imaginaires établie dans la premiére
partie, est canonique, c'est-a-dire comment elle est Tiée a Ta
structure de Acp—modu1e de Cn, (rappelée ci-dessus) de facon
naturelle. Nous indiquons briéevement Ta méthode utilisée par deux

lTemmes qui suivent 1'énoncé du théoréme 2.

2. Structure de la capitulation dans une Zp -extension cyclotomique.

Soit K T'extension abélienne définie plus haut et

K, = U K son extension cyclotomique. Désignons par jn m 1'homo-
n>o0 s
morphisme de /\P -module de C dans C ,» pour m>n, induit

par 1'extension des idéaux et par N mn 1! homomorph1sme de Cm

£ 9

dans Cn induit par la norme ar1thmét1que. Définissons le

s n’(-?

sous-groupe 0
© = {x /x €C il existe m>n tel que j_ (x _)=1}.

n,y n" " n n,Q > n,m "n

La condition y = 0 est équivalente a rgz quf\)cF pour n assez
grand, ol rdy désigne le Z@-rang de C ; c'est encore la
dimension sur Te corps des restes E@ Z?/ p Zq(extenSTOn de

/an’c? (cf. [6], Temme 13.20,

des classes gqui capitulent par

degré fQP de Ep) du quotient C

n,
p. 282). ?

Nous savons que pour n assez grand si X+

est un rele-
vement dans C"+1’W de x e(%ICP (i.e. si 1'on a Nn+1,n ):Xn)
il existe un él1ément inversible u de Aqb indépendant de n et

tel que jn,n+1 (xn) = pu x

d'énoncer notre résultat

(Xn+1

N+t Nous sommes maintenant en mesure



Théoreme 1.

Soit K = U K 1a Zp-extension cyclotomique d'une
n>o
extension abélienne de § de degré étranger a p.
i) I1 existe un entier n, tel que les trois conditions

suivantes soient réalisées pour tout nzn,

a)  rgy Cn,q) = Ve ol Vep est une constante.

b) J (x.) = pu x

n+l,n'"n

n+q POuUr un é1ément inversible u de Aqy

c) Les idéaux premiers de Kn au-dessus de p sont totalement

ramifiés dans K_.

Sous ces conditions les p-groupes de classes Cn @ se

décomposent comme sommes de deux sous-modules

Crsp = Snp © Tn,q)

olu Tes sous-modules Tn sont deux a deux isomorphes via les

homomorphismes Nn+1,n

Nn+1,n : Tn+1,q) ” Tn,q)

et ont pour Timite projective le sous-module de ZLP-torsion de

C,n. Cela implique en particulier T <o .
ii) I1 existe de plus un rang nysngs des constantes A et
p ainsi que des entiers relatifs oy (i=1,... A) et des entiers
positifs vy, q)('1’=1...p) tels que pour nzn, on ait exactement
T = 0 et
. n,q
Cn,qz “Sn,y © %,
A o. . +n
S = 0 9z
n’(P i = an/p ‘P
avec 0 v
i
o -9 z,p X1z
N, -1 /P ¢



iii) Toute pseudo-base de Cn se reléve via la

surjection naturelle N de Cn+1 sur Cn en une pseudo-base

n+l,n
de C””"P'

iv) La limite projective des groupes Cn est isomorphe
en tant que Z@-modu]e a 1a somme directe

7 8 o

¢ ° o

ol 6 =~ quel que soit nzng.

5]
PN
Nous nous appuyons pour démontrer ce résultat sur les
deux lemmes qui suivent

Lemme 1. 1I1 existe pour n assez grand une pseudo-base de

C, : (xn’i) et une pseudo-base de Cn+1’(P: (Xn+1,i) pour

i=l,...,V
V¢

Ces pseudo-bases correspondent aux décompositions élémentaires

telles que pour tout i : N = X

n+1,n(Xn+1,i) n,i’

suivantes
v

\Y ]
S pB" Z, etcC - ST I
Nap a1 ¢ ¢ ntlop 421 ¢ ¢
ou B% = 81+1 pour tout i.

] _
avec Bi = Bi

D'aprés_ce lemme nous pouvons écrire

o 7./p g Y
C = @ /p z Zo/p 2
n’(F iz1 ¢ P o1 ¢ ¢
: 7 20" 7, 8 "z
et C = /P Zo/p
Nl o1 i1 g

Nous obtenons & partir de 138 1e second Temme

Lemme 2.

Pour n assez grand,les groupes C t C”+1acP ayant

e
n,(P

des décompositions comme ci-dessusli1 existe une pseudo-base



(X 42, 4) de Cn+2,CP pour i=1,...,vq, telle que
An+l +2 P+l Y.

O TE
C = 9 ZJp V' 7. 8 z./p ‘2
N2, ¢ -1 | q/p Pi-1 ¢'P S

avec An+1skn et Pns1 ? O Les Xn41,i = Nn+2,n+1(xn+2,1) forment

A les

De plus si An+1= n

une pseudo-base de C”+1’Cé

x . =N ) forment &galement une pseudo-base de Cn ¢

X .
n,i n+l,n ( n+l,i

Ainsi & partir d'un certain rang ny ¢ A = inf An,
p = sSup p, sont constants : le théoréme 1 découle alors facilement
des décompositions précédentes.

3. Décomposition des groupes Cn ¢ dans le cas monogéne.

]

Nous supposons dans cette partie que p est un nombre
premier impair. Nous supposons également que K contient le groupe
up des racines p-iémes de 1'unité et nous notons w le caractére

de 1'action de Gal(K/@) qui lui correspond. Comme la conjugaison

complexe J a une action naturelle sur Cn indépendante du plongement
de K dans € choisi (puisque K est une extension quadratique tota-
lement imaginaire de son sous-corps totalement réel K+) les groupes
C_ se décomposent comme sommes directes de leurs composantes

n
réelles et imaginaires

+ = = - -
® Co = (1+J)C ., Co = (1-9) C,

Les groupes C; se décomposent & leur tour & 1'aide des idempotents
orthogonaux ecP qui correspondent aux caractéres impairs de X,
c'est-a-dire ceux pour lesquels on a : JeQP= -e‘P. On obtient
alors
c; = 8o_ C

peX P
X désignant le sous-ensemble des caractéres impairs de X.

Suppésons maintenant que C; soit monogéne en tant que
A-module, ce qui est le cas si par exemple la conjecture de
Vandiver est vérifiée pour kK*. on obtient alors, pour les (P-



-composantes des groupes de classe C qui correspondent aux
caractéres impairs autreSque le caractere cyclotomique w, les

isomorphismes de Agp-modules

Cn,LP 2 CLP/wn CkP 3 /\lf/ (g\P swn) A\P

pour un certain polyndme distingué g‘? de Z‘?[T]'
n

(cf. [13, § 2.4, p. 516....) et w_ = (1+7)P -1.
Enongons notre résultat

Théoréme 2. Soient p un nombre premier impair et K une extension
abélienne de § de degré étranger a p, contenant le groupe “p des
racines p-iémes de 1'unité.

i) Pour tout caractére imaginaire gPde X i1 existe un
entier a(?positif ou nul tel que

o

QP = Z‘P

en particulier pour chaque valeur de n on a en;tpzl'

ii) Supposons, en outre, aue les conditions suivantes
soient réalisées '
a) IT n'existe dans K qu'un seul idéal premier B lp Tequel est
totalement ramifié dans K_.
b) Lesous-groupe C; de C0 est engendré sur Zp [Gal(K/Q)1 par un
unique générateur %
c) Les caractéres considérés sont ceux de X distincts du carac-
tére cyclotomique w.

IT existe alors un rang r tel que pour n>r on ait
un isomorphisme wn, de A%,-modu1e

r? +n a¢-

14 : 2.,/ Z,.8 7./ o

nsep /P ‘¢ ‘f’p‘P +n,q>

ol a.,est le degré de g et t,est la valuation p-adique de
Q(SP) ? ¥

@

Nous nous bornerons a quelques indications & propos de ce
théoréme. Pour la partie i) le sous-groupe de Z. torsion de C
soit OW’ est isomorphe & Gn ~(cf. théoréme-1, iv) or pour geX

etc? #w on a d'aprés la formule des classes ambiges o, =1.

n.¢



PourLP=w comme on a

1
O, & N (6aV(K /K ), 7, By Ey )

e

et comme les racines de 1'unité sont cohomologiquement triviales
c'est-d-dire

Hl (ga1 (K /K ), I S )e«,0= H(Bal (K /K ), g )=1,

on a bien dans tous Tles cas O?=1 (voir & ce sujet [4] chapitre

IIT). Quant a la partie ii), considérons

( ) /T?"‘n n Q(P'l
Aiseeesh e Z2,/p 1.8 2.,/p 17 (1)
! TR { L S S
soit On,cp un re]evement de O, dans Cn, alors wn,cP opére de
la facon suivante
a? -
Yoo (Agsevesh. ) o= As TV Yo
N, 1 a e i-1 i n, e

Cette relation permet de dé&finir sur la somme directe (1) une
structure de,Aqrmodule. Remarquons que :

. -1 a,~i-1
a agl a, -1 a Q== ¢
rf--F a1 e g =TT T T
i=1 he i=1
La décomposition des groupes Cn ¢ s'obtient en utilisant Tles

deux lemmes suivants

Lemme 3. Soit u%f dogw, posons A’\n,q>= Aq/(g?, w")A?'

Alors tout élément Pe:/\n q)admet une unique représentation sous
9

la forme

P

]
[{ I g R
©

J
Otgl
avec P_ . = a. . TJ, les a,. étant des représentants dans Zq
n-J i=o 1J 13

du corps résidue1iF? et Poe.l?/g?(O)Z?.

Ce lemme permet d'exprimer, dés que n est assez grand,
p1 pour ig<n de la fagon suivante



. n-i w
A Br-i-j,i
j=o “n-i-j I
- 0 P <
ol Bn-i—j,1'€ Zq[T], d Bn-i-j,i < u(P—l. Nous déduisons de 13

Lemme 4. DanS/\n Tes relations suivantes sont vérifiées
R — b

W n-i

n i+] :
= T .. our i=1,...,n.
Wn-9 j=o0 P wn-1_‘]’1 P 1 "
OLCP'l
. k
avec . z a, s s T, . .€F,.
3,1 koo KkuiLg ainis e

I1 est aisé a partir de 13 de montrer que la suite

TeN

> > CF OL(P—) -
0 > N> Z,/p 7,0 > A 0

ns ¢
est exacte et que le noyau N(P est égal a ce qu'on attend.
Nous obtenons alors 1'expression des LPn CP.
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