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INTRODUCTION

Sous sa forme infinitésimale, la représcntation métaplectique est
I'extension naturelle de la représentation de Heisenberg aux hamiltoniens
quadratiques ; c'est dire qu'on aurait pu y penser plus t6t. Mais 2 l'instar du
soldat dont I'existence importe moins que la servitude, cette représentation a
da s'avérer utile pour bénéficier de la considération, quelquefois exagérée,

dont elle jouit aujourdhui.

Cette introduction a 1l'étude de la représentation métaplectique et
de ses applications est la premiére partie d'un cours de D.E.A. consacré aux
fonctions théta en 1985-1986. Ce  cours, bien qu'inspiré fortement par
l'ouvrage de Lion-Vergne [3], essaie de s'en dégager un peu. C'est ainsi qu'au
premier chapitre on trouvera une étude plus détaillée du groupe
symplectique et de l'espace de Siegel. Le chapitre II propose une définition
originale de l'indice de Maslov; cette définition, purement axiomatique,
permet d'alléger certaines démonstrations de {3] sur la transformation de
Fourier géométrique. Le chapitre III est une étude détaillée de la
représentation métaplectique ; on y trouvera en plus de linfluence de [3],
celle d'Igusa ([2], ch. I), le seul souci de l'auteur de ce modeste cours ayant été
de reprendre sous une forme un peu plus moderne (par l'intermédiaire des
techniques lagrangiennes) l'introduction aux fonctions théta donnée dans

[2].

Sans la paresse de l'auteur ce cours aurait pu paraitre plus t6t,
grice a l'aide efficace de Madame Boucher qui a frappé le texte sur Macintosh
et, auparavant, grice a la bienveillance de Madame Jouffre-Ertel, secrétaire
du Département de Mathématiques de ['Université de Saint-Etienne, qui a
réussi a transformer un manuscrit, 2 peine déchiffrable parfois, en un texte
dactylographié d'une belle lecture.






I. LE GROUPE SYMPLECTIQUE

1. - ESPACES SYMPLECTIQUES. BASES CANONIQUES.

K désigne un corps commutatif.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie : on l'identific

canoniquement 2 son bidual E** La donnée d'une forme bilinéaire
o : Ex E - est équivalente & celle d'une application linéaire o : E —» E* de

par la formule :

o(x,y) = <o (x),y > ; (x,y) € ExE

o est non dégénérée si,n et seulement si ,0 est injective et par

conséquent bijective du fait que E est de dimension finie o est

. . . .t~ ~
antisymetrique s1, et seulement si, 6 =-0 .

DEFINITION : Un K-espace symplectique consiste en la donnée d'un K-

espace vectoriel E et d'une forme bilinéaire o :E x E — K alternée, non

dégénériée.

NOTATION : Pour tout sous-espace F d'un espace symplectique (E,o), on

notera F° l'orthogonal de F suivant ¢ suivant o, i.e.
F'={xe E;VyeF;oxy)=01}.

Il est a noter que F° est l'image réciproque par o de l'orthogonal F4 de

F dans le dual E*,

Pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a :

(1) F c F°°



et pour tout couple (F, . F, ) de sous-espaces de E :
2) (F, +E,)" =Fo1n Fo.2

Si E est de dimension finie n, on a :
dim F + dim F° =n
ce qui fait de (1) une égalité ; de plus (2),donne alors :

2) (F, N F,) " =Fo1 +Fo.2

DEFINITION 2 : Un sous-espace F d'un espace symplectiqgue (E,c) est

dit (totalement) isotrope si F C F°. Les sous-espaces isotropes maximaux
de (E,o) sont appelés les sous-espaces lagrangiens de (E,o); ce sont les
sous-espaces F de E identiques a leur orthogonal symplectique F°.Dans
le cas d'un espace symplectique E de dimension finie n, ['existence
(évidente !) de sous-espaces lagrangiens assure que n est pair ; les sous-

espaces lagrangiens de (E,c) sont alors les sous-espaces isotropes de

(E,o) de dimension ‘21'1'

Voici une importante propriété des sous-espaces lagrangiens.

PROPOSITION : (E : espace symplectique de dimension finie 22).
Pour tout sous-espace lagrangien 1, de E et tout sous-espace isotrope
M, transverse a L, (.. M, N L, ={o0 })il existe un sous-espace

lagrangien L, de E contenant M, et transverse a L, .

PREUVE :I1 suffit de montrer que tout élément maximal N de la famille
des sous-espaces isotropes de E transverses & L, est lagrangien.

Remarquons tout d'abord que la transversalit¢é de L et N assure

que
(1) L+ N =LS1+ N =(@L, N N)’=E,

Par ailleurs, il est clair que, pour tout x ¢ L, + N, N+Kx est encore

~ . 1. 2 a. . .
transverse a L, ; la maximalit¢ de N assure alors que x ¢ N . Ainsi :



N'cL, +N

De sorte que, grice a (1) :

E=L, ®N

dou dimN=2¢ -2 = (.

COROLLAIRE : Toute famille linéairement libre p,,...p¢ de E telle

que
op;,p)=0 l<i<j<?

peut étre complétée en une base (pq...p¢ .4y ,.--q0 ) de E telle que

o(q;qp) =0 . o(p;q;) = 3;; .

PREUVE : L'hypothe¢se faite sur les p, signifie que le sous-espace

vectoriel L engendré par cette famille est lagrangien. La proposition
précédente assure l'existence d'un lagrangien L, transverse a L, d'ou

une décomposition directe (dite de Witt) E =L, ®L,.

Il est aisé de s'assurer que 6 met L, et L, en dualité ; de fagon précise, si

on désigne par i, et i, les injections canoniques de L, et L, dans E,

I'application

t, o~ ., * 1
11.0.12.L2—)L

est bijective.

I1 suffit alors de transporter par cet isomorphisme linéaire la
base duale de (py,....p2 ).

DEFINITION 3 : Une telle base de (E,c) est dite canonique.

Nota Bene : Réciproquement, si E est un K-espace vectoriel de
dimension paire 2¢ ,toute base de E :



(Py »-oP » 4y 50 )

peut étre considérée comme base canonique d'une forme
symplectique unique. On constate donc ainsi que le corollaire

précédent assure que

THEOREME : Tous les K-espaces symplectiques de dimension 22 sont

isomorphes.

EXEMPLES :

1/ Si V est un K-espace vectoriel de dimension £, il existe sur V x
V* une seule forme symplectique o admettant pour base canonique la
base de V x V* constituée par une base de V et la base duale ; cette forme

a pour expression explicite

~ X
S () - Q) =<xy*>-<xty>

2/ Si V est un espace vectoriel réel de dimension finie , les

P . c -1
dérivées premieres D et leurs transmuées ¥ . D . &F

par la
transformation de Fourier engendrant dans End(S(V)), un espace
vectoriel qui, par le crochet des opérateurs devient symplectique, avec
une décomposition lagrangicnne évidente. Pour V= R" , on a de la sorte

une base canonique

ERNC )
ax1 yoos B X1 seens X .

2. - FORMES SYMPLECTIQUES SUR UN ESPACE COMPLEXE.

Rappelons qu'un espace vectoricl réel V de dimension finie n est

le complexifié d'un espace vectoricl réel W si et seulement si , n est pair.

2n

s . [P n n P )
De fagon précise, si on considére sur K°° = K" x K~ l'opérateur :

ol
I =(y; 0y .
n Ino)



ou I est l'unité de M(n,K), on définit une structure complexe en posant

. n n
1u=Jnu . ue R x R.

DEFINITION : Une forme bilinéaire réelle Bp:V x V — R sur un espace

vectoriel complexe V est dite compatible avec la structure complexe de
V si:
BG.x,iy) = B(x,y) ; (xy)e Vx

CONVENTION : Par forme hecrmitienne sur un espace vectoriel

complexe V nous entendrons une forme R -bilinéaire

h:Vx Vo C(C

telle que pour tout couple (x,y) d'éléments de V :
i) h(y.x) = hixy)
iily h(x;iy) = ih(x,y).

PROPOSITION : Sur un espace vectoriel complexe V, les données

suivantes sont équivalentes

i) celle d'une forme hermitienne h:Vx V -5 (@

ii) celle d'une forme bilinéaire réelle, symétrique
g:Vxzx Vo R

compatible avec la structure complexe de V.

iii) celle d'une forme bilinéaire réelle, antisymétrique

c:Vx Vo R



compatible avec la structure complexe de V.
Cette équivalence de données s'établit par les formules :

h(x,y) = g(x,y) + io(x,y)
o(x,y) = g(ix,y).

De plus, o (resp. g) est dégénérée si, et seulement si h l'est.

(Preuve aisée confiée au lecteur).

EXEMPLE : Cest ainsi que sur R"x R"=R"+ iR" la forme symétrique
canonique (d'Euclide) et la forme antisymétrique canonique (de

Lagrange) s'associent pour fournir la structure hermitienne canonique
l.—.
(x,y) » x.y

DEFINITION 2 : Etant donné un espace vectoriel symplectique (E,0),
on dit qu'un endomorphisme linéaire u e L(E) laisse ¢ invariante (ou
encore qu'il est compatible avec o ) si, pour tout couple (x,y)

d'éléments de E :
o(u.x,u.y) = o(x,y)

Le lecteur s'assurera aisément que,n si l'on se rapporte a une base
canonique, ceci signifie que u est représenté par une matrice carré U
telle que

LARIED
ce qui entraine en particulier qu'un tel endomorphisme u est

inversible.

DEFINITION 3: L'ensemble de ces automorphismes linéaires de E
(qui est évidemment un groupe) s'appelle le groupe symplectique de ¢ ;
on le note Sp(o).

NOTATION : Le groupe symplectique de E x E* muni de la 2-forme canonique
antisymétrique est noté Sp(E). Pour E = K" , on le note Sp(n,K).



REMARQUES :

i) Jn € Sp(n,K)
i) U e Sp(n,K) = ‘U e Sp(n,K).
En effet : de 'U.J .U =J_on déduit J,'U.J U =120=_1,_

dou : J.UJ'U=120 puis UL 'U=T

iii) Si on écrit en blocs n X n :

ofp
La transposée symplectique ‘U = J-Lin .lU.Jn =- Jn.t.U.Jn s'écrit :
18 _tB
op =( v )
- ‘Y a

et U e Sp(nK), qui signifie “U.U = I, . s'exprime alors par :

'%.0 - LB.y =1, , t8.[3 = tB ty.a = ta.v

iv) Si on identifie R?" 3 I'espace complexe : C"=R"+i R", le groupe
Sp(n,R) n Gl(n,C) devient égal 3 O(2n,R) n Gl(n,T) ; c'est l'ensemble des matrices

a -B ) {
(o)

t t t
ao+ Bp=1L , ap="Pa
i.e. st on écrit cette matrice sous la forme complexe o+ i , on se rend compte
que :

SP(n,R) n GL(n,C) = U(n,CT).

3. - GRASSMANIENNE LAGRANGIENNE.

On désigne ainsi l'ensemble L(o) des sous-espaces lagrangiens d'un K-
espace symplectique (V,0). Le groupe symplectique Sp(c) opére évidemment sur



cet ensemble ; nous allons voir que cette action est transitive. Pour ce faire,
nous aurons besoin de quelques lemmes.

LEMME (Transversalité lagrangienne): Pour tout couple (L,,L,) de sous-

espaces lagrangiens d'un espace symplectique (V,0) de dimension finie 2n, il
existe un sous-espace lagrangien L; de (N,o) transverse a L, et L,.

PREUVE : On procede par récurrence sur la dimension p de Ly n L,. Sip=o0 ic.

ces deux sous-espaces sont transverses, ¢ les met en dualité ; soient (p,,....p,)
(resp. qy,...,q,)) une base de L, (resp. L,) dans cette dualité ; il est alors ais¢ de se
rendre compte que p, + qy,....p, + {, engendre un sous-espace lagrangien

transverse a L1 et L2.

Supposons maintenant p > 1 et le lemme démontré pour dim L, nL,<p-1.

Soit x e L, nL, etx# o ; alors, I'orthogonal symplectique (Kx)°  contient L, et
L, et par passage au quotient par Kx , on obtient un espace symplectique

w = (Kx)"/KX de dimension 2(n-1) admettant L,/ et L,/,, ~ pour sous-cspaccs
lagrangiens. Comme L,/, n L,/ = L, nL,/ est de dimension p-1,

I'hypothése de récurrence assure l'existence d'un lagrangiecn M transverse 2
L/, et Ly/y, d'ot par rclévement. l'existence d'un sous-espace lagrangiecn M

, de M, et
cettc base en une base symplectique x,,....X_, ¥y,....y,, il est alors ais¢ de se rendre

de V tel que M n L, . Si l'on prolonge x suivant une base x; = X, X,,...,X

compte que y,, X,,...,Xx, constituent une base d'un espace isotrope transverse a L,
et L,.
LEMME (Projecteurs lagrangiens)
Les projecteurs p d'un espace symplectique (V,0) vérifiant [l'identité
(1) o(p-x,y) + o(x.p.y) = o(x,y)

sont en correspondance biunivoque avec les décompositions lagrangiennes
(L,,L,)de (V,0). Cette correspondance est définie par formules

Kcrp=L1 R Im=L2

PREUVE : On commence par remarquer que, si p vérific (1), idg- p la vérific

aussi. D'autre part pour tout couple (x.y) d'éléments de Ker p, p vérifiant (1), on
a o(x,y) = o, ce qui assure que la condition (1) entraine que E = Ker p ® Imp ecst
une décomposition lagrangienne de (E,o).

Réciproquement, si E = L, ®& L, cst une décomposition lagrangiennc de
(E,o) et si on désigne par p la projection de E sur L, dans la direction L, , on
s'assure aisément que p vérifie (1) dans chacun des trois cas

(xy)e L, x L, ‘ (xy)e L,x L, , (xy)eL,x L,



La bilinéarité antisymétrique de o permet alors de s'assurer que (1) est unc
identité dans E.

PROPOSITION 1 : Sp(c) opére transitivement sur L(c). De facon plus
précise, étant donnés deux sous-espaces lagrangiens L, et L, de (V,0) et un

sous-espace lagrangien transverse Q chacun d'eux, il existe un élément ® de
Sp(o) tel que ®(L,) =L, et ®(x)=x pour tout x € L.

PREUVE : Le lemme précédent assure que I'opérateur linéaire & qui coincide
avec l'identité sur L et qui projette L, sur L, dans la direction L répond a la

question.

COROLLAIRE : Les stabilisateurs des sous-espaces lagrangiens de (V,0) sont
des sous-groupes de Sp(c) isomorphes au groupe matriciel :

o B

(v -y . a'B=pla
0o

PREUVE : La transitivité de l'action de Sp(c) sur L(o) assurc que tous ces sous-
groupes sont intérieurement isomorphes. En prenant pour modéle

v=K"x K" , L=K"x {o}

on trouve que St(L) est le sous-groupe de

G e SpnK)

défini par y= o, ce qui assure que Lon,8 =1.

PROPOSITION 2 : Le sous-groupe St(L) de Sp(c) qui stabilise un sous-espace
lagrangien L de (E,0) est produit semi-direct du sous-groupe Sty (L) qui

fixe chaque point de L et du sous-groupe de St(L) constitué par les opérateurs
qui stabilise un certain sous-espace lagrangien transverse a L.

PREUVE : Il suffit de se placer dans le Mod¢le K"x K", ol Sty (L) est constitué
par les matrices
I B \

(51 B=B



de s'assurer de la décomposition canonique :
a P _ at01 n B B._a—1B
Ota_1 oo 0 In ’

et du fait que St (L) est distingué dans St(L).

COROLLAIRE : L'ensemble des sous-espaces lagrangiens de (V,o) transverses a

un sous-espace lagrangien donné L est un espace affine de groupe structural
St (L).
1

REMARQUE : Si on se fixe un sous-espace lagrangien L, transverse a L, la
matrice symétrique B qui représente I'édlément de St,(L) faisant passer de L, a
un autre sous-espace lagrangien L, transverse a L, dans la décomposition
lagrangienne V. = L @ L, est celle de la forme bilinéaire symétriqu'e sur L, :

(x,y) = o(p.x,y),

p désignant la projection de L, sur L, dans la direction L.

CAS REEL :

Nous allons voir que la grassmannienne lagrangienne & (o) d'un espace
symplectique réel (V,o) de dimension finie 2n est une variété compacte . Pour

cela, revenons au modéle symplectique constitué par €"= R" + iR" et :

(z,2") — Iml;,z' .

Soit B (n) l'ensemble des sous-espaces lagrangiens réels de €". II est clair
que, pour tout L € &L (n), L est un élément de &L (n) transverse 3 L et que, si
(pys-.-,p,) ecst une base orthonormale de L, (py,...,p, , ipy,...,ip,) est une base

symplectique de € _, ce qui permet d'affirmer que :

PROPOSITION 3 : U(n) opére transitivement sur & (n) et le stabilisateur du
, n n .

sous-espace lagrangien R" de @ est O(n), ie. :

Bm) = UM,

(La compacité de L (n) est alors évidente).

10



Ainsi tout sous-espace lagrangien de C"est de la forme AR" , A e U(n). De
fagon plus précise, ceci signific qu'un tel sous-espace est défini par une
équation en z :

Atlz=A"2 , AeuUm
ou cencore

z=A'AZ

N . c t . co .
Aprés avoir remarqué que A. A est alors une matrice unitaire et
symétrique on est amené 2 s'interroger sur les sous-espaces vectoriels réels dc

C définis par une équation vectorielle, z = Bz, od B est une matrice inversible
telle que :
t -1_=5
(1) B=B , B '=B.

LEMME : Pour tout B e GL(n,QC) vérifiant (1), il existe une matrice T e O(n)
telle que B' = TBT™ ' soit diagonale de valeurs propres

l[1 lln

€ yeees €

PREUVE : Une matrice B = a+i (a et P dans M(n,R)) vérifie (1) si, et

seulement si o = ‘o , B= L[S ,of = Ba et al + B2 =1, de sorie qu'il existc alors dans

R" une base orthogonale constituée de vecteurs propres de o et B ,i.c. unc
matrice orthogonale T telle que :

ToT ' = diag (cos ty,....cos () ; TBT'1 = diag(sin ty,...,cos 1)

PROPOSITION 4 :Si Be U_(n), i.e. B est unitaire et symétrique, alors le

sous-espace vectoriel réel de C" d’équation
z=Bz

est lagrangien.

PREUVE : Du lemme précédent il résulte que, moyennant une conjugaison par
une matrice orthogonale, cette équation se sépare en n équations scalaires

— n - :
7z, = ¢ zZ i<k<n.

11



Or, en revenant aux variables réelles (x;,y(,....x.,y,) par z = x, + iy, , on s'assure
aisément que ces équations se réduisent a3 n équations réelles :

Reste A prouver que le sous-espace vectoriel réel z = Bz de T, est isotrope.
Or pour tout couple (z,z') de points de ce sous-espace, on a :

Im(‘zz') = Im(z.B""z) = Im(z2) = Im ‘22" ,

de sorte que cette quantité est nulle.

COROLLAIRE :L(n) s'identifie canoniquement a l'ensemble U _(n) des matrices
unitaires symétriques d'ordre n. '

4. - ENSEMBLES DE TRANSVERSALITE :

(4.1). Pour tout sous-espace lagrangien L d'un espace vectoriel symplectique
(V,o) , on désignera par Q (L) l'ensemble des éléments de Sp(c) qui transforment
L. en un sous-espace u(L) transverse a L. Il est clair que le stabilisateur St(L)
opére a gauche et a droite sur Q (L). Nous verrons que cette double action cslt
transitive.

EXEMPLE : Pour V=K"x K'etL=K"x {0}, Q() est constitué par les matrices

B

8) € Sp(n,K) ,  ve GL(n,K).

A =
e

La projection A — vy assure alors que Q(L) est un ensemble ouvert du
groupe algébrique Sp(n,K) € GL(2n,K).

Le cas particulier y= 1 est & noter : il est constitué par l'cnsemble des

matrices

o B t t
(Ins);oma , =8, B=ad-1 .
Toute matrice de la sorte se¢ décomposc canoniquement en :

12



o B I, o-I I, &
(In 8)= (0 In) . (I 0) . (0 In)

n

et, comme pour <y inversible on a :
t t
& B) _ Cy'1 o) vo  v.p
Yo o v/’ In,y'18 ’

on est assuré que tout élément de Q(L) se décompose en un produit P.J .T avec
Pe Si(L) et T e St (L).

De fagon générale on a, par transport de structure, le :

THEOREME 1 : St(L) x St (L) opére transitivement et librement par double

classes sur Q(L).

COROLLAIRE : Sp(nK) est un groupe algébrique de dimension n(2n+1).

PREUVE : n? est la dimension de I'espace des :

*° GL(n.,k
(Ota—1) , OE€E (n,k)

n(nl)

et = celle de l'espace des :

InB t
o1) + B=B.

(

(4.2). ENSEMBLE © - (Cas réel)

Il est constitué par les u € Sp(o) de carré -id, et tels que la forme

quadratique
g:x - o(x,u.x)

(qui est non dégénérée) soit positive.
EXEMPLE : Pour le modéle canonique V = R" x R",

13



En effet, J est symplectique de carré -1, et:

o(xJ %) =" x).J x = x(-1 )] x = 'x.x.

PROPOSITION :
i} Pour tout sous-espace lagrangien L de (V,),ona 6 C Q(L)

ii) 0 est une classe de transitivité pour l'action intérieure de Sp(o)
(i.e. c'est une classe de conjugaison de ce groupe).

PREUVE :

i) Il suffit de remarquer que, pour tout u € 6, u(L) est orthogonal 3 L pour
la forme quadratique g, i.e. pour la forme bilinéaire symétrique (x,y) — o(x,u.y).

ii) Grice a4 i) on a une décomposition lagrangienne :
V=L ®& ulL),

ce qui permet d'exprimer u sous la forme :

(‘; E)) CBly=1 et By=-I

doa B='p et y=-p

La forme quadratique g vaut alors :

L(Jx).ux =% (_OI (I)) (_;_1 BO) . X

-1
_t. B o
X(o )

B -B

. X

de sorte que la condition de positivité sur g se traduit par le fait que B est

définie négative et, par conséquent, il existe b € GL(n,R) telle que -B = . b
d'ou

14



THEOREME : Pour tout sous-espace lagrangien L de (V,6) ona :
Sp(o) = 0.Q(L)

PREUVE : Soit u € Sp(c). Le lemme de transversalité lagrangienne permet de
disposer d'un sous-espace lagrangien L' de (V,o) transverse 4 L et u(L). Dans la
décomposition lagrangienne V = L @& L', u s'écrit alors sous la forme :

o B
e

avec o € GL(n,R). En effet, les éléments de L s'écrivent (X,0,) et ceux de u(L)

o. X . ,
sont les (YX) ; la  transversalit€ de u(L) et L' assure que :

OX=0=Y7X=0

d'ot x = o, compte tenu de 5.0t - QB.a =1.

Mais alors :

S
Go - Cp = € ow

0 —In

COROLLAIRE : Sp(n,R) est engendré par J = (I

o ) , les matrices

n

-1 B
(a LO) , o e GL(n,R), et les matrices (lonl ) ol P est symétrique.
a n

(o)

5. - ESPACE DE SIEGEL :

(5.1). Complexi fie d'un espace symplectique réel.

Soit V& le complexifi¢ d'un espace vectoriel réel. Pour qu'un sous-espace
W de VO soit le complexifié d'un sous-ecspace réel W° de V il faut et il suffit que
W =W etalors W= {xe W, x =x} ; cestcequon appellc la forme réelle dc W.
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Toute structure symplectique réelle (V,o) se prolonge canoniquement en
une structure symplectique complexe (V@8 ,6T). Les sous-cspace lagrangiens 2
forme réelle de (Vm,oc) sont les sous-espaces LC Le L (o).

A toute structure symplectique réelle (V,0) on associe canoniquement une
forme quadratique sur \VAURS

X o icc(x,;).
Cette forme quadratique est réelle car :
cc(x,;(_) = O'G:(-X—,X) =-0 (r(x,;).
La "forme polaire” de cette forme quadratique est :

(xy) = i(o(x,y) + o(y.,x)) .

DEFINITION : L’ensemble des sous-espaces lagrangiens de (V@ .6QY sur lesquels
la restriction de la forme quadratique canonique de VQ  est définie positive est
appelé l'espace de Siegel de (V,5); on le note M (o) ou encore plus

simplement W, si V= R9x RY.

Il est clair que le groupe symplectique Sp(c) opére a gauche sur m (o) ;

nous allons voir que cette action est transitive. Auparavant, nous allons
donner une inteprétation matricielle a l'espace de Siegel.

(5.2). Matrices de Siegel
LEMME 1 : Tout lagrangien de Siegel & de (V¢,c¢) est transverse a tout
lagrangien & forme réelle LC.

PREUVE: xe B C L > o(x,x)=0 = ic(x,x)=0= x =0.

LEMME 2 : Soit V=L + L' une décomposition directe lagrangienne d’'un espace
symplectique quelconque de dimension finie. Alors, il existe une
correspondance biunivoque canonique entre les lagrangiens L" de V
transverses & L' et les applications linéaires symétriques Z de L dans L' (L"
est le graphe de Z).

PREUVE : Soit Z : L — L' une application symétrique (L' C>— L*) ie. : pour tout

couple (x,y) d'éléments de L :

o(Z.x,y) + o(x,Z.y) =0
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on a alors, en prenant le graphe de L :

L"={x+Zx;xe L},
un sous-espace de V = L x L' de méme dimension que L, évidemment transverse i
L' et

o(x+Zx,y+Zy)=0o(x,Z.y)=0 .

Réciproquement, si L" est un lagrangien de V transverse & &', on définit

une application linéaire de L dans L' en relevant dans L" tout élément de L
parallelement 2 L puis en projetant ce relevé sur L' dans la direction L et il cst

clair que L" est le graphe de cette application linéaire. Cette application est o-
symétrique du fait que L" est o-isotrope.

THEOREME : Soient (V,0) un espace symplectique réel de dimension finie et L
un sous-espace lagrangien de V(o). Il existe alors une correspondance
biunivoque canonique entre les sous-espaces lagrangiens de Siegel de
(Cq: ,cm) et les formes quadratiques complexes sur LT a partie
imaginaire définie positive.

PREUVE : Utilisons un lagrangien L' transverse a4 L et une base symplectique

adaptée a la décomposition lagrangienne V = L+L'. Une application € -linéaire
quelconque de LT dans LT s'écrit alors sous la forme matriciclle

(7 o)
et, pour tout couple (x,y) d'éléments de L, on a :

oC(x.Zy) = ‘x.Zy
d'ou :

oCZxy) = - @Zxy .

de sorte que la condition de o-symétrie de Z se traduit par :

z='7.

On a alors, pour tout élément y x + Zx du graphe Z
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icC(y,y) = ioC(x + Zx, x+Z x)
gt t. 5=
=i(- (Zx)x + x.Z.x)

= 2(tx.ImZ.;)

et les deux lemmes précédents permettent de conclure.

(5.3). Retour au modeéle canonique
Le théoréme précédent va permettre de transporter l'action de Sp(c) des

lagrangiens complexes & définis positifs aux matrices symétriques de Siegel Z.

Pour cela, il suffit de revenir au modéle standard € £ x € £ muni du lagrangicn

réel {0} x ¢t = LC.

Pour tout automorphisme symplectique réel
A B
g=(cp) € Sp(2 .R)

et tout lagrangien de Siegel :
L ={x+Zx;x € LG} ,
le transformé de & par g est donné par :

g8 = { (AZ+B)x + (CZ+D)x ; x ¢ LT} .

La matrice CZ+D est inversible ; en effet, la transversalité de B et L' se
traduit par :

(CZ+D)x =0 = (AZ+B)x =0
d'ou g.(x=Zx) = o et, par conséquent x+Zx = o d'oll x = 0.

Il résulte de ceci que la matrice de Siegel associée & g& est :

gZ = (AZ+B)(CZ+D)" .

THEOREME : L'action de Sp(? )sur %p est transitive et les stabilisateurs de

points sont isomorphes a U(R ).
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PREUVE : Nous allons montrer que le sous-groupe de Sp( £ ) laissant stable

c? x {o} i.e. le groupe :

AR B'A=A'B
(OtA-1) . =
opére déja transitivement sur l'espace de Siegel.

En effet, toute matrice de Siegel est de la forme

S=U+iA'A , U='U
d'ou :
s=t U'lA” ‘) "
o ‘A
Le stabilisateur de ilp est le sous-groupe
A B
yy
de Sp( £ ).
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II. INDICE DE MASLOV

1. QUELQUES PROPRIETES DES TRIPLES DE SOUS-ESPACES.

Pour tout triple (L1,L2,L3) de sous-espaces vectoriels d'un méme

espace vectoriel V nous poserons :

Si=L; n(L+L,)

pour tout triple (i,j,k) d'indices distincts (i.e. de nombres entiers de 1 a 3),
puis :
G _
Lij = Liij L —Lij +L,

ct .
L=L1r\L2r\L3
S=L1+L2+L3

Il est aisé de s'assurer que S; N Sj = Lij et que :

1°) Si M, est un supplémentaikre de L dans S;,onaM.n Lj= {o} pour tout

couple (i,j) d'indices distincts.
2°) Si L = {o}, alors :

a) L L,; et Ly, sont en somme directe.

12>

b) Si pour chaque indice i de 1 4 3 on choisit un syupplémentaire
M, de L dans S, etun supplémentaire N, de S, dans L, on a alors, pour

tout triple (i,j,k) d'indices distincts :

Li=Lij$ L,&M®N,

ct
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LEMME 1 :

S=L,®L,;®L;; ®M, @M, 8N, ® N, ® N,

"PREUVE : Du fait que

Nj N (Li+Sj) c Ljn (Li+Sj) = Lij+ Sj= Sj

implique
Nj N (Li+SJ.) = Nj N Sj s (L‘.+Sj) = {o}

on déduit de :

S=(L+L) ® N, = (L; +(S;® N)) ® N,

que :
S= (Li+Sj) ® N, ®N,
Or: Sj+Li=Sj+(SiEB N)
= (Sj+Si) ® N,
du fait que :

NN (S;+5) © L; N (S¢+S)) = S,

Mais, comme a) et b) donnent :

$;+8;=L;®L, @ MBL, O M,

c'est terminé.

PROPOSITION : Les espaces quotients Si/L(i) sont tous isomorphes.

PREUVE : Sous réserve de passer au quotient par L, on peut supposer
L = {o}, grice au, théoréme de NOETHER :

LcNCcMoMN - ML/ NL

Soit M, un supplémentaire de L" dans S, . En associant a tout

m, e M, la classe (m, + Ly) n L, modulo Ly n L, on définit une

application linéaire surjective de M, sur (M,+L3) n L2/ LynL,. Cette
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application linéaire est injective du fait que M; n L3 = o (Remarque 1) de

sorte qu'il suffit de montrer que

(1) S,=L;{nL,® M;+L3)nL,
pour conclure que M, = SzlL(2). Or,sixe Ly,n(Ly+L3)ona:

X = X3+Xq X3 € L3 et x,€ S1

d'ou une décomposition :

X=Xg+m+X o+ X3, xmeL“2 etxme L1'3
ct m, e M, ; mais alors :
m1+x3+x1‘3e(M1+L3)mL2

COROLLAIRE : Si L3 est de dimension finie et si l'on choisit un
supplémentaire M, (resp. M,) de L'"" dans S, (resp. de L'? dans s,),
alors la trace de M, ® M, dans L, est un supplémentaire My de L)

dans S3.

PREUVE : Il est clair que M+M, "Ly C S; comme M, nL; ={o}, cet
cnsemble My est la projection de M, sur Ly parallelement 8 M, et comme

M, n M, = {o} , il s'ensuit que M5 est isomorphe 2 M, et M,. Compte-tenu

(3)

de S;, = M, = M, il reste a prouver quee. M3 L™ = {o}; or cetlc

intersection est €gale a (M, ® M,) n L est réduite a4 o grice au lemme 1.

COROLLAIRE : Si L,,LZ,L3 ont méme dimension 2 et si cette dimension

est égale a 1/2 (dim L + dim 8), alors :

dim (L/S)) = dim(L;, )

pour tout triple (i,j.k) d'indices distincts.

PREUVE : 1l est clair qu'on peut supposer L = {0} et S =V ; on a alors en
prenant My comme dans le corollaire 1 et en posant :
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a=dim L2'3 b = dim l3'1 o c= dim L1'2

a=dimL,/S, , b =dimL,/S, , ¢ =dimL,/S,
et
d=dimM, , i=120u3.
2 = a'bed
= at+b'+c+d
= a+b+c'+d
et
20 = a+b+c+2d+a'+b'+c’ (lemme 1)
d'ou

? = a+b+c+d

et, par conséquent

Nota-bene. Ces résultats m'ont été communiqués par J. HELMSTETTER .

2. DECOMPOSITIONS DE SOUS-ESPACES LAGRANGIENS :

(2.1) Espaces symplectiques-Produits.

Etant donnée une suite finie (V,,6,)....(V ,6 ) d'espaces vectoricls

symplectiques sur un méme corps commutatif K, il est clair que

(V,cy):(V1x. --XV , 04X ....X0y)

est un espace symplectique et que si, pour tout indice i, on se donne un
sous-espace lagrangien L.de (V,6) Réciproquement, si on se donne un

sous-espace lagrangien L de (V,0) sa trace L;= L n V. est, pour chaque
indice i, un sous-espace isotrope de (V,5.) et L est homogénc pour cctte
décomposition) si, et seulement si, L,est isotrope maximal dans chaque

(V..0,), ce qui, en dimension finie, a lieu dés que
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dim Li = 1/2 dim Vi

(Il suffit de vérifier ceci pour tous les indices sauf un)

Le lemme qui voici va permettre de s'assurer que, pour toute suite
finie (L,,...,L)) de sous-espaces lagrangiens d'un méme espace vectoriel

symplectique (V,0),il existe une décomposition symplectique V = V' x V"
(i.e. V' et V" sont deux supplémentaires o-orthogonaux de V') qui fait
éclater tous les lagrangiens L, en :

Li:. L'vi’ X L"yi

de telle sorte que :

i LI A .. AL'M {0}

LEMME : Soit C un sous-espace coisotrope d'un espace vectoriel

symplectique  (V,o) (i.e. C contient son orthogonal symplectique Cc%.

Alors
i) Pour tout élément maximal M de [l'ensemble des sous-espaces

isotropes de V,c) transverses @ C, on a une décomposition symplectique

V=V @V" avec VV=Cc M’ et V'=C"+M

telle que
a) C=vVec
b) C° soit un lagrangien de V" .

ii) Pour C=1L,+..4L_, on a les éclatements lagrangiens :

n

L=LnV'®&(L n.nL)

PREUVE :

i) La maximalité de M assure que :
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M cC+M
or, de C "M = {0} , on déduit que C* + M° =V d'our:
(1) VvV=C'+C+M=CoM

Montrons maintenant que V" = C"+ M est un sous-espace non dégénéré
de (V,0). En effet, (1) assure que C’ AM‘? = {0}

d'ou :
VAV = C"+M)ACAM° =0 ,

de sorte que, en posant V' = V"' (C M") , on a bien une décomposition

symplectique
v=VvV'e V"

et, comme V' nC* = C M’ = {0} et:
C=Cn(V'+C"+M)=Cn(V+M) + C" = V+C’,

on a
c=vec.

Par ailleurs l'orthogonal symplectique de C’ dans V" est égal a
(C"+M)AC=C" dodb)
ii) Compte-tenu dc i), ceci résulte aisément du fait que

CU=L1m...an.

(2.2) Triples discrets ; Triples grossiers

Si (L,,L,,L3) est un triple de sous-espaces vectoriels lagrangiens

d'un espace symplectique (V,o) de dimension finie 22 , le sous-espace
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L112‘3=L1r\L2+L2r\L3+L3r\L1

est isotrope du fait que son orthogonal symplectique est :

(L+L,) " (Ly+Ly) n (Ly+ L) .

DEFINITION : Ce triple lagrangien sera dit discret (resp. grossier)
si Ly,3 est réduit a O (resp. est de dimension 2 ,ie. lagrangien).

En d'autres termes, dire que le triple (L,,L,,L3) est discret c'est-a-

dire qu'il est composé de lagrangiens deux & deux transverses.

Grices aux résultats du paragraphe 1, on peut affirmer qu'un
triple lagrangien (L,,L,,L3) est grossier si, et seulement si :

Lyn(L,+Ly)=L;nL,+ L,NLy

et alors, grice a la proposition de ce paragraphe, on obtient deux autres

égalités par permutation circulaire.

REMARQUE : Ces notions qui viennent d'étre définies sont compatibles

avec l'éclatement des lagrangiens ; de facon précise si un triple
lagrangien (L,,L,,L3) se¢ décompose en le produit de deux triples

lagrangiens (L-1,,L2:,L3) e @"1,,L"2,L":35), le triple décomposé est

discret (resp. grossier) si, et seulement si, ses composantes le sont.

EXEMPLES :

1/ Si deux des trois lagrangiens (L,,L,,L3) sont identiques , ce

triple est évidemment grossier (c'est ce que nous appellerons grossier
P p

de type 1).

2/ Si deux des trois lagrangiens (L,,L,,L3) sont transverses, (e.g.

L,et Ly) , dire que le triple est grossier c'est dire que le troisi¢me

lagrangien est homogéne dans la décomposition lagrangienne

constituée par les deux premiers lagrangiens
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(i.c. L2 = (L1 NnL,) & (L,nL3)

un tel type lagrangien sera dit grossier de type 2.

LEMME 1 : Pour tout triple lagrangien grossier (L,.L,,Ls) de (Vo) il

existe une décomposition symplectique
V=V'x V"

_ faisant éclater ce triple en un triple (L"lv,L"Zs,L"l) du premier

type
dans V' et un triple (L"’l’,L"’Z’,L"’3’) du second type dans V'.

PREUVE : Le lemme (2.1) permet de se limiter au cas L, n L, Ly ={o} .
Les sous-espaces L, nL,, L, "Ly, Lyn L, sont alors en somme directe.

Soit N un supplémentaire de (LynL,) + (Ly nL3) dans L, ; posons
Vi=N+(L,n L3)

Comme N et L, n Ly sont des sous-espaces isotropes transverses, il

suffit de montrer que tout x € L, n L3 orthogonal a N ; or, cette condition

d'orthogonalité implique
xe (Ly+Ly)nL, = (L,nLy) + (LynL,), dou x=0,ctye L, douy = o.

Désignons par V" l'orthogonal V' de V'. On a alors LNV =Net,

pouri=2o0u 3:
Lir\V'zLir\N+L2r\L3

= Lzr\L3

d'ott , compte-tenu du corollaire 2 de la proposition du paragraphc 1

dim(L, n V) =dim N = 1/2 dim V'

et, pouri =2 ou 3 :
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dim(L;n V) = dim(L, " 3) = 1/2 dim V*

ce qui assure que les L~ V' sont des sous-espaces lagrangiens de V'. Or,
de ceci il résulte que ce sont alors les projections des L, sur V' dans la
direction V" de sorte que les L.~ V" deviennent alors les projections des
L,sur V" dans la direction V'. Ainsi (L,,L,,Ly) ¢éclate dans cette
décomposition et (L, n V', L, n V', Ly~ V') est grossier du premier type

dans V'. Comme L, n L3 V' implique L, "Ly V" = {o} , c'est terminé.

LEMME 2 : Pour tout triple lagrangien (L,,L,, L3) de (V,0) il existe une
décomposition symplectique V' x V" de (V, o) faisant éclater ce triple et

telle que
L, r\L2+L2r\L3+L3r\L1

soit un lagrangien de V",

PREUVE : 1l est clair qu'on peut encore se limiter au cas ou
L;nL,nL;={o} . Soit M, (resp. M,) un supplémentaire de

L,nL,+ L;nLjy dans L n (L2+L3) (resp. de L2 NL,+ L2 N L; dans
L,n (L1+L3)). Posons

Vi=M,+M, ;

on a ;
VinL,=M,;,V nL,=L,=M, et (1. prop. cor. 1) on sait que

V' n Ly est un supplémentaire de Ly~ L, + Lyn L, dans Ly (L;+L,).

Comme M, et M, sont isotropes pour s'assurer que V' est non
dégénérée il suffit de savoir que tout x, € M, (resp. x, € M,) orthogonal 2
L, n (L, + L3) et appartient donc a L, + (Ly n L3) ; mais alors

x,e (LynL,)+ (LynL3) dou x,=o0. De méme x, = 0 par interversion des

indices.

Pour s'assurer que les L,sont homogénes pour cette décomposition

V =V & V" il suffit de constater que :

Dim M, = 1/2 dim V' .
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Pour s'assurer que LynL,+ L, nLy+ Lyn L, est un sous-espace

lagrangien de V", il suffit de vérifier, avec les notations de la fin du

paragraphe 1 que la dimension de ce sous-espace est :

a+b+c=0-d=12dim V'

du fait que les L;n Lj. iZ J ,sont en somme directe.

REMARQUE : La derni¢re condition du lemme assure que la trace de
(L,,L,,L3) dans V' est discréte et que sa trace dans V" est grossiére.

LEMME 3 : Pour un triple lagrangien (L,,L,,L3) donné dans (V,0), deux

décompositions symplectiques de (V,0) satisfaisant aux conditions du

lemme 2 sont symplectiquement isomorphes dans un

automorphisme de (V,c) préservant ces lagrangiens.

PREUVE : On peut encore se limiter au cas L, nL,nLy={o} . Si Vest

une telle décomposition, on a, avec les notations de la fin du paragraphe
dim V" = 2(a+b+c)
dim V' = 20 -2(a+b+c) = 2d

de sorte que, si I'on démontre que la trace de V' sur chaque L, est un

supplémentaire de L;nL;+ Lin L, dans L;n (L;+L,) pour toute

permutation (i,j,k) de (1.2.3) , on rctombera sur le procédé utilis€¢ dans la

démonstration du lemme 2. Or :
VinLc (L nLy + L) =@+ L)L,
et, puisquec V' est transverse aux L. Lj et que :

dim(V' A L) dim L,

"

It
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£ - (a+b+c)

d

c'est terminé.

(2.3) Théoréme de décomposition

LEMME 1 : Pour tout triple lagrangier grossier (L,,L,,L3) de (V,0) il

existe une décomposition de (V,6) en plans c-orthogonaux qui
coupent chaque lagrangien L, suivant une droite.

PREUVE : Le cas du type 1 (i.e. celui ou le triple se réduit a un couple)
se raméne au cas de deux lagrangiens transverses grice au lemme (2.1) :
il suffit d'utiliser une base symplectique se¢ séparant en deux bases

duales dans ces lagrangiens transverses.

Le lemme 1 de (2.2) permet de se ramener au type 2, par exemple :
L,=LinL,®L,nL; ;

il suffit alors d'utiliser l'argument des bases duales dans L, ct Ly en
prenant la précaution de prolonger une base de L, n L, en une base de
L,.
LEMME 2 :Si le corps de scalaires K est de caractéristique

différente de deux, le résultat qui précéde reste valable pour tout
triple discret (L,,L,,L3).

PREUVE : Le cas du type 1 (i.e. celui o le triple se réduit & un couple)
se raméne au cas de deux lagrangicns transverses grice au lemme (2.1) :
il suffit d'utiliser une base symplectique se séparant en deux bases

duales dans ces lagrangiens transverses.

Le lemme 1 de (2.2) permet de s¢ ramener au type 2, par excmple :

L2=L1mL2(BL2er3 ;
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il suffit alors d'utiliser I'argument des bases duales dans L; et L; en
prenant la précaution de prolonger une base de L, n L, en une base de
L.

LEMME 2 : Si le corps de scalaires K est de caractéristique différente de

deux, le résultat qui précéde reste valable pour tout triple discret
(L,,L,,L3).

PREUVE : Désignons par p, et py les projecteurs symplectiques

complémentaires définis par la décomposition V = L, ® Ly, on a alors

pour tout couple (x,y) d'éléments de V :
o(x,p3.y) = o(p,x.p3y) = o(p,x.y) .
Or, si x et y sont g-orthogonaux
o(x,p3y) = o(y,p3x) ,

ce qui assure que (x,y) — o(p,x,p.y) est une forme bilinéaire symétrique
pour tout sous-espace isotrope W de (V,o) et les égalités qui précédent
assurent que le noyau de cette forme est L, n we o+ Lyn W’ . On obtient
ainsi sur L, une forme quadratique 9 non dégénérée et il est aisé alors,

en exhibant une base 4 -orthogonale (b,...,bp) de L, de vérifier que les

plans K.p,(b) + K.p5(b;,) , 1<i<?, répondent a la question.

NOTA BENE. A quelques détails prés, cette démonstration m'a été
communiquée par J. HELMTETTER.

THEOREME : (x(K) #2) : Pour tout triple lagrangien (L{,L,,L3) de

(V,o) il existe une décomposition symplectique de (V,0) en plans

faisant éclater chaque lagrangien L.

(Compte-tenu du lemme 2 de (2.2), c'est une conséquence immédiate des deux

lemmes précédents).
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REMARQUE : Du lemme 1 il résulte clairement que, pour tout triple
lagrangien grossier, il existe des éclatements en trois triples du
premier type (ceci peut se retrouver a partir du lemme 1 de (2.1) et du
fait que tout triple lagrangien grossier du second type éclate en deux
triples du premier type). Deux telles décompositions ne sont pas
nécessairement symplec-tiquement isomorphes, mais ceci ne nous
génera pas pour la théorie de l'indice de Maslov. A 1'énoncé de cette

situation

PROPOSITION : Deux éclatements en droites d'un méme triple
lagrangien discret (L ,,L,,L3)de (V,0) sont isomorphes suivant un

automorphisme de (V,c) préservant (L,,L,,LJ).

PREUVE : 1l convient de remarquer tout d'abord que, dans un

‘ . I , i

éclatement en droites (Ll,Lz,L3), 1<i<f , les L2 sont orthogonales
suivant la forme quadratique définie canoniquement sur L, par la
décomposition V = L, & L;; en dautres termes, un tel éclatement est

toujours obtenu par le procédé de la démonstration du lemme 2. Mais
alors, si u, est un opcrateur du changement de base orthogonale sur L, ,

le transmué u, de u, par projection sur L, et le transmué uz de u, par
projection sur Ly définissent un automorphisme symplectique

u=u; ® u,de (V,6) remplissant les conditions requises.

3. INVARIANTS SYMPLECTIQUES ALTERNES, DECOMPOSABLES :

(3.1). Généralités

Une fonction yp (L,,...,L ), & valeurs dans G et définie sur un n-

uple de lagrangiens d'un méme espace symplectique (V,o6) de dimension

22, est dite alternée si clle prend la valeur 1 lorsque deux de ses

arguments coincident.
Pour ce qui suit, il sera important d'étudier les fonctions alternées

vp symplectiquement invariantes i.e. pour tout isomorphisme

symplectique g de (V,0).
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Y (gL8l) =1 (Lyynil)

Dans le cas de couples lagrangiens (i.e. n=2), cette étude est aisée.
En effet, d'aprés le lemme (2.1), on est ramené au cas de deux
lagrangiens transverses d'un (V,s) ; or, le groupe symplectique Sp(c)

opere transitivement sur ces couples (ch. I), ce qui permet d'affirmer
que, pour (G,.) = 2 ,+), toute fonction alternée de (L,,L,),

symplectiquement invariante est de la forme

(L,.L,) = CQ - dim(L, nL,)) , ¢ = dim L,

C ¢étant une constante dépendant de la dimension 2{ de l'espace

symplectique considéré.

Si l'on suppose donnée une telle fonction yp en toute dimension

(dim V = 22 , 2 variant de 1 & oo ) et si on suppose yp décomposable, i.e.

pour un couple (L,,L,) de lagrangien d'un (V',c') et un couple (L,,L,)
12 12

de lagrangien d'un (V",6"), on a :

L] " ] ] " 1"

WLy x Lyl x Ly = 1(Lyly) ¥Lqly),

alors, cette constante C ne dépend pas de £ .

(La notion de décomposabilité se définit de la méme fagon pour une

fonction de n-uples lagrangiens).

DEFINITION : Un indice de Maslov consiste en la donnée d'une fonction
alternée y(L,,L,,L3) € G pour tout espace symplectique E de dimension

finie sur un corps K cette fonction étant de plus symplectiquement

invariante et décomposable.

REMARQUES : Du théoréme de décomposition (2.3) il résulte aisément

que :
1) Une fonction alternée décomposable vp (L,,L,,L3) est un indice

de Maslov dés que, pour £ =1, y,(L,L,,Ly) en est un.
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2) Un indice de Maslov yp est symétrique (resp. antisymétrique)

pour tout £ dés qu'il l'est pour £ = 1.

(3.2) - INDICES DE TRIPLES DE DROITES.

Nous nous limiterons aux cas K = R ou €. Soit (V,6) un K-espace

sylmplectiqu¢ de dimension 2.

LEMME : Le nombre de classes de transitivité de Sp(c) sur les triples de

droites homogeénes, deux a deux distinctes de V, est 1 pour K=C et
2 pour K=R.,

PREUVE : Compte-tenu de la transitivitré du groupe symplectique sur
les couples lagrangiens (ransverses on peut se limiter au cas ou les
droites extrémes d'un tel triple sont les axes de coordonnées de K%. Or
dans Sp(1,K) = SL(2,K) le sous-groupe des matrices diagonales (k,k"1)
préserve chaque hyperbole xy = c. Les points d'intersection d'une droite
y = mx, m Z o0, avec cette hyperbole étant donnés par I'équation

on sc rend compte que, pour K = @€ , se sous-groupe diagonal est transitif
sur les triplés (y=0 , y=mx , x=0) et que, dans le cas K = R, il faut se limiter

a des droites y = mx 2 pente de méme signe pour avoir cette transitivité.

COROLLAIRE :

i) Pour K = Q , une fonction alternée de droites y(L,,L,,Ly),

symplectiquement  invariante, ne prend que deux valeurs (1,a) ; elle est

toujours symétrique.

ii) Pour K =R ,une fonction alternée de droites vy(L,,L,.,L3),

symplectiquement invariante et antisymétrique ne prend que trois

_1)‘

valeurs (1,a,a
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(3.2) Cas général,

LEMME 1 : Toute indice de Maslov s'annule sur tout triple lagrangien

grossier.

(Ceci résulte immédiatement de la remarque qui suit la démonstration du

théoréme (2.3) de décomposition).

De ce théoréme, des lemmes 2 et 3 de (2.2) et de la proposition qui
suit le théoré¢me (2.3) on déduit aisément le théoréme fondamental que

voici

THEOREME : Toute application alternée +y,(L,,L,,L3) de droites, et qui est

symplectiquement invariante, se prolonge canoniquement en un
indice de Maslov vp .

Convention.

Pour K = R , l'indice de Maslov défini 4 partir de la fonction
alternée antisymétrique t, telle que

1(y=0,y=x,x=0)=le 2

et dont la définition se compléte par invariance symplectique sera

appelé l'indice de Maslov, réel, canonique.

Voici deux formulations explicites de cet indice de Maslov

traditionnel.
1 Leray- ri

Pour tout triple discret (L,,L,,L3) de lagrangiens d'un

espacesymplectique réel (V,o), l'indice de Maslov est la signature de la
forme quadratique définie canoniquement sur L, par o et le couple

transverse (L,,L3). On se raméne au cas général grice au théoréme de
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décomposition discret-grossier (2.2 lemme 2). Il est a noter que, en
dimension £ = 1, la forme quadratique de Leray-Souriau sur la droite

y = xtg® s'identifie au nombre réel cos® . sin®, ce qui fait que ql'indice

de Maslov-Leray-Souriau, prend bien la valeur 1 sur le triple (y = o ,

T
y = xtg0x=0) lorsque 0<®< 7 mod x, et la valeur -1 lorsque

L
E<®<n,modn.

2 ) (DAZORD-KASHIWARA)

Si l'on désigne par t(L,,L,,L3) la signature de la forme

quadratique définie sur L, x L, x Ly par :

o'L1 ,LZ,L3(X1,x2 ,x3) = 5(X1 sxz) + 0'(x2,x3) + G(x3 ax1)

on vérifie aisément l'invariance symplectique et la décomposabilité de
cette fonction. En dimension lagrangienne £ = 1 on s'assure aisément

que, pour un triple (R x o0,z =xtg ®.0x R), cette forme quadratique

vaut
6(x,y,z) = xy sin © + yz cos © - zx
= -(x-y.sin @)(z-y.cos @) + cos@.sin@.y2

i.e. , elle est de méme signature que ycos®.sin® y2.

REMARQUES.
1/ Dans le cas complexe (K = C€), tout indice de Maslov est
symétrique et prend pour valeurs 1,z,....2",...; cest ainsi que pour G = T =

R/2 n 2 , les indices de Maslov sont de la forme

(L;L, Ly —— e2nia®-dim(L, nL,+L, Ly + LynL)

o étant une constante indépendante du degré de liberté £ .
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2/ dans le cas d'un corps quelconque K de caractéristique
différente de 2, on peut encore utiliser la forme quadratique de
Kashiwara lorsqu'on dispose d'un morphisme canonique du groupe de

Witt W(K) dans le groupe abélien G considéré (c'est le cas de W(R) =2 et
W(C)=2/2_ {-1,+1} lorsqu'on prend, G = T).

3/ La théorie de la décomposition "discret-grossier" permet de

s'assurer que la classe de transitivité symplectique d'un triple
lagrangien quelconque (L,,L,,Ls) ne dépend que de l'indice de Maslov

t(Ly,L,,L3) et de la dimension des espaces isotropes L,n Lj , i<j,et

L,nL,nLy, ce qui généralise un résultat de Souriau.

4. FORMULE CYCLIQUE DE KASHIWARA :

(4.1) Retour a la grassmannienne lagrangienne

Soit (V,0), un espace symplectique de dimension finie 22 sur un

corps commutatif quelconque K. Notons X (o) VIVensemble des sous-
espaces lagrangiens de (V,5) ct, pour tout L € B (o), notons & (o)

I'ensemble des éléments de & (o) transverses & L. Nous allons voir que
ces & (o) sont des espaces affines et, comme ils se coupent tous deux 2

dcux, ils constituent donc un atlas de I (V) pour une structure de K -

variété algébrique (irréductible).

PROPOSITION : Pour tout couple (L,,L,)d'éléments transverses de

L (V), il existe une correspondance biunivoque canonique entre les
projecteurs lagrangiens p de V de noyau L, et les formes

bilinéaires symétriques B de L,; cette correspondance est définie

par
B(x,y) = o(x,py)

Le noyau de B est égal a L, n Imp.
PREUVE : Si Ljest l'image d'un projecteur lagrangiecn p de noyau L,

on a ddéja vu (2.3 lemme 2) que la décomposition =V = L, & Ly définit

canoniquement une forme bilinéaire symétrique sur L, :
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(x,y) = o((1-p)x,py) = o(x,py) = ((1-p)x,y).

Réciproquement, la donnée d'une forme bilinéaire symétrique
sur L, équivaut, compte-tenu de la dualité éiablic entre L, et L, paro, la

donnée d'une application linéaire u : L, » L vérifiant I'identité en (x,y)

eL2x L2:

(1) a(ux,y) + o(x;uy) = o.

On a donc B(x,y) = o(ux,y) et il est aisé de s'assurer que, en posant p(x) = 0
si xe L, et p(y) =y - u(y) si y e L,, on définit un projecteur
lagrangien de noyau L, vérifiant sur Ly x L, l'identité o(x,py) = B(x,y).
Considérons un x € L, tel que o(x,py) = 0, pour tout y € L, ; alors o(x,py) =

o pourf tout y € V du fait que Kerp = L, et que V=1L, & L, , on déduit

alors, de l'identité

o(x,py) + o(px,y) = o(x,y)

des projecteurs lagrangiens, que o((l-p)x,y) = o pour tout y € V d'ou
x € L, m Imp.

COROLLAIRE 1 : & (V) est un espace affine admettant pour espace

vectoriel directeur l'espace des formes bilinéaires symétriques

sur L.

COROLLAIRE 2 : I (V) est une variété algébrique de dimension
2(R+1)
> .

COROLLAIRE 3 (K infini) : Pour toute suite finie (L. L)

d'éléments de B (V) il existe un élément de X (V) transverse a chaque
L.

i
(4.2) Classe de Witt de la forme quadratique de Kashiwara

LEMME 1 : Pour tout couple (LM) d'éléments de &L (o), la forme

quadratique définie sur LxM par

Oy ! (x,y) — o(x,y)
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est neutre.

PREUVE : La forme bilinéaire associée a O\ M étant :
((X1 ;Y1)1(x2’Y2)) - O'(X1 9}'2) + C(xz,y1)9

il est clair que le noyau de cette forme quadratique est :

N=LAM)x (MAL)
et, comme
L/LAM x M/MnL

est une décomposition de Witt de l'espace quadratique régulier
(L x M/N, o), c'est terminé.

LEMME 2 : Pour tout triple (L1,L2,L3) d'éléments de L(s)on L, et Ly

sont transverses, la forme quadratique de Kashiwara :
oL,,L,L; = OL,L, +OL, Ly + OL,L,

et la forme mquadratique ol LyLy | définie canoniquement sur L, par

(L,L3), sont dans la méme classe de Witt.

PREUVE : Notons p,3 (resp. py,) la projection sur L, (resp. L3) dans la

direction Ly (resp. L) . De la formule évidente :

OL, L, Ly (X :Xp:Xg) = °L,L, (X)) - 6(x4-py3 X5:X3-P3 X))

on déduit que OL,L,Lg est la somme directe de (resp. ‘~’L1L3) est l'image

L2 . .
réciproque de o L. L (resp. oL . L.) par l'application linéairc
13 173

composée
L, x sz L3Q L, x L2 xL3 br_ L2
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(resp.Lyx L, x Ly® L x Lyx LyRL— L, x Ly

oi @ est la bijection linéaire (x;,x,,x3) = (y.y,,y3) définic par :
Yi=X"Pi3Xy » Yo =Xp o Y3= X37P3i%2-
Comme 9., L, est neutre (lemme 1), c'est terminé.

LEMME 3 : Soient (L,,L,,L3) un triple d'éléments de XL (c) et Mun

élément de & (o) transverse & chaque L. Alors la forme quadratique de

Kashiwara OL ,L,L; est isomorphe & la somme directe des formes

quadratiques
L1 L2 L3
LM 0 LM 0 OLM

PREUVE : Cetic somme directe vaut

q,(x1,x2,x3) = o(p3x1,x1) + c(p1x2,x2) + o(p2x3,x3)
ol p,,p,,p3 sont les projections sur L,,L,, Ly dans la direction M. Or :
o(pyX,,X5) - O(X(+PyX5.X, x2+p2x3) = (o (x4,%,) + 0(x, pyx3) + c(p1x2,p2x3))
et, des deux relations obtenues par permutation circulaire sur (1,2,3) on

déduit, par addition parallélement a la diagonale des seconds membres,

que la somme circulaire de

o(pyXy.Xp) - (X 4P :X, , X, +PyX3) - (O(xy,%,) + 6(x,,p3xy) + o(p3xy.p1X,))
cst nulle. Mais :
(r(x1 ,x2) + c(xz,p3x1) + cs(p3x1 ,p1x2) =
= 0(x{,p3X,) + 0(P3X{,pX,) =

= 0(X,P3X,) + 6(X,pX,) - 6(X{,p3P1X,)
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= o(x1,p3x2) - o(x1 P3X,) =0 .
Or l'application linéaire (x,x,,x3) - (y4,y,,y3) définie par :
Yi= X PyXp 5 Yo = Xp+ PoXy 5 Y3 = X3+ P3Xy
est bijective car on en tire :
P1Y,=P1Xp + P1X3 > Py¥3=PyXz+ Xy .
dou: 2x,=y;-pP¥,+Pi¥3
et, par permutation circulaire
2%y = Yo - PaY3 ¥ DYy
2x3=y3-P3¥y + P3Y2-

THEOREME : Pour tout indice de Maslov 1t ,antisymétrique, a valeurs

dans un groupe abélien (G,+), via le groupe de Witt du corps de
scalaires, on a, pour tout quadruple (L,,L,Ls,L,)de L(c):

(L, ,L,,L3) =1(L,,L3,L,) - oLy, L3, L) + 7Ly, Ly, Ly)
PREUVE : Les lemmes 2 et 3 donnent, pour tout lagrangiecn M
transverse a (L,L,,L3,L )

WL,,Ly,L,) =L, Ly,M) + ©(L3, L M) + t(L 4L, M)

©(L,.Ly.L,) = (L Ly ,M) + 1(L3, L M) + t(L, L M)

WLyl Ly) =Ly Ly M) + T(Ly LM + (L, Ly M)

d'ot , par addition, aprés multiplication de la secondc égalité¢ par -1,

compte-tenu de l'antisymétric de t, la formule prévue.
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III. REPRESENTATION METAPLECTIQUE

1. EXTENSIONS CENTRALES D'UN GROUPE TOPOLOGIQUE.
(1.1) Généralités

Une extension d'un groupe topologique H par un groupe
topologique K consiste en la donnée d'un groupe topologique G et de
deux morphismes de groupes topologiques.

i P
(1) K » G > H

tels que :
i)y iK) = p'1(e), i.e. I'image de i est identique au noyau de p.
ii) 1 est une injection fermée et p une surjection ouverte si :

i )
(1 K »G' » H

cst une autre extension de H par K et s'il existe un morphisme de
groupes u : G’ — G compatible avec ces deux extensions ie. u . i' =i

'

et p.u = p alors u est bijectif. (Démonstration malaisée que le

lecteur consciencicux aura soin dje faire). Si u est un homéomorphisme,
on dit alors que c'est un isomorphisme de ['extension (1') vers

I'extension (1).

Une extension (1) est dite triviale (ou fissible) si elle est

isomorphe a [I'extension canonique

K— sKx H —> H
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Une extension (1) est dite centrale si i(K) appartient au centre
de G.

LEMME : Pour une extension d'un groupe topologique H :
i P
K > G » H

les assertions suivantes sont équivalentes

i) p admet une section continue

ii) 1iadmet une rétraction continue
iii) il existe un homéomorphisme ® de G sur KxH tel que @ .i

coincide avec linjection canonique k — (k,e)' de Kdans Kx H etp. o !

coincide avec la projection canonique (k,h) > h de KxH sur H.

PREUVE : 11 est clair que ii) implique i et i'). Réciproquement, si p

admet une section continue s, alors :
¥ : (k,h) —— i(k).s(h)
est une application bijective dont la réciproque est :
®:g (i Gp@ ", p@
(ceci est cohérent du fait que
p(g.(s.p(2)" ) = p@.p@® " =¢ dob gs.p)() ' €i(K)).
Et il est clair que :

(p.¥)k,h) = e(p.s)th) = h

et que :

(@.0)(K) = (ki (s(e)”D),e).

Or, sous réserve de multiplier (a2 gauche ou & droite) la section s

par s(e)'1, on peut supposer que s(e¢) = e, ce qui donne bien :
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(@.1)k) = (k).

L'implication i) ———— ii) se fait de la méme fagon : a l'aide d'une

rétraction continue r de i, on obtient deux bijections réciproques
g— ((@sp®) . (kh)——— i(k)s(h)

ol s est la section continue de p obtenue par la formule

sip(g) = G.)(g)".g.

REMARQUE : Si cette rétraction r est un morphisme de groupes,.alors il

cn est de méme de la section s ainsi construite a partir de r.

COROLLAIRE : Une extension K >y G s H est triviale

si, et seulement si, i admet une rétraction continue qui est un

morphisme de groupes.

DEFINITION : Une extension de groupe topologique sera dite bonne
(ou semi-fissible) si elle satisfait aux conditions équivalentes du lemme

qui précéde.

Un contre-exemple : SiK——» G —» H est unc bonne
extension alors G est connexe si, et seulement si, K et H le sont, de sorte
que les extensions connexes d'un groupe (connexe) par un groupe

discret ne sont pas bonnes ; c'est le cas de l'extension bien connue

6] sy 2 > R

W
oy

\ . o . it
en d'autres termes, l'application exponenticlle t — e dge R sur le

cercle trigonométrique T n'a pas de section continue.
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(1.2) Cocycles attachés a une extension centrale

Soient H et K deux groupes topologiques ; on suppose K abélien.
Pour tout entier n> o, on désigne par C"(H,K) l'ensemble des applications
continues de H" danK (en particulier C°(H,K) = K) et on définit sur ces

groupes abéliens un complexe (le complexe de Hochschilf pour I'action

triviale de H sur K) en posant :
(1) -1
d f(xyy) = f(y).f(xy) .f(x)
(2) _ -1 -1
d'“f(x,y,z) = f(y,z).f(xy,z)” .f(x,yz).f(x,y)

Les éléments du noyau ZZ(H,K) de d'? sont les cocycles d'ordre 2,
ceux de l'image B2(H,K) de d'" sont les cobords d'ordre 2. Le groupe-
quotient

2 2 2
H"(H,K) = Z°(H,K) / B°(H,K)
est le groupe de cohomologie d'ordre 2 de H 34 valeurs dans K.

REMARQUE : Tout cocycle c(x,y) est cohomologue & un cocycle normal

c'(i.e.. c'(i.e)= e) ; en effet, pour tout cobord d“)f, on a:

@ "ee) = fe)

c.(d“)f)'1 avec tout f € c‘(H,K) telle que f(e) =

et il suffit de prendre ¢’

c(e,e).

COCYCLE ASSOCIE A UNE SECTION CONTINUE :

Soient K y G > H une bonne extension centrale de

groupe topologique et s : H —» G une section continue de p ; on définit
alors en 2-cocycles C, de H dans K en posant, pour tout couple (x,;y) €

HxH :
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e (xy) = i (s()s(y)s(xy)” )

Enfin, il est clair que p(s(x).s(y).s(xy)'1 = e et que
triple (x,y,z) d'éléments de H :

i(c,(xy,2).c,(x,y2)"") = s(xy)s(z).s(yz)” " .s(x)”

et :

i(cy(y,2)c, ()™ = s(y).s(z)s(y2)” " .s(xy)s(y)” ' .s(x)

= s(xy).s(z).s(yz)~ s

du fait que s(y)s(z).s(yz)'1 est central dans G.

pour tout

1

Le changement de section continue s de p ne modifie pas la classe

de cohomologie de s. En effet, si s' est une autre section continue de p,

des produits s(x)'1.s'(x) et s'(x).s(x)“’, x € H , sont centraux dans G d'ou

1(x) € K défini par :
s(0)” X (=itx) = )s'(0).5(x)" !
et alors :
i (cod)(xy) = s(x).5(y).5(xy) Ls(xy) ™ GO GT)(Y)
= s)T(x).5(¥).(1D)(y).5'(xy) ™!

= §'(x).s'(y).s'(xy)” 1

Par ailleurs, 1'homéomorphisme canonique @ de G sur KxH défini

par s (Preuve du lemme (1.1)) :
=1 -1
@(g) = (i (g-sp(g) ).p(g))
donne, avec la décomposition canonique g = i(k).s(h) :

-1 . -1
D(g,8,) = (" (8,8,-5p(88y)  -hyhy)
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= (i” ' (i(k)ik,)s(h)s(h,)s(h h,)™" | hihy)

= (kykyc (hy,hy).hyhy)

d'ou, par transport de structure, la loi de groupe sur KxH :

(k,.hy).(kyh,) = (kky.c (hy,h,)h b)),

In abstract, ceci invite A associer a tout cocycle normal c e

ZZ(H,K) la loi interne sur KxH :

(kyhy )k, h,) = (kyky.c(hy,hy)h hy,).

On définit ainsi une loi associative (par la cocyclicité de c¢) a élément
neutre (c,c) (car c(e,c) = ¢ = c(e,h) = c(e,h) = c(h,e) = ¢) et pour laquelle

tout élément est inversible.
(k,h) "= & Teh,h™ "y T

(le lectcur pourra vérifier, avec x =z =h et y = h", que
c(h,h™"y = c@™ ' h) .

D'olt une extension centrale de K par H: K - Kx H - H
c
Deux cocycles cohomologues c et c¢' définissent deux cxtensions

isomorphes de K par H. En cffet, si

¢ = cdf

alors

® : (k,h) ——— (kf(h),h) est un isomorphisme de K x H sur K x H :
c c

@((k,,h,).(ky 1)) = (kyky.c'(hy,hy). by hy) hy hy)

alors quc :
8(k,h).0(k,.h,) = (k1.k2.c(h1,h2).f(h1).f(h2),h1.h2).
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En résumé, on a le :

THEOREME : [l existe une correspondance biunivoque canonique entre
%Q(H,K) et les classes d'isomorphisme des bonnes extensions

centrales de k par H :

EXTENSION CENTRALE ASSOCIEE A UNE FORME BI-ADDITIVE
CONTINUE :

Soient H et K deux groupes topologiques commutatifs notés

additivement. Si y: H x H — K est une application bi-additive continue,

il est aisé de vérifier que c'est un 2-cocycle de H dans K. Si tout élément

de K est divisible par 2 et si yest symétrique on a alors, avec :
A~ 1 ~
¥(x) = y(xx) , y=d (‘;' Y)

de sorte que vy définit alors une extension triviale de H par K. On peut
donc affirmer que toute application bi-additive continue y: Hx H —» K
définit 1la méme classe d'extension de H par k que son

antisymétrisée

x,y) = ‘;‘(Y(X,Y) - ¥(y,x)).

2. REPRESENTATIONS DU GROUPE DE HEISENBERG.
(2.1) Algebre et groupe de Heisenberg.

Etant donné un K-espace symplectique (V,5), on définit sur KxV

une structure d'algébre de Lie 2-nilpotente en prenant pour crochet
(1) [(§.x),(n,y)] = (a(x,y),0)

Cette algébre de Liec sera notée n(c). Son centre est de dimension 1

c'est la droite Ke engendré par € = (1,0).
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Si K = R , on définit une application exp : RxV —» TxV (T = R/Z

est I'ensemble des z € € tels que |z| = 1) en posant :
(2) exp(&.x) = (2"%,x).
En conformité avec las régle de Campbell-Hausdorff :
exp a.exp b = exp(a+b+ \F(1,2) [a,b]+...)

on définit sur T xV  une unique structure de groupe de Lie admettant
n(c) pour algebre de Lie associée et l'application (2) pour exponentielle.

Ce groupe de Lie, noté N(o), a pour loi :
(ax).(by) = (abc™"*Y x+4y)

i.e. le 2-cocycle de V a valeurs dans T :

(x,y) — enriu(x,g)

définit une extension centrale

i P
T —— N(o)—V

Le centre du groupe de Heisenberg N(o) est exactement i(T) ;

c'est donc le sous-groupe a un paramétre exp t§ engendré par & = (1,0).
Si (Vi,0,) et (V,,0,) sont deux espaces symplectiques réels, le

groupe de Heisenberg N(o,x0,) de lespace symplectique-produit
(V1xV2,c1x02) est isomorphe au quotient du groupe-produit N(c,)xN(0o,)

par le sous-groupe central des (z,z"1), ze 1(T).

(2.2) Représentations unitaires normales.

Unc représentation unitaire U d'un groupe de Heisenberg N(o)

dans un espace dc¢ Hilbert complexe H sera ditc normale si :

U(z,0) = z.idH , ze T
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On démontre (cf. Lyon-Vergne, p. 19 a 29) que les classes

d'équivalence des représentations unitaires normales de N(o) sont

toutes multiples d'une classe irréductible. (La classe des
représentations de Schrédinger de N(o)). Une telle représentation

irréductible est obtenue par la méthode d'induction de MACKEY a partir
d'un espace lagrangien £ € & (o).

Si on considére le sous-groupe abélien

L=Tx #¢

(c'est un sous-groupe de Lie abélien de N(o)), la représentation dec

Schrodinger définie par £ est

N
Uy=Ind T (y)
L
ol ¥ cst le caractére de L qui prolonge canoniquement l'identité de T .

Dc fagon précise, l'espace de Hilbert H, de cette représentation est le

completé, pour la norme hilbertienne

p——s | bGP

de l'espace c, des fonctions continues, & support compact ¢ :N - C

vérifiant la condition de % -semi-invariance

oxy) =1y '6() 5 xeN et yel

(dx  est une mesure N-invariante sur N/L). La représentation U, cst

définie par translation a gauche

(U,(x )(@)(x) = ¢(x~1:0.x)
ct on a bien, pour unec tclle représentation :

(U(2,0)0)(x) = 0z~ ,0).x) = 0(x.€0,2" ) = x(z~",0)" " .o(x)
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= z.¢(x).

+
Pour avoir explicitement une telle mesure dx on fait appel 2 un

N

lagrangien 2’ transverse a £. Comme tout élément n de N se décompose

canoniquement en

n=expxy , xel' etyelL,

on voit que les fonctions ¢ : N —» € , x-semi-invariantes, sont déterminées

par leur restriction a £'. Par ailleurs exp : £' — N donne, par passage au

quotient, un homéomorphisme de £' sur N/L et, du fait que sur ¢

exp(a+b) = exp aexp b ,

on voit alors que la donnée d'une mesure N-invariante sur N/L équivaut

3 celle d'une mesure de Lebesgue sur L' d'ou :
H,_ L?@")

Lorsqu'on change de lagrangicn £' transverse a £ , il suffit de

prendre la mesure image de d?' par la projection de direction £ pour

conserver la mesure invariante choisie sur N/L.

Par cette lecture dans LQ(E') la représentation de Schrédinger

retrouve sa forme traditionnclle

(U(y )o(y) = ¢(y-y,) ; yel' e y el

(UE)O)(y) = 2 Y g(y) xe 2

Le produit tensoriel des représentations de Schrédinger de deux
groupes de Heisenberg N(o,) et N(o,) <dtant trivial sur la scconde

diagonale (z,z_‘) de T x T , on obticnt, par passage au quoticnt une
représentation isomorphe a la représentation de Schrédinger de
N(o, x ©,) du fait que, pour tout éclatcment lagrangicn =0, x £,

on a :
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N/L=Ni/L; x Ny, L=Tx 2)

(2.3) Action du groupe symplectique

On fait opérer le groupe symplectique Sp(c) sur N(o) par

prolongement trivial sur T , i.e. pour tout g € Sp(o) :
gla,x) = (a,g.x) ; (a,x)e T x V)

On obtient ainsi un morphisme du groupe Sp(c) dans celui des
automorphismes de N(o). De plus, cette action du groupe symplectique

est compatible avec la représentation de Schrédinger en ce sens que,
pour tout lagranmgien £ € L (o) et toute fonction ¢ : N —» € ,2-semi-

invariante, la fonction A(g)e, y € Sp(o), définie par :

(A(2)9)x) = 6(g” " .x)

est g(f )-semi-invariante. Le choix d'une mesure de Lebesgue sur un

~

lagrangien transverse a £ et g(?) assure alors que :

PROPOSITION :

i) A(g) est une isométrie de H, sur ng,).

1)) Pour tout n € N(o) on a :

A(g) - Uyn) = Ugpy(gn) - Ag).

3. ENTRELACEMENTS DES H,:

Le fait que toutes les représentations de Schrodinger U,,? € T (o)
soicnt équivalentes assure, pour tout couple (¢ ,,2,) de lagrangicns de

(V,o), l'existence d'un opérateur d'entrelacement 3’2221 : H131 —_— HBz ,

i.c. pour tout n € N(o) :

Up,(0) - ¥, 0,=%0,2, - Ug,(x)
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L'irréductibilité des représentations de Schrodinger assure
(lemme de Schur) que &Fp o0, est défini a un facteur scalaire prés.

Pour expliciter un tel opérateur d'entrelacement, on est amené a
chercher une transformation qui fasse passer des fonctions £ -semi-

invariantes aux fonctions £ ,-semi-invariantes : la formule intégrale
(1) (F2,2 0)n) = JLZ/L1 AL, ¢(nx)dx

ou dx est une mesure invariante sur L,/ L, n L, , répond 2 la question

(L=Tx£,). On a donc dans le cas particulier de £, =£,(=0) :
Fop = idHe

L'inconvénient (provisoire !) de (1) est que 5’2221 n'est déterminé

qu'a un facteur positif prés, ce qui fait qu'on n'est pas assuré quc
3‘2221 est une isométric. En fait, il existe un choix permcttant de mettre

en concordance les mesures invariantes sur N/L1 , N/L2 R L1/L1 N L2 ,

L,/Lyn L, au moyen d'une base canonique dc (V,o) d'un certain type.

Etant donné un couple ‘agrangien (¢ ,,0,) dans un espace symplectique
(V,0) de dimension finie. on sait (II,2.1) qu'il existe une décomposition

symplectique V = V' @ V" elle que :

i) il existe une décomposition lagrangienne V' = ¢ T @ ph2
constituée par un supplémentaire £ ,de £, n €, dans £, et un
supplémentaire 22 de £ine, dins 2,

ii) £, n £, est un sous-espace lagrangicn de V™.

DEFINITION : Une base canonique (py,....P,» dy»---»q,) de (V,0) est dite

subordonnée au couple de lagragiens (€ .,2,)si (py,....p.) et (qy,...,.q,.),
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r = n-dim® ; n 2, ), sont deux bases duales de 251 et 22 et (qu,...,qn)

une base de 91 m?z.

Soit m un supplémentaire lagrangien de £, n £, dans V" (e.g. un

¢lément maximal de l'ensemble des sous-espaces isotropes de V
transverses a £ ,+£,). Il est clair que :

N/L1: 2 24m , N/L2:2"1 + m

L/L,AnL,=21 | Ly/L,nL,~2 2

et il suffit alors de choisir sur £ +! et £ »2 deux mesures de Lebesgue en

dualité et sur m une mesure de Lebesgue quelconque pour avoir :

(2) Fo0, =T 0, 8F,,

ce qui améne a étudier de plus prés le cas de deux lagrangicens

transverses.

PROPOSITION :Si 2, et £, sont deux lagrangiens transverses de (V,o)

et (py,---»P,5 dy»----4,) une base canonique qui leur est subordonnée, alors

Hp

, et Hp  sidentifient canoniquement a LX(R") et Fe,0,  Feop,

sont deux transformations de Fourier réciproques.

PREUVE : Posons P = t(p1 sesDp) » Q= t(q1 s--»q,) €t notons matricicllement
x.P (resp. x.Q) un vecteur variable de £, (resp. 2,) .Alors xP ——— x
(resp. yQ ——— vy) identifie HQ1 (resp. H22 ) a L2(1Rn) et, pour toute

fonction continue ¢ a4 un support compact

(Fg,2, ) (xpxP) = [,  o(exp(xP)exp(yQ)dy)
2

=J,  6(exp(xQ)exp(xP)exp(x.'y)e)dy
2
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ot
ZJP e-2mix.’y ¢lexp yQ.exp xP)dy

.ot
- J? e-2mix.'y d(exp yQ)dy

0
On obtient de méme, pour y € CQ
2

.t
(F2,0 W) expyQ= [, e2mY-X g(exp.xP)dx
1

COROLLAIRE 1 : Pour tout couple lagrangien (P*,EZ) et tout choix de

base canonique subordonnée & ce couple, 3’212261 3‘212.2 sont deux

isométries réciproques.

(Ceci résulte de (2) et de la formule de Plancherel).

COROLLAIRE 2 : Pour tout couple (V,V') d'espaces symplectiques réels

de dimension finie et pour tout couple lagrangien (£ 1,2 ) de (V (resp.

2

(91,22)de VYona:

5“21x2],2 4 :3'21,22593'21,92-

2% %o

4. FACTEUR D'INTRANSITIVITE :

(4.1) Définition de a® ,,2,,24):
Etant donnés trois sous-espaces lagrangiens (2,,2,,23) d'un méme

espace symplectique réel (V,o) de dimension finie la transformation
composée Fop 12, . 3’2223 ) 3‘2321 , qui est évidemment dans le

commutant de U21 , est un scalaire ; il existe donc un nombre :
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a@,0,0)eT

tel que cette transformation composée soit égale a

a | £, .0 )idH, |

PROPOSITION 1 :

i) a®,.,,05) est alternée et antisymétrique.

ii) aest un invariant symplectique.

PREUVE :

i) a est alternée du fait que ¥ ,, = idy, etque (F,,, F,,) cstun
28 ¢ ve ¥

couple de transformations réciproques. Le caractére anmmtisymétrique

de a résulte du fait quec si trois transformations composables (u,v,w),
bijectives, sont telles que u .v .w  est un scalaire alors u .v..w=w .u.v

=V .W.u.

ii) Ceci résultc de la relation de commutation (2.3) qui implique

A@) - Fyy= Fop - AR).

PROPOSITION 2 (Multiplicité) : Pour tout couple (V,0),(V',c"))

d'espaces symplectiques réels de dimension finie et tout triple
lagrangien (€ ,,0,,235) de (Vis)) ona.

b1
i p
8(21X 22,23):-6141(91,?2 1J~3)

(t est l'indice de Kashiwara).
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PREUVE : La théoric dévcloppée au chapitre II permet de se ramener
au cas d'un degré de liberté, i.e. (V,6) = (1R2, can.) ; on peut méme

prendre pour £ et £, les axes de coordonnées avec

P='(10) , Q=Y.

Soit 23 la droite d'équation y = Ax, A Z o... ¢n a alors (les indices se

rapportant aux droites £ ,,£,,2 5 considérées)

(Fy 20)exp xQ) = [ L ¢(exp xQeexp EP)dE

ct, pour réduire cette formule lorsque ¢ est £ y-semi-invariante, on

utilise les formules évidentes, avec E = (o,1)

exp(&-Ax)P.exp x(AP+Q) = exp(xQ + EP +12L (E-Ax)E)
exp xQ.exp EP = exp(xQ) + &P - %‘ ExE)

d'ott , sous cettec hypothése sur ¢ :

(Fy 30)(exp xQ) = 1% [ g(expEanP)ein = Lt
1,3

de sorte que, en identifiant respectivement HE et Fb a Lz(lR) au
1 2
moyen de x — xQet x > xP :

(F ;300 = " [ gE-ax)eliTiE, de

i.e., aprés changement de variable :
- 2 1
(1) Fyg=eX. [ F .

Par un calcul analoguc :

(F 3 ,0)(cxp.xP) = [ oexp xP.cxp E(AP+Q)dE
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qui, aprés qu'on ait écrit l'intégrande sous la forme :
¢(exp(x+AE)P.exptQ.exp(- \F(AE2,2) ) E),
devient pour une fonction £ ,-semi-invariante ¢ :
(55,0000 = [ d(x+AE)ITE", d
d'ot, pour A =1
(F1p %y 000 = [ Foxed)ei®s d
~ [ e 2mibR, g(e). o (einE” L dt .
Or, on sait (cf. IGUSA p. 5 ou LION-VERGNE p. 49) que :
3’(ci"é2 = ci%v e'ht§2

d'ou :
.t 2
—al7 -inx”,
33’2.32’1—04 .TF .e
ce qui, compte-tenu de (1), s'écrit :

T
| - .
F13-F3,-F,=¢e4d.1d ;

formule qui, en raison de Vlinvariance symplectique, reste valable pour
A > 0. Pour A < o il suffit de changer i en -i. Or pour A > o (resp. A < 0),

(2 1 2,,85) vaut 1 (resp. -1) d'ol, dans tous les cas :
n
CIZT(Q (Lols)

S(1,3 . E}#3,2 . SF2,1 =

puisque le cas ol deux des droites (€ ,,2,,8 5) coincident est ¢vident.
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5. MESURES DE FOURIER DEFINIES PAR UN AUTOMORPHISME
SYMPLECTIQUE

(5.1) Multivecteurs de degré maximal

Etant donné un espace vectoriecl E de dimension finie on sait que
les produits extéricurs A"E se réduisent 3 o pour n> dim E et que pour

n = dim E, A"E est de dimension 1 ; cette droite sera notée A" > (E).

PROPOSITION : Pour tout sous-espace vectoriel F de E, il existe un

isomorphisme canonique

Amax(E/F) ® Amax(F) : Amax(E)

PREUVE : Désignons par r (resp s) la codimension (resp. la dimension)

de F ; alors, pour tout :

(X qoenXps YisesYs) € (E/F)r x F°,

on définit sans anbiguité un (r+s)-vecteur de E :

1
X ACAKXAY(A LAY,

en choisissant arbitrairement x, € x, pour chaque indicc i € {1,...r}, d'ou

unc application linéaire non triviale

¢:Amax(E/F) ® Amax(F) Amax(E)

ct, comme il s'agit d'espaces vectoriels de dimension 1, c'est terming.

REMARQUE : VL'isomorphisme réciproque est moins ¢vident ; pour
l'obtenir, on choisit une base (ey,....c., f,....f)) de E ; avec des f, dans IF ;

alors
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0 ey nne AfaAf)=(e A ne)® (Fy A Af)

COROLLAIRE 1 : Pour tout couple (F, ,F2) de sous-espacves vectoriels de

E, on a des isomorphismes canoniques :
i) A"™(E/F, " F,) = A" (E/F, + F,) ® AT (F +F,/F, nF,)
ii) Amax(E)zAmax(E/F1)® Amax(E/Fz)

si F, et F,sont supplémentaires.

COROLLAIRE 2 :

ATT(E/F, N F,) = ATT(E/F +F,) © AT (F+F,/F) © ATT(F +F,/F,)

(Vérification aiséec confiéc au lecteur).
Exemple canonique : Si (V,0) est un espacc symplectique de

dimension 2n, alors pour toute base canonique (py,....p, > qq,..-.q,) dc

(V,o) on a:

</\”o-,p1/\.../\pn/\q1/\.../\qn)z(- ) ,

ce qui assure que le multi-vecteur py A .. AP A QA .. A(q, est

indépendant de la basc canonique choisie.
(5.2) Densités)

Etant donné un nombre réel o , par densité d'ordre o sur un

espace vectoriel réel E, de dimension finie, on entend unc application

p: ATE)\ {0} s eRi(=]0,1 0o[)

telle que :
pAv) =1 1% ; rzo,ve ATEN {o}.
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max

A tout élément u € A ""(E) \ {o} on associe une a-densité

* a Py . . . . .
lul™ : Au — JA] °. On définit ainsi une bijection canonique

LI AT(E) \ {0}/ {-1,+41} = Q (B),

(cette derniére notation désignant l'ensemble des o-densités sur E).

~

Il est 2 noter que les 1-densités s'identifient canoniquement aux
mesures de Lebesgue sur E (i./e. mesures invariantes par translations);

la mesure de Lebesgue définie par une 1-densité p confére a un
parrélotope défini par les vecteurs v,,...,v 1a valeur p(v, A .. AV ).

PRODUITS PSEUDO-TENSORIELS :

Il est clair que le groupe multiplicatif cR, op¢re transitivement
et fidelement sur les Q (E), ce qui permet de définir le produit pscudo-

tensoriel

Q,(E) © Qu(F)

de deux telles demi-droites - c'est le quotient du produit cartésien
Q(E) x QD(F) par l'action bilateére de eR

A(u,v) = (uh” 1 AV)

a

On peut retrouver ce produit pseudo-tensoricl a partir de
ATE) @ AT (F), via les isomorphismes canoniques définis par o ct B.

PROPOSITION : Pour tout couple (F,,F,) de sous-espaces vectoriels

d'un espace vectoriel de dimension finie on a un isomorphisme

canonique de

Q, ,,(F+F, /F nF,) ® Q ,(E/F)) ® Q, ,(E/F)) sur Q,(E/F;nF,).
PREUVE : Soit u, ® u, ® uz un ¢lément du double produit tensoriel

AT(E/F,+F,) © ATT(F +F, [F)) @ AT T(F +F, [ F,).

61



Alors u, ® uye A" (E/F)), u, ® uze AT Y(F+F, /F,nF,)et

max

u; ® u; € A (E/Fz) de sorte que, pour

Py © py® p3e Q) (Fi+F,/FinF,y) © Q,(EfF,) @ Q) (E/F)),
on définit une 1-densité sur Amax(E/F1 8 F2) §cf. 4.1. cor. 2) en posant :
(P1 ® p, ® Py )(u1 ®u,® u3) =P1(U2 ® U3)-P2(U3 ® U1)P3(U1 ® Ug)'

COROLLAIRE 1 : Pour tout couple (2 ,,L,)de lagrangiens d'un espace

vectoriel réel symplectique (V,6) on a un isomorphisme canonique

Q,,, (V) © Q (VR ) =Q (VR ALy

PREUVE : On dispose sur l'espace symplectique
e, +0,/2,nk,
d'unc 1-densité canonique Ipy A ... AD AQEA oA AQlS lo"] .

COROLLAIRE 2 :

Q. (V) @ Q5 (V) =@y (VR ) © 0, (8,/ By nEy)

i.e. pour tout e, e AnI?1 et tout ¢, € An92 il existe une unique

8e Q,(8,/8,n2,) telle que :

1/2 1/2

le ® Iczl = Ic2I ® d .

!
PREUVE : 1l suffit de remarquer que :

Q (V2 n2,)=0Q,(V,) ® Q,(,\, nE,).

Notations : Cette densité & est notée abusivement

5=le'? @ le,I"



Les physiciens vont encore plus loin dans l'abus de la notation

si p, (resp. py) est la mesure de Lebesgue définie sur V&, par e

N

(sur V/€, par e,), grice a l'isomorphisme canonique via o
(V) =2
pour tout lagrangien £ de (V,o), on pose :

dy,
du,

EXEMPLES :

1/Si¢ et? , sont transverses alors, pour

— n
e1Ae2—c.A0'
on a:

-1/2 1

§=1lc"""% lel,

dc sorte que, si e, et ¢, constituent une base canonique, & = le,I ; or, on

peut toujours se ramener 3 ce cas en multipliant ces deux multi-vecteurs
par une méme constante positive convenable et la normalisation de
mesures pratiquées par décomposition au paragraphc 3 permct de

s'assurer que, pour le choix de densités

1/2 |-1/2

1/2
6~Ic1l ® Ie2 I

|—1/2

§=lel'? @ le,"?,

les transformées de Fouricr généralisées

5
Fo,0, o2,

sont réciproques l'une de [l'autre

2/ Transformées S’FE a2
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2 est un lagrangien de (V,6) et g € Sp(o) un automorphisme

symplectique. La 1-densité sur £ /2 ~gl qui s'écrit, avec les notations

précédentes

172 -1/2

2
d =lgel " @ lel
g

est indépendante du choix de ¢ dans AT ().

6. COCYCLE METAPLECTIQUE :

(6.1). Rappels sur les représentations projectives

Une  représentation projective unitairc d'un groupe topologique

G consiste en une application R : G — U(H) (H : espace de Hilbert) tclle
que, pour tout couple (g,,g8,) d'¢léments de G il existe une constante

c(g1,g2) telle que :
R(g,.8,) = c(g;.8,) R(gy) .R(g,).
Cctte constante appartient & T et vérific
clec) = 1
c(g-85.83).¢(8,,8,) = c(g,.8,-83)c(g,,83)
i.e. c'est un 2-cocycle de G & valcurs dans T.
De ces égalités on déduit que :
cle,g) =c(ge) =1 ; ge G

ct

c(gg ) =cg L)

Il est aisé de vérifier que, si R est fortement continue, (i.c.

tout h e H, g>R(g)h est continue de G dans H), ¢ est continue.
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Rappelons que la donnée d'un co-cycle continue ¢ : G —» T définit
une extension G_de G par T :on munit G x T de la loi interne :

-1
(81:t1)-(8p:t5) = (81-8p tytp¢” (84.8,)).

Ceci permet de mettre en correspondance biunivoque les

représentations projectives unitaires R de G de cocycle ¢ et les
représentations unitaires normales R _de G, ; au moyen de la formule :

R (g.) = R(g).
EXEMPLES : Soit (V,5) un espace symplectique réel de dimension finic :

1/ Les représentations unitaires normales du groupe de

Heisenberg de o sont en correspondance biunivoque canonique avec lcs

. . . L
représentations unitaires de V de cocycle e

2/ Si £ est un lagrangiecn de (V,o5), pour tout couple (g,,g,) du

groupe symplectique Sp(oj; on pose :
1,(8,.8,) =12 .g,2.,G g, L)

ol 7 est l'indice de Maslov.
De l'invariance symplectique de 7t et de sa propriété de cocycle :
€ 8,0 =1(8, 0,0) +1(0,050) +1(05,€,L)

on déduit aisément que t, est un 2-cocycle de G = Sp(o).

Nous verrons que cxp i 7:1—12 peut s'interpréter comme le cocycle d'unc

représentation projective unitaire R, de G.
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(6.2) Représentation métaplectique définie par un

Lagrangien

Soit N (resp. G) le groupe de Heisenberg (resp. groupe
symplectique d'un espace vectoriel symplectique (V,o0) de dimension
finie. On sait que, pour tout lagrangien £ de (V,o) on dispose d'une
représentation unitaire irréductible U, de N dans un espace de Hilbert

complexe H,. Par ailleurs, G opére sur N canoniquement et ceci permet

de définir, pour tout g € G une nouvelle r.ui. de N :

g
UQ :n— U,(g.n)
de sorte que, en vertu du théoréme de Stonec-Von Necumann, il existc un

g
opérateur d'entrelacement R,(g) entre U, et UE’ i.e. , pour tout

(g.n) € GxN)

(1) Ry(g) - U,m) .Ry(g)” = Uy(gn) .

Cet opératecur est, en vertu du lemme de Schur défini a une constante
multiplicative prés ¢ e T , ce qui assure que g — R ,(g) est une

représentation  projective unitaire de G dans H,.

A cette théorie abstraite de la représentation métaplectique G.

Lion a apporté un modele explicite parmticuli¢rement efficicace. Si 1'on
désigne par A(g) l'action d'un g € G sur les espaces H,, i.c. A(g) est la

bijection linéaire de H, sur ng définie par :

1

(A(g)o)n) = ¢(g .n)

il est aisé de vérifier que, pour tout lagrangien £ de (V,0) et tout couple

(gn)e Gx N:

(2)  A® -Uym . A(®) " = U ,(g.n)

Cette action A est aussi compatible avec la transformation de

Fouricr généralisée en ce sens que :
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) g.8
(3) A(g) . 3‘2 2 = gg ’g.e- . A(g)

(& est définie, conformément a 4.1.2. cor. 2 par l'écriture symbolique
, d
5= d_l»l) ou p (resp. p') est une mesure invariante sur V/2 (resp. V/2').

Ceci se vérifie aisément sur la formule intégrale donnant & .

De (2) on déduit aisément (1), si l'on prend :

(4) Rg(g) = 3‘1‘9‘3 -A(g)

d(g. |
(la mesure & = \/(i_uu) est sous-cntendue du fait qu'elle ne dépend que

de f et g) et de (3) on déduit que, pour tout couple (g,.g,) d'¢I¢ments dec G

i%—:(? .9,£,0,0,.2)

Ry(g)) - Ry(g,) =¢ Ry(g8;)

i.e. R est, pour le choix (4), une représentation projective de cocycle

ey Ty

(6.3) CALCUL EXPLICITE AU MOYEN D'UN LAGRANGIEN
TRANSVERSE

Si ' est un lagrangien transverse a £, un calcul relativement
simple (cf. (I.V), p. 61) assurc que, pour g € G £crit sous forme :

(a, b,c, d,)

a:l -2 ,¢c:2 52, b:0" 52, d:2" 52 ,on a compte-tecnu des

relations évidentes
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g—1.x=£d.x Sex , xe?

g'1.y=tb.y+ta.y ,ye?l ,

a partir de la formule générale :

R&00) = [ ) p g Oexp & yexp &7 0)8(d)
la formule explicite :

t ¢(tay + lcx)eim’g(y”‘) 8(dx)

. t
Ry(®0)y) = cimo@byy. [

avee cg(y,x) = 20(tb.y,lcx) - o(dtcx,x)

ce qui, pour V=R"x R",? = R"x {o}et? ={o}x R"sécrit:

PR
in<a'b.y J ) ¢(Lay + lcx)ein(2<tby;tcx> + <dtcx,x>) 8(dx)

cy> 2/kerc

Pour exploiter une telle formule, il est plus prudent de

commencer a ¢claircir quelques cas particuliers.

*(6.3.1). Si g laisse £ invariant (i.c. ¢ = o), alors l'espace d'intégration

est réduit & un point, i.c. 8 est proportionnelle 3 une mesure de Dirac ;

. . . oo . 1/2
pour avoir une représcntation unitaire il faut prendre Idet al commece

facteur constant d'intégration, i.e.

. t
(Ry(2)0)(y) = Idet al'’? e';‘:a bY s('ay)

*(6.3.2). Si g échange 2 et £' (i.e. a=o=d) alors, du fait quc ‘eh = -1, on

a:
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{ -2in<c'1y v
RO = [, oCcx)e] 8(dx)

cx>

d'ou, aprés un changement de variable évident

(Ry(g)9)(y) = Idet el 172 le ¢(x)e-2in<c'1y,x> dx

pour avoir encore une transformation unitaire qui se trouve étre, dans

ce cas partiiculier, celle de Fourier-Plancherel.

*(6.3.3). De fagon plus générale supposons que g décrit l'ensemble de
transversalité¢ Q) (cf. D), i.c. :

ce Gl (n,R)
g sc décompose alors en g = g,g,85 avec
g, =(1, ac'1, 0, 1) ) g2=(0, —tc'1, c, 0) y 83 = (1, c"d, 0, 1)

Comme g8 =2 ,onacy,g,g,.g3)=1 dou:

Re(g1:8283) =R (8)Ry(22.87)
et de g,85¢ =€ = g,@ , on déduit c,(g,.g,.85) =1

d'ou
R,(g) = Ry(g )R, (8,)R,(g3)

ce qui, compte-tenu, des deux cas particulicrs précédents donnc alors :

Ogyx)

(Ry(2)$)(y) = Idet o 1/? cin<ac'1y,y> J]R o(x) dx

. -1 -1
avec o,(y.x) = erim(2<c” y,x> - <¢” dx,x>)
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7. NORMALISATEURS DU GROUPE DE HEISENBERG :

Comme premiére application de la représentation métaplectique,

nous nous proposons de retrouver sans peine les résultats de Igusa (I1.7).

NOTATION :?¢ étant un lagrangien de (V,o), notons B,le normalisateur
de la représentation de Schrodinger U, dans le groupe unitaire de H,
i.e. l'ensemble des s de ce groupe unitaire tels que, pour tout H, ne N il

existe n e N tel que :
-1
S .Ug(n) .8 = Ug(ns)

Cet ¢lément n  du groupe de Heisenberg N ne dépend que de n ct s et

n - n, est un automorphisme de N qui préscrve chaque élément du

centrc dec N.

Pour x € V, (exp.x), s'¢crit canoniquement
(exp x), = (exp x,) f (x)
ot x,e V etf(x)e T ;onadonc:

(1) s.Uyexp x) .5~ = f,(y)Uylexp x,)

et de la formule de Campbell-Hausdorff, on déduit :

i) P,(s) : x = x apparticnt au groupe symplectique G.
ii) f_est un caractere de V.
Et, comme on a évidemment :
x 082 . o8 = (x84 )5

on voit que P, est un morphisme du groupe B, dans le groupe

G = Sp(o).
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Ce morphisme est surjectif ; plus pécisément :

PROPOSITION 1 : R, prend ses valeurs dans B, et c'est une section

continue de Pg.

-1
PREUVE : De Rz(g).Ul(n).RE (g) = Uy(g.n) on déduit que

NR,(g) =&m Le. Py(R,(g) = g

La continuité de R, est évidente sur la formule explicitée

précédemment sur l'ouvert dense de transversalité Q(2).

PROPOSITION 2 : Le noyau de la surjection P, est l'image de la

représentation de Schriodinger.

PREUVE :

X, = x si, et seulement si :
s « Uyplexp x) s = f,(x)U,(exp x).
Or, f, étant un caractére du groupe additif V, il existe se V tel que
F(x) = 2ina(5,x),
et de la formule de commutation
U ,(exp E)‘Ue(exp X) = fs(x).Ul,(cxp x).U,(exp 5)

on déduit alors que s - U,(exp s) est dans le commutant de U, , c'est donc

un scalaire d'ou s € U,(N) si Pe(s) =id,.

COROLLAIRE : B, s'identifie a l'extension du groupe symplectique G
de (V,o) par le groupe de Heisenberg N de (V,0) qu'on définit au moyen
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du cocycle métaplectique C, : G - T et de la représentation canonique

de Gdans V.

8. SOUS-ESPACES LAGRANGIENS ORIENTES :
(8.1). Espaces vectoriels orientés

Rappelons qu'un espace vectoriel orienté consiste en la donnée
d'un espace vectoriel réel E de dimension finie n > 1 et d'une

composante connexe de A"E \{o} (i.e. d'une orbite de A"E\ {0} pour exp

R).

Il est aisé de s'assurer que, si dans une suite exacte d'espaces

vectoriels  réels

0oF->5E—-G-oo

deux d'entre eux sont orientés, le troisiéme l'est canoniquement e¢n

raison de l'isomorphisme canonique

Amax(E) =Amax(F) ® Amax(G)

Le dual d'un espace vectoricl orienté E est canoniquement oricnté

car la composante connexe dans AT?(EY \ {0} du dual ¢' d'une base ¢ de

AT (E) nc dépend que de la composante connexe de e dans A™X(E) \ {0} .

Ccttec notion d'orientation duale est symétrique.

Etant donnés deux espaces vectoricls orientés E, et E, et une

application linéaire u, bijective de E, sur E,, on définit la signature £(u)

comme étant égale a4 1 si u préserve loricntation ¢t a -1 sinon. On

démontre aisément que
e(‘w) = ew) , () = (DM E; eu)

¢t, pour deux isomorphismes linéaires composablcs

e(v .u) = g(v) . e(u)
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(8.2). Signature d'un couple lagrangien orienté :

Soient £, et £, deux sous-espaces lagrangiens orientés dans un

méme espace vectoriel symplectique (V,0) au-dessus de deux lagrangiens
Liet?,.

Si ¢ et?, _sont transverses, on sail que la restriction de cab , est

une bijection o , del surledual?, def, . La signature
271

e(o )
2 2 2,2,

de cctte bijection est notée e(2 .0 ,).

Si 2, et €, ne sont pas transverses, on peut encore définir la
signature  e(? ,,%,) ; pour cela on utilise l'espace symplectique m’/m

défini par m = 2 , n 2, . On sait, en effet, que £,, et ?,, = sont dcux

lagrangiens transverses de cet espace-quotient et, si l'on oriente ces

deux lagrangiens quotients au moyen d'une orientation  de m, on
constate aisément que £(£ . ~ ,€_. ~ ne dépend pas du choix de cette
que ety 5 8y 5 ) pend P

orientation, ce qui améne A poser

(0, 2 =el /7 £ y/5)

Il est 2 noter que ceci ne concerne pas le cas particulier £, =2, ol

I'on convient de poser

- - -~ - - . . .0p
e, 0)=15si2,=0, et &&,L,)=-1 si?,

H
~o

Il est clair qu'on définit ainsi une fonction €(€ ,,2,) & valeurs

dans {-1,+1}, alternée, invariantc par Ic groupe symplectique ; mais
cette fonction n'est pas antisymétrique car, en raison de la relation

évidente

73



on montre aisément que

e(2, 2,). 6@, 2 ) = (nn-dim@; A 8,)

diml?1 =n=dimJZ2

Pour rétablir l'antisymétrie on utilise un multiplicateur alterné

invariant et l'on pose :
s(é : ;152) = i{n=dim 2, n ;) s(é : ,ézz) .

Cectte fonction s est entierement définie par la valeur qu'clle
prend pour £ (=Rx{o} et 92 = {o}xR , ol on a alors :

s(é1,é2)=i

pour les orientations canoniques ; on montre, en effet, par la mdéthode

axiomatique de (IL,5) que :

PROPOSITION : Si a tout couple (€, ,62) de sous-espaces lagrangiens

orientés de tout espace symplectique (V,e) de dimension finie, on
attribue un nombre s'(€ ([,)e T tel que :

i) s' soit une fonction alternée, ansitymétrique symplectiquement

invariante, décomposable.
i) S@OP.1.0) =5, 2,)

iii) s'(épéz):i si 51 =R x {o} et 52={0}x R alors s' =s.
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(8.3) Lien avec l'indice de Maslov

On reprend les notations de (6.2) et (IL.5).

THEOREME : Pour tout triple (¢ ,,2,,05) les sous-espaces lagrangiens,
orientés d'un méme R -espace vectoriel symplectique de dimension
finie, on a :

T
-~ -~ ~ - - - i_T(P 72 )P )
SQ 2050, 2 )8Q50 )=e2 T2

PREUVE : La fonction définiec par le premier membre ne change pas
lorsqu'on change l'orientation de l'un de ses arguments, on définit ainsi
une fonction de trois arguments qui est alternée, antisymétriquc
symplectiquement invariante, ct vérific l'axiome dc composition. Le fait

Y

que cette fonction soit un 3-cocycle a4 valeurs dans T résulte de la
commutativité de T ct de l'antisymétric de s. Il reste donc a varifier la

formule dans le cas particulier :
E 1 = {(X,O)} r23 = {(va)} 1 22 = {(X,X)}

pour x € R , ce qui résulte trivialement de :
T
i) =¢'2 .
(8.4) Application a la représentation métaplectique

Le 2-cocycle c¢,(g.g,) de la représentation métaplectique R,
définie par un lagrangien £ n'cst pas un cobord sur le groupe

symplectique Sp(c). Nous allons voir que la fonction s précédemment
définie va permettre d'en faire un cobord sur le revétement a dcux

feuillets de Sp(o).

Avec les notations du paragraphe 5, on a :

2 x
Cp (g1vg2) = C-IET(P ’g12 ,g1g2‘3 )s
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et, aprés s'étre assuré que, pour tout lagrangien £ orienté s(® ,g0) ne
change pas lorsqu'on change l'orientation de £ , on a, a partir de (6.3),

en posant
Se(g) = S(P xgg)’
pour tout couple (g,g,) de Sp(c) :

2
cp (81,8 = sg(g1)'1sg(g2)'1sg(g1-.g2)

ct ceci permet de vérifier aisément que :

THEOREME :

Mp(o) = {(g1) ; 1° = se(g)"}

est un sous-groupe fermé de lextension de Sp(c) définie sur Sp(c)x T
par c,.

COROLLAIRE : La représentation métaplectique R,de Sp(c) se reléve

suivant une vraie représentation de Mp(o).
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