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INTRODUCTION 

Sous sa forme inf ini tésimale, la représentat ion métaplec t ique est 
l 'extension naturel le de la représentation de Heisenberg aux hami l ton iens 
quadratiques ; c'est dire qu'on aurait pu y penser plus tôt. Mais à l'instar du 
soldat dont l 'existence importe moins que la servitude, cette représentation a 
dû s'avérer utile pour bénéficier de la considérat ion, quelquefois exagérée, 
dont elle jouit aujourd'hui. 

Cette introduction à l 'étude de la représentation métaplect ique et 
de ses applications est la première partie d'un cours de D.E.A. consacré aux 
fonctions thêta en 1985-1986. Ce cours , bien qu ' inspi ré fortement par 
l 'ouvrage de Lion-Vergne [3], essaie de s'en dégager un peu. C'est ainsi qu'au 
p r e m i e r chap i t r e on t rouvera une é tude plus dé ta i l l ée du g r o u p e 
symplectique et de l 'espace de Siegel. Le chapitre II propose une définition 
originale de l ' indice de Maslov; cet te déf ini t ion, purement ax iomat ique , 
permet d 'al léger certaines démonstrat ions de [3] sur la t ransformation de 
Four i e r g é o m é t r i q u e . Le chap i t re III est une é tude dé ta i l l ée de la 
représentation métaplectique ; on y trouvera en plus de l'influence de [ 3 ] , 
celle d'Igusa ([2], ch. I), le seul souci de l'auteur de ce modeste cours ayant été 
de reprendre sous une forme un peu plus moderne (par l ' intermédiaire des 
t echn iques lagrangiennes) l ' in t roduct ion aux fonctions thêta donnée dans 
[2]. 

Sans la paresse de l'auteur ce cours aurait pu paraître plus tôt, 
grâce à l'aide efficace de Madame Boucher qui a frappé le texte sur Macintosh 
et, auparavant, grâce à la bienveillance de Madame Jouffre-Erte l , secré ta i re 
du Département de Mathématiques de l 'Université de Saint -Et ienne, qui a 
réussi à transformer un manuscrit , à peine déchiffrable parfois, en un texte 
dactylographié d'une belle lecture. 





I. LE GROUPE SYMPLECTIQUE 

1. - ESPACES S Y M P L E C T I Q U E S . BASES CANONIQUES. 

K désigne un corps commutatif. 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie : on l'identifie 

canoniquement à son bidual E**. La donnée d'une forme bilinéaire 

a : E x E est équivalente à celle d'une application linéaire a : E -> E* de 

par la formule : 

a(x,y) = <a (x),y > ; (x,y) e E x E 

G est non dégénérée si,n et seulement si ,a est injective et par 

conséquen t b i j ec t ive du fait que E est de dimension finie a e s t 

antisymétrique si, et seulement si, 1<T = - a . 

D E F I N I T I O N : Un K-espace symplectique consiste en la donnée d'un K-

espace vectoriel E et d'une forme bilinéaire a : E x E - > K alternée t non 

dégénérée. 

N O T A T I O N : Pour tout sous-espace F d'un espace symplectique (E,a) , on 

notera F a l'orthogonal de F suivant a suivant a , i.e. 

F* = { x e E ; V y e F ; a(x,y) = o } . 

Il est à noter que F Œ est l'image réciproque par a de l'orthogonal F de 

F dans le dual E*. 

Pour tout sous-espace vectoriel F de-E, on a : 

(1) F c F™ 

1 



et pour tout couple (F 1 , F 2 ) de sous-espaces de E : 

(2) ( F t + F2f =F T > 1 n F° '2 

Si E est de dimension finie n, on a : 

dim F + dim F* = n 

ce qui fait de (1) une égalité ; de plus (2),donne alors : 

(2') (F 1 PI F 2 ) < r = F ^ . 1 +F<*>2 

D E F I N I T I O N 2 : £/« sous-espace F d'w/t espace symplectique (E,a) 

d/r (totalement) isotrope si F c F* . Les sous-espaces isotropes maximaux 

de ( E , a ) appelés les sous-espaces lagrangiens de ( E , a ) ; ce so/ir les 

sous-espaces F de E identiques à leur orthogonal symplectique ¥q.Dans 

le cas d'un espace symplectique E de dimension finie n, l'existence 

(évidente !) de sous-espaces lagrangiens assure que n est pair ; les sous-

espaces lagrangiens de ( E , a ) sont alors les sous-espaces isotropes de 

( E , a ) de dimension y . 

Voici une importante propriété des sous-espaces lagrangiens. 

P R O P O S I T I O N : (E : espace symplectique de dimension finie 2-8) . 

Pour tout sous-espace lagrangien L 1 de E et tout sous-espace isotrope 

M 2 transverse à L 1 (i.e. M 2 fl L 1 = { o }) // existe un sous-espace 

lagrangien L 1 de E contenant M 2 transverse à L 1 . 

P R E U V E :I1 suffit de montrer que tout élément maximal N de la famille 

des sous-espaces isotropes de E transverses à L 1 est lagrangien. 

Remarquons tout d'abord que la transversalité de L et N assure 

q u e 

(1) L 1 + N f f = L ° . 1 + N f f = ( L l n N ) f f = E. 

Par ailleurs, il est clair que, pour tout x £ L 1 + N, N+Kx est encore 

transverse à L] ; la maximalité de N assure alors que x $ № '. Ainsi : 
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N a c L 1 + N 

De sorte que, grâce à (1) : 

E = L 1 © N 

d'où dim N = 2 t - Z = Z . 

C O R O L L A I R E : Toute famille linéairement libre p]t...yps> de E telle 

que : 

a ( p i , p j ) = o , l < i < j < £ 

peut être complétée en une base (p 1 ,...,p£ ,q 1 ,...,q£ ) de E telle que 

^(q^qj) = o , a(Pj,qj) = 8y . 

P R E U V E : L 'hypothèse faite sur les p { signifie que le sous-espace 

vectoriel L engendré par cette famille est lagrangien. La proposi t ion 
précédente assure l 'existence d'un lagrangien L 2 transverse à L 1 d ' o ù 

une décomposition directe (dite de Witt) E = L 1 © L 2 . 

Il est aisé de s'assurer que a met L 1 et L 2 en dualité ; de façon précise, si 

on désigne par i 1 et i 2 les injections canoniques de L 1 et L 2 dans E, 

l ' a p p l i c a t i o n 

i 1 . a . i 2 : L 2 -> L »1 

est bijective. 

Il suffit alors de transporter par cet isomorphisme linéaire la 

base duale de ( p ^ . . . ^ ). 

DEFINITION 3 : Une telle base de (E,a) est dite canonique. 

Nota Bene : Réc ip roquement , si E est un K-espace vector ie l de 

dimension paire 22 , toute base de E : 
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( p 1 ,...,p£ , q 1 ,...,q£ ) 

peut être c o n s i d é r é e c o m m e b a s e c a n o n i q u e d ' u n e f o r m e 

s y m p l e c t i q u e u n i q u e . On constate donc ainsi que le c o r o l l a i r e 

précédent assure que : 

T H E O R E M E : Tous les K-espaces symplectiques de dimension 2£ sont 

isomorphes. 

E X E M P L E S : 

1/ Si V est un K-espace vectoriel de dimension J?, il existe sur V x 

V* une seule forme symplectique a admettant pour base canonique la 

base de V x V* constituée par une base de V et la base duale ; cette forme 

a pour expression explicite : 

a (**) . (y*) = < x , y * > - < x * , y > 

2/ Si V est un espace vectoriel réel de dimension finie , les 

dé r ivées p remiè res D y et leurs transmuées • D u • SF" par la 

t r ans format ion de Four ie r engendran t dans E n d ( S ( V ) ) , un espace 

vectoriel qui, par le crochet des opérateurs devient s y m p l e c t i q u e , avec 

une décomposit ion lagrangienne évidente. Pour V = 1R n , on a de la sorte 

une base canonique : 

a a  
( a X l ax ; X l ,— x }* 

2. - F O R M E S SYMPLECTIQUES SUR UN ESPACE C O M P L E X E . 

Rappelons qu'un espace vectoriel réel V de dimension finie n est 

le complexifié d'un espace vectoriel réel W si et seulement si , n est pair. 

De façon précise, si on considère sur K 2 n = K n x K n l'opérateur : 
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où I n est l'unité de M(n,K), on définit une structure complexe en posant 

iu = J n u , u e E n x E n . 

D E F I N I T I O N : Une forme bilinéaire réelle p : V x V -> E sur un espace 

vectoriel complexe V est dite compatible avec la structure complexe de 

V si : 

P(i.x,i.y) = P(x,y) ; (x,y) E V x 

C O N V E N T I O N : Par forme hermit ienne sur un espace vector ie l 

complexe V nous entendrons une forme E - b i l i n é a i r e 

h : V x V - > Œ 

telle que pour tout couple (x,y) d'éléments de V : 

i) h(y,x) = h(x,y) 

ii) h(x;iy) = ih(x,y). 

P R O P O S I T I O N : Sur un espace vectoriel complexe V, les données 

suivantes sont équivalentes : 

i) celle d'une forme hermitienne h : V x V -> CE 

ii) celle d'une forme bilinéaire réelle, symétrique 

g : V x V - > E 

compatible avec la structure complexe de V. 

iii) celle d'une forme bilinéaire réelle, antisymétrique : 

o : V x V - > E 
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compatible avec la structure complexe de V. 

Cette équivalence de données s'établit par les formules : 

h(x,y) = g(x,y) + i a (x ,y ) 

<*(x,y) = g(ix,y). 

De plust a (resp. g) est dégénérée si, et seulement si h l'est. 

(Preuve aisée confiée au lecteur). 

E X E M P L E : C'est ainsi que sur R n x E n = R n + i E n la forme symétrique 

c a n o n i q u e (d 'Euc l ide ) et la forme an t i symét r ique c a n o n i q u e (de 

Lagrange) s 'associent pour fournir la structure hermit ienne canonique 

(x,y) -> l x . y 

D E F I N I T I O N 2 : Etant donné un espace vectoriel symplectique (E , a ) , 

on dit qu'un endomorphisme linéaire u e L(E) laisse a invariante (ou 

encore qu'il est compatible avec a ) si, pour tout couple (x,y) 

d'éléments de E : 

a(u.x,u.y) = a (x ,y ) 

Le lecteur s 'assurera aisément que,n si l'on se rapporte à une base 

canonique, ceci signifie que u est représenté par une matrice carré U 

telle que 
l U . J n U = J 

ce qui en t ra ine en pa r t i cu l i e r qu 'un tel e n d o m o r p h i s m e u est 

i n v e r s i b l e . 

D E F I N I T I O N 3 : L'ensemble de ces automorphismes linéaires de E 
(qui est évidemment un groupe) s'appelle le groupe symplectique de a ; 

on le note Sp(a ) . 

N O T A T I O N : Le groupe symplectique de E x E* muni de la 2-forme canonique 
antisymétrique est noté Sp(E). Pour E = K n , on le note Sp(n,K). 
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R E M A R Q U E S : 

i) J n € Sp(n,K) 

ii) U e Sp(n,K) => l U e Sp(n,K). 

En effet : de l U . J n . U = J n on déduit J n .
l U . J . U = J 2 ' n = - L 

n n n n 2 n 
d'où : J n .U . J n .

l U = J 2 ' n puis U.J n .
l U = J 

n n r n n 

iii) Si on écrit en blocs n x n : 

a B 
u = ( T) 

La transposée symplectique = J~l> n . l U . J n = - J n .
l . U . J n s'écrit : 

° u = ( 1 t ) 
- y a 

et U G Sp(n,K), qui signifie ^U.U = I 2 , s'exprime alors par : 

l S.a - lp.y = I n , l6.p = l p ly.a = la.y 

iv) Si on identifie R 2 n à l'espace complexe : Œ n = R n + i I R n , l e groupe 
S p ( n , E ) n Gl(n,(E) devient égal à 0 ( 2 n , E ) n Gl(n,Œ) ; c'est l'ensemble des matrices 

(p ; l a . a + l p.p = I n , l a . p = l p . a 

i.e. si on écrit cette matrice sous la forme complexe a + ip , on se rend compte 
que : 

S P ( n f R ) n GL(n,Œ) = U(n,Œ). 

3. - G R A S S M A N I E N N E L A G R A N G I E N N E . 

On désigne ainsi l 'ensemble L ( a ) des sous-espaces lagrangiens d'un K-

espace symplectique (V,a ) . Le groupe symplectique Sp(a) opère évidemment sur 
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cet ensemble ; nous allons voir que cette action est transitive. Pour ce faire, 
nous aurons besoin de quelques lemmes. 

L E M M E ( T r a n s v e r s a l î t é l a g r a n g i e n n e ) : Pour tout couple ( L 1 , L 2 ) de sous-

espaces lagrangiens d'un espace symplectique (V,a) de dimension finie 2n, il 

existe un sous-espace lagrangien de (N,a) transverse à L 1 et L 2 . 

P R E U V E : On procède par récurrence sur la dimension p de L 1 n L 2 . Si p = o i.e. 

ces deux sous-espaces sont transverses, a les met en dualité ; soient ( P p . . . , p n ) 

(resp. q ^ . . . ^ ) ) une base de L 1 (resp. L 2 ) dans cette dualité ; il est alors aisé de se 

rendre compte que p 1 + q 1 , . . . , p n + q n engendre un sous-espace lagrangien 

transverse à L 1 et L 2 . 

Supposons maintenant p > 1 et le lemme démontré pour dim L] n L 2 < p - l . 

Soit x G L 1 n L 2 et x * o ; alors, l'orthogonal symplectique (Kx) a contient L 1 et 

L 2 et par passage au quotient par Kx , on obtient un espace symplectique 

w = ( K x ) " / K x de dimension 2(n- l ) admettant L 1 / K x et L 2 / K x pour sous-espaces 

l ag rang iens . Comme L 1 / K x n L 2 / K = L 1 n L 2 / K x est de dimension p - 1 , 

l 'hypothèse de récurrence assure l 'existence d'un lagrangien M transverse à 
L 1 / K et L 2 / K x d'où par relèvement, l'existence d'un sous-espace lagrangien M 

de V tel que M n L 2 . Si l'on prolonge x suivant une base x 1 = x, x 2 , . . . , x n de M, et 

cette base en une base symplectique x 1 , . . . , x n , y ^ . . . ^ , il est alors aisé de se rendre 

compte que y 1 , x 2 , . . . , x n constituent une base d'un espace isotrope transverse à L 1 

et L 2 . 

L E M M E ( P r o j e c t e u r s l a g r a n g i e n s ) : 

Les projecteurs p d'un espace symplectique (V,a) vérifiant l'identité : 

( 1 ) a(p.x,y) + a(x,p.y) = a (x ,y ) 

sont en correspondance biunivoque avec les décompositions lagrangiennes 
(LvL2)de (V,a) . Cette correspondance est définie par formules : 

Ker p = L 1 , Im = L 2 

P R E U V E : On commence par remarquer que, si p vérifie (1), id E - p la vérifie 

aussi. D'autre part pour tout couple (x.y) d'éléments de Ker p, p vérifiant (1), on 
a a(x,y) = o , ce qui assure que la condition (1) entraine que E = Ker p © Imp est 
une décomposition lagrangienne de ( E , a ) . 

Réciproquement, si E = L 1 © L 2 est une décomposition lagrangienne de 

( E , a ) et si on désigne par p la projection de E sur L 2 dans la direction L 1 , on 

s'assure aisément que p vérifie (1) dans chacun des trois cas : 

(x,y) G L 1 x L 1 (x,y) G L 2 x L 2 , (x,y) G L 1 x L 2 
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La bi l inéari té ant isymétr ique de a permet alors de s'assurer que (1) est une 
identité dans E. 

P R O P O S I T I O N 1 : Sp (a ) opère transitivement sur L (a ) . De façon plus 

précise, étant donnés deux sous-espaces lagrangiens L 1 et L 2 de (V,a) et un 

sous-espace lagrangien transverse à chacun d'eux, il existe un élément <ï> de 

Sp(a) tel que ^ ( L ^ = L 2 et O(x) = x pour tout x G L. 

P R E U V E : Le lemme précédent assure que l 'opérateur linéaire O qui coïncide 
avec l'identité sur L et qui projette L 1 sur L 2 dans la direction L répond à la 

q u e s t i o n . 

C O R O L L A I R E : Les stabilisateurs des sous-espaces lagrangiens de (V,or) sont 

des sous-groupes de Sp(a) isomorphes au groupe matriciel : 

a p t t 

( T . Ï ) ; a. p = p. a 
o a 

P R E U V E : La transitivité de l'action de Sp(a) sur L(a ) assure que tous ces sous-
groupes sont intérieurement isomorphes. En prenant pour modèle : 

V = K n x K n , L = K n x {o} 

on trouve que St(L) est le sous-groupe de 

a p 

E S p ( n , K ) 

défini par y = o , ce qui assure que l a , 8 = I n . 

P R O P O S I T I O N 2 : Le sous-groupe St(L) de Sp(ar) qui stabilise un sous-espace 

lagrangien L de (E,a) est produit semi-direct du sous-groupe St, (L) qui 
fixe chaque point de L et du sous-groupe de St(L) constitué par les opérateurs 
qui stabilise un certain sous-espace lagrangien transverse à L. 

P R E U V E : Il suffit de se placer dans le Modèle K n x K n , où St 1 (L) est constitué 

par les matrices : 

<oi> P = 
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de s'assurer de la décomposition canonique : 

[ „ V ' J = l o V ' J [ . i j - " " " P 

et du fait que S t ^ L ) est distingué dans St(L). 

C O R O L L A I R E : L'ensemble des sous-espaces lagrangiens de (V,a) transverses à 
un sous-espace lagrangien donné L est un espace affine de groupe structural 
StjflL). 

R E M A R Q U E : Si on se fixe un sous-espace lagrangien L 1 transverse à L, la 

matrice symétr ique P qui représente l'élément de St 1 (L) faisant passer de L 1 à 

un autre sous-espace lagrangien L 2 t ransverse à L, dans la décomposi t ion 

lagrangienne V = L © L 1 est celle de la forme bilinéaire symétrique sur L 1 : 

(x,y) -> a (p .x ,y ) , 

p désignant la projection de L 1 sur L 2 dans la direction L. 

CAS R E E L : 

Nous allons voir que la grassmannienne lagrangienne Z (a) d'un espace 
symplect ique réel ( V , a ) de dimension finie 2n est une v a r i é t é c o m p a c t e . Pour 

cela, revenons au modèle symplectique constitué par Œ n = R n + i I R n e t : 

(z,z') -> Im l z,z ' . 

Soit £ (n) l 'ensemble des sous-espaces lagrangiens réels de Œ n . Il est clair 
que, pour tout L G 2 (n), L est un élément de Z (n) transverse à L et que, si 
( p 1 , . . . , p n ) est une base orthonormale de L, ( P j . . . . ^ , ip 1 , . . . , i p n ) est une base 
symplectique de (E n , ce qui permet d'affirmer que : 

P R O P O S I T I O N 3 : U(n) opère transitivement sur £ (n) et le stabilisateur du 

sous-espace lagrangien E n de Œ n est O(n), i.e. : 

B ( n ) = U ( n ) / 0 ( n ) 

(La compacité de Z (n) est alors évidente). 
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Ainsi tout sous-espace lagrangien de Œ n e s t de la forme A E n , A G U(n). De 
façon plus précise , ceci signifie qu'un tel sous-espace est défini par une 
équation en z : 

A " 1 .z = A" 1 .z , A G U(n) 

ou encore : 

z = A^A.z 

Après avoir r emarqué que A . l A est alors une matrice u n i t a i r e et 
s y m é t r i q u e on est amené à s'interroger sur les sous-espaces vectoriels réels de 

Œ définis par une équation vectorielle, z = Bz, où B est une matrice inversible 

telle que : 

( 1 ) B = l B , B ~ 1 = B . 

L E M M E : Pour tout B G GL(n,(E) vérifiant (1) , il existe une matrice Te O ( n ) 

telle que B' = TBT" 1 soit diagonale de valeurs propres 

e e 

P R E U V E : Une matrice B = a + ip ( a et p dans M(n ,E )) vérifie (1) si, et 
i t 2 2 

seulement si a = a , p = P , ap = Pa et a + P = I , de sorte qu'il existe alors dans 
E n une base orthogonale constituée de vecteurs propres de a et P , i.e. une 
matrice orthogonale T telle que : 

T a T " 1 = diag (cos t ^ . ^ c o s t n ) ; TpT""1 = diag(sin t^ . - . cos t n ) 

P R O P O S I T I O N 4 : Si B G U s ( n ) , i.e. B est unitaire et symétrique, alors le 

sous-espace vectoriel réel de Œ n d'équation : 

z = Bz 

est lagrangien. 

P R E U V E : Du lemme précédent il résulte que, moyennant une conjugaison par 
une matrice orthogonale, cette équation se sépare en n équations scalaires 

K - . , z k = e n z k , i<k<n. 
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Or, en revenant aux variables réelles (x, ,y 1 , . . . , x n , y ) par z k = x k + iy k , on s'assure 

aisément que ces équations se réduisent à n équations réelles : 

Reste à prouver que le sous-espace vectoriel réel z = Bz de CC n est isotrope. 

Or pour tout couple (z,z') de points de ce sous-espace, on a : 

Im( l z.z ') = Im( lz.B"" 1.z') = Im^z.z') = Im l z.z ' , 

de sorte que cette quantité est nulle. 

C O R O L L A I R E : L(n) s'identifie canoniquement à l'ensemble U (n) des matrices 

unitaires symétriques d'ordre n. 

4. - ENSEMBLES DE TRANS VERS ALITE : 

(4.1). Pour tout sous-espace lagrangien L d'un espace vectoriel symplectique 
( V , a ) , on désignera par Q (L) l'ensemble des éléments de Sp(a) qui transforment 
L en un sous-espace u(L) transverse à L. Il est clair que le stabilisateur St(L) 
opère à gauche et à droite sur Q (L). Nous verrons que cette double action est 
t r a n s i t i v e . 

E X E M P L E : Pour V = K n x K n et L = K n x { o } , Q(L) est constitué par les matrices : 

A = ( ^ 5

P ) G S p ( n , K ) , y G GL(n,K) . 

La projection A -» y assure alors que Q.(h) est un ensemble ouvert du 
groupe algébrique Sp(n,K) c G L ( 2 n , K ) . 

Le cas particulier Y = I n est à noter : il est constitué par l 'ensemble des 

m a t r i c e s 

( « P ï l t j g ; a = a , 8 = 8 , p = o t 8 - I n . 
V n ) 

Toute matrice de la sorte se décompose canoniquement en : 
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a p I n a o - I n 1 5 

\ * > - ( o " , n ) < . „ » > • < : , „ » 

et, comme pour y inversible on a : 

, a B Ay" 1

 0 \ ( V a V p ' 
" U y)' I n , Y - 1 6 

on est assuré que tout élément de Q.ÇL) se décompose en un produit P J n T avec 

P G St(L) et T G S t ^ L ) . 

De façon générale on a, par transport de structure, le : 

T H E O R E M E 1 : St(L) x S t ^ L ) opère transitivement et librement par double 

classes sur Q ( L ) . 

C O R O L L A I R E : Sp(n,K) est un groupe algébrique de dimension n (2n+l) . 

2 

P R E U V E : n est la dimension de l'espace des : 

a o 
( t _ 0 , a e GL(n,k) 
o a 

et ^ c e H e de l'espace des : 

<„,„> • 

(4.2) . E N S E M B L E 0 - (Cas réel) 

Il est constitué par les u G S p ( a ) de carré - i d v et tels que la forme 

quadrat ique : 

g : x -> a(x,u.x) 

(qui est non dégénérée) soit p o s i t i v e . 

E X E M P L E : Pour le modèle canonique V = R n x R n , 
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0 -I 
J n = ( l n o > e 0 • 

En effet, J n est symplectique de carré - I 2 n et : 

a (x , J n x) = l ( J n x) . J n x = l x ( - J n ) J n . x = l x .x . 

P R O P O S I T I O N : 

i) Pour tout sous-espace lagrangien L de (V,), on a 6 c Q ( L ) 

ii) 6 est une classe de transitivité pour l'action intérieure de Sp(a) 
(i.e. c'est une classe de conjugaison de ce groupe). 

P R E U V E : 

i) Il suffit de remarquer que, pour tout u G 0 , u(L) est orthogonal à L pour 
la forme quadratique g, i.e. pour la forme bilinéaire symétrique (x,y) -> a ( x , u . y ) . 

ii) Grâce à i) on a une décomposition lagrangienne : 

V = L ® u(L), 

ce qui permet d'exprimer u sous la forme : 

d'où p = l p et Y = -p" 1 

La forme quadratique g vaut alors : 

l(Jx).ux = l x . ( ° ï ) (̂ VJ . X 

i , - P " 1 0, 
= X ( o V - X 

de sorte que la condition de positivité sur g se traduit par le fait que p e s t 

dé f in ie n é g a t i v e et, par conséquent, il existe b e G L ( n , E ) telle que -P = l b . b 
d'où : 
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0V0 - I . f b o \ i o p 

T H E O R E M E : Pour tout sous-espace lagrangien L de (V,a) on a : 

Sp(a) = 0.Q(L) 

P R E U V E : Soit u G S p ( a ) . Le lemme de transversalité lagrangienne permet de 
disposer d'un sous-espace lagrangien L* de (V ,a ) transverse à L et u(L). Dans la 
décomposition lagrangienne V = L © L', u s'écrit alors sous la forme : 

( a P ) 

avec a G G L ( n , E ) . En effet, les éléments de L s'écrivent (x,o,) et ceux de u(L) 
a . x 

sont les ( y X ) ; la transversalité de u(L) et L' assure que : 

ax = o => y.x = o 

d'où x = o, compte tenu de l 8 .a - l p . a = I . 

Mais alors : 

C O R O L L A I R E : Sp(n,E) est engendré par J n = j 0 . les matrices 
V n ) 

a" 1 o ^ n P A 
( t ) , a G GL(n,IR), et les matrices ^ où P est symétrique. 

o a V n y 

5. - ESPACE DE SIEGEL : 

(5 .1 ) . C o m p l e x i fie d ' u n e s p a c e s y m p l e c t i q u e r é e l . 

Soit le complexifié d'un espace vectoriel réel. Pour qu'un sous-espacc 

W de V Œ soit le complexifié d'un sous-espace réel W° de V il faut et il suffit que 

W = W et alors W ° = {x G W, X = X} ; c'est ce qu'on appelle la forme réelle de W. 
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Toute structure symplectique réelle ( V , a ) se prolonge canoniquement en 

une structure symplect ique complexe ( V ^ , a ^ ) . Les sous-espace lagrangiens à 

forme réelle de (VŒ,a^ ) sont les sous-espaces L ^ , L e Z ( a ) . 

A toute structure symplectique réelle (V ,a ) on associe canoniquement une 

forme quadratique sur : 

x -> i a^ (x ,x ) . 

Cette forme quadratique est r é e l l e car : 

<jG(x,x) = <jG(x,x) = - a G(x,x). 

La "forme polaire" de cette forme quadratique est : 

(x,y) -> i(a(x,y) + a(y,x)) . 

D E F I N I T I O N : L'ensemble des sous-espaces lagrangiens de ( V ^ , a ^ ) sur lesquels 

la restriction de la forme quadratique canonique de est définie positive est 

appelé Vespace de Siegel de ( V , a ) ; on le note TU ( a ) ou encore plus 

simplement 7H g si V = R g x E 9 . 

Il est clair que le groupe symplectique Sp(a) opère à gauche sur 7ÏÏ. ( a ) ; 
nous allons voir que cette action est t r a n s i t i v e . Auparavan t , nous al lons 
donner une inteprétation matricielle à l'espace de Siegel. 

(5 .2) . M a t r i c e s de Siegel : 

L E M M E 1 : Tout lagrangien de Siegel Z de (V^ , a ^ ) est transverse à tout 

lagrangien à forme réelle . 

PREUVE : x G Z c La a(x,x) = o => ia(x,x) = o => x = o. 

L E M M E 2 : Soit V = L + L' une décomposition directe lagrangienne d'un espace 
symplectique quelconque de dimension finie. Alors, il existe une 
correspondance biunivoque canonique entre les lagrangiens L" de V 
transverses à L' et les applications linéaires symétriques Z de L dans L' (L" 
est le graphe de Z). 

P R E U V E : Soit Z : L -> L' une application symétrique (L' a > - L*) i.e. : pour tout 
couple (x,y) d'éléments de L : 

a(Z.x,y) + a(x,Z.y) = o 
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on a alors, en prenant le graphe de L : 

L" = {x+Zx ; x G L} , 

un sous-espace de V = L x L' de même dimension que L, évidemment transverse à 
L' et 

a(x + Zx, y + Z.y) = a(x,Z.y) = o . 

Réciproquement, si L" est un lagrangien de V transverse à Z ', on définit 
une application linéaire de L dans L' en relevant dans L" tout élément de L 
parallèlement à L puis en projetant ce relevé sur L' dans la direction L et il est 
clair que L" est le graphe de cette application linéaire. Cette application est a -
symétrique du fait que L" est a - i s o t r o p e . 

T H E O R E M E : Soient (V,a) un espace symplectique réel de dimension finie et L 
un sous-espace lagrangien de V ( a ) . / / existe alors une correspondance 
biunivoque canonique entre les sous-espaces lagrangiens de Siegel de 
( C ^ , a ^ ) et les formes quadratiques complexes sur à partie 
imaginaire définie positive. 

P R E U V E : Utilisons un lagrangien L' transverse à L et une base symplectique 
adaptée à la décomposition lagrangienne V = L+L'. Une application Œ - l i n é a i r e 
quelconque de dans s'écrit alors sous la forme matricielle 

o o 

{Z o J 

et, pour tout couple (x,y) d'éléments de L, on a : 

a^(x,Z.y) = l x.Zy 

d'où : 
aŒ(Zx,y) = - W y . 

de sorte que la condition de a-symétrie de Z se traduit par : 

Z = lZ. 

On a alors, pour tout élément y x + Zx du graphe Z : 
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i a Œ ( y , y ) = i a Œ ( x + Zx, x+Z x) 

= i(- l(Zx)x + ^ . Z . x ) 

= 2( l x.ImZ.x) 

et les deux lemmes précédents permettent de conclure. 

(5 .3) . R e t o u r au modè le c a n o n i q u e : 

Le théorème précédent va permettre de transporter l'action de Sp(a ) des 

lagrangiens complexes Z définis positifs aux matrices symétriques de Siegel Z. 

Pour cela, il suffit de revenir au modèle standard Œ ^ x Œ ^ muni du lagrangien 

réel {o} x CE ^ = L Œ . 

Pour tout automorphisme symplectique réel : 

g = ( c o ) G S P ( * > R ) 

et tout lagrangien de Siegel : 

Z = {x+Zx; x G L Œ } , 

le transformé de Z par g est donné par : 

gZ = { (AZ+B)x + (CZ+D)x ; x G L Œ } . 

La matrice CZ+D est i n v e r s i b l e ; en effet, la transversalité de Z et Lq s e 
traduit par : 

(CZ+D)x = o => (AZ-fB)x = o 

d'où g.(x=Zx) = o et, par conséquent x+Zx = o d'où x = o. 

Il résulte de ceci que la matrice de Siegel associée à gZ est : 

gZ = (AZ+B)(CZ+D)~ 1. 

T H E O R E M E :Lfaction de Sp( 2 ) sur %ç est transitive et les stabilisateurs de 

points sont isomorphes à U( £ ). 
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P R E U V E : Nous allons montrer que le sous-groupe de Sp( 2 ) laissant stable 

Œ ^ x {o} i.e. le groupe : 

A B t t 

( t 0 . B A = A B 
o A 

opère déjà transitivement sur l'espace de Siegel. 

En effet, toute matrice de Siegel est de la forme 

S = U + iA lA , U = l U 

d'où : 

s = ( t « ) lie 
o A 

Le stabilisateur de il{ est le sous-groupe 

( AB A ) 

de Sp( Z ). 
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IL INDICE DE MASLOV 

1. Q U E L Q U E S P R O P R I E T E S DES T R I P L E S DE SOUS-ESPACES. 

Pour tout triple ( L 1 , L 2 , L 3 ) de sous-espaces vectoriels d'un même 

espace vectoriel V nous poserons : 

S. = L. n ( L j + L k ) , 

pour tout triple (i,j,k) d'indices distincts (i.e. de nombres entiers de 1 à 3), 

puis : 

L.. = L.nL} L ( i ) = L i j + L i k 

et : 

L = L | n L2 n L-j 

S = L 1 + L 2 + L 3 

Il est aisé de s'assurer que S } n Sj = L.j et que : 

1°) Si M. est un supplémentaikre de L ( l ) dans S j , on a M.n Lj = {0} pour tout 

couple ( i j ) d'indices distincts. 

2°) Si L = {0} , alors : 

a) L 1 2 , L 2 3 et L 3 1 sont en somme directe. 

b) Si pour chaque indice i de 1 à 3 on choisit un syupplémenta i re 

Mj de L ( l ) dans S { et un supplémentaire N. de S. dans L { on a alors, pour 

tout triple (i,j,k) d'indices distincts : 

e t 

2 0 



L E M M E 1 : 

s = L 1 2 œ L 2 3 © L 3 1 © M. © Mj© N, © N 2 © N 3 

P R E U V E : Du fait que 

Nj n (L.+Sj) c Lj n (LI+SJ) = L ; j + Sj = Sj 

implique : 

^ n (L.+Sp = Nj n Sj n ( L ^ ) = {0} 

on déduit de : 

S = (Lj+Lj) © N k = (L. + (Sj © Nj)) © N k 

que : 

S = (L.+Sj) © N. © N, 

O r : Sj + L i = S j + ( S i © N.) 

= (Sj+S.) © Nj 

du fait que : 

N . n ( S . + S j ) c L , n ( S i + S j ) = S. 

Mais, comme a) et b) donnent : 

S i + S j = L i j © L i k © M i © L j k © M j , 

c'est te rminé. 

P R O P O S I T I O N : Les espaces quotients S | / L ^ sont tous isomorphes. 

P R E U V E : Sous réserve de passer au quotient par L, on peut supposer 

L = {0} , grâce au, théorème de NOETHER : 

L c N c M => M/N - M/L / N/L 

Soit M 1 un supplémentaire de L ( 1 ) dans S 1 . En associant à tout 

m 1 G M 1 la classe (m 1 + L 3 ) n L 2 modulo L 3 n L 2 on définit une 

application linéaire surjective de M 1 sur ( M 1 + L 3 ) n L 2 / L 3 n L 2 . Cette 
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application linéaire est injective du fait que M 1 n L 3 = o (Remarque 1) de 

sorte qu'il suffit de montrer que 

( 1 ) S 2 = L 1 n L 2 ® ( M 1 + L 3 ) n L 2 

(2) 

pour conclure que M 1 ^ S 2 / L . Or, si x G L 2 n ( L 1 + L 3 ) on a : 

x = x 3 + x 1 x 3 G L 3 et X | E S | 

d'où une décomposition : 

x = x 3 + m 1 + x 1 2 + x 1 3 , x 1 2 G L 1 2 et x 1 3 e L 1 3 

et m 1 G M 1 ; mais alors : 

m 1 + x 3 + x 1 3 G ( M ^ L ^ ) n L 2 

C O R O L L A I R E : Si L 3 est de dimension finie et si l'on choisit un 

supplémentaire M 1 (resp. M 2 ) de L* 1 ' dans S 1 (resp. de dans S 2 ) , 

alors la trace de M 1 © M 2 dans L 2 est un supplémentaire M 3 de L * 3 ) 

dans S 3 . 

P R E U V E : Il est clair que (M]+M2 n L 3 c S 3 comme M 2 n L 3 = {o}, cet 

ensemble M 3 est la projection de M 1 sur L 3 parallèlement à M 2 et comme 

M 1 n M 2 = {o} , i l s'ensuit que M 3 est isomorphe à M 1 et M 2 . Compte-tenu 

de S 3 / L — M 1 ~ M 2 il reste à prouver que M 3 n L ' ^ ' = {o} ; or cette 

intersection est égale à (M 1 © M 2 ) n est réduite à o grâce au lemme 1. 

C O R O L L A I R E : Si LVL2X^ ont même dimension £ et si cette dimension 

est égale à 1/2 (dim L + dim S), alors : 

dim (L/S.) = d i m ( L j k / L ) 

pour tout triple (ij ,k) d'indices distincts. 

P R E U V E : Il est clair qu'on peut supposer L = { o } e t S = V ; on a alors en 

prenant M 3 comme dans le corollaire 1 et en posant : 
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a = dim L 2 3 b = dim I 3 1 c = dim L 1 2 

a ' = dim L 1 / S 1 , b ' = dim L 2 / S 2 , c ' = dim L 3 / S 3 

e t 

d = dim M i , i = l , 2 o u 3 . 

£ = a'bcd 

= a+b'+c+d 

= a+b+c'+d 

e t 

2Z = a+b+c+2d+a'+b'+c' (lemme 1) 

d 'où 

£ = a+b+c+d 

et, par conséquent : 

a = a' , b = b' , c = c'. 

No ta -bene . Ces résultats m'ont été communiqués par J. HELMSTETTER . 

2. D E C O M P O S I T I O N S DE SOUS-ESPACES LAGRANGIENS : 

(2 .1 ) E s p a c e s s y m p l e c t i q u e s - P r o d u i t s . 

Etant donnée une suite finie (V 1 ,a 1 ) . . . . (V ,a ) d'espaces vectoriels 

symplectiques sur un même corps commutatif K, il est clair que 

(V,a) = (V 1 x . . . xV n , a 1 x . . . . xa 1 ) 

est un espace symplectique et que si, pour tout indice i, on se donne un 

sous-espace lagrangien L { de (V ,a ) Réciproquement, si on se donne un 

sous-espace lagrangien L de (V ,a ) sa trace L. = L n V f est, pour chaque 

indice i, un sous-espace isotrope de ( V , G | ) et L est homogène pour cette 

décomposition) si, et seulement si, L { est isotrope maximal dans chaque 

(Vj , t a . ) , ce qui, en dimension finie, a lieu dès que 
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dim Lj = 1/2 dim V. 

(Il suffit de vérifier ceci pour tous les indices sauf un) 

Le lemme qui voici va permettre de s'assurer que, pour toute suite 

finie ( L 1 , . . . , L n ) de sous-espaces lagrangiens d'un même espace vectoriel 

symplectique (V,a),il existe une décomposition symplectique V = V x V " 

(i.e. V et V" sont deux supplémentaires a-orthogonaux de V ) qui fait 

éclater tous les lagrangiens L., en : 

L.= L ^ x L >* 

de telle sorte que : 

i) L"»1» n ... n L>n> {o} 

i i )LM> = ...= L"»n> = L 1 n . . . n L n 

LEMME : Soit C un sous-espace coïsotrope d'un espace vectoriel 

symplectique (V ,a) {i.e. C contient son orthogonal symplectique C a ) . 

Alors : 

i) Pour tout élément maximal M de l'ensemble des sous-espaces 

isotropes de V ,a ) transverses à C , on a une décomposition symplectique 

V = V ' © V " avec V = Ccr M* et V" = C a + M 

telle que 

a) C = V ® C* 

b) C a soit un lagrangien de V" . 

ii) Pour C = L 1 + . . .+L n , on a les éclatements lagrangiens : 

L p L j O V ' ® (L 1 n ... n L n ) 

P R E U V E : 

i) La maximalité de M assure que : 
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M ' C C + M 

or, de C n M = {o} , on déduit que C* + M f f = V d'où : 

( 1 ) V = C a + C + M = C© M 

Montrons maintenant que V" = C f f + M est un sous-espace non dégénéré 

de (V,a). En effet, (1) assure que n M* = {o} 

d'où : 

V" n ÇV"f = (C* +M) n C n M Œ = o , 

de sorte que, en posant V = (V")Œ (C n M f f ) , on a bien une décomposition 

symplect ique : 

V = V © V" 

et, comme V n C a = C Œ n M Œ = {o} et : 

C = C n ( V ' + C f f + M) = C n (V'+M) + C* = V'+C* , 

on a 

C = V © C\ 

Par ailleurs l'orthogonal symplectique de C a dans V" est égal à 

( C ' + M ) n C = C* d'où b) 

ii) Compte-tenu de i), ceci résulte aisément du fait que 

CŒ = L 1 n ... n L n . 

(2.2) T r i p l e s d i sc re t s ; T r i p l e s g ross i e r s : 

Si ( L p L g . L - j ) est un triple de sous-espaces vectoriels lagrangiens 

d'un espace symplectique (V,a) de dimension finie 2£ , le sous-espace 
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L1,2,3 = L 1 n L 2 + L 2 n L 3 + L 3 n L 1 

est isotrope du fait que son orthogonal symplectique est : 

( L 1 + L 2 ) n ( L 2 + L 3 ) n ( L 3 + L 1 ) . 

D E F I N I T I O N : Ce triple lagrangien sera dit discret (resp. grossier) 

si L 1 2 3 est réduit à O (resp. est de dimension £ ,i.e. lagrangien). 

En d'autres termes, dire que le triple ( L 1 , L 2 , L 3 ) est discret c'est-à-

dire qu'il est composé de lagrangiens deux à deux transverses. 

Grâces aux résultats du paragraphe 1, on peut affirmer qu'un 

triple lagrangien ( L 1 , L 2 , L 3 ) est grossier si, et seulement si : 

L 1 n ( L 2 + L 3 ) = L 1 n L 2 + L 2 n L 3 

et alors, grâce à la proposition de ce paragraphe, on obtient deux autres 

égal i tés par permutat ion circulaire . 

R E M A R Q U E : Ces notions qui viennent d'être définies sont compatibles 

avec l 'éc la tement des lagrangiens ; de façon précise si un t r iple 
l a g r a n g i e n ( L 1 , L 2 , L 3 ) se décompose en le produit de deux triples 

lagrangiens (L'1>,L>2>,L »3») et (L"»1 ' ,L" '2 ' ,L"*3 ' )» i e triple décomposé est 

discret (resp. grossier) si, et seulement si, ses composantes le sont. 

EXEMPLES : 

1/ Si deux des trois lagrangiens ( L 1 , L 2 , L 3 ) sont identiques , ce 

triple est évidemment grossier (c'est ce que nous appellerons g r o s s i e r 

de type 1 ) . 

2/ Si deux des trois lagrangiens ( L 1 , L 2 , L 3 ) sont transverses, (e.g. 

L 1 et L 3 ) , dire que le triple est grossier c'est dire que le troisième 

l a g r a n g i e n es t h o m o g è n e dans la d é c o m p o s i t i o n l a g r a n g i e n n e 

consti tuée par les deux premiers lagrangiens 
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(i.e. L 2 = (L 1 n L 2 ) © ( L 2 n L 3 ) 

un tel type lagrangien sera dit gross ier de type 2. 

L E M M E 1 : Pour tout triple lagrangien grossier ( L 1 , L 2 , L 3 ) de (V,a) // 

existe une décomposition symplectique 

V = V ' x V" 

faisant éclater ce triple en un triple (L»l»,L » 2 , ^ , 3 » ) du premier type 

dans V et un triple (L"'l»,L"»2»,L l f>3») du second type dans V". 

PREUVE : Le lemme (2.1) permet de se limiter au cas L 1 n L 2 n L 3 = {o} . 

Les sous-espaces L 1 n L 2 , L 2 n L 3 , L 3 n L 1 sont alors en somme directe. 

Soit N un supplémentaire de ( L l n L 2 ) + ( L 1 n L 3 ) dans L 1 ; posons 

V = N + (L 2 n L 3 ) 

Comme N et L 2 n L 3 sont des sous-espaces isotropes transverses, il 

suffit de montrer que tout x e L 2 n L 3 orthogonal à N ; or, cette condition 

d 'o r thogona l i t é impl ique 

x G ( L 2 + L 3 ) n L | = (L 2 n L ^ + (L 3 n L ^ , d'où x=o, et ye L 1 , d'où y = o. 

Désignons par V" l'orthogonal V , < J de V . On a alors L 1 n V = N et, 

pour i = 2 ou 3 : 

Lj n V = Lj n N + L 2 n L 3 

= L 2 n L 3 

d'où , compte-tenu du corollaire 2 de la proposition du paragraphe 1 : 

d im(L 1 n V ) = dim N = 1/2 dim V 

et, pour i = 2 ou 3 : 
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d i m ( L . n V ) = dim(L 2 n 3 ) = 1/2 dim V 

ce qui assure que les L. n V sont des sous-espaces lagrangiens de V . Or, 

de ceci il résulte que ce sont alors les projections des L, sur V dans la 

direction V" de sorte que les L { n V" deviennent alors les projections des 

L j S u r V M dans la direction V . Ainsi ( L 1 , L 2 , L 3 ) éclate dans cette 

décomposition et (L 1 n V , L 2 n V , L 3 n V1) est grossier du premier type 

dans V . Comme L 2 n L 3 V implique L 2 n L 3 n V" = {o} , c'est terminé. 

L E M M E 2 : Pour tout triple lagrangien (Lj , L 2 , L 3 ) de (V,a) // existe une 

décomposition symplectique V x V" de (V, o ) faisant éclater ce triple et 

telle que 

n L 2 + L 2 n L 3 + L 3 n 

StfzY MAI lagrangien de V". 

P R E U V E : Il est clair qu'on peut encore se limiter au cas où 

L 1 n L 2 n L 3 = {o} . Soit M 1 (resp. M 2 ) un supplémentaire de 
L 1 n L 2 + L 1 n L 3 dans L 1 n ( L 2 + L 3 ) (resp. de L 2 n L 1 + L 2 n L 3 dans 

L 2 n ( L 1 + L 3 ) ) . Posons 

V' = M 1 + M 2 ; 

on a : 
V n L 1 = M 1 , V n L 2 = L 2 = M 2 et (1. prop. cor. 1) on sait que 

V n L 3 est un supplémentaire de L 3 n L 1 + L 3 n L 2 dans L 3 n ( L 1 + L 2 ) . 

C o m m e M 1 et M 2 sont isotropes pour s'assurer que V est non 

dégénérée il suffit de savoir que tout x 1 G M 1 (resp. x 2 G M 2 ) orthogonal à 

L 2 n ( L 1 + L 3 ) et appartient donc à L 2 + (L 1 n L 3 ) ; mais alors 

x 1 G (L 1 n L 2 ) + (L 1 n L 3 ) d'où x 1 = o. De même x 2 = o par interversion des 

i n d i c e s . 

Pour s'assurer que les L { sont homogènes pour cette décomposit ion 

V = V 8 V" il suffit de constater que : 

Dim M, = 1/2 dim V . 
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Pour s'assurer que L 1 n L 2 + L 2 n L 3 + L 3 n L 1 est un sous-espace 

lagrangien de V", il suffit de vérifier, avec les notations de la fin du 

paragraphe 1 que la dimension de ce sous-espace est : 

a + b + c = Z - d = 1/2 dim V 

du fait que les L { n Lj, i ^ j , sont en somme directe. 

R E M A R Q U E : La dernière condition du lemme assure que la trace de 

( L 1 , L 2 , L 3 ) dans V est d i s c r è t e et que sa trace dans V" est g r o s s i è r e . 

L E M M E 3 : Pour un triple lagrangien (L 1 , L 2 , L 3 ) donné dans (V,a), deux 

décompositions symplectiques de (V,a) satisfaisant aux conditions du 

lemme 2 sont sy mpl e c tique me nt isomorphes dans un 

automorphisme de ( V , a ) préservant ces lagrangiens. 

P R E U V E : On peut encore se limiter au cas L 1 n L 2 n L 3 = {o} . Si V est 

une telle décomposition, on a, avec les notations de la fin du paragraphe 

1 : 

dim V" = 2(a+b+c) 

d 'où 

dim V = 2£ -2(a+b+c) = 2d 

de sorte que, si l'on démontre que la trace de V sur chaque L { est un 

supp lémen ta i r e de L>n L j + L. n L k dans L. n ( L j + L k ) pour toute 

permutation (i,j,k) de (1.2.3) , on retombera sur le procédé utilisé dans la 

démonstration du lemme 2. Or : 

V n L, c (Lj n L k + L / = (Lj + L k ) n L { 

et, puisque V est transverse aux L| n Lj et que : 

d im(V n L {) = dim Lj 

= Z - dim Lj 
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= £ - (a+b+c) 

= d 

c'est te rminé . 

(2.3) T h é o r è m e de d é c o m p o s i t i o n : 

L E M M E 1 : Pour tout triple lagrangier grossier ( L 1 , L 2 , L 3 ) de (V,a) // 

existe une décomposition de ( V , a ) en plans c-orthogonaux qui 

coupent chaque lagrangien L. suivant une droite. 

P R E U V E : Le cas du type 1 (i.e. celui où le triple se réduit à un couple) 

se ramène au cas de deux lagrangiens transverses grâce au lemme (2.1) : 

il suffit d 'util iser une base symplectique se séparant en deux bases 

duales dans ces lagrangiens transverses. 

Le lemme 1 de (2.2) permet de se ramener au type 2, par exemple : 

L 2 = L 1 n L 2 © L 2 n L 3 ; 

il suffit alors d'utiliser l 'argument des bases duales dans L 1 et L 3 en 

prenant la précaution de prolonger une base de L 1 n L 2 en une base de 

L E M M E 2 : Si le corps de scalaires K est de caractéristique 

différente de deux, le résultat qui précède reste valable pour tout 

triple discret ( L 1 , L 2 , L 3 ) . 

P R E U V E : Le cas du type 1 (i.e. celui où le triple se réduit à un couple) 

se ramène au cas de deux lagrangiens transverses grâce au lemme (2.1) : 

il suffit d 'util iser une base symplectique se séparant en deux bases 

duales dans ces lagrangiens transverses. 

Le lemme 1 de (2.2) permet de se ramener au type 2, par exemple : 

L 2 = L 1 n L 2 © L 2 n L 3 ; 
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il suffit alors d'utiliser l 'argument des bases duales dans L 1 et L 3 e n 

prenant la précaution de prolonger une base de L 1 n L 2 en une base de 

L E M M E 2 : Si le corps de scalaires K est de caractéristique différente de 

deux, le résultat qui précède reste valable pour tout triple discret 

( L 1 ( L 2 , L 3 ) . 

P R E U V E : Dés ignons par p 1 et p 3 les p ro jec teurs symplec t iques 

complémentaires définis par la décomposition V = L 1 8 L 3 , on a alors 

pour tout couple (x,y) d'éléments de V : 

<*(x,p3,y) = ^ ( P 1 x , p 3 y ) = cKpjX.y) . 

Or, si x et y sont a-orthogonaux : 

<*(x,p3y) = <J (y .P 3

x ) . 

ce qui assure que (x,y) -> a(p,x,p.y) est une forme bilinéaire symétrique 

pour tout sous-espace isotrope W de (V ,a ) et les égalités qui précédent 

assurent que le noyau de cette forme est L 1 n W f f + L 3 n W a . On obtient 

ainsi sur L 2 une forme quadratique ^ non dégénérée et il est aisé alors, 

en exhibant une base <\-orthogonale ( b ^ . . . , ^ ) de L 2 de vérifier que les 

plans K .p^b j ) + K.p 3 (bj) , l<i<£ , répondent à la question. 

N O T A B E N E . A quelques détails près, cette démonstrat ion m'a été 

communiquée par J. HELMTETTER. 

T H E O R E M E : (%(K) * 2 ) : Pour tout triple lagrangien ( L 1 , L 2 , L 3 ) de 

( V , a ) il existe une décomposition symplectique de (V , a ) en plans 

faisant éclater chaque lagrangien L { . 

(Compte-tenu du lemme 2 de (2.2), c'est une conséquence immédiate des deux 

l emmes p récéden t s ) . 

31 



R E M A R Q U E : Du lemme 1 il résulte clairement que, pour tout triple 

l a g r a n g i e n g r o s s i e r , il existe des éclatements en t r o i s triples du 

premier type (ceci peut se retrouver à partir du lemme 1 de (2.1) et du 

fait que tout triple lagrangien grossier du second type éclate en deux 

triples du p r e m i e r t y p e ) . Deux telles décomposi t ions ne sont pas 

n é c e s s a i r e m e n t symplec - t i quemen t i somorphes , mais ceci ne nous 

gênera pas pour la théorie de l'indice de Maslov. A l 'énoncé de cette 

situation : 

P R O P O S I T I O N : Deux éclatements en droites d'un même triple 

lagrangien discret (L 1 , L 2 , L 3 ) de (V,or) sont isomorphes suivant un 

automorphisme de (V,cr) préservant ( L 1 , L 2 , L 3 ) . 

P R E U V E : Il convient de remarquer tout d 'abord que , dans un 

écla tement en droites (LjJL^.Lg) , l< i<£ , les LÎ> sont or thogonales 

suivant la forme quadra t ique définie canon iquement sur L 2 par la 

décomposit ion V = L 1 ffi L 3 ; en d'autres termes, un tel éclatement est 

toujours obtenu par le procédé de la démonstration du lemme 2. Mais 
alors, si u 2 est un opérateur du changement de base orthogonale sur L 2 , 

le t ransmué u 1 de u 2 par projection sur L 1 et le transmué u 3 de u 2 p a r 

projection sur L 3 définissent un automorphisme symplect ique 

u = u 1 ffi u 2 de (V,a) remplissant les conditions requises. 

3. INVARIANTS S Y M P L E C T I Q U E S ALTERNES, D E C O M P O S A B L E S : 

(3 .1 ) . G é n é r a l i t é s : 

Une fonction Y{ ( L 1 , . . . , L n ) , à valeurs dans G et définie sur un n-

uple de lagrangiens d'un même espace symplectique (V ,a ) de dimension 

22 , est dite a l t e r n é e si elle prend la valeur 1 lorsque deux de ses 

a rgumen t s co ïnc iden t . 

Pour ce qui suit, il sera important d'étudier les fonctions alternées 

y£ s y m p l e c t i q u e m e n t i n v a r i a n t e s i .e. pour tout i s o m o r p h i s m e 

symplectique g de (V ,a ) . 
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78(gL 1 , . . . ,gL n ) = ye (L 1 ,...,L n) 

Dans le cas de couples lagrangiens (i.e. n=2), cette étude est aisée. 

En effet, d 'après le lemme (2.1) , on est ramené au cas de deux 

lagrangiens t ransverses d'un ( V , a ) ; or, le groupe symplectique Sp(a ) 

opère transit ivement sur ces couples (ch. I), ce qui permet d'affirmer 
que , pour (G,.) = Z ,+) , t ou te fonct ion a l t e rnée de ( L 1 , L 2 ) , 

symplectiquement invariante est de la forme : 

( L l f L 2 ) = C(f - dim(L 1 n L 2 ) ) , £ = dim L { 

C étant une constante dépendant de la dimension 2-8 de l ' e space 

symplec t ique cons idé ré . 

Si l'on suppose donnée une telle fonction y{ en toute dimension 

(dim V = 2£ , £ variant de 1 à oo ) et si on suppose y£ d é c o m p o s a b l e , i.e. 
I II II H 

pour un couple ( L j , ! ^ ) de lagrangien d'un (V' ,a ' ) et un couple ( L j , ! ^ ) 

de lagrangien d'un (V",a") , on a : 

i u i n i i n n 

y(Lj x L p L j X I ^ ) = y ( L 1 , L 2 ) y(LlyL2), 

alors, cette constante C ne dépend pas de £ . 

(La notion de décomposabil i té se définit de la même façon pour une 

fonction de n-uples lagrangiens) . 

D E F I N I T I O N : Un indice de Maslov consiste en la donnée d'une fonction 

alternée y E ( L 1 , L 2 , L 3 ) e G pour tout espace symplectique E de dimension 

finie sur un corps K cette fonction étant de plus symplectiquement 

invariante et décomposable. 

R E M A R Q U E S : Du théorème de décomposition (2.3) il résulte aisément 

que : 

1) Une fonction alternée décomposable y ^ ( L 1 , L 2 , L 3 ) est un indice 

de Maslov dès que, pour £ = 1, y ^ L ^ L ^ L - j ) en est un. 
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2) Un indice de Maslov y% est symétrique (resp. antisymétrique) 

pour tout Z dès qu'il l'est pour Z = 1. 

(3.2) - INDICES DE T R I P L E S DE DROITES . 

Nous nous limiterons aux cas K = E ou 1 . Soit (V,a) un K-espace 

sylmplectique de dimension 2. 

L E M M E : Le nombre de classes de transitiviîé de Sp(a) sur les triples de 

droites homogènes, deux à deux distinctes de V, est 1 pour K = Œ et 

2 pour K = E . 

P R E U V E : Compte-tenu de la transitivitré du groupe symplectique sur 

les couples lagrangiens transverses on peut se limiter au cas où les 

droites extrêmes d'un tel triple sont les axes de coordonnées de K . O r 

dans Sp( l ,K) = SL(2,K) le sous-groupe des matrices diagonales ( k , k ~ 1 ) 

préserve chaque hyperbole xy = c. Les points d'intersection d'une droite 

y = mx, m ?Î o, avec cette hyperbole étant donnés par l'équation 

2 -1 
x = - m .c, 

on se rend compte que, pour K = Œ , se sous-groupe diagonal est transitif 

sur les triplés (y=o , y=mx , x=o) et que, dans le cas K = E , il faut se limiter 

à des droites y = mx à pente de même signe pour avoir cette transitivité. 

C O R O L L A I R E : 

i) Pour K = Œ , une fonction alternée de droites y ( L 1 , L 2 , L 3 ) , 

symplectiquement invariante, ne prend que deux valeurs ( l ,a) ; elle est 

toujours symétrique. 

H) Pour K = R , une fonction alternée de droites y ( L 1 , L 2 , L 3 ) , 

symplectiquement invariante et antisymétrique ne prend que trois 

valeurs ( l , a , a ~ 1 ) . 
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(3 .2) C a s g é n é r a l . 

L E M M E 1 : Toute indice de Maslov s'annule sur tout triple lagrangien 

grossier. 

(Ceci résulte immédiatement de la remarque qui suit la démonstration du 

théorème (2.3) de décomposit ion). 

De ce théorème, des lemmes 2 et 3 de (2.2) et de la proposition qui 

suit le théorème (2.3) on déduit aisément le théorème fondamental que 

voici : 

T H E O R E M E : Toute application alternée y 1 ( L 1 , L 2 , L 3 ) de droites, et qui est 

symplectiquement invariante, se prolonge canoniquement en un 

indice de Maslov y(> . 

C o n v e n t i o n . 

Pour K = E , l 'indice de Maslov défini à partir de la fonction 
a l t e r n é e a n t i s y m é t r i q u e x 1 telle que : 

T i ( y = 0 » y = x » x = = ° ) = 1 e 2 

et dont la définition se complète par i n v a r i a n c e s y m p l e c t i q u e sera 

appelé l ' indice de Mas lov , r ée l , c a n o n i q u e . 

Voici deux formulat ions expl ic i tes de cet indice de Maslov 

t r a d i t i o n n e l . 

1) (Leray-Sour iau) 

Pour tout triple discret ( L 1 , L 2 , L 3 ) de lagrangiens d'un 

espacesymplect ique réel ( V , a ) , l'indice de Maslov est la s i g n a t u r e de la 

forme quadra t ique définie canoniquement sur L 2 par a et le couple 

t ransverse ( L p L 3 ) . On se ramène au cas général grâce au théorème de 
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décomposi t ion discret-grossier (2.2 lemme 2). Il est à noter que, en 

dimension 2 = 1, la forme quadratique de Leray-Souriau sur la droite 

y = x tg9 s'identifie au nombre réel cos© . sin©, ce qui fait que ql'indice 

de Maslov-Leray-Souriau, prend bien la valeur 1 sur le triple (y = o , 
n 

y = x.tg0,x = o) lorsque o < © < j . niod n , et la valeur -1 lorsque 

K 
2< ®<n ,mod 7t. 

•2 ) (DAZORD-KASHIWARA) 

Si l'on désigne par t ( L 1 , L 2 , L - 5 ) la signature de la forme 

quadratique définie sur L 1 x L 2 x L 3 par : 

^ L 1 , L 2 , L 3 ( x 1 , x 2 , x 3 ) = a ( x 1 , x 2 ) + a ( x 2 , x 3 ) + a t x ^ ) 

on vérifie aisément l ' invariance symplectique et la décomposabil i té de 

cette fonction. En dimension lagrangienne 2 = 1 on s'assure aisément 

que, pour un triple ( E x o, z = x.tg © , o x IR ), cette forme quadratique 

v a u t 

a(x,y,z) = xy sin © + yz cos © - zx 

2 
= -(x-y.sin @)(z-y.cos ©) + cos©.sin©.y 

2 

i.e. , elle est de même signature que ycos©.sin@ y . 

R E M A R Q U E S . 

1/ Dans le cas complexe (K = Œ ), tout indice de Maslov est 

symétrique et prend pour valeurs l,z,.. . ,z n , . . .; c'est ainsi que pour G = T = 

E / 2 n Z , les indices de Maslov sont de la forme 
(L 1 ,L 2 ,L 3 ){ > e 2 * 1 -dim(L 1 n L 2 + L 2 n L 3 + L 3 n L 1 ) 

a étant une constante indépendante du degré de liberté 5 . 
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21 dans le cas d'un corps quelconque K de caractér is t ique 

différente de 2, on peut encore ut i l iser la forme quadra t ique de 

Kashiwara lorsqu'on dispose d'un morphisme canonique du groupe de 

Witt W(K) dans le groupe abélien G considéré (c'est le cas de W ( E ) = Z e t 

W(Œ) = Z /2 1 lorsqu'on prend, G = T ) . 

3/ La théorie de la décomposi t ion "discret-grossier" permet de 

s ' assurer que la c lasse de t r ans i t iv i t é symplec t i que d'un t r ip le 
lagrangien quelconque ( L 1 , L 2 , L 3 ) ne dépend que de l'indice de Maslov 

x ( L 1 , L 2 , L 3 ) et de la dimension des espaces isotropes LjO Lj , i < j , et 

L 1 n L 2 n L 3 , ce qui généralise un résultat de Souriau. 

4. F O R M U L E CYCLIQUE DE KASHIWARA : 

(4 .1) R e t o u r à la g r a s s m a n n i e n n e l a g r a n g i e n n e : 

Soit (V ,a ) , un espace symplectique de dimension finie 2£ sur un 

corps commutat i f quelconque K. Notons Z ( a ) l 'ensemble des sous-

espaces lagrangiens de ( V , a ) et, pour tout L e Z ( a ) , notons Z L ( a ) 

l 'ensemble des éléments de Z ( a ) transverses à L. Nous allons voir que 

ces £ L ( a ) sont des espaces affines et, comme ils se coupent tous deux à 

deux, ils constituent donc un atlas de Z (V) pour une structure de K -

v a r i é t é a l g é b r i q u e ( i r r é d u c t i b l e ) . 

P R O P O S I T I O N : Pour tout couple (L 1 , L 2 ) d'éléments transverses de 

Z (V), // existe une correspondance biunivoque canonique entre les 
projecteurs lagrangiens p de V de noyau L 1 et les formes 

bilinéaires symétriques P de L 2 ; cette correspondance est définie 

par 

p(x,y) = a (x ,py) 

Le noyau de $ est égal à L 2 n I m p . 

P R E U V E : Si L 3 est l'image d'un projecteur lagrangien p de noyau L 1 , 

on a ddéjà vu (2.3 lemme 2) que la décomposition =V = L 1 ® L 3 dé f in i t 

canoniquement une forme bilinéaire symétrique sur L 2 : 
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(x,y) -> a((l-p)x,py) = a(x,py) = ((l-p)x,y). 

Réc ip roquement , la donnée d'une forme bi l inéai re symétr ique 

sur L 2 équivaut, compte-tenu de la dualité établie entre L 1 et L 2 par a , la 

donnée d'une application linéaire u : L 2 - > L 1 vérifiant l'identité en (x,y) 

G 1—'2 X * 

( 1 ) a(ux,y) + cr(x;uy) = o. 

On a donc p(x,y) = a(ux,y) et il est aisé de s'assurer que, en posant p(x) = o 

si x G L 2 et p(y) = y - u(y) si y G L 2 > on définit un projecteur 

lagrangien de noyau L 2 vérifiant sur L 1 x L 2 l 'identité a(x,py) = p ( x , y ) . 

Considérons un x G L 2 tel que a(x,py) = o, pour tout y G L 2 ; alors a(x,py) = 

o pourf tout y G V du fait que Kerp = L 1 et que V = L 1 © L 2 , on déduit 

alors, de l'identité 

a(x,py) + a(px,y) = a (x ,y) 

des projecteurs lagrangiens, que cr((l-p)x,y) = o pour tout y G V d'où 

x G L 2 n Imp. 

C O R O L L A I R E 1 : 3S L (V) est un espace affine admettant pour espace 

vectoriel directeur l'espace des formes bilinéaires symétriques 

sur L. 

C O R O L L A I R E 2 : Z ( V ) est une variété algébrique de dimension 

2 * 

C O R O L L A I R E 3 (K inf ini) : Pour toute suite finie ( L 1 , . . . , L n ) 

d'éléments de Z (V) // existe un élément de Z(V) transverse à chaque 

L.. 
i 

(4.2) Classe de Wi t t de la forme q u a d r a t i q u e de K a s h i w a r a : 

L E M M E 1 : Pour tout couple (L,M) d'éléments de Z ( a ) , la forme 

quadratique définie sur L x M par 
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est neutre. 

P R E U V E : La forme bilinéaire associée à a L M étant : 

( ( x 1 , y 1 ) î ( x 2 , y 2 ) ) -> a ( x 1 , y 2 ) + a ( x 2 , y 1 ) , 

il est clair que le noyau de cette forme quadratique est : 

N = (L n M) x (M n L) 

et, comme 

L / L n M x M / M n L 

est une décompos i t ion de Wit t de l 'espace quadra t ique régul ier 

(L x M/N , a L M ) , c'est terminé. 

L E M M E 2 : Pour tout triple ( L 1 , L 2 , L 3 ) d'éléments de C ( a ) où L 1 et L 3 

sont transverses, la forme quadratique de Kashiwara : 

<TL l >L 2,L 3 = c T L i L 2 + a L 2 ) L 3 + a L 3 L 1 

et la forme mquadratique a ^ 2 ' ^ l ^ 3 , définie canoniquement sur L2par 

(L 1 , L 3 ) , sont dans la même classe de Witt. 

P R E U V E : Notons p 1 3 (resp. p 3 1 ) la projection sur L 1 (resp. L 3 ) dans la 

direction L 3 (resp. L , ) . De la formule évidente : 

L 2 

^ L 1 L 2 L 3 ( x 1 , x 2 , x 3 ) = a L L ( x 2 ) - o ( x r p 1 3 x 2 , x 3 - p 3 1 x 2 ) 
1 3 

on déduit que CTL L L 7

 e s t ' a somme directe de (resp. CL L ) e s t l'image 

1 2 3 1 3 

L 2 
réciproque de a T T (resp. ai L ) P a r l 'application linéaire 

L i L 3 1 3 

composée : 
L.j x L 2 x L 3 ~ L^ x L 2 x L 3 — L 2 
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(resp. L 1 x L 2 x L 3 ^ L] x L 2 x L 3 ET— L 1 x L 3 ) 

où O est la bijection linéaire ( x 1 , x 2 , x 3 ) - > ( y 1 , y 2 , y 3 ) définie par : 

y i = x r P l 3 x 2 » y 2

 = X 2 ' y3 = X3-P31X2' 

Comme L e s t n e u t r e (lemme 1), c'est terminé. 

1 3 

L E M M E 3 '.Soient ( L 1 , L 2 , L 3 ) un triple d'éléments de Z (a) et M un 

élément de Z (c) transverse à chaque L.. Alors la forme quadratique de 

Kashiwara L L e s t isomorphe ¿1 la somme directe des formes 
1 2 3 

quadratiques 

L 1 L 2 L 3 

° L 3 M ' % M • a L 2 M 

P R E U V E : Cette somme directe vaut 

q > ( x 1 , x 2 , x 3 ) = a C p j X p X j ) + a ( p 1 x 2 , x 2 ) + a ( p 2 x 3 , x 3 ) 

où p 1 , p 2 , p 3 sont les projections sur L ^ L ^ L - ^ dans la direction M. Or : 

a ( p 1 x 2 , x 2 ) - a ( x 1 + p 1 x 2 , x 2 , x 2 + p 2 x 3 ) = (a ( x 1 , x 2 ) + a ( x 1 , p 2 x 3 ) + a ( p 1 x 2 , p 2 x 3 ) ) 

et, des deux relations obtenues par permutation circulaire sur (1,2,3) on 

déduit, par addition parallèlement à la diagonale des seconds membres, 

que la somme circulaire de 

a ( p 1 x 2 , x 2 ) - a ( x 1 + p 1 , x 2 , x 2 + p 2 x 3 ) - ( a ( x 1 , x 2 ) + a ( x 2 , p 3 x 1 ) + a ( p 3 x 1 , p ^ 2 ) ) 

est nulle. Mais : 

a(xvx2) + a ( x 2 , p 3 x 1 ) + a ( p 3 x 1 , p 1 x 2 ) = 

= a ( x 1 , p 3 x 2 ) + a ( p 3 x 1 , p 1 x 2 ) = 

= a ( x 1 , p 3 x 2 ) + a ( x 1 , p 1 x 2 ) - a ( x 1 , p 3 p 1 x 2 ) 
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= a ( x 1 , p 3 x 2 ) - a ( x 1 , p 3 x 2 ) = o . 

Or l'application linéaire (x 1 , x 2 , x 3 ) -> (y 1 , y 2 , y 3 ) définie par : 

y 1 = x 1 + p 1 x 2 , y 2 = x 2 + p 2 x 3 , y 3 = x 3 + p 3 x 1 

est bijective car on en tire : 

p 1 y 2 = p 1 x 2 + p 1 x 3 , p 1 y 3 = p 1 x 3 + x 1 . 

d'où : 2x 1 = y 1 - p t y 2 + p ^ 3 

et, par permutation circulaire : 

2 x 2 = y 2 - p 2 y 3 + p 2 y 1 

2 x 3 = y3 -P3y i + P3y2-

T H E O R E M E : Pour tout indice de Maslov x , antisymétrique, à valeurs 

dans un groupe abélien (G,+), via le groupe de Witt du corps de 

scalaires, on a, pour tout quadruple (L 1 , L 2 , L 3 , L 4 ) de 35(a) : 

x(L 1 , L 2 , L 3 ) = x ( L 2 , L 3 , L 4 ) - x(L 1 , L 3 , L 4 ) + x(L 1 , L 2 , L 4 ) 

P R E U V E : Les lemmes 2 et 3 donnent , pour tout lagrangien M 

transverse à (L 1 , L 2 , L 3 , L 4 ) : 

x ( L 2 , L 3 , L 4 ) = x(L 2 ,L 3 ,M) + x(L 3 ,L 4 ,M) + x (L 4 ,L 2 ,M) 

x(L 1 , L 3 , L 4 ) = x(L 1 ,L 3 ,M) + x(L 3 ,L 4 ,M) + x (L 4 ,L 1 ,M) 

x ( L 1 , L 2 , L 4 ) = x(L 1 ,L 2 ,M) + x(L 2 ,L 4 ,M) + x (L 4 ,L 1 ,M) 

d'où , par addition, après multiplication de la seconde égalité par - 1 , 

compte-tenu de l 'antisymétrie de x , la formule prévue. 
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III. REPRESENTATION METAPLECTIQUE 

1. EXTENSIONS CENTRALES D'UN GROUPE T O P O L O G I Q U E . 

(1.1) G é n é r a l i t é s : 

Une ex tens ion d'un groupe topo log ique H par un g roupe 

topologique K consiste en la donnée d'un groupe topologique G et de 

deux morphismes de groupes topologiques. 

i P 
( 1 ) K >G — > H 

tels que : 

i) i(K) = p" 1 (e), i.e. l ' image de i est identique au noyau de p. 

ii) i est une injection f e r m é e et p une surjection o u v e r t e si : 

i' p' 

(1') K >G' —> H 

est une autre extension de H par K et s'il existe un morphisme de 
groupes u : G' > G compatible avec ces deux extensions i.e. u . i' = i 

et p . u = p' alors u est bijectif. (Démonstration malaisée que le 

lecteur consciencieux aura soin dje faire). Si u est un homéomorphisme, 

on dit alors que c'est un i s o m o r p h i s m e de l ' ex tens ion (1') vers 

l 'extension (1). 

Une ex tens ion (1) est dite t r i v i a l e (ou fissible) si elle est 

isomorphe à l 'extension canonique : 

K > K x H > H 
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Une extension (1) est dite c e n t r a l e si i(K) appartient au centre 

de G. 

L E M M E : Pour une extension d'un groupe topologique H : 

i P 

K > G > H 

les assertions suivantes sont équivalentes : 

i) p admet une section continue 

ii) i admet une rétraction continue 

iii) il existe un homéomorphisme <t> de G sur K x H tel que <ï> . i 

coïncide avec l'injection canonique k -> (k,e) de K dans K x H et p . O" 1 

coïncide avec la projection canonique (k,h) —» h de K x H sur H. 

P R E U V E : Il est clair que ii) implique i et i'). Réciproquement, si p 

admet une section continue s, alors : 

¥ : (k,h) > i(k).s(h) 

est une application bijective dont la réciproque est : 

O : g ( i . 1 ( g . ( s . p ) ( g ) " 1 , p(g) 

(ceci est cohérent du fait que 

P ( g . ( s . p ( g ) " 1 ) = P(g).p(g)* 1 = e d'où g . ( s . p ) ( g ) " 1 e i ( K ) ) . 

Et il est clair que : 

(p .¥ ) (k ,h ) = e.(p.s)(h) = h 

et que : 

(<D.i)(k) = ( k . r 1 ( s ( e ) " 1 ) , e ) . 

Or, sous réserve de multiplier (à gauche ou à droite) la section s 

par s(e)~ 1 , on peut supposer que s(e) = e, ce qui donne bien : 
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( Ф л ) ( к ) = (к,е) . 

L'implication i') > ii) se fait de la même façon : à l'aide d'une 

rétraction continue r de i, on obtient deux bijections réciproques : 

g > (r(g);p(g)) , (k,h) > i(k)s(h) 

où s est la section continue de p obtenue par la formule : 

s(p(g)) = ( i . r ) ( g ) - 1 . g . 

R E M A R Q U E : Si cette rétraction r est un morphisme de groupes, alors il 

en est de même de la section s ainsi construite à partir de r. 

C O R O L L A I R E : Une extension К > G > H est triviale 

si, et seulement si, i admet une rétraction continue qui est un 

morphisme de groupes. 

D E F I N I T I O N : Une extension de groupe topologique sera dite bonne 

(ou semi-fissible) si elle satisfait aux conditions équivalentes du lemme 

qui précède. 

Un c o n t r e - e x e m p l e : Si К > G > H est une bonne 

extension alors G est connexe si, et seulement si, К et H le sont, de sorte 

que les extensions connexes d'un groupe (connexe) par un groupe 

discret ne sont pas bonnes ; c'est le cas de l'extension bien connue : 

О > Z > E > 1 ; 

en d'autres termes, l 'application exponentiel le t -> e 2 n r r i de E sur le 

cercle t r igonométrique T n'a pas de section continue. 
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(1.2) Cocyc les a t t a c h é s à u n e ex tens ion c e n t r a l e : 

Soient H et K deux groupes topologiques ; on suppose K abélien. 

Pour tout entier n> o, on désigne par C n (H,K) l 'ensemble des applications 

continues de H n danK (en particulier C°(H,K) = K) et on définit sur ces 

groupes abéliens un complexe (le complexe de Hochschilf pour l'action 

triviale de H sur K) en posant : 

d ( 1 ) f ( x , y ) = f (y) . f (xy)- 1 . f (x) 

d ( 2 ) f (x ,y , z ) = f (y ,z) . f (xy,z)" 1 . f (x ,yz) . f (x ,y)- 1 

2 (2) 
Les éléments du noyau Z (H,K) de d sont les cocycles d'ordre 2, 

2 ( 1 ) 
ceux de l'image B (H,K) de d sont les c o b o r d s d'ordre 2. Le groupe-

q u o t i e n t 

H 2 (H,K) = Z 2 (H,K) / B 2 (H ,K) 

est le groupe de c o h o m o l o g i e d'ordre 2 de H à valeurs dans K. 

R E M A R Q U E : Tout cocycle c(x,y) est cohomologue à un cocycle normal 

c'(i.e.. c'(i.e)= e) ; en effet, pour tout cobord d ( 1 ) f , on a : 

( d ( 1 ) f ) ( e , e ) = f(c) 

et il suffit de prendre c' = c .Cd^ ' f )" 1 avec tout f G C 1 ( H , K ) telle que f(e) = 

c ( e , e ) . 

COCYCLE ASSOCIE A UNE SECTION CONTINUE : 

i P 

Soient K y G > H une bonne extension centrale de 

groupe topologique et s : H -> G une section continue de p ; on définit 
alors en 2-cocycles c s de H dans K en posant, pour tout couple (x,;y) G 

HxH : 
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c s (x ,y) = i " 1 ( s ( x ) s ( y ) s ( x y ) " 1 ) 

Enfin, il est clair que p(s(x).s(y).s(xy)~ 1 = e et que pour tout 

triple (x,y,z) d'éléments de H : 

i ( c s ( x y , z ) . c s ( x , y z ) " 1 ) = s(xy)s(z).s(yz)~ 1 .s(x)~ 1 

et : 

i ( c s ( y , z ) c s ( x , y ) " 1 ) = s(y) .s(z)s(yz)~ 1 . s (xy)s(y)~ 1 . s (x)~ 1 

= s(xy).s(z).s(yz)" 1.s(x)~ 1 

du fait que s(y)s(z).s(yz)~ 1 est central dans G. 

Le changement de section continue s de p ne modifie pas la classe 

de cohomologie de s. En effet, si s' est une autre section continue de p, 

des produits s(x)~ 1 .s'(x) et s '(x).s(x)~ 1 , x G H , sont centraux dans G d'où 

x(x) G K défini par : 

s(x)~ 1 . s ' (x)(=ix(x) = )s'(x).s(x)" 1 

et alors : 

i 0 ( c s . d ) (x ,y ) = s (x) . s (y) . s (xy)~ 1 . s (xy)~ 1 ( ix) (x) ( ix) (y) 

= s(x)(ix)(x).s(y).(ix)(y).s '(xy)~ 1 

= s ,(x).s ,(y).s ,(xy)" 1 

Par ailleurs, l 'homéomorphisme canonique O de G sur K x H défini 

par s (Preuve du lemme (1.1)) : 

* ( g ) = ( i " 1 ( g - s p ( g ) " 1 ) , p ( g ) ) 

donne, avec la décomposition canonique g = i(k).s(h) : 

« K g ^ ) = ( i " 1 ( g 1 g 2 - s P ( g i g 2 ) " 1 ' h 1 h 2 > 
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= ( r 1 ( i ( k 1 ) i ( k 2 ) s ( h t ) s ( h 2 ) s ( h 1 h 2 ) " 1 , h}h2) 

= ( k 1 k 2 c s ( h 1 , h 2 ) , h 1 h 2 ) 

d'où, par transport de structure, la loi de groupe sur K x H : 

( k 1 , h 1 ) . ( k 2 , h 2 ) = ( k 1 k 2 . c s ( h 1 , h 2 ) , h 1 h 2 ) . 

In abstract, ceci invite à associer à tout cocycle n o r m a l c e 

Z 2 ( H , K ) la loi interne sur K x H : 

( k 1 , h 1 ) ( k 2 , h 2 ) = (k 1 . k 2 . c ( h 1 , h 2 ) , h 1 h 2 ) . 

On définit ainsi une loi associative (par la cocyclicité de c) à élément 

neutre (e,e) (car c(e,e) = e c(e,h) = c(e,h) = c(h,e) = e) et pour laquelle 

tout élément est inversible. 

( k , h ) " 1 = ( k - 1 c ( h , h - 1 ) - 1 , h - 1 ) 

(le lecteur pourra vérifier, avec x = z = h et y = h~ 1 , que 

c ( h , h ' 1 ) = c ( tT 1 , h ) . 

D'où une extension centrale de K par H : K - > K x H -> H 

c 

Deux cocycles c o h o m o l o g u e s c et c' définissent deux extensions 

i s o m o r p h e s de K par H. En effet, si 

c' = c.df 

a l o r s 

6 : (k,h) > (kf(h),h) est un isomorphisme de K x H sur K x H : 
c c 

0 ( ( k 1 , h 1 ) . ( k 2 , h 2 ) ) = ( k 1 . k 2 . c ' ( h l , h 2 ) . b ( h 1 , h 2 ) , h 1 . h 2 ) 

alors que : 
0 ( k 1 , h 1 ) . 6 ( k 2 , h 2 ) = ( k 1 . k 2 . c ( h 1 , h 2 ) . f ( h 1 ) . f ( h 2 ) , h 1 . h 2 ) . 
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En résumé, on a le : 

T H E O R E M E : // existe une correspondance biunivoque canonique entre 

% (H,K) et les classes d'isomorphisme des bonnes extensions 

centrales de k par H : 

E X T E N S I O N C E N T R A L E A S S O C I E E A UNE F O R M E B I - A D D I T I V E 

CONTINUE : 

Soient H et K deux groupes topologiques commutat i fs notés 

additivement. Si y : H x H -> K est une application bi-additive continue, 

il est aisé de vérifier que c'est un 2-cocycle de H dans K. Si tout élément 

de K est divisible par 2 et si y est s y m é t r i q u e on a alors, avec : 

| 1 A 

y(x) = y(x,x) , y= d (J y) 

de sorte que y définit alors une extension triviale de H par K. On peut 

donc affirmer que toute application bi-additive continue y : H x H -> K 

dé f in i t la m ê m e c l a s s e d ' e x t e n s i o n de H par k que son 

a n t i s y m é t r i s é e : 

(x,y) -> ^(y(x ,y) - y(y ,x) ) . 

2. REPRESENTATIONS DU G R O U P E DE HEISENBERG. 

(2.1) A l g è b r e et g r o u p e de H e i s e n b e r g . 

Etant donné un K-espace symplectique (V ,a ) , on définit sur K x V 

une structure d'algèbre de Lie 2-nilpotente en prenant pour crochet : 

( 1 ) №,x),(Ti,y)] = (a (x ,y) ,o) 

Cette algèbre de Lie sera notée n ( a ) . Son centre est de dimension 1 

c'est la droite Ke engendré par e = (l ,o). 
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Si K = IR , on définit une application exp : E x V T x V ( T = E / Z 

est l'ensemble des z G (E tels que |z| = 1) en posant : 

( 2 ) e x p ( t x ) = ( e 2 i r i * ,x ) . 

En conformité avec las règle de Campbell-Hausdorff : 

exp a.exp b = exp(a+b+ \F(1,2) [a,b]+...) 

on définit sur T x V une unique structure de groupe de Lie admettant 

n ( a ) pour algèbre de Lie associée et l 'application (2) pour exponentiel le. 

Ce groupe de Lie, noté N(a) , a pour loi : 

(a,x).(b,y) = ( a b c ^ ^ . x + y ) 

i.e. le 2 - cocyc le de V à valeurs dans T : 

(x,y) -> e 

définit une extens ion centrale 

i P 
T > N(a) >V 

Le centre du groupe de Heisenberg N(a ) est exactement i (T ) ; 

c'est donc le sous-groupe à un paramètre exp tÇ engendré par Ç = ( l ,o) . 

Si ( V p G ^ et ( V 2 , a 2 ) sont deux espaces symplectiques réels, le 

groupe de Heisenberg N ( a 1 x a 2 ) de l ' espace symplec t ique -p rodu i t 

( V 1 x V 2 , a 1 x a 2 ) est isomorphe au quotient du groupe-produit N ( a 1 ) x N ( a 2 ) 

par le sous-groupe central des (z ,z~ 1 ) , Z G r ( T ) . 

(2 .2 ) R e p r é s e n t a t i o n s u n i t a i r e s n o r m a l e s . 

Une représentation unitaire U d'un groupe de Heisenberg N ( a ) 

dans un espace de Hilbert c o m p l e x e H sera dite normale si : 

U(z,o) = z.idH , z G T 
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On démontre (cf. Lyon-Vergne, p . 19 à 29) que les classes 

d ' équ iva lence des représen ta t ions uni ta i res normales de N ( a ) sont 

t o u t e s m u l t i p l e s d 'une c lasse i r r é d u c t i b l e . (La c l a s se des 

représenta t ions de S c h r ô d i n g e r de N ( a ) ) . Une telle représenta t ion 

irréductible est obtenue par la méthode d'induction de M A C K E Y à partir 

d'un espace lagrangien £ G Z ( a ) . 

Si on considère le sous-groupe abélien 

L = T x f 

(c'est un sous-groupe de Lie abélien de N ( a ) ) , la représentat ion de 

Schrôdinger définie par £ e s t 

N 

U , = Ind T (x) 
L 

où % e s t ' e caractère de L qui prolonge canoniquement l'identité de T . 

De façon précise, l 'espace de Hilbert de cette représentation est le 

complété, pour la norme hilbertienne : 

<t> > J N / L |<)(x)| 2dx) 1 / 2 , 

de l 'espace des fonctions continues, à support compact <|> : N -» Œ 

vérifiant la condition de % -semi- invar iance : 

<K*y) = X(y)~ 1 <KX) ; x G N et y e L 

(dx est une mesure N-invariante sur N/L). La représentation U^ e s t 

définie par translation à gauche 

(U |(x o)((())(x) = (t)(x-l^.x) 

et on a bien, pour une telle représentation : 

(U(z,o)(()Xx) = 4>(Z-
1 ,o).x) = <|>(x.(o,z-1 )) = X(z~ 1,0)"1 ,<Kx) 
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= z.<|>(x). 

Pour avoir explicitement une telle mesure dx on fait appel à un 

lagrangien Z ' transverse à Z . Comme tout élément n de N se décompose 

canoniquement en : 

n = exp x.y , x e £ ' et y G L, 

on voit que les fonctions <|> : N -» Œ , x -semi- invar iantes , sont déterminées 

par leur restriction à T . Par ailleurs exp : Z ' -> N donne, par passage au 

quotient, un homéomorphisme de Z ' sur N/L et, du fait que sur Z ' 

exp(a+b) = exp a.exp b , 

on voit alors que la donnée d'une mesure N-invariante sur N/L équivaut 

à celle d'une mesure de Lebesgue sur L' d'où : 

H , l L 2 ( n 

Lorsqu'on change de lagrangien Z ' transverse à Z , il suffit de 

prendre la mesure image de dZ1 par la projection de direction Z p o u r 

conserver la mesure invariante choisie sur N/L. 

Par cette lecture dans L (Z ' ) la représentat ion de Schrôdinger 

retrouve sa forme traditionnelle : 

( U ( y 0 W y ) = 4>(y-y0) ; y e T et yQe Z' 

(U(x)<t>)(y) = e 2 T r M x ' y ) < K y ) XE Z 

Le produit tensoriel des représentations de Schrôdinger de deux 

groupes de Heisenberg N(a 1 ) et N ( a 2 ) étant trivial sur la seconde 

diagonale (z,z" 1 ) de T x T , on obtient, par passage au quotient une 

représentation isomorphe à la représentation de Schrôdinger de 

N ( a 1 x a 2 ) du fait que, pour tout éclatement lagrangien Z - Z] x Z2 , 

on a : 
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N/L = N 1 / L 1 x N 2 / L 2 ( L ^ T x * . ) 

(2.3) Ac t ion du g r o u p e s y m p l e c t i q u e : 

On fait opérer le groupe symplec t ique S p ( a ) sur N ( a ) par 

prolongement trivial sur T , i.e. pour tout g G S p ( a ) : 

g(ot,x) = (a,g.x) ; (a,x) E T x V) 

On obtient ainsi un morphisme du groupe S p ( a ) dans celui des 

a u t o m o r p h i s m e s de N(a ) . De plus, cette action du groupe symplectique 

est compatible avec la représentation de Schrôdinger en ce sens que, 

pour tout lagranmgien £ G 25 ( a ) et toute fonction <|> : N -> Œ , £ - s e m i -

invariante, la fonction A(g)<)), y G S p ( a ) , définie par : 

(A(g)<t>)(x) = (t>(g- 1.x) 

est g(£ )-semi-invariante. Le choix d'une mesure de Lebesgue sur un 

lagrangien transverse à £ et g(£ ) assure alors que : 

P R O P O S I T I O N : 

i) A(g) est une i s o m é t r i e de sur H g ( ^ . 

i)) Pour tout n G N ( a ) on a : 

A(g) . U f ( n ) = U g ( „ ( g . n ) - A ( g ) . 

3. E N T R E L A C E M E N T S DES H , : 

Le fait que toutes les représentations de Schrôdinger , £ G Z ( a ) 

soient équivalentes assure, pour tout couple ( l ^ , ^ ) de lagrangiens de 

(V ,a ) , l'existence d'un opérateur d'entrelacement îy^ ^ : HÇ > H£ 

i.e. pour tout n G N(cr) : 

U« 2 (x) • 9 ^ , ^ = 3 ^ ^ - U ^ ( x ) 
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L ' i r r é d u c t i b i l i t é des r e p r é s e n t a t i o n s de S c h r o d i n g e r assure 

(lemme de Schur) que y £ £ 1 est défini à un facteur scalaire près. 

Pour expliciter un tel opérateur d'entrelacement, on est amené à 

chercher une transformation qui fasse passer des fonctions ? ^ s e m i -

invariantes aux fonctions ^ 2 -semi-invariantos : la formule intégrale : 

( D ( 9 ^ , 9 X 1 0 = JL 2 / L i n L 2 (Knx)dx , 

où dx est une mesure invariante sur L 2 / L 1 n L 2 , répond à la question 

( L j = T x ( .). On a donc dans le cas particulier de 2 1 = 2 2(={ ) : 

L'inconvénient (provisoire !) de (1) est que y ^ ^ n'est déterminé 

qu'à un f ac t eur pos i t i f près, ce qui fait qu'on n'est pas assuré que 

*^^2^ l e S t u n C * s o m ^ r * e * ^ n fa^' ^ existe un choix permettant de mettre 

en concordance les mesures invariantes sur N /L 1 , N/L 2 , L l / L 1 n L 2 , 

L 2 / L 1 n L 2 au moyen d'une base canonique de (V,a) d'un certain type. 

Etant donné un couple "agrangien (2]t22) dans un espace symplectique 

( V , a ) de dimension finie, on sait (11,2.1) qu'il existe une décomposition 

symplectique V = V © V" relie que : 

i) il existe une décomposition lagrangienne V = 2 » ^ 0 2 »2 

cons t i tuée par un supp lémenta i re 2 1 de 2 1 n 2 2 dans 2 1 et un 

supplémentaire 2 '»2 de -8 1 n 22 di.is £ 2 . 

ii) {? 1 n £ 2

 e s t u n sous-espace lagrangien de V". 

D E F I N I T I O N : Une base canonique ( p 1 , . . . , p n , q 1 , . . . ,q n ) de (V,a) est dite 

subordonnée au couple de lagragiens (2 ^ ,2 2) si ( p 1 , . . . , p r ) et ( q 1 , . . . , q r ) , 
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r = n-dim(£ 1 n Z 2 ). sont deux bases duales de Z ^ et £ »2 e t ( q r + 1 , . . . ,q n ) 

une base de Z 1 n Z 2 . 

Soit m un supplémentaire lagrangien de Z 1 n £ 2 dans V" (e.g. un 

é lément max imal de l ' ensemble des sous-espaces i so t ropes de V 

transverses à Z 1 + Z 2 ) . Il est clair que : 

N/L 1 - £'>2+m , NA-2 - + m 

L 1 / L 1 n L g - ^ ' » 1 , L ^ n L ^ - f - 2 

et il suffit alors de choisir sur Z ^ et £ > 2 deux mesures de Lebesgue en 

dualité et sur m une mesure de Lebesgue quelconque pour avoir : 

( 2 ) 0 ^ = f f « 2 « 1 3 i r m m 

ce qui amène à étudier de plus près le cas de deux lagrangiens 

t r a n s v e r s e s . 

P R O P O S I T I O N : Si Z 1 et Z2 sont deux lagrangiens transverses de ( V , a ) 

et ( p 1 , . . . , p n ; q 1 , . . . ,q n ) une base canonique qui leur est subordonnée, alors 

2 n 

H£ et H{ s'identifient canoniquement à L ( E ) et ^ Z 2Z ^ ' ^ 1 ^ 2 

sonr dewjt transformations de Fourier réciproques. 

PREUVE : Posons P = l ( p 1 , . . . ,p n ) , Q = i ( q 1 , . . . ,q n ) et notons matriciellement 

x.P (resp. x.Q) un vecteur variable de Z 1 (resp. Z 2) .Alors xP > x 

2 n 
(resp. yQ > y) identifie H£ 1 (resp. H£ ) à L (R ) et, pour toute 

fonction continue (fà un support compact 

(*Z 2Z 1 0) (exp.xP) = J { ([)(exp(xP)exp(yQ)dy) 

= J p ((>(exp(xQ)exp(xP)exp(x. t y)e)dy 
^ 2 
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= L e - 2 7 c i x - l y (|)(exp yQ.exp xP)dy 
^2 

= / e ' 2 7 c i x - l y (|)(exp yQ)dy 
^2 

o 
On obtient de même, pour y e Cp : 

*2 

2 £ 1 V) (e x P yQ) = \s> e 2 ^ i y - t x (|)(exp.xP)dx 

C O R O L L A I R E 1 : Pour tout couple lagrangien (Z ̂  ,Z 2) et t o u t c^oix de 

base canonique subordonnée à ce couple, ff^^ et ^ Z ^ 2

 s o n t ^ e u x 

isométries réciproques. 

(Ceci résulte de (2) et de la formule de Plancherel). 

C O R O L L A I R E 2 : Pour tout couple (V,V) d'espaces symplectiques réels 

de dimension finie et pour tout couple lagrangien ( £ y^ 2^ ^e ^ (resP-

(Z £ ) de V ) on a : 

4. F A C T E U R D f I N T R A N S I T I V I T E : 

(4.1) Défini t ion de a ^ , ^ , ^ ) : 

Etant donnés trois sous-espaces lagrangiens (Z]tZ2^z^ d'un même 

espace symplect ique réel ( V , a ) de dimension finie la transformation 

composée & £ ¡2 . ^ £ 7 I ? , Q uî e s t évidemment dans le ' 2 2 3 3 1 * 
commutant de U£ , est un scalaire ; il existe donc un nombre : 
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a ( * l f * 2 l « 3 ) e T 

tel que cette transformation composée soit égale à 

P R O P O S I T I O N 1 : 

i) a(£ 1 2 3 ) £Jf alternée et antisymétrique. 

ii) a esr invariant symplectique. 

PREUVE : 

i) a est alternée du fait que 5* ^ == idH^ et que (D^ f ^ , ^ ) est un 

couple de transformations réciproques. Le caractère anmmtisymétr ique 

de a résulte du fait que si trois transformations composables (u,v,w), 
bijectives, sont telles que u . v . w est un scalaire alors u . v . w = w . u • v 

= V . w . u. 

ii) Ceci résulte de la relation de commutation (2.3) qui implique 

A(g) . X r z = * g f g | . A ( g ) . 

P R O P O S I T I O N 2 (Mul t ip l i c i t é ) : Pour tout couple ( (V ,a ) , ( V \ a ' ) ) 

d'espaces symplectiques réels de dimension finie et tout triple 

lagrangien (£ 1 2 3 ) de (V\a f ) ) on a ; 

a t f j 'x ^ 2 ) { 3 ) = e i 4 x ( f 1 ' ^ ' ^ 

(x est l'indice de Kashiwara). 
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P R E U V E : La théorie développée au chapitre II permet de se ramener 

au cas d'un degré de liberté, i.e. ( V , a ) = (R 2 , can.) ; on peut même 

prendre pour £ 1 et £ 2 les axes de coordonnées avec 

P = l ( l ,o) , Q = l ( o , l ) 

Soit £ 3 la droite d'équation y = Xx, X 7^ o. . . 0n a alors (les indices se 

rapportant aux droites 2 1 ,£ 2 ^ 3 considérées) : 

(F 1 2(())(exp xQ) = J R c|)(exp xQ.exp ÇP)d£ 

et, pour réduire cette formule lorsque <)) est £ 3 - s e m i - i n v a r i a n t e , on 

utilise les formules évidentes, avec E = (o , l ) 

e x p ( № ) P , x p x f t P + Q , = e x p ( x Q + ÇP + | ( ^ x , E , 

exp xQ.exp ÇP = exp(xQ) + ÇP - ^ ÇxE) 

d'où , sous cette hypothèse sur <() : 

(F 1 3(t))(exp xQ) = c - i n X x 2 j <J>(exp(Ç-Xx)P)e2iTC x £ dÇ , 

2 

de sorte que, en identifiant respectivement et Hj> à L ( E ) au 

moyen de x xQ et x xP : 

( 5 - 1 3(())(x) = e-'lKXx2> \ <|>(Ç-^x)e2 i 7 r xÇ> dÇ 

i.e., après changement de variable : 

( 1 ) y i 3 = e i 7 ^ x 2 ' • 3 " 1 . 

Par un calcul analogue : 

( ^ 3 2(}>)(exp.xP) = f (Kexp xP.exp Ç(XP+Q)dÇ 
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qui, après qu'on ait écrit l 'intégrande sous la forme : 

4>(exp(x+XÇ)P.expÇQ.exp(- \F(XÇ 2,2) ) E), 

devient pour une fonction £ 2 - s emi - inva r i an t e <|> : 

(y 3 ( 2 « | . ) (x) = } <|>(x+XÇ)c i j t^ 2. 

d'où, pour X = 1 

( y 3 2 . Î T 2 j 1 4>)(x) = } y ^ x + ^ e ^ 2 ' dÇ 

2 

Or, on sait (cf. IGUSA p. 5 ou LION-VERGNE p. 49) que : 

• t 2 ,7C . t 2 
iF(e ^ = e 44» e ^ 

d'où : 

i - • 2 

y 3 2 - î r 2 1 = e 4 • ff • e " m X ' ' 

ce qui, compte-tenu de (1), s'écrit : 

y i , 3 - y 3 , 2 - y 2 J = e ' 4 ' i d > 

formule qui, en raison de l 'invariance symplectique, reste valable pour 

X > o. Pour X < o il suffit de changer i en -i. Or pour X > o (resp. X < o), 

t(£ 1 , £ 2 , £ 3 ) vaut 1 (resp. -1) d'où, dans tous les cas : 

* U - ^ 3 , 2 - ^ 1 = ^ 1 ^ 2 . ^ ) 

puisque le cas où deux des droites (2 1 >̂  2 3 coïncident est évident. 
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5. M E S U R E S DE F O U R I E R D E F I N I E S PAR UN A U T O M O R P H I S M E 

S Y M P L E C T I Q U E 

(5.1) M u l t i v e c t e u r s de d e g r é m a x i m a l : 

Etant donné un espace vectoriel E de dimension finie on sait que 

les produits extérieurs A n E se réduisent à o pour n> dim E et que pour 

n = dim E, A n E est de dimension 1 ; cette droite sera notée A m a x ( E ) . 

P R O P O S I T I O N : Pour tout sous-espace vectoriel F de E, // existe un 

isomorphisme canonique 

A m a x ( E / F ) 0 A m a x ( F ) - A m a x ( E ) 

P R E U V E : Désignons par r (resp s) la codimension (resp. la dimension) 

de F ; alors, pour tout : 

( x 1 , . . . , x r ; y 1 , . . . , y s ) e (E/F) r x F s , 

on définit sans anbiguité un (r+s)-vecteur de E : 

1 
X A . . . A X P A y 1 A ... A y s 

en choisissant arbitrairement x. e x. pour chaque indice i e { l , . . . r} , d'où 

une application linéaire non triviale : 

(t> : A m a x ( E / F ) 0 A m a x ( F ) > A m a x ( E ) 

et, comme il s'agit d'espaces vectoriels de dimension 1, c'est terminé. 

R E M A R Q U E : L ' isomorphisme réciproque est moins évident ; pour 

l'obtenir, on choisit une base ( e 1 , . . . , e s , f l f . . . , f s ) de E ; avec des fj dans F ; 

a l o r s 
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$ (e 1 A ... A e p A f | A ... A f s) = (e 1 A ... A e r ) 0 (f1 A ... A f s) 

C O R O L L A I R E 1 : Pour tout couple (FVF2) de sous-espacves vectoriels de 

E, on a des isomorphismes canoniques : 

i) A m a x ( E / F 1 n F 2 ) = A m a x ( E / F 1 + F 2 ) 0 A m a x ( F 1 + F 2 / F 1 n F 2 ) 

ii) A m a x ( E ) = A m a x ( E / F 1 ) 0 A m a x ( E / F 2 ) 

si F 1 et F 2 sont supplémentaires. 

C O R O L L A I R E 2 : 

A m a x ( E / F 1 n F 2 ) = A m a x ( E / F 1 + F 2 ) 0 A m a x ( F 1 + F 2 / F 1 ) 0 A m a x ( F 1 + F 2 / F 2 ) 

(Vérification aisée confiée au lecteur). 

E x e m p l e c a n o n i q u e : Si ( V , a ) est un espace s y m p l e c t i q u e de 
dimension 2n , alors pour toute base canonique (p^-.-.Pp , q 1 , . . . , q n ) de 

(V,a ) on a : 

n (n - l ) 
< A n a , p ^ ... A P n A q 1 A ... A q n ) = (-ÎJ2 » 

ce qui assure que le mult i -vecteur p 1 A ... A p n A q 1 A ... A q n est 

indépendant de la base canonique choisie. 

(5.2) Dens i t é s ) : 

Etant donné un nombre réel a , par densité d 'ordre a sur un 

espace vectoriel réel E, de dimension finie, on entend une application : 

p : A m a x ( E ) \ { 0 } > c E > (=]o, + 0 0 [ ) 

telle que : 

p(Xw)=\x\ *p(v) ; ^ 0 ( v e A m a x E \ { 0 } . 
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A tout élément u G A m a x ( E ) \ {o} on associe une a -dens i t é 

lu l a : Xu - 4 |^| a . On définit ainsi une bijection canonique 

l.l" : A m a x ( E ) \ ( o } / { - l , + l } = Q a (E) , 

(cette dernière notation désignant l 'ensemble des a-densi tés sur E). 

Il est à noter que les 1-densités s ' identif ient canoniquement aux 

mesures de Lebesgue sur E (i./e. mesures invariantes par translations); 

la mesure de Lebesgue définie par une 1-densité p confère à un 

parrélotope défini par les vecteurs v 1 , . . . , v n l a valeur p ( v 1 A ... A v ) . 

PRODUITS PSEUDO-TENSORIELS : 

Il est clair que le groupe multiplicatif e ^ » opère t ransi t ivement 

et fidèlement sur les ^ ( E ) , ce qui permet de définir le produit pscudo-

tensoriel : 

O J E ) 0 Q p (F) 

de deux telles demi-droites - c'est le quotient du produit cartésien 

Q ^ E ) x Qp(F) par l'action bilatère de e"^ : 

X(u,v) = (uX~ 1 ,Xv) 

On peut retrouver ce produit pseudo-tensoriel à partir de 

A m a x ( E ) 0 A m a x ( F ) , via les isomorphismes canoniques définis par a et p . 

P R O P O S I T I O N : Pour tout couple ( F p F 2 ) de sous-espaces vectoriels 

d'un espace vectoriel de dimension finie on a un isomorphisme 

canonique de 

^ 1 / 2 ( F 1 + F 2 / F 1 n F 2 ) 0 Û 1 / 2 ( E / F 2 ) 0 ^ 1 / 2 ( E / F 1 ) sur Q ^ E / F ^ F ^ . 

PREUVE : Soit u 1 0 u 2 0 u 3 un élément du double produit tensoriel 

A m a x ( E / F 1 + F 2 ) 0 A m a x ( F 1 + F 2 / F 1 ) 0 A m a x ( F 1 + F 2 / F 2 ) . 
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Alors u 1 0 u 2 G A m a x ( E / F 1 ) , u 2 <8> u 3 G A m a x ( F 1 + F 2 / F 1 n F 2 ) et 

u 3 0 u 1 G A m a x ( E / F 2 ) de sorte que, pour 

P l 0 p 2 0 p 3 G QU] ( F 1 + F 2 / F 1 n F 2 ) 0 Q 1 / 2 ( E / F 2 ) e Q 1 / 2 ( E / F 1 ) , 

on définit une 1-densité sur A m a x ( E / F 1 n F 2 ) §cf. 4 .1 . cor. 2) en posant : 

(p1 0 p2 0 P3)(U1 0 U2 0 U3) = p 1(ll 2 0 U3).p2(u3 0 U1)P3(U1 0 U2). 

C O R O L L A I R E 1 : Pour tout couple (£]y22)de lagrangiens d'un espace 

vectoriel réel symplectique (V,a) on a un isomorphisme canonique : 

o 1 / 2 ( v ^ 2 ) 0 Q 1 / 2 ( v / e l ) = n 1 ( v / e l n « 2 > . 

P R E U V E : On dispose sur l'espace symplectique 

d'une 1-densité canonique |p 1 A ... A p n A q 1 A ... A ... A q j = | a n | . 

C O R O L L A I R E 2 : 

« 1 / 2 ( v , « 0 o 1 / 2 ( v / e 2 ) = n ^ v / e p ^ o / ^ / ^ n ^ ) 

/.c. wr towr e 1 G An£ 1 towr e 2 G An£ 2 r7 ex/ste w/te unique 

S G Û ^ f j / ^ n J g ) te/te tfwe : 

i |1 /2 ^ I l 1 / 2 I I ^ R 
le^ 0 le 2l = le 2l 0 o . 

P R E U V E : Il suffit de remarquer que : 

Q] (V/* ì ^ « 2 ) = Q 1 (V/£ 2 ) 0 Q 1 (* 2 \ * ! n « 2 ) . 

Notat ions : Cette densité 8 est notée abusivement 

s i |1 /2 * i 1 -1 /2 
S = le 11 0 le 2l 

62 



Les physiciens vont encore plus loin dans l'abus de la notation : 

si | i 1 (resp. ц 2 ) est la mesure de Lebesgue définie sur V/8 1 par e 1 

(sur V/{ 2 par e 2 ) , grâce à l 'isomorphisme canonique via с : 

( V / O * = i 

pour tout lagrangien J? de (V,a) , on pose : 

EXEMPLES : 

1/ Si 2 1 et £ 2

 s o n t transverses alors, pour 

e 1 Л e 2 = с.Л па 

on a : 

8 = l c l " 1 / 2 j e i l , 

de sorte que, si e 1 et e 2 constituent une base canonique, 8 = l e ^ ; or, on 

peut toujours se ramener à ce cas en multipliant ces deux multi-vecteurs 

par une même constante posit ive convenable et la normalisat ion de 

mesures pra t iquées par décomposi t ion au paragraphe 3 permet de 

s'assurer que, pour le choix de densités : 

s i |1 /2 л . . - 1 / 2 о, , ,1/2 ^ , , - 1 / 2 
8 = l e 1 l ® le 2l о = le2l €> le11 

les transformées de Fourier généralisées : 

8 8 
Fp p F p p 

sont réciproques l'une de l'autre : 

2/ Transformées У ft n 
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2 est un lagrangien de ( V , a ) et g e S p ( a ) un a u t o m o r p h i s m e 

symplectique. La 1-densité sur Z / Z n g . Z qui s'écrit, avec les notations 

précédentes : 

6 = Ig.el <s> lel 
9 

est indépendante du choix de e dans A m a ) < ( { ) . 

6. COCYCLE METAPLECTIQUE : 

(6 . 1 ) . Rappels sur les représentat ions project ives : 

Une représentation projective unitaire d'un g roupe t o p o l o g i q u e 

G consiste en une application R : G —» U(H) (H : espace de Hilbert) telle 

que, pour tout couple ( g 1 ? g 2 ) d'éléments de G il existe une constante 

c ( g 1 , g 2 ) telle que : 

R ( g l . g 2 ) = c ( g p g 2 ) R ( § 1 ) . R ( g 2 ) . 

Cette constante appartient à T et vérifie 

c(e,e) = 1 

C ( g 1 . g 2 . g 3 ) - C ( g v g 2 ) = c (gl 'g2-ê3) C (g2'g3) 

i.e. c'est un 2-cocycle de G à valeurs dans T . 

De ces égalités on déduit que : 

c(e,g) = c(g,e) = 1 ; g E G 

e t 

c ( g , g " 1 ) = c ( g " 1 , g ) 

11 est aisé de vérifier que, si R est fortement cont inue, (i .e. pour 

tout h e H , g->R(g)h est continue de G dans H), c est continue. 
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Rappelons que la donnée d'un co-cycle continue c : G -> T déf in i t 

une extension G c de G par T : on munit G x T de la loi interne : 

( g i » t 1 ) . ( g 2 , t 2 ) = ( g 1 . g 2 . t 1 t 2 c " 1 ( g 1 , g 2 ) ) . 

Ceci pe rme t de met t re en c o r r e s p o n d a n c e b i u n i v o q u e l e s 

r e p r é s e n t a t i o n s p r o j e c t i v e s u n i t a i r e s R de G de cocycle c et les 

représentations unitaires normales R c de G c ; au moyen de la formule : 

R c (g , t ) = tR(g). 

E X E M P L E S : Soit (V,a) un espace symplectique réel de dimension finie : 

1/ Les r e p r é s e n t a t i o n s un i t a i r e s n o r m a l e s du g roupe de 

Heisenberg de a sont en correspondance biunivoque canonique avec l e s 

représentations unitaires de V de cocycle e ~ 1 T r a . 

2 / Si -8 est un lagrangien de ( V , a ) , pour tout couple ( g 1 , g 2 ) du 

groupe symplectique Sp(a ) on pose : 

T , ( g l , g 2 ) = T ( * > g l . « , G l g 2 . 0 

où x est l'indice de Maslov. 

De l'invariance symplectique de x et de sa propriété de cocycle : 

on déduit aisément que x^ est un 2-cocycle de G = Sp(a) . 

Nous verrons que exp i j x^ peut s'interpréter comme le cocycle d'une 

représentation projective unitaire R^ de G. 
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( 6 . 2 ) R e p r é s e n t a t i o n m é t a p l e c t i q u e d é f i n i e p a r un 

L a g r a n g i e n : 

Soit N (resp. G ) le g r o u p e de H e i s e n b e r g ( r e s p . g r o u p e 

symplect ique d'un espace vector ie l symplec t ique ( V , a ) de dimension 

finie. On sait que, pour tout lagrangien £ de ( V , a ) on dispose d'une 

représentat ion uni taire i rréductible U J ? de N dans un espace de H i l b e r t 

complexe . Par ailleurs, G opère sur N canoniquement et ceci permet 

de définir, pour tout g G G une nouvelle r.u.i. de N : 

g 

: n -> U^(g.n) 
de sorte que, en vertu du théorème de Stone-Von Neumann, il existe un 

g 

opérateur d 'entrelacement R^(g) entre et Up, i.e. , pour tout 

(g,n) G G X N ) 

(1) R,(g) . U f ( n ) . R ^ g ) " 1 = U ,(g .n) . 

Cet opérateur est, en vertu du lemme de Schur défini à une constante 

mul t ip l ica t ive près c G T , ce qui assure que g -> R ^ ( g ) est une 

représentation projective unitaire de G dans H r 

A cette théorie abstraite de la représentation métaplect ique G . 

Lion a apporté un modèle explicite parmticulièrement efficicace. Si l'on 
désigne par A(g) l'action d'un g G G sur les espaces , i.e. A(g) est la 

bijection linéaire de sur H g ( définie par : 

(A(g)<|>)n) = <Kg~ 1 .n) 

il est aisé de vérifier que, pour tout lagrangien £ de (V,a) et tout couple 

(g,n) G G x N : 

( 2 ) A(g) . U / n ) . A ( g ) " 1 = U g J ? ( g . n ) 

Cette action A est aussi compatible avec la t ransformation de 

Fourier généralisée en ce sens que : 
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8 g s 

( 3 ) A ( g ) . y { j r ' = f f g ^ ^ . . A(g) 

(8 est définie, conformément à 4.1.2. cor. 2 par l 'écriture symbolique 

8 = ^ ^ - ) où m. (resp. | i ') est une mesure invariante sur V/£ (resp. V / 8 ' ) . 

Ceci se vérifie aisément sur la formule intégrale donnant V . 

De (2) on déduit aisément (1), si l'on prend : 

(4) R | ( g ) = ffl#gl . A ( g ) 

V d(g. | i ) 
——— est sous-entendue du fait qu'elle ne dépend que 

de f et g) et de (3) on déduit que, pour tout couple (g 1,g 2) d'éléments de G 

R f ( g 1 ) - R , ( g 2 ) = e 4 1 1 2 R , ( g 1 g 2 ) 

i.e. R est, pour le choix (4), une représentation projective de cocycle 

e _ i 4 x r . 

(6.3) CALCUL E X P L I C I T E AU MOYEN D'UN LAGRANGIEN 

T R A N S V E R S E 

Si est un lagrangien transverse à £ , un calcul relat ivement 

simple (cf. (I.V), p. 61) assure que, pour g E G écrit sous forme : 

(a , b , c , d,) 

a : £ -> £ , c , b , d : f -> {' , on a, compte-tenu des 

relations évidentes : 
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g .x = d.x - C.X , X G ( 

g .y = b.y + a.y , y G Z , 

à partir de la formule générale : 

(Rj(g)4>(y) = / g £ n £ * ( C X P 8" 1 -y - c x P g" 1 x )S (dx) 

la formule explicite : 

(R,(g)<l>)(y) = c i r c a ( a l b - y » y ) - L t (t>(lay + i c x ) e i ^ g ( y , x ) 8(dx) 

avec <rg(y,x) = 2 a ( l b . y , l c x ) - a ( d l c x , x ) 

ce qui, pour V = R n x J R n , { = I R n x {o} et-8 ' = {o} x R n s'écrit: 

c nc<a l b .y r + i c x ) e i 7 i ( 2 < l b y ; l c x > + <d l cx,x>) 5 ( d x ) 

y> J £ / k e r c 

Pour exploiter une telle formule, il est plus prudent de 

commencer à éclaircir quelques cas particuliers. 

* ( 6 . 3 . 1 ) . Si g laisse £ invariant (i.e. c = o), alors l'espace d'intégration 

est réduit à un point, i.e. 8 est proportionnelle à une mesure de Dirac ; 
1 /2 

pour avoir une représentation unitaire il faut prendre Idet al comme 

facteur constant d'intégration, i.e. : 

(R,(g)40(y) = Idet a l 1 / 2 e 1 * * * ^ * 4>( lay) 
y> 

* ( 6 . 3 . 2 ) . Si g échange £ et £ ' (i.e. a=o=d) alors, du fait que l c .b = -I , on 

a : 
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(R f (g)40(y) = L (t>( lcx)e"f 1 7 C < c 1 y 6(dx) 
K cx> 

d'où, après un changement de variable évident : 

( R j ( g ) M y ) = Idet c l " 1 / 2 J R ( ) ) ( x ) e - 2 i 7 C < c " 1 y ^ > dx 

pour avoir encore une transformation unitaire qui se trouve être, dans 

ce cas pa r t i cu l i e r , celle de Fourier-Plancherel . 

* ( 6 . 3 . 3 ) . De façon plus générale supposons que g décrit l 'ensemble de 

transversalité (cf. I), i.e. : 

c G G£(n ,R) 

g se décompose alors en g = g 1 g 2 g 3 avec 

g 1 = ( l , ac" 1 , O, l ) , g 2 = ( o , - l c ~ 1 , c, o ) , g 3 = ( l , c" 1 d , o, l ) 

Comme g t ? = { , on a c ^ ( g 1 , g 2 , g 3 ) = 1 d'où : 

R * ( g i . g 2 ' S 3 ) = ^ ( g i ) R < ( g 2 ' g 3 ) 

et de g 2 g 3 £ = £ = g 2 £ • o n déduit c ^ ( g 1 , g 2 , g 3 ) = 1 

d 'où 

R,(g) = R f ( g 1 ) R ^ ( g 2 ) R ^ ( g 3 ) , 

ce qui, compte-tenu, des deux cas particuliers précédents donne alors : 

(R , (g )My) = Idet c l " 1 / 2 e ^ < a c " " 1 y . y > J R 0 ( x ) c ^ ( y , X ) dx 

avec a (y,x) = e " i 7 r ( 2 < c " 1 y > x > " < c ~ 1 d x > x > > . 
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7. NORMALISATEURS DU GROUPE DE HEISENBERG : 

Comme première application de la représentat ion métaplect ique, 

nous nous proposons de retrouver sans peine les résultats de Igusa (1.7). 

N O T A T I O N :£ étant un lagrangien de (V,a) , notons le normal isateur 

de la représentation de Schrôdinger dans le groupe unitaire de 

i.e. l'ensemble des s de ce groupe unitaire tels que, pour tout n G N il 

existe n s G N tel que : 

s . U^(n) . s" 1 = U^(n s ) 

Cet élément n $ du groupe de Heisenberg N ne dépend que de n et s et 

n -> n s est un automorphisme de N qui préserve chaque élément du 

centre de N. 

Pour x G V, (exp.x) s s'écrit canoniquement : 

(exp x ) s = (exp x s ) f s (x ) 

où x $ G V et f $(x) G T ; on a donc : 

( 1 ) s . U ^ ( e x p x ) .s"" 1 = f s (y)U^(exp x s ) 

et de la formule de Campbell-Hausdorff, on déduit : 

i) Pf(s) : x —> x s appartient au groupe symplectique G. 

ii) f est un caractère de V. 

Et, comme on a évidemment : 

x >s2 . >S1 = (x »S1 ) »s2 

on voit que P^ est un m o r p h i s m e du groupe dans le groupe 

G = Sp(a). 
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Ce morphisme est surjectif ; plus pécisément : 

P R O P O S I T I O N 1 : Reprend ses valeurs dans B( et c'est une section 

continue de Pr 

-1 

PREUVE : De R / g ) . U ^ ( n ) . R ^ (g) = U,(g.n) on déduit que 

n R , ( g ) =g- n > i e - P | ( R f ( g ) ) = g. 

La cont inui té de R^ est évidente sur la formule expl ici tée 

précédemment sur l'ouvert dense de transversalité Q ( £ ) . 

P R O P O S I T I O N 2 : Le noyau de la surjection P( est l'image de la 

représentation de Schrôdinger. 

PREUVE : 

x s = x si, et seulement si : 

s .U^(exp x) . s " 1 = f s(x)U^(exp x). 

Or, f étant un caractère du groupe additif V, il existe s G V tel que 

f (x) = e 2 i 7 C ( J ( S ' x ) ' 

et de la formule de commutation 

U^(exp s).U^(exp x) = f s (x).U^(exp x).U^(exp s) 

on déduit alors que s" 1 .U^(exp s) est dans le commutant de U^ , c'est donc 

un scalaire d'où s G U^(N) si P^(s) = id y . 

C O R O L L A I R E : s'identifie à l'extension du groupe symplectique G 

de ( V , a ) par le groupe de Heisenberg N de (V,a) qu'on définit au moyen 
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du cocycle métaplectique : G -> T et de la représentation canonique 

de G dans V. 

8. SOUS-ESPACES LAGRANGIENS ORIENTES : 

(8 .1) . Espaces vector ie l s or ientés : 

Rappelons qu'un espace vectoriel orienté consiste en la donnée 

d'un espace vectoriel réel E de dimension finie n > 1 et d'une 

composante connexe de A n E \ { o } (i.e. d'une orbite de A n E \ {o} pour exp 

E ) . 

Il est aisé de s'assurer que, si dans une suite exacte d'espaces 

vector ie ls réels 

o—>F—>E-»G—»o 

deux d'entre eux sont orientés, le troisième l'est canoniquement en 

raison de l ' isomorphisme canonique 

A (E) = A (F) 0 A (G) 

Le dual d'un espace vectoriel orienté E est canoniquement orienté 

car la composante connexe dans A m a x ( E ' ) \ {o} du dual e' d'une base e de 

A m a x ( E ) ne dépend que de la composante connexe de e dans A m a x ( E ) \ {o} . 

Cette notion d'orientation duale est symétrique. 

Etant donnés deux espaces vectoriels orientés E 1 et E 2 et une 

application linéaire u, bijective de E 1 sur E 2 , on définit la signature e (u ) 

comme étant égale à 1 si u préserve l 'orientation et à -1 sinon. On 

démontre aisément que : 

e( l u) = e(u) , e(u) = ( - l ) d i m E i , e(u) 

et, pour deux isomorphismes linéaires composables : 

e(v . u) = e(v) . e(u) 
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(8 .2) . S ignature d'un couple lagrangien or ienté : 

Soient £ 1 et £ 2 deux sous-espaces lagrangiens orientés dans un 

même espace vectoriel symplectique (V,a ) au-dessus de deux lagrangiens 

2 1 e t £ 2 -

Si £ 1 et £ 2 ^ o n t transverses, on sait que la restriction de a à I? 1 es t 

une bijection on p de £ < sur le dual £ 0 de £ n . La signature e ( a f t n ) 

de cette bijection est notée e(£ j . ^ ) . 

Si £ 1 et £ 2

 n e s o n t P a s t ransverses, on peut encore définir la 

signature e C î ^ î g ) » P o u r c e ^ a o n utilise l'espace symplectique m°7 m 

défini par m = £ 1 n £ 2 • O n s a i ï ' e n effet, que Z 1 / m et £ 2 / m

 s o n t deux 

lagrangiens transverses de cet espace-quotient et, si l'on oriente ces 

deux lagrangiens quot ients au moyen d'une orientat ion de m, on 

constate aisément que e(l? « ) ne dépend pas du choix de cette 
M 1 /m 2 / m F F 

orientation, ce qui amène à poser : 

Il est à noter que ceci ne concerne pas le cas particulier £ 1 = £ 2 °ù 

l'on convient de poser : 

e ( * l f « 2 ) = l si = « 2 et e ( * l f * 2 ) = -l si « 1 = « . 

Il est clair qu'on définit ainsi une fonction ^ t£ 2 ) a valeurs 

dans {-1,+ 1 } , alternée, invariante par le groupe symplectique ; mais 

cette fonction n'est pas antisymétrique car, en raison de la relation 

évidente : 
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< 1 ,< 2 < 2 ,< 1 

on montre aisément que : 

e(« 1 i 2 ) . e(« 2 i 1 ) = ( - D n - d i m ^ 1 n * 2) 

o ù 

dim £ 1 = n = dim £ 2 

Pour rétablir l 'ant isymétrie on util ise un mult ipl icateur alterné 

invariant et Ton pose : 

s(ï}i2) = i (n -d im « t n * 2 ) Z(ïvï2). 

Cette fonction s est entièrement définie par la valeur qu'elle 

prend pour £ p E x { o } et £ 2 = { o } x E , où on a alors : 

s ( « 1 i 2 ) = i 

pour les orientations canoniques ; on montre, en effet, par la méthode 

axiomatique de (11,5) que : 

P R O P O S I T I O N : Si à tout couple (£ 1 , 8 2 ) de sous-espaces lagrangiens 

orientés de tout espace symplectique (V,r) de dimension finie, on 

attribue un nombre s'(£ 1 , £ 2 ) E T tel que : 

i) s' soit une fonction alternée, ansitymétrique symplectiquement 

invariante, decomposable. 

ii) s'(ï°P>] ,22) = -s'(ï v ï 2 ) 

iii) s\ZvZ2)=-\ si Z y = E x {o} et £ 2 = {o}x E alors s '= s. 
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(8.3) Lien avec l' indice de Maslov : 

On reprend les notations de (6.2) et (II.5). 

THEOREME : Pour tout triple (£ 1 ,£ 2 ,£ 3 ) / e s sous-espaces lagrangiens, 

orientés d'un même R -espace vectoriel symplectique de dimension 

finie, on a : 

s t f 1 ^ 2 ) s . ( ^ 2 ^ 3 ) . s ( ^ 3 ^ 1 ) = e 2 . 

PREUVE : La fonction définie par le premier membre ne change pas 

lorsqu'on change l'orientation de l'un de ses arguments, on définit ainsi 

une fonct ion de trois a rguments qui est a l te rnée , an t i symét r ique 

symplectiquement invariante, et vérifie l 'axiome de composition. Le fait 

que cette fonction soit un 3-cocycle à valeurs dans T résulte de la 

commutat ivi té de T et de l'antisymétrie de s. Il reste donc à varifier la 

formule dans le cas particulier : 

*l = { ( * , o ) } , £ 3 = { ( o , x ) } , £ 2 = {(x,x)} 

pour x G R , ce qui résulte trivialement de : 

. 7 1 

i. i. (-i) = e 1 ! . 

(8.4) Appl ica t ion à la représentat ion métap lec t ique : 

Le 2-cocycle c ^ ( g 1 , g 2 ) de la représentat ion métaplect ique 

définie par un lagrangien £ n'est pas un cobord sur le groupe 

symplec t ique S p ( a ) . Nous allons voir que la fonction s précédemment 

définie va permettre d'en faire un cobord sur le revêtement à deux 

feuillets de Sp(a ) . 

Avec les notations du paragraphe 5, on a : 
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et, après s'être assuré que, pour tout lagrangien £ orienté s ( £ , g O ne 

change pas lorsqu'on change l 'orientation de £ , on a, à partir de (6.3), 

en posant 

s,(g) = s(« ,g«) , 

pour tout couple ( g 1 , g 2 ) de Sp(a) : 

2 1 1 

(g 1 »g 2 ) = s , ( g , ) s , ( g 2 ) s , ( g r g 2 ) 

et ceci permet de vérifier aisément que : 

T H E O R E M E : 

Mp(a) = {(g,x) ; x2 = s , (g)" 1 } 

est un sous-groupe fermé de l'extension de Sp(a) définie sur Sp(a) x T 

par c(. 

C O R O L L A I R E : La représentation métaplectique de Sp(a) se relève 

suivant une vraie représentation de M p ( a ) . 
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