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ELEMENTS D'UNE THEORIE NON STANDARD DES GROUPES TOPOLOGIQUES

Christine CHARRETTON et Denis RICHARD

«+. D'ol il s'ensuit, que si quelqu'un n'ad-
met point les lignes infinies et infiniment

petites & la rigueur métaphysique et comme

des choses réelles, il peut s'en servir sire-
ment et comme des notions idéales qui abrégent
le raisonnement, semblables & ce qu'on appel-
le racines imaginaires dans l'analyse commune

(comme par exemple ¢ - 2)."
LEIBNIZ (1702)

INTRODUCTION. - SKOLEM montra en 1934 qu'aucun systéme axiomatique domné
dans un langage du premier ordre ne pouvait caractériser l'arithmétique
classique de fagon catégorique. Ce résultat fut obtenu en prouvant l'exis-
tence de structures (modéles non standards) ol tout ce qui est valable en
arithmétique classique le reste et qui contiennent, en plus, d'autres "en-

tiers” (non intuitifs) que les entiers naturels.

Ces modéles non standards de l'arithmétique furent étudiés, quinze ans
aprés, par HENKIN, I(EISLER, MENDELSON et ROBINSON. A partir de 1960, les
idées utilisées en arithmétique amendrent ROBINSON & reprendre celles de
LEIBNIZ concernant les éléments infinitésimaux, mais cette fois dans un for-
malisme qui les rende "opérationnelles".

ROBINSON fait remarquer dans 1'introduction de son livre "Non Standard
Analysis” que. du point de vue de l'Ahalyse (standard !), si la distance

entre deux nombres (valeur absolue de leur différence) est infintiment petite
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(i.e. plus petite que tout nombre strictement positif), c'est que ces deux
nombres coincident. Cependant, ajoute-t-il, les quantités infinitéeimales
nous viennent & 1l'esprit comme outil de raisonnement et existent dans notre
intuition. D'ol 1'idée, déjad développée par LEIBNIZ, d'introduire des nom-
bres idéaux, infiniment grands ou infiniment petits par rapport aux nomhres
réels, mais qui poesédent les mémes propriétés qu'eux. L'Analyse non stan-
dard permet cette introduction, en s'appuyant, comme le dit ROBINSON

"... on the detailed analysis of the relation between mathematical languages
and mathematical structures which lies at the botton of contemporary model

theory".

Les applications mathématiques de la Théorie des Mod&€les & 1'Analyse
(ou 4 1'Algébre...) utilisent toujours, parmi d'autres résultats, le
théoréme suivant conséquence des théorémes de LOWENHEIM-SKOLEM et du théordme

dit de finitude ou de compacité, qu'on peut formuler ainsi

Si M est une structure mathématique, R(x,y) une relation binaire de

domaine DR contenue dans M, et si pour tout entier n, on a la propriété :

Ve.l ...Vanab(aleMA ceenBEMADEMA R(al,b)/\ cie A R(an,b))

alors il existe une structure M¥*, dite enlargement de M, telle que
(1) Si une formule F est satisfaite en un point de M, F est satisfaite
) *
au meéme point de M

= *
(2) Ya 3bR(ae Do A b€ M"A R (a,bR))

(R"désigne ici la ré-interprétation de la relation R dans le moddle M*).

Remarque. - (1) veut dire que toute formule satisfaite dans M, 1l'est
dans M* (M™ est une immersion élémentaire de M) ; (2) signifie que Dp
est bornée pour R dans m*. '

Le but de ce premier article est de mettre en place une Théorie non
Standard des Groupes Topologiques, en donnant des preuves non standards de
résultats standards connus et en &tablissant un certain nombre de résultats

non standards., D'une part il nous semble que cet article pourrait &tre
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"ultérieurement utilisé pour 1'étude de la structure des groupes abéliens
localement compacts. D'autre part, il peut etre envisagé d'aborder avec ce
matériel beaucoup d'autres problémes de TLiorie des Groupes (mesure de Haar,
produits locaux, ...) et éventuellement la Théorie de GALOIS infinie. Nous

espérons aborder certaines de ces questions dans une prochaine publication.

PRELIMINAIRES ET NOTATIONS. - Soit G un groupe topologique, ¢* un a-enlarge-
. . . . . . s *

ment de G pour un ordinal limite a ([2] p. 16). La projection idéale A" de A,

une partie de G, est l'ensemble des &€léments de A au sens de G*. on écrira

L . ~ *
donc xe€ A pour exprimer l'appartenance de x & un ensemble A dans G . Plus

U4 P * Pl - - - *
généralement G bk xe€ I s'écrira, méme si I n'est pas standard, xe I .
Ve désignera le filtre des voisinages de 1'élément neutre de G ; une pre-

miére notion essentielle est celle de monade de e parcequ’'elle est "l'ensen-
ble" des éléments "infiniment proches'" de e : on la notera uG(e) ou uf{e) et
elle est égale 4 1l'intersection des projections idéales des éléments de Ve.
soit

ugle) = N v*.
Ve.Ve

Une deuxiéme notion essentielle est celle de voisinage tnfinttésimal
de e, contenu, au sens de G*, dans la monade de e, et dont l'existence et
les propriétés résultent du théoréme rappelé dans 1'introduction y et on les
trouvera en [i] p. 90. Les monades des points, x, de G, seront définies de

fagon strictement analogues, & partir des filtres de voisinages. On les note-
ra u.(x) ou u(x).

Une troisiéme et derniére notion essentielle est celle de points
quasi-gtandards qui sont les points de G appartenant & la monade d'au moins
un point de G. Ils permettent de caractériser les espaces quasi-compacts
A est un sous-espace quasi-compact d'un espace topologique X si et seulement
si tous les *-points de A sont quasi-standards. On désignera par qs(A) 1l'en-

semble des points quasi-standards qui appartiennent & la monade d'un point
de A.



Eléments d’une théorie non standard des groupes topologiques

Dans [l] et [2] on trouve la traduction non-standard de la définition
des groupes topologiques introduits comme groupes munis d'une topologie qui
rend les applications (x,y) - xy et x - x 1 continues ; comme pour tout espa-
ce topologique, les monades des points caractérisent la topologie dans les
groupes topologiques mais de plus dans ce dernier cas uG(e) est un sous-grou-

pe de G® qui suffit & cette caractérisation.

Les notations utilisées dans cet article sont en général celles de [1]
et Eﬂ, avec, éventuellement, les mémes "abus' : on €crira par exemple

. %«
"eontenu" au lieu de "

~contenu' s'il ne peut y avoir ambiguité. Le noyau
d'un ensemble F de parties, noté Nuc(F), est 1'intersection des projections
idéales des éléments de F. Ainsi une monade est un noyau de filtre par
exemple. L'existence d'infinitésimaux contenus dans u(e), rappelée plus haut,
est un cas particulier de la méme propriété pour les familles de parties
possédant la condition d'intersection finie : le noyau d'une telle famille

contient également ses infinitésimaux.

1. - DEFINITIONS STANDARDS ET NON STANDARDS DES GROUPES TOPOLOGIQUES. Dans

ce paragraphe, nous allons montrer l'équivalence entre les deux définitions

standards suivantes : celle basée sur la continuité des opérations et celle
s 'appuyant sur des propriétés du filtre des voisinages de e. Nous donnerons
ensuite une définition non-standard qui fait appel aux voisinages infinité-
simaux de e, dont 1'intérét est, dans bien des démonstrations, d'éviter

d'avoir 8 construire des voisinages particuliers.

(1.1) THEOREME (St.) : Soit U une base d'ouverts en e du groupe topologi-
que G, alors :
() pour tout U € U, il existe Ve U tel que V2 e u,
(i1) pour tout U € U, il existe Ve U tel que V' c U,
(111) pour tout U € U, pour tout xe U, il existe V€ U tel que xV C U,

(iv) pour tout U € U, pour tout xeG, il existe Ve U tel que xVx L e u.

. M . . . L -]
Preuve : Soit IEEVe un voisinage infinitésimal de e. Comme U est une base

mmverm(%.&L2@D.%admcmwtthwmﬂmmtéU:
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u* 5 ule)
™ 5 ule)

u(e) . ule)o 1%, 1%,
(u(e))™ o (1*yt = (7 H*

-

. . * .
par ailleurs, puisque U est ouvert, U contient la monade de chacun des

points de U et par conséquent :
* *
Vx(({xeU) A (U > u(x) = xule) 2 xI')).

Ces trois propriétés du modéle G, ré-interprétées dans ¢¥, prouvent (i),
(ii), (iii). Cette ré-interprétation est aisée : nous allons l'expliciter
pour (iv). D'aprés le Th. 5.7.2. ([2]) u(e) est un sous-groupe distingué

de qs(G), on a donc, pour tout élément x de G, xu(e)x-l = u(e), et par sui-

* - *
te xI x 1 C U, pour tout U de U et tout x de U, On & :

¥t 31((1e Ue) A (xIx-l'C U)), et par suite

G+ IT((Ie V) A (xIx~T ¢ U)).

Nous allons prouver un lemme non standard aqui permet de montrer la
réciproque du théoréme ci-dessus. On obtiendra ainsi la structure de groupe

topologicue par la caractérisation classique de Ve.

(1.2) LEMME (N.St.) : Soit U wne famille de parties de G, groupe topologi-
que vérifiant la condition d'intersection finie ainsi que les condi-
tions (1), (it), (ii1), (iv) du théoréme précédent ; l satisfait les
propositions suivantes :

(1) Nuc(U) est wn sous—groupe de G,
(2) pour tout g de dt guc(U) = Nuc(lU)g.

Preuve : L'ensemble Nuc(U) dont il s'agit est tout d'abord non vide comme
il est montré au Th. 2.4.1, ([4]).

. P4 3 -~ '.
Soient x et y deux €léments de Nuc(U) : x et y appartiennent & U pour

tout U de U. Pour tout U de U, il existe V et W éléments de U tels que
"l - ., . .o P ~ P4 :
VW " C U, d'aprés les conditions (i) et (ii) du théoréme précédent. Par sui-

S R ] - . - .
te xy "e V. W . , S0it xy le u*. L'é1ément Xy 1 est donc dans Nuc(U), ce qui

achdve la démonstration de (1).
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-1
Montrons que pour tout y de Nuc(U), et pour tout x de G, xyx = appar-
tient & Nuc(U). Pour un U quelconque de U et pour tout x de G, il existe V

1

- * - *
de U, tel que W lcu , donc xyx 1o vk,

Remarque : si U est 1'ensemble des intersections finies d'éléments de u,
et si E;est le filtre engendré par E; alors d'aprés le Th. 5.1.1. ([2]),
Nuc(ﬁ) = Nuc(a) = Nuc(U). D&s qu'il est question de filtres., on voit ici que
1l'analyse non standard permet de raisonner sur le noyau d'une famille de par-

ties engendrant le filtre pour étudier ce dernier.

Les deux résultats précédents permettent meintenant d'introduire la

définition qui suit :

(1.3) DEFINITION (St.) : SZ U est wne famille de parties d'un groure topo—
loatque G et st U vérifie les conditions du lerme précédent, G est alors
wn groupe topologique dont tout élément x admet pour filtre de voisi-
nages le filtre engendré par lee xU(U e U), qui en constituent wune

sous-base ouverte.

Justification : Les €léments de U sont ouverts par construction. Nuc(U) est
un sous-groupe qui vérifie les conditions du lemme précédent, donec du

Th. 5.7.3. ([2]). Par conséquent U définit une topologie qui est celle du
groupe topologique donné.

Cette définition est la caractérisation classique de G comme groupe
topologique & partir d'une sous-base U de Ve. Nous sommes naturellement
conduits par cette dernilre définition & introduire une définition non
standard des groupes topologiques & partir des voisinages infinité&simaux,
dont on sait qu'en tant qu'objets internes de G*, ils vérifient les condi-

tions du Th. 1l.1. ci~dessus.

(1.4) THEOREME-DEFINITION (N.St.) :

(1) Soit G wn groupe topologique ; soient 1 et J dewr éléments infini-
tésimaux de Ve. Pour tout g de G et tout x de Nuc(ve)
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1-1-1

(a) gxIJ""x g = est élément infinitésimal de Ve R

(b) Nue(v,) = U I* (I voisinage infinitésimal de V).

(2) Soit F un filtre de parties d'un groupe G, qui contiennent tou-
tes e et vérifiant :

(a) Nuc(F) = UI™ (I é1ément infinitésimal de F,

(b) Pour tout I et tout J de F*, pour tout g de G et pour tout x de

=1 -1 -1
&g

Nuc(F), gxIJ "x est wn infinitésimal de F.

Le groupe G est dans ce cas un groupe topologique dont la topologie
est définie par les xF(F € F) qui constituent un filtre de voisinages
du point x, pour tout x de G.

Preuve : (1)(a) I et J étant des objets internes de G*, le résultat vient de
la ré-interprétation des conditions (i), (ii), (iv) du théoréme 1.1. ci-des-
sus.

(v) NuC(Ve) = y(e) par définition. Soit xe€ u(e) et I un élément infini-
tésimal de Ve, alors xI" est contenu dans u(e) car u(e) est un sous-groupe
de G ; xI¥ LII* est contenu dans u(e) et c'est un élément de V: puisqu'il

. «
contient I . On a donc :

U (I é1ément infinitésimal de Ve) D ule).

L'inclusion inverse est évidente puisque tout infinitésimal est contenu

dans u(e).

(2) Pour démontrer que G est un groupe dont la topologie est donnée par
les xF (FeF), il suffit de vérifier les deux conditions du Th. 5.7.3. ([2]).
Nuc(F) est bien un sous-groupe puisque si x et y sont deux éléments de Nuc(F).
on sait d'aprés (2)(a) qu'il existe deux &léments infinitésimaux I et J tels
que x€ ™ et ve J* et on sait par suite de (2)(b) que xy-le (IJ-l)*c Nuc(F).
Montrons maintenant que pour tout g de G, gNuc(F) € Nuc(F)g. Si xe Nuc(F) on
a gxg—%; gI*g_l pour un élément I infinitésimal au moins & cause de (2)(a).

et, & cause de (2)(b), gI"g ' ¢ Nuc(F). Finalement gNuc(F)g™> C Nue(F).
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2. - QUELQUES PROPRIETES ELEMENTAIRES DES GROUPES TOPOLOGIQUES. Nous allons

retrouver de facon non standard les propriétés de régularité, d'existence
de voisinages symétriques. de transfert par produit des propriétés d'ouver-

ture, de fermeture ou de compacité.

(2.1) THEOREME (St.) : Soit G un groupe topologique,
(1) Scit U une base ouverte de Ve ; pour tout U€ U 71 existe Ve Ve
tel que VC U,

-1

-

(2) 11 existe wne base U’ de Ve, telle que pour tout U € U', U =1U

{3) 51 G est To—séparé, 1l est T2-3éparé, c'est—-d-dive d'HAUSDORFF.

Preuve : Les définitions de Ti-séparation pour i = 0, 1, 2, 3, 4 sont données
dans [5]. V désigne la fermeture topologique de V.
. 2 . -,
(1) Soit Ve Ve tel que V € U, Soit xe V, i.e. tel que u(x) N V*# g .

* - * *
on a, pour un n de u(e), xeV nlcV2C u.
(2) Soit U' = (U2~ U (Ue U} ; d'aprés le Th. 5.1.2 ([2]), U' est
une base de Ul : nous avons en effet démontré au Th. 1.4 que si I est un
€lément infinitésimal de U, I r'\I-1 en était un aussi et ce dernier é&lément

appartient a U'.

(3) Ce résultat est démontré en [2], p. 35 et est rappelé ici pour

mémoire.

Le résultat suivant anticipe un peu sur le paragraphe qui traitera de
la compacité : il est trés simple et, comme nous l'avons déjd mentionné, 1la
caractérisation non standard qu'il utilise est celle qui définit les espaces
quasi-compacts comme ceux dont la projection: idéale est formée de points

quasi-standards.

(2.2) THEOREME (St.) : Soit G un groupe topologique et A et B deur sous-en-
gembles de G,
(1) 81 A est ouvert, AB et BA le sont,
(2) st A et B sont compacts, AB l'est aussi,
(3) 81 A est fermé et B compact, AB et BA sont fermés.
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% . .
Preuve : (1) Montrons que (AB) contient la monade de chacun des points de
AB, ce qui est une condition nécessaire et suffisante pour que AB soit

ouvert. Pour tout ae A et tout b€ B, nous avons :

u(ab) = u(a) (Th. 5.7.1 [2]) ¢ (ap)™ .

(2) si a' et b' sont des points de A* et e B* respectivement, il exis-
te a€ A et be B tels que a'e p(a) et b'en(d) (Th. 5.5.1. [2]), on a alors

a'b'c ula) u(b) = u(ab). Tout élément de (AB)* est donc proche d'un point
de AB.

(3) Nous citons ce résultat pour mémoire, il est démontré dans [2] p.3€.

Le théoréme qui suit sera utilisé pour montrer que 1l'adhérence d'un

sous-groupe topologique est un sous-groupe ; il présente également un inté-
rét intrinséque.

(2.3) THEOREME (St.) : Soit G un groupe topologique, A et B des parties de G,
alors :

———

ABc BB ; A)r =2t | xhy = XAy pour tout x et tout y éléments de G.

. - - - -~ . . . «
Preuve : Dire que ac A et que b€ B équivaut a dire qu'il existe x et y dans G
- . *
tels que xeu(a) n A" et que ye u(b) N B*. Il vient donc xye u(ab) N (aB)",
ce qui implique que abe AB.

(K)":L c puisque u(a) N N’ implique u(a.-l) A (A-l)* # 0.

Enfin, s'il existe z¢u(a) N A" et si x et y sont des points de G,
#* . e _—_ P ., » Pa .
xzy € u(xay) N (xAy) et par suite xAy c xAy. L'égalité cherchée vient de

1l'inclusion inverse obtenue en multipliant convenablement par x-l et y-l

3. -~ SOUS-GROUPES TOPOLOGIQUES. Il est naturel de voir si, comme dans le cas

des groupes topologiques, la monade de e permet la caractérisation de la topo-

logie induite. Puisque les voisinages de e pour la topologie induite sur un
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sous-groupe H par un groupe topologique G sont de la forme VN H, ou V€'Ve'

posons «
uH(e) = u(e)n H

Cette définition est justifiée dans la preuve du théoréme suivant.

(3.1) THEOREME-DEFINITION (St.) : Soit G wn groupe topologique et H wn
sous~groupe de G, alors la topologie induite sur B par G fait de H

wn groupe topologique.

H sera dit sous—groupe topologique de G.

Preuve : uH(e) est bien un noyau de filtre de voisinages de e puisque
» * * * x . .
uH(e) = N v MNH = (\ VvV N H = [F\ V', ol V'e désigne le
VE Ve Ve Ue Ve V'e

filtre des voisinages de e dans H.

« ™
ple) N H est un sous—-groupe de H , tel que pour tout h de H,
huH(e) = uH(e)h ; ces propriétés suffisent pour faire de H un groupe topo-
logique d'aprés [2], Th. 5.7.3..

Nous allons maintenant retrouver rapidement les propriétés habituelles

des sous-groupes topologiques d'un groupe topologique.

(3.2) THEOREME (St.) :
(1) 51 K est wn sous-demi~groupe, wn 8ous-groupe, Ou Wi SOUB-groupe
distingué de G, groupe topologique, il en est respectivement de méme
pour H,
(2) Pour que le sous-groupe H soit owvert, il faut et il suffit qu'<il
att wn point intérieur,
(3) Pour que le sous—groupe H soit discret, il faut et tl suffit qu'il
att un point isolé,

(4) Tout sous~demi-groupe unitaire ouvert de G est fermé.

10
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Prewve : (1) Si x et y sont éléments de H ol H est un demi-groupe, il existe
x'e uG(x)fﬂ H* et i1 existe v'e uG(y)fW H*. Par conséquent x'y'e uG(xy) nHr.
Donc xye H. De plus si H est un sous-groupe, il existe x'e uG(x-l)lﬁ H.,

done x'y'e uG(x-ly)r\ K. Si H est distingué dans G et si ye H, alors pour
tout x de G, uG(y)(W B # @ entraine uG(xyx_l)(W B # @, car H est, par

PRI P . . . P «
ré~-interprétation, distingué dans G .

) *
(2) Soit p un point intérieur & H et soit qe H. On sait que uG(p) cH

- « « p . .
et que qp lL'G(p) CH, d'ol uG(q) C H et par conséquent H est un voisinage
de q. La réciproque est immédiate.

(3) D'aprés le théoréme 5.3.3. (iv) de [2], un point est isolé si et
seulement si sa monade se réduit & lui-méme. Soit p un point isolé de H,
alors uH(p) = {p} et en conséquence, pour tout q¢ H, uH(q) = qp-luH(p) = {ql}.
Ceci montre que tout point de H est isolé et qu'ainsi la topologie induite

sur H est discréte. La réciproque est évidente.

) *
(4) Soit H un sous-demi-groupe unitaire ouvert, on sait que uG(e) C H.
. = . . ” .
Soit ye H, il existe donc he uG(y) N H et par suite uG(y) = huG(e)-

. Par conséquent uG(y) est contenu dans H™. H" = H*. L'é1ément Y,

étant standard et appartenant & H', appartient 4 H, c.q.f.d..

h, - QUELQUES PROPRIETES NON STANDARDS DES GROUPES TOPOLOGIQUES. Rappelons
la définition donnée par ROBINSON de la Q-topologie de G* : c'est 1a topo-

logie pour laquelle les ouverts internes constituent une base.

Nous avons un premier résultat important :
(4.1) THEOREME (N.St.) : La Q-topologie fait de G un groupe topologique.
‘Preuve : Montrons que la multiplication est continue pour la Q-topologie

* 3 P X< :
dans G . Soit x et y deux &léments de d‘et soit Z un Q-ouvert contenant xy,

c'est-a-dire un Q-voisinage de xy. Il existe un ouvert interne T tel que
x_ . . . .
T € Z. L'assertion suivante est satisfaite :

11
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G' ¥xYy YT 3IVIW((xeG)A {(yeG) A (Te ny) n (Ve Vx)/\(wel/y)/\(vw CT)).
par suite,

¥ b-vyxvy VT IVIW((xeG) A (yeG) A (Te Vey) A (VEV A EV ) A (W e T)).

Ceci montre qu'étant donné un voisinage interne T de xy, il existe
deux ouverts internes contenant respectivement x et y dont le produit soit
inclus dans T’. Par ailleurs nous savons que tout ouvert interne est un
Q-ouvert (Th. 4.2.9. [1]). si VS désigne le filtre des Q-voisinages d'un

. » .
point a de G , nous pouvons affirmer :

Q * “
Vz ;vaw((zevgy) A (Vevg) A (W€Vy) AV W cz))

. . . = n
L'application (x,y) » xy est Q-continue dans G . De méme on montre-

. . . - . *
rait que l'application x + x 1 est Q-continue dens G .

(4.2) THEOREME (N.St.) :
(1) Le sous-groupe u(e) est Q-ouvert dans o*,
(2) Le sous-groupe qs(G) est Q-owvert dans G et contient la Q-ferme-
ture de G dans G*, EQ,
(3) SZ G est séparé, G" est Q-séparé et G = &2
Remarque : Les sous-groupes ci-dessus sont Q-fermés lorsqu'ils sont

Q-ouverts, en vertu du théoréme 3.2. ([h]) précédent .

Preuve : On a vu au théoréme 1.4, que u(e) est 1'union d'ouverts internes
(les é1éments infinitésimaux de Ve), par suite u(e) est Q-ouvert. On sait

que p(e) n'est pas interne si u(e) # {e}.

(2) q8(G) = Gu(e) permet de dire que qs(G) est Q-ouvert comme produit d'un
Q-ouvert avec un sous-ensemble quelconque de G‘, d'aprés le théoréme 2.2,
précédent ; comme G C qs(G), la remarque permet de conclure. qs(G) n'est

pas non plus un ouvert intermne.
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—{3) G étant séparé, ¢* est Q-séparé par ré-interprétation et compte tenu du
fait que les ouverts internes forment une base de G. Soit maintenant yEiEQ
et y€ G. Puisque -('}Qc, qs(Q), il existe xe G tel que ye p(x). Soient 0, et 0y
des Q-voisinages de x et y respectivement tels que Ox(\ 0y = @. Les Q-voisina-
ges u(x) N 0, et ui(x) n Oy de x et y respectivement sont disjoints, et il exis-

te par conséquent un z différent de x dans u(x) N Oy, lequel z appartient & G.

Ainsi y aurait-il si y n"était pas dans G dans u(x) deux éléments distincts

de G, en contradiction de l'hypothése de séparation faite sur ce dernier.

5. - ESPACES QUOTIENTS D'UN GROUPE PAR UN SOUS-GROUPE TOPOLOGIQUE -
GROUPES QUOTIENTS.

. . . . *, X % <
Du fait de 1'isomorphisme canonique entre G /H et (G/H) , dans le mode-
* .. P « *
le G , nous pouvons considérer les éléments de (G/H) comme les classes & des

é1éments de G" modulo le sous-groupe

Comme pour les sous-groupes, la topologie quotient sera encore définie
par les monades, et méme par la monade de 1'élément neutre H du groupe G/H

si H est distingué dans G.

(5.1) DEFINITION (N.St.) : On appelle momade de xH dans 1'espace quotient du
groupe topologique G par le sous—groupe topologique H, l'ensemble :
wg/p(xH) = lae(e/m)* (@% = x'H 2 x'e u )N

(1) Les monades de G/H déterminent une topoloaie pour laquelle les voisi-
nages de xH sont les {uH (u€ U A Ue Vx)}_.

(2) pour cette topologie, l'application canonique ¢ de G dans G/H est
continue et ouverte,

(3) cette topologie est la plus fine qui rende ¢ continue.

Preuve. Par construction de la topologie déterminée par les monades, un ouvert
contenant xH dans G/H est un ensemble W de classes yH, ol y parcourt un ensem-

ble E de G de telle sorte que wro uG/H(xH). ce qui peut encore s'écrire :

13
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{x'H (x'e uG(x)} C {yH (ye:E*)}.

R * p . . .
Par suite E D uG(x), et en conséquence E est un voisinage de x dans G.
Remarquons que nous retrouvons ainsi la topologie habituelle d'un espace quo-

tient de groupe topologique par un de ses sous-groupes.

(2) Rappelons qu'une application f d'un espace topologique X dans un espace
topologique Y est continue si et seulement si, pour tout x de X,

f*(ux(x)) c uY(f(x)) . elle est ouverte si et seulement si on a 1'inclusion
inverse. Il en est ainsi pour un enlargement comme celui dans lequel nous

nous sommes placés au début de 1'exposé.

I1 nous suffit ici de montrer 1l'égalité de uG/H(¢(x)) avec ¢*(uG(x)),

Par définition :
)«

uG/H(q;(X)) {ae (G/H (a* B x'e uG(x))}

)-l(

{a€(c/H) ("

$*(x) A x'eug(x))} = 6% (ug(x)).

Ces égalités prouvent que ¢ est continue et ouverte.

(3) Soit t une topologie plus fine que celle précédemment définie : nous

devons donc avoir pour un x au moins de G :

ug /p(¢(x)) 3 u_(o(x)).

De cette inclusion stricte on peut déduire que :
x (¢(x))
¢ (us(x)) i u (8(x)),

ce qui contredit la continuité de ¢ comme application de G muni de sa topo-

logie initiale dans G/H muni de la topologie T.

Le résultat, concernant la régularité des espaces quotients que nous

considérons, sera établi & l'aide du lemme suivant :

(5.3) LEMME (St.) : Soit G un groupe topologique et H wun sous-groupe topolo-
aitque de G ; 81 U et V sont des voiginages de e tels que VVC U et 8% ¢

14
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est L'application ecanonique usuelle, ¢(xV) ¢ ¢(xU), pour tout xeG.

Preuve. L'appartenance de yH & ¢(xV) iimplijue 1'existence d'éléments ne uG(e),

* ] .
veV , h et h' de H tels que yh = xvh' et par suite d'un n’'e uG(e) (du fait
que uG(e) est distingué dans qs(G) qui contient G) tel aque yh = xn' vh'.

. P c .
Puisque n' est €lément de uG(e) lui méme contenu dans V . on a :
* % %
yhe xve v E* ¢ xu* BY et yHe o(U)™.

Comme yH est standard, yH est nécessairement dans ¢(U), c.q.f.d..

Venons en maintenant aux résultats annoncés plus haut :

(5.4) THEOREME (St.) : Soit G un groupe topologique, H un de ses sous-grou-

pes, ¢ l'application canonique habituelle :
(1) G/H est discret si et seulement si H est ouvert dans G,
(2) G/H est régulier ; si H est fermé, G/H est méme espace d'HAUSDORFF,

(3) 51 G/H est T,-séparé, alors H est fermé et G/H est wn espace régu-
lter.

Remarque. La régularité considérée ici est celle définie par Kelley dans [5] :

elle n'implique pas la séparation.

-
est aussi et uG(x) C xH .
Ceci prouve que uG/H(xH) = {xH}® = {xH} et par conséquent que G/H est discret.
Réciproquement si G/H est discret, la monade de chacun des points de G/H se

réduit a4 ce point et uG/H(H) = {H}. Pour tout ne.uG(e), on doit donc avoir
%

. 4 . . v e
nl = H , et par suite uG(e) C H, ce qui signifie l'ouverture de H.

(2) Le lemme 5.3 prouve que G/H est régulier : en effet tout voisinage U de e

contenant le produit V2 pour un V de Ve, 1'inclusion ¢(xV) € ¢(xU) assure

1l'existence d'un systéme de voisinages fermés de 1'élément xH.

(3) Un espace Tl-séparé et régulier étant d'HAUSDORFF ([5}), montrons que ,
lorsque H est fermé, chaque {xH} est fermé dans G/H et nous aurons la pro-

priété annoncée. Soit yH € {xH} ; cette appartenance s'écrit

15
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* .
uG/H(yH)tﬂ {xH}  # @ ou encore xHe uG/H(yH). I1 existe alors y'e uG(y) tel

* - -1 -
que xH* = y'H . D'une part, x ly'e uG(x v) et d'autre part x ly'e 1. De

. - —l ¥ _l - ‘
cela, il résulte que uG(x y) Ni # @, donc que x "yeH = H et que yH = xH

. . . . *
Supposons maintenant que G/H soit T -séparé. Si xe H, uG(x) NH #¢,

% % e . %
et pour un n de uG(e), xH = nH . Cette égalite impliquant que xH ¢ “G/H(H)’

. . . )
donc que H € pG/H(xH), 1'hypothése de séparation assure que xH = H et que x ¢ H.,

(5.5) COROLLAIRE (N.St.) : L'espace quotient qs(G)/u(e) ou qs(G) et u(e) sont

s . * .
considérées comme sous—-groupes Q-topologiques de G , est discret.

Preuve. Le théoréme précédent et le fait que u(e) soient Q-ouvert (théoreme

4.2 ci-dessus) fournissent le résultat.

Remarque. L'isomorphisme algébrique entre G et qs(G)/u(e), remarqué par
ROBINSON (th. 8.1.9 [1]) lorsque la topologie de départ de G est séparée,
devient ici topologique. En effet la Q-topologie induit sur G la topologie
discréte si G est séparé : u(x) N G = {x}, u(x) Q-ouvert pour tout x de G ;
puisque le corollaire ci-dessus assure la discrétude de qs(G)/u(e), la remar-

que est justifiée.

Plagons-nous maintenant dans le cas ou le sous-groupe H du groupe topo-

logique G est distingué dans G ; on a évidemment

(5.6) THEOREME (St.) : SZ H est un sous-groupe distingué du groupe topologi-
que G, l'espace quotient G/H est un groupe topologique, pour la multi-
plication naturelle de G/H.

Preuve. Utilisant le théoréme 5.7.3 de [Z], il nous suffit ici de montrer
que uG/H(H) est un sous-groupe nucléaire (noyau d'un filtre) vérifiant, pour

tout xH de G/H, xHuG/H(H) = uG/H(H)xH.

16
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uG/H(H) est un sous-groupe car uG(e) en est un, du fait que 1'application
$ est continue et ouverte. uG/H(H) peut s'écrire :

(i (uet®r vev)) = ) e u)™ .
Uev
e

ce qui montre que uG/H(H) est nucléaire.

uG(e) étant distingué dans qs(G), on a, pour tout ul® de uG/H(H) et pour

tout x de G :
xHuE® = xui® = w®™ ¢ wnxn®

du fait que ue uG(e).

La fin de ce paragraphe est consacrée & la démonstration des résultats
classiques concernant les homomorphismes et isomorphismes topologiques de
groupes topologiques.

(5.7) THEOREME (St.) : Soit G et G deux groupes topologiques d'éléments neu-
tres respectifs e et T ; soit £ : G + G wn morphieme continu, ouvert de G
sur G. L'application ¢ : G + 6/7H(3) telle que ¢(x) = £7HR) est wn
homéomorphisme et un isomorphisme de G sur /e~ (@) , mot de sa struc-
ture de groupe topologique quotient.

Preuve. ¢ étant &videmment un isomorphisme de groupe, le théoréme résulte des
égalités entre monades que nous allons démontrer. Remarquons que si M* est
un a-enlargement pour un ordinal limite o tel que nous ayons une immersion
é1émentaire de G et de G" dans M" , NOus pouvons écrire :

B VR((Xe ) A (if-l(g) = ¢(X) = ¢(X) #(€)) puisque cette assertion
vraie dans G, le reste dans M . La preuve du théoréme se réduit alors aux
égalités :

ug/e=1g) (8(8)) = (x'a(®)*(x'e ugleN} = (4" (X)) (%'e ug(®)) =

"(ug(®)) ob x' = $*G").

(5.8) THEOREME (St.) : Soit G un groupe topologique, H wn sous-growpe distin-
gué et L un sous—groupe quelconque de G. Si ¢ est le morphisme canonique
G - G/H, LH/H est topologiquement isomorphe d ¢(L).

17
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Remarque. ''Topologiquement isomorphe” signifie comme dans [3] , qu'il existe
une application réalisant 1'isomorphisme qui est bicontinue, et non qu'il
existe d'une part un isomorphisme et d'autre part un homéomorphisme qui

pourraient €tre distincts.

Preuve. L'application identique de LH/H + ¢(L) est bicontinue car si melL
et he H,

(mhB) = {m'h'E*(n'h'e up(m) uy(n))} = g (mhH) N (L/H)* =

MG/H
™
(mhH) n ¢(L)" = uML)(th)

HLH/H
Y6 /H

(5.9) THEOREME (St.) : L'applieation canonique v : LH/H + L/L N H est ou~

verte.

Preuve . ML/L A H(-r(H)) = {a'(L O H)*(a'e uL(e))} C {t*(a'H*)(a'euG(e))}

C T (g g (H)).

Dans (3], il est donné un contre-exemple prouvant que T n'est pas en
général continue. Nous démontrerons plus loin que certaines conditions de

compacité rendent 1 continue.

(5.10) THEOREME (St.) :
(1) Soit G wn groupe topologique, H et N des sous-groupes distinguds
de G tels que Nc H. Alors G/H est topologiquement ieomorphe i
(6/N)/(B/N).
(2) Soit f un morphisme owvert et continu du groupe topologique G sur
le growpe topologique T ; soit H un sous-groupe distingué de G. Alors :

G/f'l('fil), l(\}J/ﬁ,, (G/f-l(’;))/(f-l(lfl)/f_l(g)) sont des groupes topologiques.

Preuve. Nous ne rappelons pas ici la démonstration de la partie algébrique
de ce théoréme ; montrons que les applications réalisant les isomorphismes

sont bicontinues.

18
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(1) Soit ¢ : G/N > G/H telle que ¢(xN) = xH ; il suffit d'aprés le théoré-

me 5.7 ci-dessus de vérifier que ¢ est bicontinue :
¥ (g g (M) = ¢ (='W (x'e ugle)))) = (x'H (x'e ugle)} =
"G/H(H) = uG/H(¢(N))-
(2) De méme, il suffit ici de vérifier que
v : G/H » G/H o H = f-l(g) et ol w(xf-l(ﬁ)) = f(x)H est bicontinue. Or,

¥ (g (B)) = (£ (£ (x) € £ (ugle)))

™ (x HH (£ (x" ) € wg(@)) =

uﬁyﬁ(ﬂ) = ua/ﬁ(w(ﬂ)).

Donc (G/H)/(H/N) est topologiquement isomorphe & G/H, et, en utilisant
le (1) ci-dessus, G/N est topologiquement isomorphe & E/E.

6 - COMPACITE ET LOCALE COMPACITE.

Un outil essentiel, tout au long de ce paragraphe, nous est fourni par
la caractérisation des compacts par les points quasi-standards. On établira
par exemple au lemme 6.7 la relation entre les points quasi-standards d4'un

groupe topologique et ceux de l'espace quotient de ce groupe par un de ses
SOous=-groupes.

L'étude de la locale compacité utilisera le résultat bien connu
(th.3.7.1 [h], th.5.5.4 [2]) assurant qu'un espace X est localement compact
lorsque tout quasi-standard de X*, appartient & la projection idéale d'une
partie compacte de cet espace, d'une part, et d'autre part, un résultat que
nous avons établi au lemme 6.9 qui permet de "standardiser” certaines preuves
non standards (i.e. utiliser des propriétés standards d'objets internes con-

venablement choisis, telles que des propriétés topologiques ré-interprétées,
par exemple).

Les lemmes et théorémes 6.1, 6.2, 6.6, 6.9, 6.10, 6.11 et 6.12 sont éta-
blis, indépendamment de leur intér€t intrinsdque, pour servir éventuellement
& l'étude de la structure des groupes abéliens localement compacts. Figure

également dans cette section une étude de 1'équivalence des structures uni-
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formes induites a droite et & gauche sur un groupe topologique. Soit enfin
donnés leurs résultats connus sur les espaces quotients qui concernent la

compacité.

Nous regrettons de n'avoir pas pu donner de démonstration réellement non
standard du théoréme de BAIRE que nous utilisons au théoréme 6.1 ; cette
difficulté sera peut &tre l'origine de nouvelles et fructueuses notions
non standards, ou le point de départ d'une utilisation nouvelle de la théo-

rie des modéles pour l'étude de problémes topologiques.

(6.1) THEOREME (St.) : Sott G un groupe topologique, soit Ucec V., et soit F
un sous ensemble compact de G. Dans ces hypothlses, il existe Ve Ve tel
que, pour tout x de F, xvxic v,

Preuve, Puisque F est compact et contenu dans qs(G), puisque u(e) est dis-
tingué dans q8(G), on peut €crire pour tout I &lément infinitésimal de V ,
et pour tout x de F, <™ x-lc ule) ¢ u*. ¢
Par suite :

e

¢ kv vx(ve Ve/\xeFl\ xVx u),

ce qui, ré-interprété dans G, prouve le théoréme.

(6.2) THEOREME : Soit G wn groupe topologique ; soit F un compact de G et U
wn ouvert contenant F ; il existe alors Ve Ve tel que FV V VF ¢ U.
Si G est localement compact, on peut choisir V tel que FV O VF soit
compact.

Preuve. Le fait que F*c Fu(e) puisque F est compact, le fait que Uu(e) C u*
puisque U est ouvert et la donnée d'un €lément infinitésimal I de Ve nous

permettent d'affirmer que :
F* ™"C F (e)I"C F (e)c U (e) cU*

P I3 - L 4 o
et d'écrire de méme que I F < U .,
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-~ hd Pl , ” * 3 Ul
La ré-interprétation de ce résultat de G dans G, fournit le resultat :

la premiére partie du théoréme est montrée. La seconde partie est un corol-
laire du théoréme 2.1 précédent.

Ces deux propriétés des groupes topologiques sont, en particulier, utiles
dans 1'étude des groupes abéliens localement compacts.

L'analyse non-standard permet une bonne approche des structures uniformes

(cf. MACHOVER [2]) ; voyons ce qu'il en est dans le cas des groupes topolo-
giques.

(6.3) THEOREME : Soit ¢ wne application continue du groupe topologique G dans

le groupe topologique T telle que pour tout WeV , 71 existe un compact
A, tel que ¢(G-Aw) C W.
L'application ¢ est dans ces conditiong continue pour chacun des couples

o N L) ” N
possibles de structures uniformes induites sur G et sur G.

Remarque. Cette preuve est un bon exemple des simplifications que peut appor-

ter 1'Analyse non standard ; on comparera avec la démonstration du méme résul-
tat donné en [3] p.22-23, dont nous nous sommes inspirés.

Preuve. Soit W un élément fixé de V,-' et Y un élément symétrique de V~ égale-

ment tel que Y2 C W. Soit AY une pa.rtle compacte telle que ¢(G-AY) c W

(1) Supposons que xeAY Il nous suffit de montrer que pour tout y de G tel
que x ye uG(e) nous avons ¢{x 1 o(v)e u~(e) (caractérisation de la conti-
nuité uniforme donnée au th.9.1.2. en [2]) Puisque AY est compact, il existe

a€ Ay tel que uG(a.) = uG(x) tout y vérifiant x lye uG(e) est donc contenu
dans qu(e)C uc(a) uG(e) = uG(a.) ; par suite :

0™ #(v)e s lugla)Malng(a)) C ug(e(a))™ wg(o(a)) = we(@), & cause de 1a

continuité simple de ¢ .

(2) Soit maintenant le cas dans lequel x ¢ AY et soit I un voisinage infinitési-

L]
mal de Ve tel que x -1 Y€l . On suppose que y est dans AY sinon le raison-
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nement (1) permet de conclure. Nous disons alors que :

- P | %* -] * % #
o(x)L o(y)e 8 (G-A )" p(e-a, )" ¢ YT < x* x¥ e Wt
%« . s e
En ré-interprétant ce résultat de G dans G, on obtient la continuité
uniforme de ¢. Pour les autres couples possibles de structures uniformes

induites, on procéde d& un raisonnement analogue.

(6.4) COROLLAIRE (St.) : Toutes les applications continues d'un groupe
topologique compact G dans wn groupe topologique G sont wntformément
continues pour tous les couples possibles de structures wniformes in-
duites a@ droite et & gauche sur G et G.

Preuve. Les hypothéses du théoréme précédent sont visiblement réalisées.

(6.5) COROLLAIRE. S% G est compact, les structures wniformes induites & droi-
te et d gauche cofneident.

Preuve. On applique le corollaire précédent en remarquant que l'application
identique dans G est uniformément bicontinue, lorsque G est muni au départ de
la structure uniforme induite & droite et a4 l'arrivée de la structure unifor-

me induite & gauche.

On peut donner une autre preuve trés simple de ce corollaire en remar-

. % . L.
quant que, G étant compact, G = qs(G) et qu'alors uG(e) est distingué dans G*
ce qui est une condition nécessaire et suffisante pour que les structures

uniformes induites & droite et & gauche soient équivalentes ([2] p.36).

Venons en maintenant & la compacité des espaces quotients d'un groupe

topologique G par un de ses sous-groupes H :

(6.6) LEMME (N.St.). Un élément nH. de (G/H)* est quasi-standard dans (G/H

)*

si et seulement si ne qs(G).
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Preuve. Soit q un point quasi-standard de G donc tel que qe uG(p), pour
un pEG ; qH c uG/H(pH) par définition de cette derniére monade et qH est

quasi-standard dans (G/E)*. L'inclusion inverse est tout aussi évidente.

(6.7) LEMME (St.) : Soit G un groupe topologique et H un sous—groupe de G,
¢ l'application canonique G + G/H. Soit U wn voisinage symétrique de
tel que T A H soit compact et tel que {xH(xe X)} € {uH(ueU)} sott
wn sous-ensemble fermé et compact.

Un xH est alors un sous-ensemble fermé et compact de G.

Dreuve. xH = ¢-l({x}1(xe X)}) est fermé comme image réciproque d'un fermé et
par suite U N xH est fermé. Montrons que UN XH est compact. Soit xe(U N x)*
Alors xc x'H" pour un x'e X*. 0n a : x'"H e {xH(xe ) e qs({xH(x€ X)})
puisque {xH(x& X)} est compact. Par le lemme 6.6, x'H'e uG/H(x H), pour

un x € X. Compte tenu de l'hypothése, x H s'écrit U, H pour un u, e U. Fma.le-
ment X< x w* 3 “G/H(u H). D'ou résulte l'exlstence de n e uG(e) et de he H'

tels que x = nuoh, soit encore tels que h = ;1 n lx. On peut donc affirmer

-1% =3 = _ . =3 %
que : he U T e T ¢ U3. Ainsi est prouvé que he¢ (U3f\ H) .

Ce ds_l_'nier. ensemble étant compact, il existe ho tel que he uG(ho)
avec hoc—: 33 N H.

L'égalité uG(uoho) = uG(nuoh) entraine xc uG(uoho). Par ailleurs xeﬁ.,
et par suite uG(u h )N _I-J* est différent du vide et u h € U. Puisque u hoe Xy H
qui est contenu dans xH, cet &lément u, h €EXHNT La preuve est achevée dés

que l'on constate que xe uG(z) pour un ze XH N U.

Nous sommes maintenant en mesure de donner les résultats essentiels sur
les rapports entre le groupe topologique G et 1l'espace quotient G/H pour un

sous-groupe H de G du point de vue de la compacité et de la locale compacité.

(6.8) THEOREME (St.) : Soit G un groupe topologique et H un sous-groupe fermé

de G. Soit ¢ l'application canonique de G sur G/H.
(1) Si H est compact, ¢ est fermé,
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(2) Si G est compact (resp. localement compact), G/H est compact (reep.
localement compact),

(3) S H et G/H sont compacts (resp. localement compacts), G est compact

(resp. localement compacts).

Preuve., H étant fermé, G/H est A'HAUSDORFF aprés le théoréme 5.5 ci-dessus.

(1) Soit A un sous-ensemble fermé de G, montrons que G/H - ¢(A) est ouvert.
Soit xHE G/H - ¢$(A), alors x¢ AH = AH puisque H est fermé et A compact
(théoréme 2.2). Par suite u,(x) 0 (am)* = @, et ug(x) € ¢*-(an)*. L'applica-
tion ¢ étant continue et ouverte, uG/H(xH) = ¢*(uG(x)) c (e¢/H)* - ¢*(A*). La
partie G/H - ¢(A) est ouverte puisque que la monade de chacun de ses points

est contenue dans la projection idéale de cette partie.

*
(2) D'aprés le lemme 6.6 et compte tenu de ce que qs(G) = G , G/H est compact.

Supposons G localement compact ; pour prouver que G/H l'est aussi, il
suffit d'aprés le théoréme 5.5.4 de [2], de prouver que, si xH€E qs(G/H), il
existe BxH’ une partie compacte de G/H, telle que xHE€ B:H. En appliquant le
lemme 6.6, nous savons que x est quasi-standard, donc qu'il existe A, une
partie compacte de G, telle que x¢€ A:. Par suite xH = ¢(x)e ¢*(A:)) = (¢(Ax))*.

Comme ¢ est continue, ¢(Ax) est compacte.

. * -
(3) I1 suffit de montrer que G C qs(G). G/H étant compact, qs(G)/H’ = G*/H*,
x, % ) % .
On en déduit ¢*(qs(G)) = ¢ (G ), soit encore qs(G)H = c*5*. Mais H étant
. *
compact , H* est contenu dans qs(G). Finalement G = G*H*c qs(G)H*(_ as(G).

Supposons maintenant que G/H et H sont localement compacts. Il existe un

voisinage V de e dans G, tel que VN H soit compact.

3¢ VTN H est évidemment compact. Si I est un

Soit Ue V, tel que U
voisinage infinitésimal de e que 1l'on peut choisir *-fermé (par ré-interpré-
tation du fait qu'il existe dans G un systéme fondamental de voisinages fer-

més (théoréme 2.1) de e), alors :

- {xH*(xe I")} ¢ (xH"(xeUM)},
- {x*(xe I¥)} est un voisinage infinitésimal de H dans G/H par définj

tion de uG/H(H) Py
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* * * ) * * .
- {xH (xec 1 )}est -fermé puisque ¢ es- -fermée,

* * * . .
- {xH (xeI )} CC, ol C est un voisinage compact de H dans G/H, car
ce dernier espace est localement compact.

. »* * %« . X .
Par conséquent {xH (xeI )} est -compact comme partie ~~fermée d'un

-compact. La ré-interprétation du lemme 6.7 dans G, permet d'écrire

* - . .
G E IHN U est un voisinage compact de e,
donc que

« . o
G k= 11 existe K voisinage compact de e dans G,

d'olu l'existence d'un voisinage compact de e dans G.

(6.9) THEOREME (N.St.) : Pour qu'un groupe topologique G soit localement compact

. . . . . . . * %

1l faut et il suffit qu'il existe wne partie K inteme de G , -compac-
* ., ., .

te et -voisinage de chacun des pointe de G.

Preuve. La condition nécessaire résulte de la concurrence (au sens donné &
*concurrent” par ROBINSON en [1]) de la relation R(x,C) définie par :
"1'élément x de G est contenu dans un voisinage C compact de x". La conditicn
suffisante résulte quant & elle de la ré-interprétation dans G de 1l'asser-
tion :

« . . . s
G EF il existe un voisinage K compact de e.

em . On a de plus le résultat suivant . ¥ ‘, par le théoréme
Remarque. On a de plus 1 1 ek

4,2.10 de [1] » qui assure que K est Q-fermée, ou tout simplement, G &tant
séparé, par ce fait que G = EQ !

Pour que le groupe topologique G localement compact soit compact il faut
. . * ., . =
et il suffit que K ¢ qs(G), parce que dans ces conditions St(K ) = G est
compacte d'aprés le théoréme 3.6.1 de [h] .

(6.10) THEOREME (St.) : Si G est wn groupe localement compact, les assertions
sutvantes eont équivalentes :

(1) G est engendré par un ca;:pact,
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(2) Il existe un ouvert U de G tel que U soit compact et U engendre G,
(3) Il existe un voisinage U de e tel que U soit compact et U engendre G,

Preuve. L'implication (3) = (2) = (1) est évidente.

(1) @ (3) comme corollaire du théoréme 6.2 ci-dessus.

Remarque. On aurait pu démontrer le théoréme en utilisant la partie K* du
théoréme 6.9 ci-dessus et la projection idéale de la partie Kl compacte engen-
drant G, mais on aurait ainsi simplement obtenu une stricte transcription de

la démonstration standard ; la propriété non-standard essentielle de k* d'étre
*-voisinage de chacun des points de G n'aurait pas &té utilisée ; seule la pro-
priété standard affirmant l'existence d'un voisinage compact de e dans G loca-

lement compact aurait servi & la démonstration.

On peut ainsi préciser le théoréme 6.10 :

(6.11) THEOREME (St.) : Soit G un groupe topologique localement compact et F
wne partie compacte de C. '

Dans ces hypothéses, il existe un sous-groupe ouvert et fermé, engendré
par une partie compacte contenant F.

Preuve. Soit U le voisinage de e vérifiant la condition (3) du théordme pré-
cédent appliqué au sous-groupe G' engendré par la partie compacte F. ROBINSON
démontre au cours de la preuve du théoréme 8.1.11 [1] que U (wilo U est
ouvert et fermé. Cette union est visiblement un sous- neN

groupe de G.

Le théoréme qui suit sera utile pour démontrer que le plus petit souse
groupe fermé contenant un €lément donné d'un groupe abélien localement compact
est soit compact, soit topologiquement isomorphe & Z. Il servira & prouver
le théoréme 6.13 de cet article.
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(6.12) THEOREME (St.) : S% G est wr groupe localement compact qui est c—-compact
(réunion dénombrable de compacts), st f est un morphieme comtinu du
growpe G sur le groupe topologique séparé localement dénombrablement
compact G, alors f est wne application ouverte.

Preuve. Il suffit de vérifier que f est ouverte en e, c'est-d-dire de montrer

1'inclusion suivante : f*(uG(e)) p) ua(f(e)). G =1£(6)= U f(A ), pour
neN

des An compacts et donc pour des f(An) également compacts puisque f est con-
tinue. Les f(A ) sont fermés parceque G est séparé. Le théordme de BAIRE
(que nous ne savons pas demontrer de fagon non standard) permet d'afflrmer

qu'il existe i€ Ntel que‘f(Ai '# #. Soit a; € A, tel que f(a )E*f(A 5‘
o o o

Pour montrer 1'inclusion considérons un n' quelconque de u~(f(e)) Puisque £*
est surjective (ré-interprétation de la méme propriété de f), il existe ne G

tel que n' = £(n). De ce qui précéde, on tire :

£*(n) £(a; e nglela, )) C £(a, )* = XY ),

o o o o
du fait que f(a )e‘sz J. Par suite e* (n) = f(a ) lf (8), pour un
)
»
§€ A ¢ qs(A. ) d qs(G) en utilisant la compacité de LY Les relations
0 *o *o

« *k, =1 * . . . .
f(n)=¢ (ai e r (GuG(e)) impliquent qu'il existe n"e uG(e) et g€G tels
o

que a;lé = n"g.
o
La continuité de f domne f*(uj(e)) C uz(r(e)), done £*(n")e wz(tle)).
Ceci, et le falt que f soit un morphlsme, permettent d'affirmer que
uAKf (n"g)) = u~(f(g)) ; or n' = £7(n"g) par définition de n, et nous avons
malntenant ue(n ) = ue(f(g)). Par ailleurs ug(n‘) u~(f(e)) et, T étant sépa-
ré, on peut conclure & 1'égalité de f(g) et de f(e). Comme n' = £*(n"g) on
trouve finalement n'

%
£ (n") aveec n"e uG(e), c.q.f.d..

Pour terminer nous donnons un résultat sur les espaces quotients qui

précisent le théoréme 5.8 dans des conditions de locale compacité, entre
autres.
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(6.13) THEOREME (St.) : Soit G wn growpe topoiogique, H wn sous—-groupe dig-—
tingué et L un sous-groupe quelcongue de H.
Si L est localement compact et o-compact, st H est fermé et LH locqgle-
ment compact,alors (LH)/H et L/L N H sont topologiquement isomorphes.

Preuve. Le théoréme 6.8 prouve que (LH)/H est localement compact ; si ¢ est
l'application de LH dans (LH)/H définie par ¢(mh) = mH pour me L et he H, 1a
restriction de ¢ & L, ¢IL, est une application ouverte d'aprés le théoréme
6.12 précédent.

On peut donc écrire les relations entre monades suivantes :

u(LH)/H(H) < ¢*|L(“L(e)) = ¢*|L(HG(e) a LYy,

ou encore :

ti*(ne ugle) 0 @™ C mE*(ne ugle)n ™) (1),

Soit t : (LH)/H » L/LN H, définie par t(mH) = m(L N H), pour tout m€L.
On sait que 1 est ouverte d'aprés le théoréme 5.9. Montrons que est con-
tinue, c'est-d-dire que
%
On sait que
*
(

1 u(LH)/H(H)) = t*({nH*(Bmah(meL*/\ he HY A n=mh A neuG(e))}

= m(LN B3 h (heH A mhe ug(e))).
« -1 * * » . . . .
Alors m(LAH) =mhh (LN H) =mhH N mL , mais du fait de (1), il exis-

” * *
te n'e uG(e) N, L tel que mhH = n'H puisque th(pG(e)f\ LH)™.

* - -ll ¥ *
En remarquant que mhH A mL = n'H N L = n'(§™ L) nous obtenons 1la

. * . - - .
relation n'(H N L) ¢ ML/L A H(L 0 H), ce qui achéve la démonstration.

28



Elements d’une théorie non standard des groupes topologiques

BIBLIOGRAPHIE

Les formulations des résultats de cette étude sont celles données par

EDWIN HEWITT et KENNETH A.ROSS dans leur livre "ABSTRACT HARMONIC ANALYSIS",
tome I.

L'article cité en [6], contient un excellent exposé des présupposés logi-
ques utilisés ici. Il y est entrepris une théorie de GALOIS infinie, et obte-

nu de fagon non-standard entre autres nombreux résultats, la topologie de
KRULL et les groupes pro-finis.

[1] A.ROBINSON < Non-standard Analysis.

(North-Holland, Publishing company, Amsterdam, 1966)

[2] M.MACHOVER et J.HIRSCHFELD - Lectures on Non-standard Analysis.
(Springer Verlag Berlin 1969)

[3] E .HEWITT et K.A.ROSS - Abstract Harmonic Analysis, Tome I.
(Springer Verlag Berlin, 1963)

[4] W.A.J.LUXEMBURG - Applications of Model Theory to Algebra, Analysis and
Probability p.18-86 (Holt, Rinehart, and Winston, 1969)

[5] KELLEY - General Topology .
(D.Van Nostrand Company, 1955)

[6] A.ROBINSON - Non-Standard Arithmetic.
(in Bull. A.M.S., vol 73, n® 6, nov. 67, p. 818-843).

Manuscrit remis le 10 décembre 1972 Christine CHARRETTON

Denis RICHARD

Département de Mathématiques
Université Claude-Bernard

43, bd du 11 novembre 1918
69621-VILLEURBANNE

29



