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SUR LES SYSTEMES DEDUCTIFS
DANS LA LOGIQUE 6-VALENTE

Vlad BOICESCU

En 1968, Gr. C. Moisil a généralisé la notion d'algébre
de Lukasiewicz, en définissant les algébres O-valentes, ol
O est un type d'ordre quelconque (2).

Nous nous proposons de relier le point de vue logique
au point de vue algébrique et de démontrer de maniére algé-
brique le théoréme de déduction en analysant aussi les sys-—
témes déductifs de ce calcul.

Soit J un ensemble totalement ordonné ayant un plus petit
et un plus grand élément et O le type d'ordre de J. Les sym—

boles du calcul ©-valent seront les suivants :

- variables propositionnelles : A,B,C,....
- connecteurs : V,A, >, <, {¢ } , {3}
parenthéses : (,). a’a eJ @

Les formules seront définies par récurrence ;

aeJ’

les variables propositionnelles sont des formules.
- si Jb est une formule, alors ¢ada ) Ea 0% sont des
formules aussi pour tout a €J.

- siUb et ¥ sont des formules, alors devy ,JLA$

sont des formules aussi.
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Sur les systémes déductifs dans la logique 6-valente

Def
On va écrire :6b=>d = ¢1£)7:V'$ et

J\,e-véSD—ezf B0 ~ B0

Les axiomes du calcul propositionnel O-valent seront

les suivants :

1) A~y (B—>A)

2) (A= (B—C))—((A —»B)— (A —=()).
3) (AAB)—A

4) (AAB)—»B

5) (C—»A)—> ((C—>B)——=>(C—> (A AB))).
6) A—>»(AV'B)

7) B—w (AVB)

8) (A—C)—> ((B—X) —>((AVB) —>C)).
9 ¢, (ANBle—¢ AN¢ B. Vaed.

10) ¢G(Av§)<—>$u A A% B. Yo eJ.

1) ¢ AVe A

12) ¢_ AHEBH:&A Vo,8 €.
13) ¢, AH¢B¢aA Vapged.
14) 50 Ae—»%aaA ¥Ya Bgeld.
15) ?ﬂa A<—7$B¢aA Yo 8 eJ.
16) ¢, A0 A Yo B et ax 8.

Les régles de déduction seront les deux régles habi-

tuelles.
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Sur les systémes déductifs dans la logique B+valente

Pour caractériser ce calcul du point de vue sémantique,
on va prendre comme ensemble de vateurs 1'algébre de Luka-

siewicz O-valente D L, définie par :

DL, ={f:J->L, | o ¢ 8 =>f(a) 2 £(B)}.

I1 est important de voir que D L2 est une algébre de
Post O-valente, compléte. Les notions d'interprétation et
de formule universellement valide s'introduisent de maniére

analogue 3 la logique classique (4).

Notons avec T 1l'ensemble des formules démontrables.

Dans 1l'ensemble des formules on peut définir la relation
d'analogie :&E-@Df«:f., ¢a67a<—> ¢a«3— ¢T pour tout ¢ & J. On
obtient ainsi 1'algébre de Lindenbaum—Tarski du calcul consi-

déré. Nous avons alors :

THEOREME 1. L'algébre de Lindenbaum-Tarski du calcul 0-va-

lente est une algébre de Lukasiewicz ©-valente.

Ce théoréme permet de transférer les propriétés valables
dans une algébre de Lukasiewicz ©-valente quelconque, dans
1'algébre adjacente au calcul @-valent. Soit alors L une

algébre de Lukasiewicz G-valente.

LEMME 1. Dans L nous avons les propriétés :
Al)x=y¢-=>¢axé->¢a y =1
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Sur les systémes déductifs dans la logique g-valente

A2) x> x =1

A3) x>(y—>z2) = (x—=>y)— (x —»2z).
Ab4) x—(y~rz) = (x—y) ~Nx—>2z)
AS) x>(y—>2) = (xAy)—>z.

Ab6) 1—>x = x.

Démonstration.

Al)S =y ; ) =
) Supposons x =y ; alors ¢ax—»¢ay ¢1¢axv¢ay =

Inversement si ¢a X =y ¢(‘!y =1, alors Eaxv ¢ay = 1.
- _ , e ~
Donc d)ax/\(d)axv(bay) ¢ax c'est-3-dire ¢O.XA¢ay = ¢ux'

Donc ¢>ax c¢uy et ¢ay —>¢ax = l=}¢ay c¢ax.
A2) xedp) x = ($1xv¢>1x)/\($1xVx) = 1al = 1.

A 3) x> (y—>z) =?>1 xV(y=>z) = 1xV($; yvz)
et (x—=>y) > (x—=vz) = (§1xVy)-> (¢;x¥v2z) =
-_-(¢1x1\$1y)v qu XVvz = $1Yv $1x va,

.
s

A b4) x—% (yAz) = 61XV (yAz) = ($;xVy)A (4, XxVz) =
x>y)A(x~¥2z). ’

AS) x=5(y~»2) = 6] XV ¥ VZ = ¢1(xAY)V 2 = (xAy) >z

—

A6) 1—»x=¢; 1¥x = x.

DEFINITION 1. Un sous-ensemble D de L est appelé systéme
déductif s'il posséde les propriétés suivantes -
- 1€D
- 57 x€D et x—>ye€D, alors yeD.
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Sur les systémes déductifs dans la logique g-valente

On va noter par D(J) le systéme déductif engendré par J.

LEMME 2. D(®) = {1}

Démonstration. Etant donné que ! appartient 3 tout systéme

déductif et P est contenu dans tout systéme déductif, on
obtient 1€D(®). D'autre part en appliquant A 6), il résulte

que {l} est un systéme déductif.

DEFINITION 2. St J # ® , est un sous-ensemble d'une algébre L,
on dira que t est une conséquence de J s;il existe
un ensemble fini {xl’ Xys = een xn} €J tel que
(xll\x2 ...Axn)~—7t =1 . En appliquant A 5) ,
on a : (xleZA...Axn)—yt = xl—a (xz-y..(x?t)...).

On va noter par C(J) l'ensemble des conséquences de J et

on va poser par définitiom C(®) = {1}

~ LEMME 3. Pour tout J <L, on a D(J) c(J).

Démonstration. Si J = @, on a D(@) = C(@) = {1}
Supposons donc que J # @. On voit que 1&€C(J), parce qu'il
existe un élément x€J, et xc1=yx—>4 =41 par A 1).

Supposons que x €C(J) et x—>»y€C(J). Il existe alors les

éléments X Xy e xp et xi s xé s e x:l appartenant 3 J
H N LRI = ' ! c o '

tels que (x] X A A;p)-, x =1 et (xlhsz '«q)

—~(x=y) =1.

127



Sur les systémes déductifs dans la logique @-valente

En appliquant A 1) on trouve (x{ /\Xé/\ -—yﬂx&)
...Axp)—-)x) =1 et (xl/\x

——»((xl/\x /\...Axp)

2

—=((x] Axy A .../\x('l) —(x=>y)) = 1.

2

Mais conformément & A 5), on a (x;Axé "'Axc'lelez ceeAX)

—5 x =1 et (xl/\x2 ...Axp/\xi/\xé .../\x('l)-—b(x—-)y) = 1,
AX A, Ax! L. Ax!
Alors ((x1 Xy Axp X xq)-—"; X)

= ((x Ax N Apr"'Axi ---Axc'l)—b;y) =1 (A 3)) ; Donc
(XIA XA s /\xpt\ x;/\xé Axc'l)a>y = 1, qui démontre que

y€E€C(J).

On a obtenu donc que C(J) est un systéme déductif.

Si x€J, on a Xx—=x = |, qui montre que J & C(J).

I1 reste & prouver que C(J) est le plus petit systéme
déductif qui contient J. Soit alors D un systéme déductif,
tel que J<D. Et soit x€ C(J). I1 existe alors les éléments
X, Xy eee xpé J, tels que X — (xz—-;...(xp-ﬁx))...) =1,
En appliquant la définition du systéme déductif, on trouve

que x¢€D. Donc C(J) ¢D.
THEOREME 2. .Théoréme de la déduction). Pour tout JCL et
pour tout x €L, nous avons DIV {x) = C(Ju {x})

= {yelL/x »ye&C(J)}.

Démonstration. Notons D' = {yeL/x—2y<&C(J)]}.

- D' est un systéme déductif.
En effet x—>1 =1 =4 €C(J). Donc 1€D'. Supposons que y et
y->z€D'. Nous avons alors : x-» yeC(J) et x»(y=>2z2)&C(J).
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Sur les systémes déductifs dans la logique @-valente

Par A 3) il résulte que (x-~»y) —» (x-»z) € C(J). Confor-

mément au lemme 3, il résulte que x-» z€C(J). Donc 2€D'.

- JU{x}¢D'. En effet x—»x = 1€ C(J). Donc xe&D'.
Si y€J, on ay-»(x—»y) = 1 (axiome 1). Donc x-»ye C(J).
Donc y€D'.

— Supposons que D est un systéme déductif, tel que
JU{x} ¢D. Autrement dit JCD et xeD. Alors C(J) = D(J) ¢D.
Soit ye D' ; donc x—»yeC(J), il résulte que x>y €D, ce
qui démontre que yeD. Donc D'cD. On a démontré que
D' = DIV {x} ).

On achéve la démonstration en appliquant le lemme 3.

COROLLAIRE. D({x}) = {yeLl/x—»y = 1}= c({x}).

Démonstration. D({x})= D(P v {x})
feL/x>y = 1.}

On donnera maintenant une caractérisation des systémes

{ y €L/x—>y e C(D))

déductifs, en utilisant les filtres de 1'algébre.

DEFINITION 3. Un filtre F de L sera appelé un O-filtre si
pour tout xeF ona ¢ x€F, Va eJ.
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Sur les systémes déductifs dans la logique 8-valente
THEOREME 3. Les affirmations sutvantes sont équivalentes :
a) F est un 0-filtre. ‘

b) F est un systéme déductif.

Démonstration.

a)=yb). Il est évident que 16&F.
Soit x€F et x—»y <¢F, alors faxeF et ¢a(x9y) eF.
Vaed. Mals—¢a(x-—»y) = ¢a(¢lxvy) = ¢1xv¢uy_
Alors ¢1XA(P1XY 1Y) = ¢ XA ¢y €F.
Mais ¢1xA ¢1yc¢;ycy Donc y€F.

b) =ya) Soit x,y deux éléments de F. Nous avons alors

X~ (xAy) = (X X)A (x—=y) = x—>vy.
Mais y—» (x—>y) = 1€F, Donc x—»yeF.
Il résulte que xAyeF.
Si x€F, alors xVy>x, pour tout y ¢L. Donc
Xx-=(xYy) = L&F.
La régle de modus ponens montre que xUyeF.
En appliquant A 2) il résulte que F est 0-filtre.
Ce résultat montre que l'analyse des systémes déduc-
tifs revient 3 celle des O-filtres, dont la carac-—
térisation est faite en (l] .
Rappelons le résultat essentiel :

THEOREME 4. St F est un O-filtre propre de L, alors les

affirmations suivantes sont équivalentes :

a) F est premier.

b) x€CL=yx€F 0 x€F. (ou CL est L'algébre

de Boole des éléments chrysippiens).
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Sur les systémes déductifs dans la logique 8-valente

e) F est maximal.

Ce théoréme montre que les systémes dé&ductifs
complets coincident avec les systémes déductifs maximaux.
Nous avons aussi la propriété suivante

A T = /.\D, ouD est 1l'ensemble des systémes déductifs
Ded
complets (s.d.c.) (Un sdc est un systéme dé&ductif D, tel que
si 60 «>» ¢a0z ,ch &J est une formule démontrable, alors ou
bien db @D, ou bien QQJLGD).
Une classe importante de sdc est donnée par les
~
validations, c'est-i-dire par les Vh = h ](l), h étant des
systémes de valeurs de vérité. Il est facile de voir qu'un
Vh est un sdc. Les seuls &léments chrysippiens de D L2 sont
les fonctions 0 et 1. Donc ¢ h(al) est 0D ou 1.
Si ¢ h((j-?:) = 1, alors X o e -V ; Dans le cas contraire on
obtlent ¢a& ¢ Vh.
LEMME 4. Tout sde est une validation.

Démonstration. En effet si D est un sdc, il est facile de

voir que les propriétés ci-dessous sont vérifiées :
a) o 0% €D e=> 3 &b £
b)ﬂmag’ € D> €p et ep
&) 0oV e D& JEED  ouddeD.
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Sur les systémes déductifs dans la logique 8-valente

On n'a qu'a utiliser la bijection entre 1l'ensemble
des sdc de E (1'ensemble des formules) et 1'ensemble des

o-filtres maximaux de E/=

Soit H la fonction, définie de la maniére suivante :
- siOLeD, HOL) (o) = 1, V o €J.
- si()?:%D, on a HD) (o)

1, si q;aC’Z_C-D. et

HOL) () = 0, si ¢ JefD
Les propriétés soulignées se traduisent alors par :

H(o 08) = ¢ H(R)

H(3,0L) = ¢ HOL)

@D = u@)A ).

HOVE) = H(B)v 1E&F).

HA>E) = HEb) — H(H).

HObe®) = BIB) > H(E).

Si on prend la restriction de H 4 1'ensemble des for-
mules élémentaires on obtient un systéme de valeurs de
vérité h, tel que D = V-

On obtient alors :
THEOREME 5. Théoréme de complétude sémantique). Le

caleul O-valent est complet du point de vue

sémantique.
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Sur les systémes déductifs dans 12 logique 6-valente

Démonstration. En effet le lemme 4, montre qu'il y a identi-

té entre les systémes déductifs complets et les validationms.
Mais d'aprés A) on obtient alors

T = f'\ D = /\ Vh H P stant 1'ensemble des inter-
prétations?eil y a thc identité entre les formules démon-

trables et celles universellement valides.
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