
PUBLICATIONS DU DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES DE LYON

VLAD BOICESCU
Sur les systèmes déductifs dans la logique Θ-valente
Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1971,
tome 8, fascicule 1
, p. 123-133
<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1971__8_1_123_0>

© Université de Lyon, 1971, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Publications du Département de
mathématiques de Lyon » implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PDML_1971__8_1_123_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Publications du 

Département de 

Mathématiques 

Lyon 19711.8-1 

SUR LES SYSTEMES DEDUCTIFS 

DANS LA LOGIQUE 0-VALENTE 

Vlad BOICESCU 

En 1968, Gr. C. Moisil a généralisé la notion d'algèbre 

de Lukasiewicz, en définissant les algèbres 0-valentes, où 

0 est un type d'ordre quelconque (2). 

Nous nous proposons de relier le point de vue logique 

au point de vue algébrique et de démontrer de manière algé­

brique le théorème de déduction en analysant aussi les sys­

tèmes dëductifs de ce calcul. 

Soit J un ensemble totalement ordonné ayant un plus petit 

et un plus grand élément et 0 le type d'ordre de J. Les sym­

boles du calcul 0-valent seront les suivants : 

- variables propositionnelles : A,B,C,.... 

- connecteurs : v ,A, _,{<J>} 

parenthèses : (,). 
Les formules seront définies par récurrence ; 

- les variables propositionnelles sont des formules. 

- si cTïp est une formule, alors è > <fr sont des 

formules aussi pour tout a ej. 

- si 01 et ^ sont des formules, alors <fë V < ^ . J & A * 

sont des formules aussi. 
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Sui les systèmes déductifs dans la logique 0-valente 

D e f _ 

On va écrire :<&-^& — (j^cf&V^ et 
Def 

Les axiomes du calcul propositionnel 0-valent seront 

les suivants : 

1) A—>(B—*A) 

2) (B-*C))—*((À-*B)_»(A-*C)). 

3) (AA B)—>A 

4) ( A A B ) _ > B 

5) ( C ^ À ) ^ ( ( C - ^ B ) - > ( C ^ ( A A B ) ) ) . 

6) A—»(AVB) 

7) B ^ ( À V B ) 

8) (A-*C)—>((B—çC)—»(<AVB)-*C)). 

9) <t> (AAB)<—>(j) AA<(, B. V a € J . 

10) 1 ( A V B ) ^ AA ( j ) B . V a C J . 

11) 4> A V $ A 

12) * a A ^ c f ^ A * a , B €J. 

13) 4> A« - * è <j> A V a 6 € J. 

a B a 
14) * a Aé-̂ <() J a A V a B€J. 
15) * A*->4> è A Va B eJ. 

a B a 
16) <()„ A-*é A V a 3 et a ^ g. 

6 a 

Les règles de déduction seront les deux règles habi­

tuelles • 
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Pour caractériser ce calcul du point de vue sémantique, 

on va prendre comme ensemble de vateurs l'algèbre de Luka­

siewicz 0-valente D L^, définie par : 

D L 2 = {f : J-*L 2 I a « 8 =^f(a) f ( 8 ) } . 

Il est important de voir que D est une algèbre de 

Post 0-valente, complète. Les notions d'interprétation et 

de formule universellement valide s'introduisent de manière 

analogue à la logique classique (4). 

Notons avec T l'ensemble des formules démontrables. 

Dans l'ensemble des formules on peut définir la relation 

d'analogie eT pour tout a G J . On 

obtient ainsi l'algèbre de Lindenbaum-Tarski du calcul consi­

déré. Nous avons alors : 

THEOREME 1. L'algèbre de Lindenbccum-Taxski du calcul enva­

lente est une algèbre de Lukasiewicz Bivalente. 

Ce théorème permet de transférer les propriétés valables 

dans une algèbre de Lukasiewicz 0-valente quelconque, dans 

l'algèbre adjacente au calcul 0-valent. Soit alors L une 

algèbre de Lukasiewicz 0-valente. 

LEMME 2. Dans L nous avons les propriétés : 

A 1) x = y*=^<J>a

 x 4 m ^ * a y = 1 
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A 2) x « - » <)>! x = 1 

A 3) x - ^ ( y —*z) = (x—>y)-^> (x - ^ z ) • 

A 4) x—> (y A z ) = (x—**y) A ( X —* z) 

A 5) x~*(y—^>z) = ( x A y ) - ^ z . 

A 6) 1 x = x . 

Démonstration. 

A 1) Supposons x » y ; alors c|> x < b y = èiè xV<j> v « 
a a a a 

d > x v ( j ) y = ( } ) x V c t ) x = l . 

Inversement si 4> x -*d> y = 1, alors d> xv è y = l . 

Donc (jĵ x A (((j^x V 4>ay) = cf^x c'est-à-dire ^ x ^ ^ y " <J> 

Donc ^ x c y et * a y - ^ * a x - 1 = ^ * a y c * a

x -

A 2) x^(J)i x = ( ^ x Y ^ x ) A ( ^ X V X ) = 1A1 = 1 . 

A 3) x - ^ (y—^z) = <t*i x V ( y ^ z ) = h x V ( ^ y v Z ) ; 

et ( x -*>y) — > y ( x - * z ) = ( * ! x V y ) - ^ ( ^ l X V z) -

= (<frlX A ^ 1 y ) V J \ X V Z = ^ y V ^ X 

A 4) x -* , (y A z ) = ^ x V (y A Z ) = ( * ! X Y y ) / \ x V z ) = 

( x - ^ y ) A ( X - ^ Z ) . 

A 5) x - ^ ( y - ^ z ) = 4>i x V ^ y v ^ z = * 1 ( x / \ y ) v z = (x/ iy)^ï, 

A 6) 1 - * x = ^ ! 1 V x = x . 

DEFINITION 1. Un sous-ensemble D de L est appelé système 

dêduotif s'il possède les propriétés suivantes ; 

- 1 £ D 

- S t x € D et x y € D, alors y . 
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On va noter par D(J) le système déductif engendré par J. 

LEMME 2. D(0) = {1} 

Démonstration, Etant donné que 1 appartient à tout système 

déductif et 0 est contenu dans tout système déductif, on 

obtient l€D (0 ) . D'autre part en appliquant A 6), il résulte 

que {\} est un système déductif. 

DEFINITION 2. Si J ï 0 , est un sous-ensemble d'une algèbre L, 

on dira que t est une conséquence de J s;il existe 

un ensemble fini { X j , x^, - ... x^} £ J tel que 

( X j A x ^ . . . A x ^ - ^ t = 1 • En appliquant A 5) , 

on a : (x. A X A . . . A X ) —^t = x - ^ (x0-^ .. (x-^t).. • ) . 
1 Z n 1 Z n 

On va noter par C(J) l'ensemble des conséquences de J et 

on va poser par définition C(0) = {1} 

LEMME Z. Pour tout J CL, on a D(J) = C(J). 

Démonstration. Si J - 0, on a D(0) = C(0) « {1> 

Supposons donc que J ^ 0, On voit que 1£C(J), parce qu'il 

existe un élément x€J, et x C l ^ x - ^ 4 « 1 par A l ) . 

Supposons que x€C(J) et x - ^ y 6 C ( J ) . Il existe alors les 

éléments x^, ... x^ et xj , x^ , ... x^ appartenant à J 

tels que : ( x . A x A # . . / N ^ x = 1 et ( X Î ^ X ' A . . . / « ' ) 

\ L P \ l q 
^ (x-^y) = 1 . 
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En appliquant A 1) on trouve ( X J A X ^ A — ^ x ^ ) 

— ^ ( ( x , A x 0 ... Ax )—^x) = 1 et (x, A x 0/\ . . . A x ) 
1 Z p X L p 

^ 7 ( ( x j A x ^ A , . . A x J ) ^ ( x - > y ) ) = 1. 

Mais conformément à A 5), on a ( x ! A x' . . . A X 1 A X A X 0 . . . /\ x ) 
J ^ q 1 2 p' 

— ^ X = 1 et ( X j A X 2 . . . A X ^ A X J A X ^ . . . A X ^ ) — ( x y) = 1. 

Alors ( ( X - A X 0 A . # . A X A xj . . . A x f ) - ^ x ) 

1 z p 1 q 
^ ( ( x 1 A x ^ , , . A x P A , F , A X | . . . A x ^ ) _ ^ y ) = 1 (A3)) ; Donc 

( X J A X 2 A . . . A X ^ A X J A X ^ . . . Ax^)-*>y = 1, qui démontre que 
yec(j). 

On a obtenu donc que C(J) est un système déductif. 

Si x€-J, on a x — > x = 1, qui montre que J £. C(J). 

Il reste à prouver que C(J) est le plus petit système 

déductif qui contient J. Soit alors D un système déductif, 

tel que JCD. Et soit x € C ( J ) . Il existe alors les éléments 

xl x 2 " • * x p € J > t e l s q u e xf"">* (x^-^ . . . ( x - ^ x ) ) . . . ) m \ 9 

En appliquant la définition du système déductif, on trouve 

que x£D. Donc C(J) çD. 

THEOREME 2. .Théorème de la déduction). Pour tout J C L et 

pour tout x € L , nous avons D ( J l ) { x } ) = C(Ju{xJ) 

= {y eL/x -*y <?C(J)}. 

Démonstration. Notons D1 « {yeL / x^y€-C(J)}. 

- DF est un système déductif. 

En effet x—^1 = 1 = d 6C(J) . Donc 16D1. Supposons que y et 

y->z£D F. Nous avons alors : x-^y^C(J) et x-* (y-*z) e C(J). 
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Par A 3) il résulte que ( x - ^ y ) ( x - ^ z) € C(J) . Confor­

mément au lenme 3, il résulte que x-^ z€C(J). Donc ï6D'. 

- JU{x>CD f. En effet x^yx = l€C(J). Donc xGD'. 

Si y€J, on ay-y(x-^y) = 1 (axiome 1). Donc x ^ y ^ C ( J ) . 

Donc y £D' • 

- Supposons que D est un système déductif, tel que 

JU{x}ÇD. Autrement dit J C D et x£D. Alors C(J) = D(J)CD. 

Soit y £ D f ; donc x-^y€C(J), il résulte que x-^y$D, ce 

qui démontre que y€.D. Donc D'cD. On a démontré que 

D f = D(JU{x} ). 

On achève la démonstration en appliquant le lemme 3. 

COROLLAIRE. D({x}) = jyél/x-^y = l} = C({x}). 

Démonstration. D({x}) = D(0 U {x}) = ( y éL/x-^y ̂ C(0)] 

=freL/x-*y = 1.}. 

On donnera maintenant une caractérisation des systèmes 

déductifs, en utilisant les filtres de l'algèbre. 

DEFINITION Z. Un filtre Y de h sera appelé un Q-filtre si 

pour tout x € F o n a d > x e F , V a € J . 
a 
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THEOREME 3. Les affirmations suivantes sont équivalentes : 

a) F est un 0-filtre. 

b) F est un système déductif. 

Démonstration. 

a) b) . Il est évident que 1SF. 

Soit xéF et x-ry^F, alors <f> xéF et d> (x^y)çF. 

V a € J , Mais $ (x-^y) = <}> (^xVy) «"^xVifr y. 

Alors <j)^xA ((j>ix y 01 y) = <f>ix A 01 y 6F. 

Mais <t>ixA<()iyc<()iycy Donc y€F. 

b)=^a) Soit x,y deux éléments de F. Nous avons alors 

X - ^ ( x A y ) = ( X — > X ) A (x—^ y) = X-^ry. 

Mais y-^ (x—> y) = l€ F, Donc x-^y€F. 

Il résulte que x A y e F . 

Si xeF, alors xVy->x, pour tout y eL. Donc 

x-^(xYy) = le F. 

La règle de modus ponens montre que x U y e F . 

En appliquant A 2) il résulte que F est 0-filtre. 

Ce résultat montre que l'analyse des systèmes déduc­

tifs revient à celle des 0-filtres, dont la carac-

térisation est faite en £l^ • 

Rappelons le résultat essentiel : 

THEOREME 4. Si ¥ est un O-filtre propre de L, alors les 

affirmations suivantes sont équivalentes : 

a) F est premier. 

b) x 6 C L = ^ x € F o x 6 F. (où CL est l'algèbre 

de Boole des éléments chrysippiens). 
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c) F est maximal. 

Ce théorème montre que les systèmes deductifs 

complets coïncident avec les systèmes deductifs maximaux. 

Nous avons aussi la propriété suivante 

A) T = r \ D , o u S est l'ensemble des systèmes deductifs 
D6â) 

complets (s.d.c.) (Un sdc est un système déductif D, tel que 

si<fà 4-* à cfè y V a est une formule démontrable, alors ou 
a 

bien ou bien 
a 

Une classe importante de séc est donnée par les 

validations, c'est-à-dire par les = h (1), h étant des 

systèmes de valeurs de vérité. Il est facile de voir qu'un 

est un sdc. Les seuls éléments chrysippiens de D L^ sont 

les fonctions 0 et 1. Donc <t> h(cJ2>) est 0 ou 1 . 
Si <b h(6Z) « 1 , alors è 0i> G-V, ; Dans le cas contraire on 

a ^ a h 
obtient d> 

Y a h 

LEMME 4. Tout sdc est une validation. 

Démonstration. En effet si D est un sdc, il est facile de 

voir que les propriétés ci-dessous sont vérifiées : 

a) 6 5h £D > d>5fcj^D 
a 69 a 

b )^Ao2r e D<=^>(Jh 6D et «^6D 

c)Chv<& e D<*=^#S€D ou-^éD. 
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On n fa qu'à utiliser la bijection entre l'ensemble 

des sdc de E (l'ensemble des formules) et l'ensemble des 

0-filtres maximaux de E / * . 

Soit H la fonction, définie de la manière suivante : 

- si $1 <S-D, H(cJZ?)(ot) = 1 , 'y'aéJ, 

- siÔ2> ^ D , on a R(âb) (et) = 1 , si ÉD. et 

H(<Jk)(a) = 0, si <f) J W D 
a ' 

Les propriétés soulignées se traduisent alors par : 

H(<fr fè) = 4> H(&) 
a __a 

H(* a^) = <fra H(flt) 

H ( < & A # ) = H ( 3 X ) A H(#). 

H(&*#) = H ( « ) ^ H ( ^ ) . 

H$-*#3 = H(№) H(#) . 

H(<&^) - H H ( # - ) . 

Si on prend la restriction de H à l'ensemble des for­
mules élémentaires on obtient un système de valeurs de 

vérité h, tel que D = V^. 

On obtient alors : 

THEOREME 5. Théorème de complétude sémantique). Le 

calcul Q^valent est complet du point de vue 

sémantique. 
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D é m o n s t r a t i o n . En e f f e t l e lemme 4 , mont re q u ' i l y a i d e n t i ­

t é e n t r e l e s s y s t è m e s d é d u c t i f s c o m p l e t s e t l e s v a l i d a t i o n s . 

Mais d ' a p r è s A) on o b t i e n t a l o r s : 

T = D = f*\ V, ; é t a n t l ' e n s e m b l e des i n t e r -

p r e t a t i o n s , i l y a donc i d e n t i t é e n t r e l e s f o rmu le s démon­

t r a b l e s e t c e l l e s u n i v e r s e l l e m e n t v a l i d e s . 
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