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UNE REMARQUE SUR LES GROUPES DE GALOIS TOPOLOGIQUES 

Jean BRACONNIER 

On peut étendre [3] le théorème d'Artin relatif aux groupes 

finis d1automorphismes d'un corps [1] aux groupes compacts d'au-

tomorphismes, à l'aide de la théorie de Krull des extensions 

galoisiennes [2 ]. On trouvera ci-dessous une démonstration direc­

te de ce résultat, qui permet de retrouver et peneraiiser cette 

théorie de Krull, 

1. GtoupeA de Gatolb topologûfute. 

(1.1) Soient L et M des corps (commutatifs) ; on désigne par 

Mor(L,M) l'ensemble des morphismes de L dans M et on munit cet 

ensemble de la topotog^ de convergence oûrrplz (L et M étant 

discrets). Mor(L.M) est ainsi un sous-espace fermé de M L (muni 

de ladite topologie) : on note Aut(L) le groupe des automor-

phismes de L ; muni de la topologie induite par celle de Mor(L,L), 
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Aut(L) est un QKOupt topoZogiquc : dans ce groupe, un système 

fondamental de voisinages de id^ est formé par les sous-groupes 

stabilisateurs des parties finies de L. En général, Aut(L) n'est 

pas fermé dans Mor(L,L). 

Soient К un corps et L et M des extensions de К ; on note 
Mor^(L,M) l'ensemble des K-morphismes de L dans M : Mor^(L,M) 
est fermé dans Mor(L,M). On note Gal(L/K) le groupe des K-auto-
morphismes de L ; c'est évidemment un sous-groupe fermé de 

Aut(L). Lorsque F décrit l'ensemble des parties finies de L, 

Gal(L/K(F)) décrit un système fondamental de voisinages de id 

dans Gal(L/K). 

(1 .2) Soit L un corps. Soit G un sous-groupe de Aut(L) : on note 

Inv^CG) le corps des invariants de G dans L. Il est clair que 

InvL(G) - InvL(G) ; par suite, on a G с Gal(L/Inv^(G)). 

(1 .3) Proposition. - Soit К — u n e oxttnbion algcbKiquc &ил к. 

VOUA toute extension к—*м de к, Vebpacc Morv(L,M) 
ebt compact. 

Soit x e L ; MorK(L,M).x est alors une partie finie de M. 
Par suite, МогK(L,M) с MorK(L,M).x <z M 1 est relativement 
compact, donc compact. 

(1.4) Corollaire. - Soit K—>L une extension algëhtiiquc -бил к. 
Mou Gal(L/K) e&t un дкоирс compact. 



Une remarque sur les groupes de Galois topologiques 

139 

En effet, on a alors Gal(L/K) « Mor„(L,L). 

Remarques, 

1) Soit K—->L une extension algébrique sur K ; posons 

G » Gal(L/K) ; G est un groupe piO^X)M.. Soit F une partie finie 

de L ; l'ensemble G.F est fini et 

Gal(L/K(G.F)) « f\ <r .Gal(L/K(F)). CT~l est un sous-groupe &U>-

tinguè et ouvert de G. Lorsque F varie, Gal(L/K(G.F)) décrit 

évidemment un système fondamental de voisinages de id^ dans G. 

2) Soit K-»L une extension de K telle que dimalv(L) soit 
K 

fini : alors Gal(L/K) est localement compact (il possède en effet 

un sous-groupe ouvert compact d'après (1.3)) • 

2. la th&oKwz d'A/i£Ln. 

(2.1) Théorème. - Soient L un co^.p6.G un AouA-gtioupo. compacX dt 

Aut(L) e£ K « invT (G). Mou L zàt une txtzn&lon 

aJLQlbfU^uz tt galoli>ie.nne. iuA K ut G = Gai (L/K). 

a) Si G est fini, le théorème se réduit au théorème classique 

d'Artin. 

b) Soit x e L : G.x est fini ; par suite G H Gal(L/K(G.x)) 

est un sous-groupe ouvert de G. On a ç"(K(G.x)) = K(G.x) pour 

tout creG ; ainsi OTH-*<J- iK(G.x) est un homomorphisme 

<p : G -»Gal(K(G.x)/K). Le noyau de y est G 0 Gal(L/K(G.x)) : 
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donc y (G) est fini. D'après a), K(G.x) est une extension de 

degré fini et galoisienne sur InvR^G x̂ (<f(G)) « R. C onsne 

XÊLK(G.X), ceci montre que L est algébrique et galoisien sur K, 

c) Soit G 1 * Gal(L/K). D'après b) et (1.4) G* est compact. 

Soit F une partie finie de L ; G1.F est fini ; soit L p le sous-

corps de L engendré par G'.F. Gal(L/LF) est un sous-groupe ouvert 

de Aut(L) et G ? 0 Gal(L/LF) « Gal(L/K(G
f .F)) est un sous-groupe 

ouvert de G 1. On a cT 1 (I*F) *
 L

F pour tout (T* e G' ; ainsi 

<rf H-*orflLF est un homomorphisme y : G'—»Gal(L?/(LF O K ) ) . 

Le noyau de y est Gal(L/K(G'.F)) ; donc Y (G') est fini. 

D'après d), Lp est une extension de degré fini et galoisienne sur 

InvL (y(G)) « L F O K et y (G) » GaKL^/ (L^ O K)). Par suite, 

on a G' « G Gal(L/K(G\F))e G Gal(L/LF). 

d) Quand F décrit l'ensemble des parties finies de il est 

clair que Gal(L/Lp) décrit un système fondamental de voisinages 

de id_ dans Aut(L). On a donc G ' C Q G Gal(L/L ) = G - G. Donc 
L r r 

G » G' . 

(2.2) Corollaire. - Soit G an 6ouA-gioupc ticZatlvwcnt compact 

de Aut(L). AloU G - Gal(L/InvL(G)). 

Cela résulte de (2.1), si l'on remarque que Inv (G) « Inv (G). 

(2.3) Corollaire. - Soit K-->L une cxtcnàlon d'un coup* K, toJUbt 

que K « lnvL(Gal(L/K)). VOVJI que L 6olt alg?b/Uquz 

[et galolblen) 6uA K. IL &aiit et LL hu^Ut que 

Gal(L/K) 6oit compact. 
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C'est nécessaire d'après (1.4). C'est suffisant d'après (2.1). 

(2.4) Corollaire. - Soit K-*L une zxtznbion d'un аолрь к. 
MOKA \ : GH->lnv (G) QMt une bljzctlon de V <LY&W-
b£e de* боил-дкоирел compacta de Gai(L/к) <SUA 
£ f en*mbla deA 4otu-ex^:en6^on6 L' de L tdilbb que 

L xso-ct aZ%ohKJLqu<i ut galoÎAizn бил L', dont 
KlcJjpKoqut Ut X : L't-*Gal(L/L' ) . 

Si L' est une sous-extension de L telle que L soit algébrique 
et galoisien sur L', Gal(L/L') est compact et, par définition, 
InvL(Gal(L/L')) в L' ; donc est une section de A. 
(2.1) montre que if est une rétraction de A. 

Dans le cas où L est une extension algébrique et galoisienne 

sur K, le corollaire ci-dessus QJ>t le théorème de Krull, si l'on 

remarque que tout sous-groupe fermé de Gal(L/K) est compact et 

que L est galoisien sur chaque sous-extension de L. 
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